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Kapitel 1

Siebmethoden und elementare
Primzahltheorie

1.1 Arithmetische Funktionen und Mobiussche Umkehrformel

Definition 1.1.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f: N — C von den natiirlichen
Zahlen in die komplexen Zahlen.

Eine arithmetische Funktion f heifit additiv, falls f(mn) = f(m) + f(n) fir g¢g7(m,n) = 1 ist bzw.
multiplikativ, falls f(1) =1 und f(mn) = f(m)f(n) fir gg7(m,n) =1 ist. Vollstandig additiv bzw.
vollstdndig multiplikativ heifit f, falls die Gleichungen f(mn) = f(m)+f(n) bzw. f(mn) = f(m)f(n)
auch ohne die Zusatzbedingung ggT'(m,n) = 1 gelten.

Im folgenden werden einige Beispiele arithmetischer Funktionen definiert:

Definition 1.1.2. 1. In der Analysis vorkommende Besipiele vollstdndig additiver bzw. multipli-
kativer Funktionen sind logn bzw. n® fiir a € R.

2. Die Funktion

€(n) := 1, falls n=1,
"1 0, sonst

ist vollstédndig multiplikativ.
3. Die Funktion 1 mit 1(n) := 1 fiir alle n € N ist ebenfalls vollstdndig multiplikativ.

4. Es sei Q(n) := }_ 0, @ die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n (mit Vielfachheit
gezéhlt) und w(n) :=3_,, 1 die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n.
Dann ist 2 vollstdndig additiv und w additiv.

5. Die Eulersche (- Funktion ist multiplikativ.

6. Die Mobiusfunktion p ist durch

. (—1)“’(”), falls n quadratirei ist,
uln) = { 0, sonst

definiert. Wir werden zeigen, dass p multiplikativ ist.

7. Die Teilerfunktion 7(n) := >_,, 1, die Anzahl der (positiven) Teiler von n, ist, wie wir zeigen
werden, multiplikativ.



Definition 1.1.3. Es seien f und g arithmetische Funktionen. Unter der Faltung f x ¢ von f und g
versteht man die arithmetische Funktion

(fg)(m) =" fldyg (%)

dln

Unter der Summe f + g von f und g versteht man die arithmetische Funktion

(f +9)(n) := f(n) 4+ g(n).
Beispiel 1.1.1. Es ist 7(n) = >_,,, 1 =>4, 1(d) - 1(%), also 7 = 1% 1.
Satz 1.1.1. Die Menge A aller arithmetischen Funktionen bildet mit der Addition und der Faltung

als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Finselelement e.

Beweis. Die Menge A bildet offenbar unter der Addition von Funktionen eine abelsche Gruppe. Das
Distributivgesetz f x (g + h) = (f x g) + (f * h) ist klar.
Es bleibt die Kommutativitat und Assoziativitit der Faltung zu zeigen, sowie dass € Einselement ist:

e Esist (fxg)(n) =2y, f(d)g(§) Durchléuft d alle Teiler von n, so auch d’ = §. Also ist

(f*g)(n Zf(d,> = (g% f)(n).

d'|n

e Es seien f, g, h arithmetische Funktionen. Dann ist

((f*g)xh)(n) = Z(f*g) () szdl < ) (Z)

dn dln di|d

= d1)g(d2)h(d3).
d=d1d2,5=d3 dI%:dg f(dr)g(da)h(d3)
dydads=n
Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir (f x (g *h)) (n). Alsoist (f xg)xh) = f* (g *h).

e Esist

(exg)(n) = Y eld)f (5) = d(Lf(n) = f(n).

Also ist ex f = f.

Satz 1.1.2. Die Faltung zweier multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.

Beweis. Es seien f,g € A multiplikativ und F' = f % g. Es gelte gg7(m,n) = 1. Dann ist

> f(dy)g(do)

dy,dz
dido=mn
Wir schreiben di = ejeg mit ey = gg7'(dy,m) und es = ggT'(dy,n) sowie analog do = eges mit
es = ggT'(da,m) und eg = ggT(da,n). Dies ist bei gegebenem dj und ds auf genau eine Art moglich.
Dann ist eje3 = m und eseq = n.



Also ist wegen der Multiplikativitdt von f und g

F(mn) = > f(ere2)g(eses) = > f(e1)f(e2)g(es)g(es)

€1,€2,€3,64 €1,€2,€3,€4

€1€3=m,e2€4="n e1e3=m,e2e4=n
= 3 flevgles) D fle)gles) = F(m)- F(n).

€1,€3 €2,€4

e1es3=m €2€e4=n

Satz 1.1.3. Die Teilerfunktion ist multiplikativ.

Beweis. Aus Satz 1.1.2 ergibt sich mit 7 = 1x1 ein Beweis fiir die Multiplikativitit der Teilerfunktion.
O

Beispiel 1.1.2. Es sei o;(n de Daraus folgt o3 = f 1 mit f(n) = n*.
dln
Nach Satz 1.1.2 ist o multiplikativ.

Satz 1.1.4. Es ist ux1 =¢e.

Beweis. Nach Satz 1.1.2 ist p* 1 multiplikativ. Es bleibt, die Werte von u x 1 fiir Primzahlpotenzen
zu bestimmen: Fiir o > 1 ist

(n*1)( ZM( )=1+u(p)=0-

Also ist px1=¢e. O

Satz 1.1.5. (Mdébiussche Umkehrformel)
Es seien f und g arithmetische Funktionen. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

(i) F Zf ) fiir alle n € N
dln
n "
(ii) f(n gl:u (3) fir allen € N
Beweis. "="":

Nach der Definition der Faltung haben wir F' = 1 x f. Daraus folgt nach Satz 1.1.1 und 1.1.3
prF=px(1xf)=(puxl)xf=exf=f

Also st Yy, u(d)F(3) = f(n).

77@77:
Es ist also ux F' = f. Dann ist
frl=1x(urxF)=(1*pu)xF=exF =F,

also >y, f(d) = F(n). O



Satz 1.1.6. (2. Mdébiussche Umkehrformel)
Die Funktionen F und G seien auf [1,00) definiert. Dann sind folgende Beziehungen dquivalent:

(i) F(z) = ZG(%) firz > 1

n<x

(i) Gz) = > p(n)F (%) firz > 1

n<x

Beweis. Ubungen O

1.2 Grundlagen aus der elementaren Primzahltheorie

Definition 1.2.1. Die Primzahlzihlfunktion 7(z) ist durch

7(x) ::|{pEIP’:p§:U}|:ZI

p<z

definiert. Der Summationsindex p bedeutet hier und im folgenden, dass iiber Primzahlen summiert
wird.

Schon Euklid wusste, dass m(z) — oo fiir + — oo gilt. Gaul vermutete um 1792 die Giiltigkeit des
sogenannten Primzahlsatzes:
m(z)

(x = o00) d.h. xh_)rglo gz =1

X

m(x)

- log

Dies konnte jedoch erst 1896 von Hadamard und de la Vallée- Poussin gezeigt werden.

Wir werden den Beweis in dieser Vorlesung nicht geben. Uns geniigen schwéchere Ergebnisse, die
mit denen von Tschebyschew zusammenhéngen, der 1850 zuerst die wahre Gréflenordnung von ()
bestimmte.

Satz 1.2.1. Es gibt Konstanten c¢1 > 0 und co > 0, so dass fiir alle x > xq

z <m(z) < co i

1

. log ' log =

gilt.
Beweis. Ubungen. 0

Ergebnisse der Analytischen Zahlentheorie haben die Form
”Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied”

oder ”Unbekannte Funktion < Explizite Funktion”.
Zur Vereinfachung der Formulierung hat Edmund Landau die nach ihm benannten O- und o- Symbole
eingefiihrt.



Definition 1.2.2. Es seien f(x) und g(x) zwei Funktionen, die fiir geniigend grofie positive x definiert
sind, und es sei f(z) beliebig, g(x) > 0 eventuell nur fiir geniigend grofie x. Dann soll

f(z) = O(g(x)) baw. f(z)=o(g(x)) (z—o0)

bedeuten, dass fiir geniigend grofle x folgendes gilt:

|f(z)] < A-g(x) fir passendes A >0 bzw.

Analog mogen die Beziehungen
f(z) =0(g(x)) bzw. f(z)=o0(9(x)) (z—a’) oder (z—a")
definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

Satz 1.2.2. Der Primzahlsatz kann in der Form

X

m(x) T 4o ( i ) (x — 00) oder auch m(x) “(I+0(1)) (z— o0)

- log log - log
geschrieben werden.

Satz 1.2.3. (Mertens)
Es gilt

Z logp _ logz +0(1) (x — o0).

p<w

Beweis. Essei N = [z], und wir untersuchen die Primfaktorzerlegung von N!. Essei N! =[] -y p®,

Zur Bestimmung des Exponenten ~y(p) beachten wir, dass von den Zahlen 1,..., N genau [%] durch

p teilbar sind, [}%} durch p? usw. Damit gilt

_ logx

mit 7(p) = 1505

Somit folgt wegen 7(x) = O ( - )

1
log N! ::I)'Z °ep + O(z).

p<z

Mittels der Stirlingschen Formel log N! = N -log N — N + O(log N) folgt

1
xz o8P =zlogz + O(z)

p<z

und damit

1
Z 98P _ logz + O(1).

p<w



log p

Von Interesse ist auch die Summe » p<z p

die ” Gewichte” log p entfernt.
Eine Methode zur Entfernung oder Hinzufiigung reguldrer Gewichte liefert die Abelsche Partielle
Summation.

1 . . .
p<z p- Diese erhélt man, indem man aus der Summe 3

Satz 1.2.4. (Abelsche Partielle Summation)

Es seien a < b reelle Zahlen und ci1,,ca, ... kompleze Zahlen. Weiter sei c(x) = Za<n§m Cp-
Dann gilt
i) diskrete Version:
Es seien fi,..., fn komplexe Zahlen mit (Af)n = fn+1 — fn. Dann gilt
S oenfn=c)fy— > cn)(Af)n
a<n<b a<n<b—1
ii) kontinuierliche Version:
Es sei f auf [a,b] stetig differenzierbar. Dann ist
b
S cuf(n) = cf0) - [ etrr @) dr
a<n<b a
Beweis. i) Esist
Z cnfn = Z (C(’I’L) - C(n - 1)) “fn = Z C(n)fn - Z C(n)fnJrl
a<n<b a<n<b a<n<b a<n<b—1
= O fiy— Y. cm)(farr— fn)-

a<n<b—1
Dies beweist (i).

ii) Es seien die Voraussetzungen von Teil i) erfiillt. Zudem setzen wir f,, := f(n). Firt € [n,n+1)
ist ¢(t) = ¢(n), und es gilt

n+1
fn+1_fn:/ f’(t)dt,

also
n+1

cwwnﬂ—m:/’c@ﬂww (1)

n
AuBerdem ist

b
<%ﬁ@—dmﬁm=/c®f@ﬁ~ (2)
Damit folgt aus i), (1) und (2)
(6] b
X:%hzdwﬂw—@@ﬂw—ﬂmﬂwn—/ wvvmmw@ﬂm—/cwfmw.

a<n<b a

Satz 1.2.5. Es gibt eine Konstante b € R mit

1 1
Zzloglogx—HH-O( )
P log

p<z




Beweis. Wir wenden Satz 1.2.4 ii) mit

logp -
Cn:{ o falsn=peP

0  sonst
und f(t) = 102 . sowie @ = 3 an. Wir erhalten
1 lo 1 lo 1 v lo dt
DOEED B Sl DOk Kl B D OB 3 Fven
pgzp p<x p gDp vz p g 3/2 \ )<t p og
Nach Satz 1.2.3 ist > -, lof);p =logt + r(t) mit 7(t) = O(1). Also gilt
1 1 Todt ot
Zf = (logw—i-r(x))-l +/ a t+/ (g dt
p<z P ogx 3/2 U108 3/2 tlog™t

e t 1
1+T(I)—|—logloga:—loglog3+/ T(; dt+0( >
log z 2 Jzo tlog®t log

1
= loglogxz+b+ 0O <>
log

mit
> r()

———dt.
2t log?t

3
bzl—loglog—i—/
2 Js

1.3 Formulierung des allgemeinen Siebproblems

In den Bezeichnungen folgen wir hier weitgehend dem Buch ”Sieve methods” von Halberstam und
Richert. Auch die Ergebnisse sind diesem Buch entnommen.

Siebmethoden werden verwendet, um die Anzahl der Glieder einer endlichen Folge A von ganzen
Zahlen abzuschétzen, die durch keine Primzahl p aus der Primzahlmenge P teilbar sind, die unter
einer Schranke z > 1 liegen.

Definition 1.3.1. Es sei A eine endliche Folge ganzer Zahlen, die gegebene Werte mehrfach anneh-
men kann. Es sei P eine Menge von Primzahlen und z > 2 mit z € R. Die Menge aller Primzahlen
sei P. Dann definieren wir

S(A;P,z) =|{a € A: pla, p€ P =p > z}

und P(z) = [[,.,p. In den Anwendungen wird die Folge A gewdhnlich von einem Parameter
abhingen, der gegen unendlich strebt.

Man kann Ergebnisse iiber S(A; P, z) unter Angaben sehr allgemeiner Art iiber die Folge A erhalten.
Wir werden die Art dieser Informationen in der Folge beschreiben.

Fiir eine quadratfreie Zahl d sei Ay = {a € A: a = 0 mod d} die Teilfolge der durch d teilbaren
Zahlen. Uber A benétigen wir Informationen der folgenden Art:

Fiir X > 1 und eine multiplikative Funktion wq setzen wir fiir u(d) # 0

wo(d)
d
Von dem Restglied ry wird gewiinscht, dass es (wenigstens im Mittel) klein ist. Dann liefert X eine

rq = A4l — X.

gute Approximation fiir die Méchtigkeit von A, wihrend Approximationen fiir Ay durch onM)X
gegeben sind.



Beispiel 1.3.1. Es sei A = {n: 2 —y < n < z} mit 1 < y < z. Dann liefert S(A,P, z) obere
Schranken fiir die Anzahl der Primzahlen im Intervall [x — y, y]. Falls z > 21/2 ist, ergeben sich auch
untere Schranken. Setzen wir X = y, wo(p) = 1 fur alle p € P und wp(d) = 1 fiir quadratfreie d, so
erhalten wir |rg| < 1.

Beispiel 1.3.2. Es sei A = {n? + 1: n < z}. Die Teilbarkeit von n? + 1 durch ein quadratfreies
d héngt nur von den Restklassen von n mod d ab. Es sei d = 2°p; ---p, die Zerlegung von d in
Primfaktoren mit € € {0,1} und 2 < p; < p2 < ... < p,. Nach dem Chinesischen Restsatz ist die
Kongruenz
n?+1=0modd (1)
zum System der Kongruenzen
n? +1=0mod 2°
n?+1=0mod p;
: (2)
n?+1 =0 mod p,
dquivalent.
Fiir eine ungerade Primzahl p hat n?+1 = 0 mod p zwei Losungen modulo p, falls (_71) =1 gilt, also

im Falle p = 1 mod 4. Andernfalls besitzt n? +1 = 0 mod p keine Losung modulo p, falls (%) =1

gilt, also fiir p = 3 mod 4. Fiir p = 2 hat n? + 1 = 0 mod p die eine Lésung n = 1 mod 2.
Die Anzahl [(d) der Losungen von (1) ist somit durch

1(d) = 0, falls p|d fiir eine Primzahl p = 3 mod 4
| 2" sonst,

gegeben. Letzteres bedeutet damit d = 2°py -+ - p,, € € {0,1} und p; = 1 mod 4 fiir 1 <i <r.

Nun ldsst sich dieses Intervall [0,2] in [%] Teilintervalle I, = [(k — 1)d, kd) mit 1 < k < [%] der
Lénge d und im Falle % ¢ N ein Teilintervall I}, = [[5] ,x) der Linge kleiner d einteilen.

Jedes I, mit 1 < k < [g] enthélt [(d) Elemente von Ay, wihrend [ weniger als d enthilt.

Somit folgt
X
Ad = 5] - 1) + 6 (3)

mit 0 < 65 < d. Als geeigente Wahl fiir den Parameter X und die multiplikative Funktion wq ergibt
sich somit X =z und wg = I(d). Aus (3) ergibt sich somit fiir rq = |A4] — % - X schlieBlich |rq| < d.

Beispiel 1.3.3. Es sei A= {n-(n+2): n < z}. Fiir z = 21/2 ist S(A, P, 2) = my(z) + O(y/x), wobei
mo(x) = {p < x* — 2: p+ 2 € P}| die Anzahl der Primzahlzwillinge kleiner gleich = bedeute. Fiir
z < /2 ergeben sich obere Schranken fiir ().

Es sei d = 2p; - - - p, die Zerlegung von d in Primfaktoren mit € € {0,1} und 2 < p; < p2 < ... < p,.
Wiederum ist nach dem Chinesischen Restsatz die Kongruenz

n? +2n=0modd (1)

zum System der Kongruenzen
n? 4+ 2n = 0 mod 2°
n? 4+ 2n = 0 mod p;

n? + 2n = 0 mod p,

dquivalent.
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Nun hat n - (n + 2) = 0 mod p die eine Losung n = 0 mod 2 fiir p = 2 und sonst die zwei Losungen
n =0 mod p und n = —2 mod p. Die Anzahl [(d) der Losungen von (1) ist somit 2. Wie im vorigen
Beispiel 1.3.2 teilen wir das Intervall [0, 2] in [%4] Teilintervalle I, = [(k — 1)d, kd) mit 1 < k < [%]
der Lange d und moglicherweise ein zusétzliches Intervall der Lange kleiner d ein.

Jedes I, mit 1 < k < [%] enthélt I(d) Elemente von Ag, wihrend Ii41 héchstens [(d) enthélt. Somit
folgt

x
Ad = 5] - 1) + 6 (3)
mit 0 < 0y < I(d). Als geeigente Wahl fiir den Parameter X und die multiplikative Funktion wy

ergibt sich somit X = x und wy = I(d) = 2", wobei r die Anzahl der ungeraden Primfaktoren von d
darstellt.

1.4 Einschluss- Ausschluss- Prinzip, Einschluss- Ausschluss- Un-
gleichungen

Das Sieb des Erathosthenes, das einfachste Sieb, das wir im nichsten Abschnitt behandeln werden, ist
eine zahlenthereotische Version des Einschluss- Ausschluss- Prinzips. Danach werden wir das Reine
Brunsche Sieb behandeln, ein leistungsfihigeres Sieb, das auf der Einschluss- Ausschluss- Ungleichung
beruht.

Satz 1.4.1. Es seien k,v € N. Dann gilt

(v, k) = Zl(—nm (;) — (1) <Z:1>

k—
m=0

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k& durch.
Induktionsanfang: k& = 1:
Die Behauptung folgt wegen

- $r()- ()00 ()

m=

Induktionsschritt: k£ — k + 1:
Es gelte die Induktionyhypothese fiir ein £ € N. Zudem gilt

(-G - ()
and damit
o(vk+1) = (_1)k<z> o) = (-1 <<Z) - (Zj)) _ (_1)’€<” . 1).

Fiir den Rest dieses Abschnitts treffen wir folgende Annahmen:
Es sei M eine endliche Menge von Objekten, Mj,..., M, seien Teilmengen von M. Es sei S die
Menge der Objekte von M, die keiner der Teilmengen M; angehoren.

11



Satz 1.4.2. (Einschluss- Ausschluss- Prinzip)
Es gilt

[SI= M+ (=D Y My NN M.
k=1

(1K)

Bevor wir Satz 1.4.2 beweisen, fragen wir uns, was wir erhalten, wenn wir die Summe auf der rechten
Seite nicht iiber sdmtliche k, sondern nur iiber 1 < k <t mit t € N und ¢ < r erstrecken.

Definition 1.4.1. Es sei t € Ny mit ¢ < r. Unter der Einschluss- Ausschluss- Summe E/(t) verstehen
wir

B(t) =M +> (=D)F > M. nM,,l.

k=1 (715--7k)

Wir werden nun sehen, dass wir fiir ungerade Werte von ¢ eine untere Schranke und fiir gerade Werte
von t eine obere Schranke fiir |S| erhalten.

Satz 1.4.3. (Einschluss- Ausschluss- Ungleichungen,)
FEs sei s € Ny. Dann haben wir
E(2s+1) < |S] < E(2s).

Beweis. (Beweis der Sétze 1.4.2 und 1.4.3)
Es sei M = {ry,...,m}. Fur 1 < ¢ <[ sei n(r;) die Anzahl der Mengen M; mit r; € M;. Wir
erhalten durch die Anderung der Summationsreihenfolge

Bt) = IM[+> (=D > My n..nM
k=1

(J152dk)

l

= > |1+ > (—1)k- > 1

i=1 1<k<min{n(r;),t} (J15e-2k)
TiEMjlm---mMjk

Es gibt (n(]:")) Méglichkeiten, aus den n(r;) Mengen, die r; enthalten, die k Mengen M;,,..., M,
auszuwéhlen. Deshalb erhalten wir fiir die innere Summe

_ (n(r:)
2 1_< k >
(J15-+:3k)
ri €M N..OM;,
und somit
l n(r;)
Et)=) [1+ > (-1)'%( k)
=1 1<k<min{n(r;),t}
Es sei n(r;) > 1. Nach Satz 1.4.1 ist
n(r; n(r;) — 1
co e X e () ) = e (M)
1<k<min{n(r;),t}

Dies verschwindet aber fiir t > n(r;) und ist ansonsten nichtnegativ. Dies beendet den Beweis. [
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1.5 Das Sieb des Erathosthenes

Satz 1.5.1. (Sieb des Erathosthenes)
Mit den Definitionen und Bezeichnungen von Abschnitt 3.2 haben wir

d|P(z)

Beweis. e Beweis nach dem Einschluss- Ausschluss- Prinzip:
Es ist
SAP,z)=|{me A:m¢g A, YpeP, p<z},
wobei p1 < p2 < ... < p, die Primzahlen von P kleiner z seien.
Damit ist nach Satz 1.4.2 (Einschluss- Ausschluss- Prinzip)

S(AP2) = [Al+Y (=DF- D A, NeNAy, | (1)
k=1

(J1s-5Jk)

Wir setzen d = pj, - -+ pj,. Dann ist A, N...NA, = Ag und (—=1)¥ = u(d). Aus (1) erhalten
wir

S(A7P72> = Z :u(d)|~'4d|

d|P(z)
e Zahlentheoretischer Beweis:
Es gilt
SAP = S 1= S =S wd Y 1= 3 ud)lAd.
a€A: (a,P(z))=1 acA dla d|P(z) acA d|P(z)
d|P(z) a=0 mod d

O]

Beispiel 1.5.1. Es sei A = {1,...,100}. Wir wenden Satz 1.5.1 mit z = 6 und P = P an und
erhalten so eine obere Schranke fiir 77(100). Es ist

SAPz) = ) p(d)Ad
d|P(2)

= [A|l = |A2| = [As| — [As] + [As| + [A1o| + [A1s] — |Asol
100—-50—-33—-20+16+10+6 — 3 = 26.

Damit gilt 7(100) < S(A,P,z) + 7(6) — 1 = 28. Mit etwas mehr Rechnung kénnen wir auch den
genauen Wert von 7(100) bestimmen. Hierzu beachten wir, dass jede zusammengesetzte Zahl n einen
Teiler kleiner gleich n'/2 besitzt.

Es ist damit 7(100) = S(A,P, 2) + 7(10) — 1, und wir erhalten

d|P(z)

= |A| = |Az| = |As] — [As] — |A7| + |As| + | A1o| + [A14| + [A1s] + |A21| + | Ass]
—|Asg| — [Aaz| — | Aro| — |A10s] + | A210]
= 100—-50—-33—-20—14+16+10+6+4+2—-3—-2—1=22.

Damit folgt 7(100) = S(A,P,10) + 7(10) — 1 = 25
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In Anwendungen sind wir an Situationen interessiert, in denen A von einem Parameter z abhingt.
Fiir x — oo wird auch A — oo gelten. Wir benétigen Informationen der Art, wie sie in Abschnitt 1.3
beschrieben wurden. Wir orientieren uns auch den den in Abschnitt 1.3 eingefiihrten Bezeichnungen.
Zudem treffen wir noch folgende Definitionen:

Definition 1.5.1. Die arithmetische Funktion w sei durch

| wo(p) firpeP
w(p)—{ 0O firpg P

sowie w(1) =1 und w(d) = [],;w(p) fir u(d) # 0 definiert. Weiter sei

fiir u(d) # 0 sowie

W(z) = H(1—°"(p>>

p

Bemerkung 1.5.1. Gehoren sédmtliche Primfaktoren von d zu P und ist u(d) # 0, so haben wir
w(d) = wp(d) und Ry = ry.

Satz 1.5.2. Fiir z > 2 gilt

S(A,P,2) =XW(2)+0- > |Rd
d|P(z)

mit |6] < 1.

Beweis. Nach Satz 1.5.1 haben wir

S(.A,P,Z) = z N(d)|“4d|

d|P(z)

Wir verwenden nun die Approximation

w(d
|Ag| = El) X + Ry

mit dem ”Hauptglied” # - X und dem ”Restglied” Ry und trennen die Beitrdge der Hauptglieder
und der Restglieder.
Wir erhalten

S(A,P,z) Z El + Y p(d)- Ry

d|P(z d|P(z)

Es sei f(d) = u(d)#. Dies ist eine multiplikative Funktion. Damit ist auch die Faltung f * 1 mit

(f*x1)(n) = pu(d)

d|n

multiplikativ.

14



Also gilt

> @) 2 = T St = =T (1-=2) = weo)

dlP(2) p|P(2) dlp p<z
Wegen |u(d)| =1 ist
>~ wd)Ra| < Y |Rdl,
d|P(z) d|P(z)

also
S(A,P,2) =XW(2)+0- > |Rdl.
dP(2)

Satz 1.5.3. Es gibt eine Konstante Cy > 0, so dass

V= e (140 (e2))

fir z — oo gilt.

Beweis. Wir haben
1 1 1 1
v =TT (1-1) = _+(1o <1_>+>).
@-TI(-) =2 (0 (e (-5) 7,
Aus der Taylorreihe

log(l —x) = -z + i (=1 ¥
k=2 g

1 1 1
log|l—=]+—-| <.
D by p

Damit ist nach dem Majorantenkriterium die unendliche Reihe

1 1
Zlog <1—) + =
> p p

fiir |z| < 1 folgt

konvergent, und wir haben nach (2)

(el 2) ) -evel?)

p<z

Aus (1) erhalten wir

logV(z) = —Z;+C1+o C)

p<z
und nach Satz 1.2.4

1
logV(z)—loglogz—b—i—cl—i-O( )
log 2z

Die Behauptung folgt durch Exponentation, wenn wir Cy = e~ setzen.

15



Bemerkung 1.5.2. Es kann gezeigt werden, dass Cy = e~7 mit der Kuler- Mascheronischen- Kon-

stante
N
T (Zk—logN>

gilt.

Beispiel 1.5.2. Essei A ={n: z—y <n <z}, wobei 1 <y < z. Fiir z > 2 wollen wir eine Aussage
iiber S(A, P, z) erhalten. Nach Beispiel 3.5.1 empfiehlt sich die Wahl X = y und wy(p) = 1 fiir alle

p.
Wir erhalten fiir rg = |Ag| — WOTW)X dann |rg| < 1. Nach Definition 1.5.1 ist wegen P = P dann
wo(p) = w(p) und Ry = rq. Es ist

W) = V() =] (1—1>.

p<z p

Damit erhalten wir nach den Sétzen 1.5.2 und 1.5.3 mit 6|, ]¢'| <1

S(AP,2) =XW(2)+0- > ’Rd|zcoy‘<1+0< ! >>+9'.2W>.
P log 2z log 2z

Wir erhalten nur dann ein nichttriviales Ergebnis, wenn 27() < y gilt. Ist y = =, so ist dies fiir
zo = clog xloglog z erfiillt, und wir erhalten

X
7T(HZ‘) S S(A7P72) =0 <log10g:E> )

T
logz

ein Ergebnis, das wesentlich schwécher als Tschebyschews Ergebnis m(z) = O ( ) ist. Andererseits

erhalten wir fiir y > ¢ mit einem festen € > 0 fiir die Anzahl der Primzahlen im Intervall (z — y, z)
die Grofe w(x) —m(x —y) = O <%).

1.6 Das Reine Brunsche Sieb

Definition 1.6.1. Fiir d € N bedeute v(d) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von d, also
v(d) = Z 1.
pld

Satz 1.6.1. (Reines Brunsches Sieb, allgemeine Version)
Es sei s € Ng. Mit den Bezeichnungen von Abschnitt 1.3 haben wir

> wd]Ad < SAP2) < > p(d)]Adl.
d|P(z) d|P(z)
v(d)<2s+1 v(d)<2s

Beweis. Es ist

S(A,P,z)=|{me A:m¢g ANp e P, p<=z}.

Es seien p; < p2 < ... < p, die Primzahlen von P kleiner z.

16



Dann ist nach Satz 1.4.3 (Einschluss- Ausschluss- Ungleichungen)

2s+1 2s
A (DR YT A, N nA, [ S S(AP2) S TAHY (-DF Y Ay, N..nA, .
k=1

(1)

Wir setzen d = pj, - - pj,, woraus Ay, N...NA, = Agund (=1)* = u(d) folgt. Dann folgt die
Behauptung direkt aus (1). O

Um eine schirfere Aussage zu erhalten, nehmen wir noch an, dass fiir die Menge A; Approximationen
der in Abschnitt 1.3 beschriebenen Art gegeben sind. Fiir die multiplikative Funktion w setzen wir
zuséatzlich voraus, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

w(p) < Ao (Q0)
und ®) )
w(p
0< 7 <1- Ail (Ql>

mit positiven Konstanten Ag und A;.

Zur Vorbereitung des Beweises des Hauptresultats treffen wir zunéichst eine Definition und beweisen
ein Lemma:

Definition 1.6.2. Es sei r € N und d|P(z). Wir setzen

ey J 1 fallsv(d) <r
X" (d) {O sonst

und o (n) = > djn 1(d)x") (d) sowie

Weiter sei By eine Konstante mit

1
Z — <loglogz+ By
p<z

fiir alle z > 2. Nach Satz 1.2.4 gibt es eine solche Konstante.

Lemma 1.6.1. Es sei d|P(z) und v(n) = v. Dann haben wir

> X" (d) = (=1)" ( . 1).

din

Insbesondere haben wir fir v(n) < r dann ¢ (n) = 0.

Beweis. Die Anzahl der Teiler von n mit v(d) = m ist (). Fiir solche Teiler ist dann pu(d) = (—1)™.
Damit gilt

S nldn (@) = gj(—l)m(;) ~ v (?)

din 0
nach Satz 1.4.1. ]
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Satz 1.6.2. (Qo), (Ql)
Es sei z > 2 und X\ so gewdhlt, dass 0 < e <1 und ro = [% - (loglog z + Bo)] + 1. Dann gibt
es Konstanten 6 und 0" mit |6] < 1 und |0'| < 1, so dass

(ApA1/N)-(loglog z+Bo)
S@xﬁa@::XWK@-(1+9(Aé+ﬁ PR °>+ﬂﬂ S IR
d|P(z)
v(d)<ro+1

gilt.
Beweis. Es sei s € Ny und r € {2s,2s + 1}.

Wir spalten die untere Schranke r = 2s+1 und die obere Schranke r = 2s von Satz 1.6.1 in Hauptglied
und Restglied auf, indem wir die Approximation

Ag = (d)X+R

beniitzen. Wir erhalten

d|P( )
v(d)<
mit - (@)
S = 3w @) &)
d|P(z)
bzw.

> Z X (3)

'S
Wir formen zunéichst Z;) um.

Es wird dabei angestrebt, einen Vergleich zwischen dem Term X - Zg) in (1) und dem Term XW (z)

zu erhalten, der sich beim Sieb des Erathosthenes als Hauptglied ergibt.
Zunéchst ergibt die Mobiussche Umkehrformel

5ld
Einsetzen von (2) ergibt
S, = @ = ¥ 2Dy (5) 000
d|P(z) d|P(z) 5d
6| P(2) t|P(z)/6 1P (2) plP(2)/d
_ w(9) _ (")
= W()- cor(0) =W(z)- | 1+ o (8)g(d) | ,
6Pz<z>5ﬂp|6 (“%) ( 1%;@ )

also



Als néchstes wollen wir nun eine Schranke fiir den ”Fehler im Hauptglied” erhalte. Mit Lemma 1.6.1
folgt

"D g - V%n (") ¥ o

Q
=
=
S~—
Q
—
&
IN
R
=

1<d|P(z) 1<d|P(z) m=r 1<d|P(2))
v(d)=m
. i my 1 > gp) oL > a(p) r-eXp > a(p)
- 4~ \r) m! 7! ’
m=r p<z p<z p<z
folglich

> oM(d)gla)| < % (Zg(p)) - exp (Zg(p)> : (5)

1<d|P(z) p<z
Es sei nun A mit 0a < A - e < 1 gegeben. Damit ist nach der Definition von 7

> g(p) < A-ro. (6)

p<z

Indem wir die Schranke % < (%)r fiir » € N beniitzen, die durch Umformen aus (1 + %)T < e entsteht,
erhalten wir mit r = rg

(Zg ) exp(Zg > ( )TO.(A.rO)To.eMo:</\.e1+)‘)m. (7)

p<z p<z

Es gilt auch

S g(p) < A- (ro+ 1),

p<z

Durchfithrung der obigen Rechnungen fiir r = ro + 1 ergibt

ro+1
e (Zg ) - exp (Zg(p)) < ()\ : el—i—)\) o+t -

p<z p<z

Wir wenden nun Satz 1.6.1 an und erhalten mit (1)

NI SAED ST PE SRS SalD v

mit {ry, 72} = {ro, 70 + 1} und mit (7) und mit (8)

XW(z)-(l—(A-eH’\)m)— S |Rd\gS(A,P,z)gXW(z)-<1+<)\~el“)r>+ Z Ryl.

d|P(z) d|P(z
v(d)<vp+1 V(d)<l/0+1

Daraus folgt die Behauptung. O
Beispiel 1.6.1. Es sei A={n:n <z} und P =P.

Nach Beispiel 3.5.2 sind geeignete Approximationen durch X = x und w(d) = 1 gegeben.
Die Bedingungen (): w(p) < Ap und (£21): 0 < w(p) <1- A— sind mit Ap = 1 und A; = 2 erfiillt.

Wir wihlen A = 1 und z = exp (2%101;1%) und erhalten ro = [10(loglog z + By)] + 1. Es sei d|P(z)
und v(d) < ro+ 1. Dann gilt

1 logzx
20 loglog x

d <zt <exp < - (10loglogz + By) + 2) = 0(2*/%)
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und damit

> R4 = 0@=*).

d|P(z)
v(d)<ro+1

1 1
W =0 (140 _of losr )
log z log z log log x

Damit folgt aus Satz 1.6.1

Weiter ist

71'(:5):0(90- loglogzn>'

log

Dies ist wesentlich schérfer als das aus dem Sieb des Erathosthenes erhaltene Ergebnis

m(@) =0 (1ogi)gx)'

aber immer noch schwécher als das Tschebyschewsche Resultat

m(z) =0 <10:;1:> .

Beispiel 1.6.2. Es sei A = {n-(n+2): n <z} und P = P. Nach Beispiel 1.3.3 ist eine geeignete
Wabhl fiir die Parameter X und die multiplikative Funktion w durch X = z und

log x

mit z =c
loglog x’

w(p):{ 1 firp=2

2 firp>2

gegeben. Es gilt dann |Ry| < d.
Die Bedingungen (€29): w(p) < Ap und (£21): 0 < # <1- A% sind mit Ap = 2 und A; = 3 erfiillt.

Wir wéhlen A = { und z = exp (ﬁlo?iéz) und erhalten ro = [30(loglog z + By)] + 1. Es sei d|P(z)

und v(d) < rg + 1. Dann gilt

1 logz
< 2ot < — - (301log 1 By)+2) =023
d<z _eXp<12010glogx (30loglog x + By) + O(z™?)
und damit
S R = 0@,
d|P(z)
v(d)<ro+1
Es ist
w(p) 2 1
W(z)_H<1—) = 11 (1—> =0 exp| > log(l—) —O( § >
p<z p 2<p<z p 2<p<z log o
fir z — oo.
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Damit ergibt sich fiir mo(z), die Anzahl der Primzahlzwillinge kleiner gleich =

(loglog x)2)
log? .

mo(x) = O (m .
Dieses war historisch der erste Erfolg der Brunschen Methode.

Als Folgerung haben wir
Satz 1.6.3. Es gilt

1
— < Q.
p: p+2€P p
Beweis. Partielle Summation ergibt
T
> Loma, b,
p: pt+2€P p r 2
p+2<z
Nun ist
lim T2 _ g
T—00 x
und

T ot * (loglogt)?
/ 7f2<>dt:0</ <Og0g2>dt)<oo_
2 t 9 t-log°t

1.7 Kombinatorische Siebe

Das Sieb des Erathosthenes und das Reine Brunsche Sieb sind Beispiele Kombinatorischer Siebe.
Als Vorbereitung zur Behandlung des Brunschen Siebes, das auch in diese Kategorie fillt, wollen wir
hier ein paar allgemeine Prinzipien der Kombinatorischen Siebe behandeln.

Allen Kombinatorischen Sieben gemeinsam ist die Anwendung von Ungleichungen

Y nldxa(d)|Adl < S(AP.2) < Y p(d)xa(d)]Adl (1)

d|P(z) d|P(z)

mit x, € {0,1}.
Die Ungleichungen (1) beruhen auf Ungleichungen fiir die Funktionen o,, die durch

ou(n) =Y u(d)xy(d) (2)

din

mit 0,(1) = x,(1) = 1 fiir v = 1,2 definiert sind.
Im einfachsten Fall, dem Sieb des Erathosthenes, wird x1(d) = x2(d) = 1 fiir alle d|P(z) gewihlt,

und wir erhalten
1 firn=1
o1(d) = o2(d) = oo(d) := Z“(d) - { 0 sonst.

dln

Im allgemeinen Kombinatorischen Sieb sind die Ungleichungen fiir o1 und o9 durch
o2(d) < o9(d) < o1(d) (3)
fiir alle d|P(z), d.h. o2(d) < 0 < 01(d) fiir d > 1 und o2(1) = 01(1) = 1 gegeben.
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Aus den Ungleichungen (3) folgen dann die Ungleichungen (1) durch Anderung der Summationsrei-

henfolge:
> uwldxu(dlAdl = D pld)xu(d)

d|P(z) acA dla

B > S(A,P,z) firv=1
= Z O'z/((a,P(Z)) { < S(.A,P,z) fiir v = 2.
acA
d|P(z)
Wir wollen nun Bedingungen formulieren, aus denen die Ungleichungen (1) und (3) folgen:

Definition 1.7.1. Fiir d|P(z) sei ¢(d) der kleinste Primfaktor von d|P(z). Wir setzen ¢(1) = oc.
Fir 2 < z1 < z sei
zl,z H p -

peEP
z21<p<z

Es sei P4 = {pcP:p fd}.

Die Funktionen x,(d) fiir v = 1,2, welche fiir alle d|P(z) definiert sind, mogen die folgenden Bedin-
gungen (KS) erfiillen:

Definition 1.7.2. (KS):
o (I): xu(d) =0 oder x,(d) =1, falls d|P(z)
o () (1) =1
e (III): Aus x,(d) =1 folgt, dass x,(t) = 1 fiir alle t|d mit d|P(z) (Teilergeschlossenheit).
o (IV): Aus x,(t) = 1, u(t) = (—1)" folgt, dass x,(pt) =1 fiir alle pt|P(z) fiir p < ¢(t).
Verfahren, in denen die Siebfunktionen S(A, P, z) durch die Ausdriicke

> uld)x(d)|Adl

d|P(z)

abgeschétzt werden, heiflen Kombinatorische Siebe.

Satz 1.7.1. Die Funktionen x,(d) fir v = 1,2 mdégen die Bedingungen (KS) aus Definition 1.7.2
erfillen. Dann gilt

Y uldxa(d)lAdl < S(AP,2) < Y pld)xa(d)|Adl-

d|P(z) d|P(2)

Beweis. Mittels der Mobiusschen Umkehrformel erhalten wir

S wldp@dd = 3 14 Y m() =3 a®) 3 bl Asl

d|P(z) d|P(z) [P(z) t|P(z)/6
Mit
S(A,P,2) = Y ul(d)|Adl
d|P(z)
erhalten wir daraus
SAP2) = Y wdx(@)Ad = Y ou(d)S(Ag, P, 2). (1)
d|P(z) 1<d|P(2)
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Zur Umformung der zweiten Summe in (1) beniitzen wir folgende Rekursion. Fiir 2 < z; < z sei

SAP,z)=Y > 1=> Y 1=) SA,PY2) (2)

t|Pz 2 aceA tlpzl,z aEAt t|le,z
(a,P(21))=1 (a,P(z)/t)=1
(a,Pzy )=t
Weiter haben wir
o, (0)= Y p )+ Z —v(g@)l) = > ul)- ) —xlg@®D). (3
116/4q(5) U|6/q(s 116/q(3)

Zur Behandlung der zweiten Summe in (1) setzen wir d = ¢(d) - § und ¢(d) = p. Aus der Definition
von ¢(9) ergibt sich dann die Bedingung p < ¢(§). Mit (3) erhalten wir

Z Uu(d)S(Advp(d)az) = Z Z A(Ap&,P(pd)?Z)ZM(l) ' (X(l) _X(pl))

1<d|P(z) 0|P(2) p|P((§)) 16
p<q
SN —x(@0) Y S (A, PP, 2)
UP(z) p|P(2) t|P(2)/1
p<q(l) p<q(t)

= > u)- (x() = x(@D) - S(Ap, PP, p),

U|P(2) p|P(z)
p<q(l)

wobei im letzten Schritt die Rekursion (2) benutzt wurde.
Damit ergibt sich aus (1)

S(AP,2) = Y wda@ld - > Y ul — Xv(pd)) - S(Apa, P, D).
d|P(z) d|P(z) p|P(2)
p<q(d)

Dabei kann die Menge P®%) die sich aus dem vorigen Schritt ergibt, kann hier durch P ersetzt
werden, da die Elemente dieser Mengen, die kleiner als p sind, dieselben sind.
Wir kénnen nun den Beweis beenden, indem wir zeigen, dass

(=1)"1(d) - (xv(d) = x = v(pd)) <0 (4)

fiir » = 1,2 und fiir alle Paare (p,d) mit p,d|P(z) und p < ¢(d) gilt.
Dafiir betrachten wir folgende Fille:

e Fall 1: pu(d) = —(—1)*:
Wegen der Eigenschaft (III) von x,, der Teilerabgeschlossenheit, folgt x, (d) — x.(pd) > 0, da
aus x,(pd) = 1 auch x — v(d) = 1 folgt. Damit gilt (4).

e Fall 2: u(d) = (—1):
Wegen der Eigenschaft (IV) folgt aus x,(d) = 1 auch x,(pd) = 1 fiir p < ¢(d). Damit gilt (4).

Damit ist der Beweis komplett. ]

Satz 1.7.2. Die Funktionen x,(d) fir v = 1,2 mdgen die Bedingungen (KS) aus Definition 1.7.2
erfillen. Dann gilt

> u(d)x,,(d)wild) = W(z)- (1 (=1t Z p Xe(t) - (1= o (pt) (t)) ,

Z
p<z HP,+

wobei hier p* die Primzahl p™ € P bedeute, die auf p € P folgt.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst:

Xl/(t) = _Xu(pt) = (_1)V_11u(t)X1/(t) : (1 - Xu(pt))v (1)

falls pt|P(z) und p < ¢(t) fiir v = 1,2 ist.

Fall 1: x,(pt) =1

Dann gilt wegen der Teilerabgeschlossenheit (III) auch x — v(¢) = 1, womit (1) gilt.

Fall 2: x,(pt) =0

Dann ist (1) erfiillt, falls x, () = 0 gilt.

Es sei nun x,(t) = 1. Dies ist nach (KS) nur méglich, falls u(t) = (—=1)"~! ist. Auch hier ist (1)
erfiillt.

Wir zeigen nun als néchstes:

Y (0(d Py ) = xu((d, Py2))) = 1= xu(d). (2)

pld

Es sei d = p1---p, mit p1 < ... < p,. Weiter ist (d, P,+ ,) = (d, Pp.) auBer fiir p € {p1,...,p}. In

diesem Fall ist (d, Py, ») = pipi+1- - pr und (d, Pp+ _) = Pit1- - pr. Damit haben wir

> (w(d P ) = xo((d Pp2))) = xu(p2--pr) = Xu(pr--pr) + Xu(D3-+ pr) = xo(P2- - 1)

pld
+. o+ xuer) = xvPv—1-1r) + 1= xu(pr) = 1 = x0(d),

womit (2) gezeigt ist.
Wir setzen nun (2) in die linke Seite der Behauptung ein und erhalten

> (@ =)+ 3 Zu( ) (@ Py = ol (@ ) 5

N——
d|P(2) 0y dP(2) pld

Setze d = dpt mit 6| P(p) und ¢|P,+ ,. Damit erhalten wir

> @2 = we+ 3 S e > u(t)’“”(”;"”(p”w(w

d|P(z) p<z 6|P(p P+
)(1— t
— W 1/ 12 Z XV Xl/<p >)W(t),
p<z t|P
wobei (1) im letzten Schritt benutzt wurde. O

1.8 Das Brunsche Sieb

Nachdem Viggo Brun das Reine Brunsche Sieb entwickelt hat, baute er in den folgenden Jahren
die Methode weiter aus und erhielt das noch leistungsfihigere Brunsche Sieb. Wie das Sieb des
Erathosthenes und das Reine Brunsche Sieb ist auch das Brunsche Sieb ein Kombinatorisches Sieb
und erfiillt die Definition 1.7.2.

Wir beschreiben als erstes die Wahl der charakteristischen Funktionen y, fiir v = 1,2. Hier werden
nicht nur Forderungen iiber die Anzahl v(d) der Primfaktoren von d|P(z) erhoben (v(d) < 2s+ 1
bzw. v(d) < 2s) wie beim Reinen Brunschen Sieb, sondern auch Forderungen iiber die Anzahl der
Primfaktoren von d in gewissen Intervallen.
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Definition 1.8.1. Es sei z > 2, und (z,) sei eine Folge mit 2 = 2, < z,_1 < ... < 21 < 29 = 2
fiir 0 < n < r. Diese Folge wird spéter speziell gewihlt werden. Es sei b € N. Dann setzen wir fiir
v=1,2

1, fallsv((d,P,,.)) <2b—v+2n—1,1<n<r

w={ 7§ ()

Wir zeigen zunéchst, dass mit dieser Wahl ein Kombinatorisches Sieb vorliegt.

Lemma 1.8.1. Die Funktionen x, erfilllen die Bedingungen (KS) von Definition 1.7.2.

Beweis. Die Giiltigkeit von (I) bis (III) ist unmittelbar klar.

Wir wollen die Giiltigkeit von (IV) beweisen.

Esseiv(t) = (—1)",p < q(t) und 2z, < p < zpm—1. Um x,(pt) = 1 zu zeigen, geniigt es, die Giiltigkeit
von (%) fiir n = m nachzuweisen, also die Ungleichung v(pt) < 2b — v + 2m — 1. Wegen x,(t) = 1 ist
v(t) < 20— v+ 2m — 1. Wegen u(t) = (=1)"® = (=1)" ist v(t) = 2b — v + 2m — 1 nicht moglich.
Damit gilt v(t) < 2b—v +2m — 1 und v(pt) < 2b — v + 2m — 1, womit auch (IV) gezeigt ist. O

Zur Formulierung eines allgemeinen Ergebnisses fithren wir noch eine weitere Bedingung tiber die
multiplikative Funktion w und die Reste Ry ein.

Definition 1.8.2. Es sei k > 0, Ay > 1, A2 > 1, L > 1 und 0 < a < 1. Dann ist die Bedingung
(Q2(k)) durch
Z w(p)logp

z
<klog—+ A Q
P < rlog ~ + 49 ((x)

w<p<z

fiir 2 < w < z gegeben.
Die Bedingungen (Rp) und (R;(k, «)) sind durch

Xlog X v
\RdISL-((;g—i-l)-Ag(d) (Ro)
fiir v(d) # 0 und p|d = p € P sowie, dass fiir jedes u > 1 ein Cp > 0 mit
X
2 —
S )R] =0, (h)ng) (Bu(r, )

d<X*log=¢0 X
pld=peP

existiert, gegeben.
Bemerkung 1.8.1. Aus dem Ergebnis von Satz 1.2.3
1
B —togz +0(1)
p

p<z

sieht man, dass die Bedingung (Q2(x)) folgendes besagt:
In jedem nicht zu kurzen Intervall [w, z] ist der durchschnittliche Wert dieser Funktion w(p) kleiner
gleich k.

In manchen Aussagen der Siebtheorie treten auch zweiseitige Bedingungen der Form
w(p) logp 2
—L< —_— —<
< > rlog — < Ay (Qa(k, L))
w<p<z

auf. Dann ist x der durchschnittliche Wert von w(p). Man nennt dieses « die Dimension des Siebs.
Fiir k = 1 spricht man von einem linearen Sieb.
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Zur Vorbereitung des Hauptresultats benotigen wir

Lemma 1.8.2. (1), (Q2(k))
Fiir 2 < w < z haben wir

Beweis. Nach

W(w) log z AQ A1A2
— < 1 1+ A .
Wi(z) — xp (K o8 log w + log w AR log 2

(Qa(k, L)) gilt

w(p)lo
T (p) logp

< /{logi—kAg,
D w

w<p<z

woraus mit partieller Summation

Z w(p) < /ﬁlog;+A2+/ZnL+A2dt

w<p<z

folgt. Also gilt

D - log =z

tlog?t

k(log z — log w) + As * k(logt — logw) + As
= + 3 dt
log 2 w tlog“t
log w Ay o dt o dt
pr— —_ . —_— _— 1 A . ———
" Klogz +logz+ﬁ A tlogt+( wlogw + As) /w tlog?t
1 A 1 1 1
= ko BE L 2 + rlog 8= + (—rlogw + Az) - | — +
logw logz log w logz logw
log z Ao
= klog
logw  logw
1 A
Z w(p) < klog B 22 (1)

wpes P logw logw

Ebenfalls durch partielle Summation erhalten wir aus (Q2(k)):

Z w(p)

espe plogp

Also gilt

log 2+ A “rlogLt + A
klog == + 2+2./ klog - + th

log? = w tlog3t

K log w Ao 1 1 1 1
= —K st —5—+26- | — + — logw - 53— — 3
log 2 logz log”z logz = logw 2log“w  2log” z

1 1
—|—2A2< 53— — 3 )
2log“w  2log”z

2K K log w Ay 1 Az
logz logw log”z log”w ~ logw log w
1 A
3 C‘I(P) < ( +- 2 ) @
w5, plogp ~ logw ogw

Die Wahl w = p und z = p+ € in (Q2(k)) fithrt zu

w(p)
plogp = A )
Aus (), also 0 < % <1- A% folgt
wip w\p
o) = — Ay 2 (@
P (1 P )



Aus (2), (3) und (4) erhalten wir

AlA A
ZW(p)SAlAz'Z Ui(p)§11 2-</@—|—12>. 5)
w<p<z p w§p<zp ogp ogw ogw
Es ist g(p) = % + % - g(p). Daraus und aus (1) und (5) erhalten wir
L A AlA A
S ogp) S r-log s g 22 D182 (L T2 ) (6)
logw  logw = logw log w
wp<z
Es ist
W(w 1
e - = I s <en| 3 ow)
HwSp<Z (1 - T) w<p<z w<p<z
1 A AlA
< exp|k-log ngJr 2. 1+ Aik+ 172 .
logw  logw log z
Dies beweist Lemma 1.8.2. O

Satz 1.8.1. (Brunsches Sieb): (1), (Q2(k)), (Ro), (Ri(k,))
Es seienbe N, A e R mit 0 < Xe!tr < 1, ¢; = %‘ (1+Am+ A1A2) und u = 28X

log 2 log =z
Dann gilt
)\Qb-‘rle?/\ 1
ot 2bs 201
L0 (LZ ou 2 uCott logCo-i-n—i-l z) + 0, (u—n log " X)>
und

)\2662)\ C1
SUPs) 2 XWE)- (122 e (2042) )

—au+2b—1+4+ 22/’\01

+0 <Lz e 1y Lot jggCotrtl z> + Oy (u™"log™ X)) .

Die O- Konstanten kinnen von Ay, A1, Aa, k und u abhdingen. Sie hingen nicht von A oder b ab.

Beweis. Da wir fiir die in den O- Symbolen implizierten Konstanten beliebig grofle, aber feste Werte
annehmen diirfen, konnen wir in der Folge annehmen, dass

z>B (1)

mit einer festen, aber beliebig groflen Konstanten B ist. Es sei

27 1 1
A=—- it €= ——-—. 2
K Tte T 20087k @
Wir definieren dann die Folge (z,,) durch
log z, = e "M og 2 (3)

firn=1,...,r—1und 2z, = 2.
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Dabei wird r so gewéhlt, dass

log zr—1 = e~ "D og 2 > log 2
und
e ™ logz < log 2,
so dass
e(r—l)A < log z < erA (4)

log2 —
gilt. Dann ist die Bedingung von Definition 1.8.1

2=z, <z 1< ...<z1<zg=2

erfiillt. Die Funktionen y,, (d) fiir v = 1, 2 seien durch die Definition 1.8.1 gegeben. Nach Lemma 1.8.1
sind die Bedingungen (KS) des Kombinatorischen Siebs erfiillt, und wir haben nach Satz 1.7.1

> uld)xa(d)| Al < S(AP,2) < > p(d)xa(d)|Adl. (5)

d|P(z) d|P(z)

Wie in fritheren Sieben beniitzen wir die Approximation
d
|Ag| = ! )X + Ry

und behandeln die Beitrdge der Hauptglieder
(r) (d)
X ZH mit X Z dz) 7 (6)
P z

und den Restgliedern

XY= 3w Ry (7)

d|P(z)
getrennt.
Nach Satz 1.7.2 haben wir
dl;)u(d)xy(d)“’f) =W(2)- (1 + (=1t Zj “’Lp)%i Z(p)) (8)
mit
t|Pp+,Z
Es ist
w(p) W(p) - w(p) W (p) xu(2) - (1 = xu(pt))
:z; p W(2) Z(Zﬁ < nz:lznggznl p W(2) t“;Z 7 (1)
SALAED ) W) (=)
< Z W(z) v, P e t (t)

wegen W(p) < W(Z,) fir z, <p < zp_1.
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Es ist nur dann x,(t) - (1 — xu(pt)) # 0, wenn x,,(t) = 1 und x, (pt) = 0 ist, woraus wegen (IV') von
(KS) dann v(t) = 2b — v + 2n — 1 folgt. Daraus folgt

w(p) W(p) "W (zn) w(d)
; P W) 20 15’”; W(z) d|PZznz d
v(d)=2b—v+2n

Mit
2b—v+2n

w(d) 1 w(p)
2 d S(2b—u+2n)!' 2 T

2n <p<z

erhalten wir

2b—v+2n
w(p) W(p) 3 — W (z) 1 w(p)
> ()< - 2 o, . (0
=D W(z) — W(z) (2b6—v+2n) e
Wir setzen o
= 11
¢ log 2z (11)
und zeigen im folgenden
W(zn) _ amato)
< n C 12
W) =° (12)
firn=1,...,r. Nach Lemma 1.8.2 haben wir
W (zn) log 2 Ay A1 Ay
< 1 |1+ A
Wi(z) — P (I<a ©8 log 2, + log 2, Ak log 2
9 nA ) nA _ 1
= exp nAk 4+~ —=e.exp(n- Ak + a ¢ ,
log = log z n
also (o) A
Wizn 9 2c; e -1
<e. A . 13
i << om (v (me s 5) )
fir n =1,...,r — 1. Die Ungleichung (13) gilt auch fir n = r, da aus (4) die Aussage
log 2z log 2z
= <rA
log z, log2 — AR
folgt. Wegen A > 0 haben wir
e"h— 1 eh o1
n - r
Nach (13) ist
rA rA A
e 1 <€ et log z .
ro rA T log2 oglesz

log 2

n 2c1eM 1
W (zn) e .exp | nAk- [ 1+ ac .
W(z) klog2 log }gg;

IN

Wegen z > B haben wir

W(Zn) < 62(n)\+c)
W(z) —

fir n=1,...,r, also (12).
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Wegen (10) und (12) erhalten wir

2b—v+2n

Z(p) < 7; 62n/\+c . Z w(pp)

2n <p<z

Wegen

1 W (zp,
<Z (7§ Z 10g1_&—10g W((Z))

2 <p<z P

und wegen (2b — v + 2n)! > (2n)!(2n)?~¥ erhalten wir

w(p) W o (2nA + 2¢)2vdn
DL EDCIED WSS

p<z
(2nA + 2¢)%77 - (20X + 2¢)*"
< 2c | 2n\ |
= € Ze (2n)!(2n)2—>
_ Z oy (A 27T (2nA + 2007
B (2n)!
A+ 3)%_” - (2nX + 2¢)?"
< 2c | Y 2b—v | ( n
< €. (A+o) nz_:l @)
< (A4 zr: R (1+7>2" ( 1+A)2”
= € ¢ ot (2n)! nA ‘

Die Folge (ne™!)"/n! ist in n monoton fallend, und es gilt (1 + n—c)\)% < €%¢/*. Damit haben wir

3 Oﬁmw‘if((g ST0) < (At 0P a2 i <)\61+A)2”

p<z n=1
_ 2R N gy g AT oo
1 222 X S AT xeer ’
also 2—1+2 2
w(p) W(p ATV e 2—v-+4)c/A
D (e 2= <2z T (14)

p<z

Aus (8) und (14) folgt nun

A\2b—v+2 52X
1 — \2e2+2)

> udre @ = W) (1462

il et . e(2bu+4)c//\>
d
d|P(z)

)\2b7V+2 c1

fir v = 1,2, also

)\21)—1/-&-2

Z M(d)xy(d)wfid) =W(z)- (1 +6- QW - exp <(2b +3)- logz)) . (15)

d|P(2)
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Wir kommen nun zur Behandlung des Beitrages der Restglieder:
Wir beginnen mit der Summe
> xa(@art?

d|P(z)
fiir eine Konstante A > 1. Es gilt

20—v+1 ,_1 2
> (@AY < (1 + ZA) 11 (1 + ZA) ,
d|P(z) p<z n=1 p<z

wie man durch Ausmultiplizieren der rechten Seite {iberpriift.
Anwendung der Tschebyschewschen Schranke

+b

2z
<
m(z) < log 2z

mit einer geeigneten Konstanten b ergibt

@ 25 2b—v+1 r—1 25 2
v < . . 1+A- :
Ejmmm__G+A Q%z+® >31<+- Q%z+®>

d|P(z)

Damit erhalten wir fiir hinreichend grofle C

Oz 2b—v+1r—1 Cz enA 2
d) A < = : 16
Z Xv(d) ~ \logz H log 2 (16)
d|P(z) n=1
Es ist
r—1 CenA BrA/Q r=1
7}_[1 ( log 2 ) - log z
und wegen
6T’—l/A < l()ﬁ < erA
log 2
auch
BeTA/2 _ BeA/2 log z 1/2 -1 (17)
logz = logz log 2
Weiter ist

r—1 r—1

2
H 22 = exp (2 log z - Ze_"A> <z T, (18)
n=1 n=1

Aus (16), (17) und (18) folgt

S @A = 0 (At
d|P(2)

Es ist

€2>\/,‘£ —€A < (2)\ —A) '62)\/H < 6A '61/H,
K

und wegen e —1 > A folgt

20\/k Ael/E 2.01
e €Ne 1/k )
<1 <1 . = .
A1 T siree 2
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Damit folgt
2,01
Z Xl,(d)AV(d) -0 <22b+1'j+62x/n—1> (19)

d|P(z)

fir v =1,2. Aus (19) folgt nun

Xlog X »
S" @Ry < S Rd+L Y ( dg +1>-Ag<d>x,,(d)

d|P(2) d<X*log=C0 X d|P(z)
pld=peP a>Xe log_cO X
X B ol
= O <1+X> +2LX T log X YT AT (d)
: d|P(z)
X — _ 2Nk _
= Ou <W + LXl Oéz2b+1 l/+(2,01/e 1) 10g00+1 _X) '
Also gilt
u~F 7au+2b+1fu+2275\70i1 Cotl Cotrtl
Z XV(d)|Rd| :O m"—Lz e R U 10g >
d|P(2) &
firv=1,2. 0

Wir schliefen diesen Abschnitt mit zwei Anwendungen:

Satz 1.8.2. FEs gibt unendlich viele natiirliche Zahlen n, fir die sowohl n als auch n + 2 hdchstens
sieben Primfaktoren haben.

Lemma 1.8.3. Es gibt Konstanten \ und u mit 0 < Ael™ < 1,

2022 2,01

e/\_1<u§8.

Beweis. (Beweis von Satz 1.8.2)
Wir wenden das Brunsche Sieb (Satz 1.8.1) mit A= {n(n+2): n <z} an.
Nach Beispiel 1.3.3 haben wir

d
|Agq| = WEZ)X + Rq

mit X = z, wobei die multiplikative Funktion w durch w(2) = 1 und w(p) = 2 fiir p > 2 bestimmt
ist. Wir haben |Ry| < 2%, Die Bedingungen (), also w(p) < Ag und (Q;), d.h. 0 < % <1- A%
sind mit Ag = 2 und A; = 3 erfiillt. Nach Satz 1.2.3 gilt

Z log p =logz + O(1).

p<xz
Somit ist die Bedingung (22(k))
Z w(p)logp < /<;10gi +A
p B w ?
w<p<z

mit passendem As fiir k = 2 erfiillt.
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1 enthiilt hochstens 24 Werte n, fir die

Jedes Teilintervall von (0,z] der Linge d mit p?(d) =
[%} ) solcher Teilintervalle {iberdeckt werden..

n(n+2) € Ay gilt. Das Intervall (0, 2] kann durch (
Daher ist die Bedingung (Rp)

|Ra| < L- <Xk;gX + 1) LAV

0

fiir v(d) # 0 mit L = 1 und A} = 2 erfiillt. Wegen |Ry| < 2@ ist die Bedingung (R (k, )

X
2(d)|Ral = O ()
> EAd)|R4| =0y oz X

d<X“log~—% X
pld=peP

fiir &« = 1 — € mit einem beliebig kleinen € > 0 sowie Cy > 0 und U > 0 erfiillt.

Es ist
W=, 1 <1_;>.

2<p<z
Mit Satz 1.8.1 und der Wahl b = 1 erhalten wir

S(AP,2) > 2a- IT (1 2\ (1 g A (2b+2) -2
V=2 2<p<z p 1 a2e2in P log =
—aut2b—14 -3
+0 (L B w0t JogCot2 z) + Oy (u?log™V :1:)> . (1)

Wir benutzen folgendes numerisches Resultat:
Es gibt Konstanten A und u mit 0 < Ae!t* < 1 sowie
2222

1 4 2 2,01
T e 0w T

<u <8.

Wir setzen z = z'/%. Dann strebt die rechte Seite von (1) gegen oo fiir z — co. Es gibt somit unend-
lich viele n, so dass aus p|n(n + 2) die Aussage p > n'/* folgt.

Es sei n =p1 - pyn) bzw. n+2 =p1--py(nyo) die Zerlegung von n bzw. n + 2 in nicht notwendi-
gerweise verschiedene Primfaktoren. Wegen n > (n'/4)?(™ und n+2 > (n+ 2)"+2)/ folgt v(n) < 7
und 7(n + 2) < 7 fiir n > ng mit einem hinreichend groflen ny. O]

Die obere Schranke fiir mo(z) geben wir ohne Beweis an.

ma(z) = O <10g””2x> .

Satz 1.8.3. Es gilt
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Kapitel 2

Charaktere und Gleichverteilung auf
Gruppen

2.1 Gruppen und ihre Charaktere
Durch die analytische Zahlentheorie zieht sich wie ein roter Faden die Idee der Gleichverteilung von
Folgen auf Gruppen und das Studium der Gleichverteilung durch Charaktere dieser Gruppen.

Definition 2.1.1. Es seien (G, o) und (H,*) Gruppen mit den Verkniipfungen o und *. Eine Abbil-
dung ®: G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls

®(g1092) = P(g1) x P(g2)

fiir alle g1, g2 € G gilt (Relationstreue).

In dieser Vorlesung wird die Gruppe G stets abelsch und H stets H = C* = {z € C: |z| = 1} mit der
Multiplikation sein. Ist die Gruppe G endlich, so versteht man unter einem Charakter x von G einen
Homomorphismus y: G — C*. Auch fiir unendliche Gruppen G kann der Begriff des Charakters
definiert werden, falls die Gruppe G eine topologische Gruppe ist. Ein Charakter y von G ist dann
ein stetiger Homomorphismus x: G — C*.

Wir werden den Begriff der topologischen Gruppe in dieser Vorlesung nicht benttigen, da wir nur we-
nige Beispiele von unendlichen Gruppen betrachten. In jedem Fall wird klar sein, was unter Stetigkeit
zu verstehen ist.

Satz 2.1.1. Es sei (G,0) eine endliche Gruppe. Fiir jeden Charakter x von G und fir alle g € G ist
dann x(g) eine |G|- te Finheitswurzel. Insbesondere gibt es nur endlich viele Charaktere von G.

Definition 2.1.2. Es sei e(a) := e?™ie.

Wir schlieflen diesen ersten Abschnitt mit einer Liste der Beispiele, mit der wir uns in dieser Vorlesung
beschiftigen werden:

Beispiel 2.1.1. (i) Es sei ¢ € N und (Z/qZ,+) die Gruppe der Restklassen modulo ¢ mit der
Addition als Verkniipfung. Fiir m € {0,1,...,q — 1} ergeben sich die Charaktere

em,q: L/qZ — C*, rmod ¢ — e (T) .
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(ii) Es sei ¢ € N und G = (Z/qZ,-)* die Gruppe der zu q teilerfremden Restklassen modulo ¢
bzgl. der Multiplikation. Die Charaktere von (Z/qZ,-)* heifien Dirichletcharaktere modulo g.
Thre Konstruktion ist komplizierter. Wir geben ein Beispiel: Es sei ¢ eine Primzahl. Zu einem
Primzahlmodul existiert immer eine Primitivwurzel, so besitzt etwa ¢ = 7 die Primitivwurzel
r=3. Esist (Z/7Z,-)* die zyklische Gruppe

(Z/7Z,-)* = {3" mod 7,3 mod 7,...,3° mod 7} .

Ein Dirichletcharakter y kann nun dadurch definiert werden, indem man fiir x(3) eine beliebige
sechste Einheitswurzel wéhlt: wir setzen x,,(3) = e (%) Wegen der Relationstreue ist xn,
vollsténdig durch x,,,(3%) = e (%”) bestimmt.

Nun zu unendlichen Gruppen:

(iii) Es sei G = (C*,-). Jedes z € C* hat eine Darstellung z = e(a), wobei a durch die Forderung
a € [0,27) eindeutig bestimmt ist. Fiir n € Z ist die Abbildung

en: C*— C*, e(a) — e(na)
ein Charakter von G. Die Forderung der Stetigkeit ist offenbar erfiillt.
(iv) Essei G = (R, +). Fiir v € R ist die Abbildung
ev: R—C* t — e(vt)

ein Charakter.

Wir werden (zum Teil in Ubungsaufgaben) zeigen, dass wir in den Beispielen stets séimtliche Cha-
raktere der jeweiligen Gruppen beschrieben haben.

2.2 Gruppe der Charaktere, Orthogonalitéitsrelation

Bis auf weiteres sei nun (G,-) mit G = {g1,...,9n} eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem
Element e.

Definition 2.2.1. Es sei G die Menge aller Charaktere von G. Es seien x1, y2 € G zwei Charaktere
von G. Dann definieren wir das Produkt x; - x2 durch (x1x2)(9) = x1(g9) - x2(g) fiir alle g € G. Man
sieht unmittelbar, dass x1 - x2 wieder ein Charakter ist.

Satz 2.2.1. Es ist G eine endliche Gruppe bzgl. der Multiplikation von Charakteren.

Beweis. Der Charakter yg: G — C*, g — 1 ist offenbar ein neutrales Element der Multiplikation.
Das Inverse zum Charakter x € G ist der konjugiert komplexe Charakter x: G — C*, g — x(g), da

x(9) o x(g) = Ix(g)| =1 fiir alle g € G ist. M

Definition 2.2.2. Das neutrale Element yo der Gruppe G heiBt der triviale Charakter von G. Bei
Dirichletcharakteren, im Fall (G = (Z/qZ,-)*), spricht man auch vom Hauptcharakter. Ein y € G
mit y # xo heiit auch nichttrivialer Charakter.

Wir wollen nun die Anzahl der Charaktere |G| bestimmen. Dazu bendtigen wir zunichst

Lemma 2.2.1. Fir g € G — {e} gibt es stets ein x € G mit x(g) # 1.
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Beweis. Es sei U = (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G, also U = {e, g,...,g™ '},
somit |[U| =m. Essei G =U-hy UU-hg U...UU - h die Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen
der Untergruppe U. Dann hat jedes | € G eine eindeutige Darstellung [ = ¢* - hy. Wir definieren dann
den Charakter x durch x(I) =e (%) Man sieht dann leicht, dass x ein Charakter der Gruppe G ist.

Esist x(g9) =e (L) # 1. O
Satz 2.2.2. (i) Firx € G ist

_JIGl, falls x =Xxo
20 { 0, Jalls x# xo.
(i) Fir g € G ist

(|G|, falls g=e
X%;;X(g) N { 0, falls g +#e.

Beweis. (i) Der Fall x = xq ist klar.
Falls x # xo ist, gibt es ein g, € G mit x(gy) # 1. Mit g durchléuft auch g, - g alle Elemente

von G. Damit ist
D oxlg) =D xlgc-9) = x(9:x) D x(9)-

geG geG geG
Wegen x(gy) # 1 folgt > x(g) = 0.

(ii) Der Fall g = e ist klar.
Ist g # e, so gibt es nach Lemma 2.2.1 ein xy € G mit x4(g) # 1. Mit dem Charakter x
durchléuft nun auch x4 - x alle Elemente von G. Damit ist

D x(9) =Y (e )(9) = xe(9) D x(9)-
xeé xeé xeé

Wegen xg4(g) # 1 folgt >- .4 x(g9) = 0.

Satz 2.2.3. Es ist |G| = |G].

Beweis. Es ist

DD x@) = _xl0)+ D> x@.

xeG 9€G ge@ x#xo0 g€G

Nach Satz 2.2.2 (i) verschwindet die Doppelsumme. Also ist

> xlg) =16l (1)

xeG 9€G
Weiter ist
DD Xl = xe)+ > x(9).
xeG 9€G xe@G g#e ye@

Nach Satz 2.2.2 (ii) verschwindet auch diese Doppelsumme. Also ist

> xlg) =16 2)

xeG 9€CG

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O
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Definition 2.2.3. Es sei F(G,C) = {f: G — C} der Vektorraum iiber C aller Funktionen vom
Grad n. Wir definieren E}, fiir 1 < k£ <n durch

_ 1 fir g=g
Ei(g) = { 0, sonst

und nennen B := {Fy,..., E,} die ”Standardbasis” von F(G, C). Wir definieren auf F'(G,C) durch

1 -
(f:h) = & > fg)h(g)

geG

fiir alle f,h € F(G,C) ein inneres Produkt.

Satz 2.2.4. Es ist dim F(G,C) =n und f = Zf(gk)Ek.
k=1
Mit dem inneren Produkt (-,-) ist F(G,C) ein unitdrer Vektorraum.

n
Beweis. Man sieht unmittelbar, dass fiir ff = Z cp By, dann f(gi) = ¢, gilt.

k=1
Damit ist klar, dass die obige Form die einzige Darstellung von f als Linearkombination der Ej, ist.

Also ist B eine Basis und dim(F(G,C)) = n.
Die Eigenschaften eines inneren Produkts werden leicht nachgepriift. ]

Aus Satz 2.2.2 (i) folgt nun leicht, dass G eine Orthonormalbasis von F(G,C) ist.

Satz 2.2.5. (i) (Orthogonalititsrelation 1. Art:)
Es seien x1, X2 € G. Dann ist

_ )1 falls x1=xe
(s x2) = { 0, sonst,

das heifst

_ [ 1G], falls x1=x
ZXl(Q)XQ(Q)—{ 0. P

sonst.
geG

(ii) (Orthogonalititsrelation 2. Art:)
Es seien g1,92 € G. Dann ist

> ot = { G ol =0

/ 0, sonst.
x€G

Beweis. (i) Wir wenden Satz 2.2.2 (i) fiir den Charakter x = x12 an. Es ist genau dann x = xo,
wenn xi = X2 ist.

(ii) Nun wenden wir Satz 2.2.2 (ii) fiir g = g1g5 ' an.
O

Bemerkung 2.2.1. Der Teil (i7) von Satz 2.2.5 kann aus Teil (i) erhalten werden, wenn in Teil (i)

die Gruppe G durch die Gruppe G ersetzt wird und man beachtet, dass G mit G durch g(x) := x(9)
identifiziert werden kann.
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Satz 2.2.5 besagt, dass G eine Orthonormalbasis (ONB) des Vektorraums F(G,C) ist. Somit ist es
moglich, jedes f € F(G,C) als Linearkombination der x auszudriicken:

F=>F0)x oder f=>"f(x;)xi (1)

xe@ Jj=1

falls G = {x1,..., Xn} ist.
Wie auf jedem unitdren Vektorraum koénnen die Koeffizienten beziiglich einer ONB durch Bildung
des inneren Produkts erhalten werden. Dann folgt aus (1):

n

(Foxe) =D F0G) G xe) = Flx)-

Jj=1

Definition 2.2.4. Es sei f € F(G,C).
Fiir x € G heilen die inneren Produkte (f, x) die (verallgemeinerten) Fourierkoeffizienten von f.

Die Summe Z F(x)x heiBt (verallgemeinerte) Fourierreihe von f.
xeé

Die obige Diskussion ergibt folgenden
Satz 2.2.6. Es wird f € F(G,C) durch seine Fourierreihe dargestellt:
F=>f0ox
xeG
Satz 2.2.7. Fir f € F(G,C) gilt die Parsevalsche Gleichung:

ST =D If 0P

g€G Xeé

Beweis. Es ist nach Satz 2.2.6:

Z F)fF = < Z (x1)x1, Z >
geG x2€G
= > fo)fla) axe) =D 1f(x

x1,X2€G xe@

da G eine Orthonormalbasis ist. O

Wir kommen nun zu den unendlichen Gruppen in unseren Beispielen:
G =(C*-) mit G = {en: n € Z},
wobei e, : e(a) — e(na) ist.

Es stellt sich zunéchst die Frage nach den Orthogonalitétsrelationen. Im Falle der endlichen abelschen
Gruppen basieren diese auf Satz 2.2.2 (i):

Fir x € G ist
{ |G|, falls x = xo
QZGGX 0, falls Y xo.
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Wir erhalten ein Analogon fiir den Fall G = (C*, ), wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

1 e(na) do = 1, fir n=0, dh. e, trivialer Charakter
0 N 0, fir n#0

Daraus ergeben sich leicht ”Orthogonalitétsrelationen 1. Art”:

1, fir ny=mno

1
/0 e(ma)e(—nqa) da = { 0, fir mny # ng

Das innere Produkt zweier Funktionen auf G sollte also als

(f.0) = /0 f(a)g(a) da

definiert werden.

Es bleibt die Frage nach der Menge der Funktionen, die betrachtet werden.

Will man mit dem Riemann- Integral auskommen, so muss man sich natiirlich auf Riemann- inte-
grierbare Funktionen beschrinken.

In der reellen Analysis, wo man das Lebesque- Integral zur Verfiigung hat, wihlt man dagegen den
Vektorraum L?(C*), den Vektorraum der Lebesque- integrierbaren Funktionen f mit endlicher L2-
Norm:

/1\f(oz)]2da<oo.
0

Man erhélt die klassische Theorie der Fourierreihe:
Es sei f € L?(C*). Die Fourierreihe von f ist

Y f(ne(na)

n=—0o0

mit den Fourierkoeffizienten

. 1
f(n) = /O f(a)e(—na) da.

Die Frage, ob f durch die Fourierreihe dargestellt wird, ist hier wesentlich komplizierter als bei
endlichen Gruppen. Es gilt stets Konvergenz im quadratischen Mittel, d.h.

2

lim doa = 0.

1
N—o0 0

N A
fla)= Y f(n)e(na)
n=—N

Die punktweise Konvergenz kann jedoch nur unter starken Zusatzbedingungen, ndmlich stetige Dif-
ferenzierbarkeit, garantiert werden. Es gibt Beispiele fiir nur stetige Funktionen, bei denen sie nicht
gilt.

Die ”Orthogonalitétsrelationen 2. Art” sind:

1, falls a1 =«

: -1 _ _ P 1 2

J&%N Z e(n(ar — az)) _{ 0, sonst.
—N<n<N

Es ist G = (R,+) mit G = {e,: v € R}, wobei e,: R — C*, t — e(vt).
Die ”Orthogonalitéitsrelationen 1. Art” sind hier:

. I 1, falls 11 =1»
lim /_T ey, (t)ey, (t) dt—{ 0. somst.
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An die Stelle der Fourierreihe tritt das Fourierintegral

/_ Z f(t)e(xt) dt
= [ 1we-

2.3 Gleichverteilung auf Gruppen

mit der Fouriertransformierten

Definition 2.3.1. Es sei (G, o) eine endliche Gruppe, (g5)5%, mit g, € G eine Folge von Gruppen-
elementen. Fiir g € G und z > 0 sei

N(z,g) = {n < z: gn =g}
Die Folge (gy) heiit gleichverteilt auf G, falls fiir alle g € G
lim 2 'N(z,9) = |G|}

T—00

gilt, d.h. die Folge (g,,) nimmt jeden moglichen Wert asymptotisch gleich oft an.

Eine Grundidee der analytischen Zahlentheorie ist, die Gleichverteilung von Folgen auf Gruppen zur
Grofle von Charaktersummen in Beziehung zu setzen.

Satz 2.3.1. FEs sei (G,0) eine endliche Gruppe mit Charaktergruppe G, dessen neutrales FElement
der triviale Charakter xo ist. Es sei (gn)o2, eine Folge von Elementen von G. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (gy) ist gleichverteilt auf G.
(i) Fir jeden Charakter x # xo gilt:

lim 27! Zx(gk) = 0.

T—$00
k<z

Beweis. (i) — (ii) :
Es sei x # xo. Dann ist

Tim a7ty x(ge) =) lim ety x(g) = Y x(g) lim ' N(z,9) = |é > x(g) =0.

k<zx geG k<x meG

9k=9

(13) — (4) :
Es sei g € G. Nach den Orthogonalitéitsrelationen 2. Art (Satz 2.2.5 (ii)) ist

ZI—ZW’ZX% ‘G’ZXOQk > x(g) |G’ngk

<z xel k<z k<z X7X0 k<z
9k=9g

Wegen xo(g) = 1 und wegen (i) folgt:

o S 1 1 _
Tim 27 N(,9) = |G‘xlbngox S 1+ > x() |G\ Tim 27t x(ge) |-
k<z X7X0 k<z
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Kapitel 3

Riemannsche Zeta-Funktion,
Dirichletsche L- Reihen und
Primzahlverteilung

3.1 Arithmetische Funktionen und Dirichletreihen

Bevor wir nun zur Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion als Funktion der komplexen Varia-
blen s € C kommen, wollen wir die allgemeine Funktionsklasse diskutieren, der die Zeta-Funktion
angehort: die Dirichletschen Reihen.

Definition 3.1.1. Eine Dirichletreihe ist eine unendliche Reihe der Form

D(s) = i apn”®
n=1

mit a,, € C und s € C.

Es stellt sich sofort die Frage nach dem Konvergenzbereich von D(s) und nach den analytischen
Eigenschaften, insbesondere der Holomorphie, von D(s) in diesem Bereich. Im Zusammenhang mit
Dirichletschen Reihen ist die Schreibweise s = o + it mit 0 = R(s), t = J(s) tiblich (oder, falls eine
Folge vorliegt, s; = o + it;).

Satz 3.1.1. Es sei

D(s) = i apn”?
n=1

in so konvergent. Dann konvergiert D(s) gleichmpig in dem Winkelraum | arg(s — so)| < 2w —§ fiir
festes § > 0. Die Funktion D(s) ist in der Halbebene {o > oo} holomorph.

Beweis. Mit Abelscher partieller Summation (Satz 1.2.4) folgt

g apn~® = E apn” %0n%07*

M<n<N M<n<N

N
= N%0—° E ann_so—/ E ann %0 | (so — s)u*® " tdu.
M

M<n<N M<n<lu
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Es ist |[N%0~%| = N90=7 < 1. Wegen der Konvergenz von Y a,n~ % ist

g a,n” 0 < €

M<n<u

filr M > My(e) groB genug und jedes u > M, und damit

im Winkelraum |arg(s — so)| < 37 — .

Es ist
1

sin(d)

o—og—1

|(s0 — s)usofsfl‘ < (o —op)u

und damit
N

—s0 _ so—s—1 < € M=o < € )
/ 2 ™ | (so = syut™du| < £l = Sin(s)

Damit folgt der erste Teil des Satzes.
Jede kompakte Teilmenge der Halbebene {s = o + it: 0 > 0} ist fiir ein geniigend kleines 6 > 0 im
Winkelraum |arg(s — so)| < 37 — & enthalten. Die Reihe

o0
5
n=1
ist damit in {0 > 0p} kompakt konvergent und damit holomorph. O

Satz 3.1.2. Zu jeder Dirichletreihe
oo
D(s) = Z apn”®
n=1

gibt es stets ein 0. € RU {£oo}, so dass D(s) fir alle s = o + it mit o > o, konvergiert und fiir
o < 0. divergiert.

Beweis. Man setze
o, = inf {a € R: ds =0 + 1t Z apn”?® konvergiert} ,
und die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz. 0

Definition 3.1.2. Der Wert o, heiit Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D(s).

Die Fille 0. = 00 konnen eintreten:

Beispiel 3.1.1. Die Dirichletreihe o
Z e'"n"®
n=1
konvergiert fiir kein s € C, hat also die Konvergenzabszisse 0. = co. Dagegen konvergiert
oo
Z e "n"*
n=1
fiir alle s € C und hat die Konvergenzabszisse 0. = —o0.
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Auch alle Dirichletpolynome

oo
> ann ",
n=1
wobei a,, # 0 nur endlich oft auftritt, haben die Konvergenzabszisse . = —oc.
Definition 3.1.3. Es sei f eine arithmetische Funktion. Fiir alle s € C, fiir die
o0
= fn
n=1

konvergiert, heift F'(s) die Erzeugende Dirichletreihe von f.

Satz 3.1.3. FEs seien f, g, h arithmetische Funktionen mit h = f * g. Die zugehdrigen Erzeugenden
Dirichletreihen seien F', G und H. Falls F' und G in so € C absolut konvergieren, so ist fir dieses
so auch H absolut konvergent, und es ist H(sg) = F(s9)G(s0)-

Beweis. Nach dem Groflen Umordnungssatz ist

Fls)Gls0) = (szk—so) (me)m—%):Z(Z f<k>g<m><km>—so)
m=1 n=1 \km=n
= Z 0 = H(s0),

und letzte unendliche Reihe ist absolut konvergent. O

Ist die Funktion f multiplikativ, so kann die Erzeugende Dirichletreihe von f unter gewissen Voraus-
setzungen als sogenanntes Eulerprodukt dargestellt werden.

Satz 3.1.4. Es sei f eine multiplikative Funktion und s € C. Ist

o0
= fn
n=1
absolut konvergent, so ist

ST (S )

peP
o0
Beweis. Aus der absoluten Konvergenz von Z f(n)n™* folgt die Konvergenz von Z Z { f (pa)p*as‘
n=1 peP a>1

o0
und daraus die Konvergenz des unendlichen Produkts M := H <1 + Z f (po‘)pas> )
peP
Es sei pT(n) der grofite Primfaktor von n. Dann gilt fiir alle z > 1

a=1

S fn =TI D0 rp | = Z fn=*| <> f(m)n~?).
n=1 +

p<z a=0 P n>w

Daraus folgt die Behauptung fiir x — oo. O
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3.2 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe

Entscheidend fiir den funktionentheoretischen Beweis des Primzahlsatzes ist die Moglichkeit, die
Koeflizientensummen von Dirichletreihen durch Kurvenintegrale auszudriicken.

Satz 3.2.1. (Riemanns Methode der komplexen Integration)
Es sei

D(s) = i apn”®
n=1

fir o > 1 absolut konvergent.
Mit einer fir x > xy monoton wachsenden und positiven Funktion ®(z) und einer Konstanten C > 0
sei |ap| < C - ®(x) fir allen < z. Es sei

o0

> lann™ =0 ((o —1)7)

n=1
fiir o — 17 und fiir ein festes a > 0 sowie ¢ > 1, x > 1, x ¢ Z sowie T > 0. Dann gilt
c+iT

n<zx

fiir T — oo, wobei ||z|| den Abstand von x zur nichsten ganzen Zahl bedeute.

Zur Vorbereitung beweisen wir
Satz 3.2.2. (Perronsche Formel)
Es seic>0,T >0 undy > 0. Dann gilt fir T — oo

1 ' /c-‘riT y e — 1+0 (7T.|lgg(y)|> , fallsy >1
2mi c—iT S 0] (T\+;(y)| falls 0< y < 1.

Beweis. Es sei y > 1. Fiir U > 0 ist nach dem Residuensatz

1 c—1iT s c+iT ,.s —U+1T s —U—iT _ s s
,(/ yds+/ yds+/ de/ yd8>:Resszo(y):1,
2w \J _v—ir S T S ctiT 8 —U+iT S s

wenn im positiven Sinn iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

—U+iT s c c
Ca< g [ var=o(myig)
—ds| < — - YWdo=0 —7——
/c-l—z'T s T J_w T - |log(y)|

und analog
c—1iT s c o c c
'/ ydsg/ l/dagy:O(ZJ).
—U—ir 8 —uNT? + 02 T - |logy| T - |log(y)|
baw. U-+iT T U U
_U+iT s _ T
/ Y as| < / Y _as< 224 o
—U—iT S UNE] U  U-oo
Also ist

1 c+iT ys ( yc )
— Zds=1+0( ——F—— ).
210 Joir 8 T - [log(y)|
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Es sei 0 < y < 1. Fiir U > 0 ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

1 c—iT c+iT s U+iT | s U—iT | s
(/ v ds+/ yds—i—/ yds—i—/ yds>:0,
2 \Ju—ir S c—iT $ ctiT S Uir S

wobei wiederum {iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

UJriTys

Zds| < / y’do =0 <>
il S | log(y)|
c—iT
[ <ot
U—iT S T - |log(y)|

U+iT T.4Y
/ Y gs - 0< Y ) =00
U—iT S |log(y)| ) U—oo

woraus die Behauptung folgt. O

Beweis. (Beweis von Satz 3.2.1)
Wegen der gleichméfligen Konvergenz von

o
E apn”*®
n=1

auf [¢c — T, ¢ + iT] erhalten wir mit der Perronschen Formel

s

1 c+iT x 0 1 c+iT |an|
— D(s)sds:;an<2m./c_ﬁ () ) Zan+0( Zlnllog()l> (1)

21 Je i

Wir spalten die Summe
o0

|ay|
Yo = _
’ E:WJ%K%\

n=1
inZ():Zl—l-EQ—l-Eg mit

‘an’
i o= _
' 2 [log(Z)]

<;

’an’
Yo = _
2 2 ne - [log(Z)|

n>2x
|an|
N ]
(2, 7 o8]

auf. Fiir n < § und n > 2z ist |log(%)[ > log(2), also

S+ =0 (i ‘2’;’) =0 ((c—1)") 2)

n=1

nach Voraussetzung.

Wir kommen zum schwierigsten Teil, der Abschétzung von 3. Es sei N eine natiirliche Zahl, die z
am néchsten liegt. Fiir N < n < 2x sei r = n — N. Wir haben wegen « < N + % die Abschétzung

n N+r r—1
lo (—)>lo =log |1+ 2.
8\z) = g<N+§) g( N+3
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Im folgenden seien ¢y > 0 und ¢; > 0 feste Konstanten. Aus dem Mittelwertsatz schlieffen wir, dass
log(1 4 u) > cou fiir 0 < w <1 ist und erhalten

1 1
r—3 rT—3 r
lo 1+ 2 > 2 > R
g( N >_CO = C1

1
2

Also haben wir

n 1 -
Z 2. — =0 | ®2z) 2" — | =0 (®(2z) - 2" log(22)) . (3)
Ninga: [Tog()] 1<r<2z
Analog folgt
|an| 1—
—————— =0 (®(2z) -z~ - log(2z)) . 4
ZN e Tlog®)] = © (2(22) (2)) (4)
5<
Fiir n = N erhalten wir
n (N ®(2z) - ¢
c\a—\xzo (V) _— :O<("E)x>_ (5)
Ne - [log(%) Ne-|log (14 £57) | [l
Aus den Abschétzungen (1) bis (5) folgt die Behauptung des Satzes. O

3.3 Die Riemannsche Zeta-Funktion und Dirichletsche L- Reihen

Definition 3.3.1. Es sei ¢ € N.
Eine arithmetische Funktion y: N — C heif3t ein Dirichletcharakter modulo ¢, falls folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

(i) x#0
(i) x(n+q) = x(n) fir allen € N
(iii) x(n) =0« (n,q) > 1
(iv) x(mn) = x(m) - x(n) fur alle m,n € N.

Der Dirichletcharakter yo mit

[ 1, falls (¢,n) =1,
Xo(n) = { 0, falls (¢g,n)>1

heiflit Hauptcharakter modulo q.

Ein Dirichletcharakter y modulo ¢ kann zu einer Funktion y: Z — C durch folgende Festsetzung
fortgestzt werden:

Fiir z € Z wéhle k, so dass z 4+ kg € N und setze x(z) = x(z + kq).

Definition 3.3.2. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q.
Die zu x gehorige Dirichletsche L- Reihe L(s, x) ist durch

L(s,x) =Y _x(n)n™*
n=1

fiir 0 > 1 definiert. Im Spezialfall ¢ = 1 erhélt man die Riemannsche Zeta-Funktion

o0

((s) =Y n*
n=1
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Satz 3.3.1. Es sei g € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Die Dirichletsche L- Reihe L(s, x)
stellt fiir o > 1 eine holomorphe Funktion dar. Sie besitzt dort das Eulerprodukt

L(S7X):H1 !

_ —s’
op L= x(pp

Insbesondere ist L(s,x) # 0, und es ist
L(s, )™ = u(n)x(n)n™".
n=1

Beweis. Die Reihe
o
.’
n=1

konvergiert fiir o > 1.
Der Beweis fiir die Existenz des Eulerprodukts verldauft analog zum Beweis fiir das Eulerprodukt fiir
die Riemannsche Zetafunktion. O

Satz 3.3.2. (Eulersche Summenformel)
Es seien a < x reelle Zahlen. Die Funktion g: |a,x] — C sei stetig und (stickweise) stetig differen-
zierbar auf [a,x]. Wir setzen Py(x) := x — [x] — 1/2. Dann ist

> gm = [ " () du+ / " Po(u)g'(u) du — g(z) Pol) + g(a) Po(a).

a<n<lz a

Beweis. Ubungen. O

Satz 3.3.3. Die Riemannsche Zeta-Funktion lisst sich meromorph auf den Bereich {o > 0} fortset-
zen. Die einzige Singularitit ist ein Pol erster Ordnung in s = 1 mit Residuum 1.

Beweis. Anwendung der Eulerschen Summenformel fiir #(s) > 1 und einem beliebig kleinen ¢ > 0
ergibt

C(s) = gn_s = /100 u ¥ du+ 5/10O Py(w)u™*Ldu+ (1 —€)™° - Py(1 —¢)

—€ —€

> % 1 1 %y — |u| -1 1
_ —s —s—1 _ 2
o /1 u du+s/1 Py(u)u du+2—8_1+s/1 e du+§.

Wegen |Py(u)| = |u — [u] — 3| < 1 ist die Folge

/INu—LuJ—%du

us—i—l

in der Halbebene R(s) > 0 kompakt konvergent. Also stellt

s/ Py(uw)u="1 du
1

eine in R(s) > 0 holomorphe Funktion dar. Die {ibrigen Summanden sind dort ebenfalls holomorph,
aufler in s = 1, da dort ﬁ einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 aufweist. O
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Satz 3.3.4. FEs sei g € N und x ein Dirichletcharakter modulo q.

(i) Ist x = xo der Hauptcharakter modulo q, so konvergiert die Dirichletreihe L(s,xo) fir o > 1.
Es ist

L(s,x0) = ¢(s) - [Ja - p):

plg

Dann lisst sich L(s, xo) auf den Bereich {o > 0} meromorph fortsetzen. Die einzige Singularitdt
ist ein Pol erster Ordnung mit Residuum

Resg=1 L(37X0) = H(l - p_l)'
plg

(ii) Ist x # xo, so konvergiert L(s,x) fir o > 0 und ist dort auch holomorph.

Beweis. (i) Es gilt

L(s,xo) = [[1=xo@p ) ' =][0-p )" =][C—p*)" - J[(1-p*

peP pld peP plg

= () - J[a=»p7).

plg

Die iibrigen Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion.
(ii) Abelsche partielle Summation ergibt (zunéchst fir o > 1)

o0

oo
St = [ oty | e (+)
n=1 1 n<t
Es sei mg <t < (m + 1)g. Dann ist
m—1
S () = NOE DI
n<t k=0 kq<n<(k+1)q mq<t<(m+1)q
Wegen
x(n) =0
kq<n<(k+1)q
folgt

Damit ist (%) fiir o > 0 konvergent.
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3.4 Der Primzahlsatz und der Primzahlsatz fiir arithmetische Pro-
gressionen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine scharfere Version des Primzahlsatzes

() ’

~ log

beweisen. Der Beweis beniitzt analytische Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion ((s).

Eine noch allgemeinere Fragestellung ist die Verteilung der Primzahlen auf arithmetischen Progres-
sionen a mod ¢, die eng mit den Eigenschaften der Dirichletschen L- Reihen L(s, x) mit den Dirich-
letcharakteren y mod g zusammenhéngt.

Die Uberlegungen, die zum Beweis des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen fithren, kénnen
weitgehend durch nur leichte Abénderung der entsprechenden Uberlegungen fiir den Beweis des
Primzahlsatzes gewonnen werden. Eine Ausnahme bildet der Nachweis der grundlegenden Tatsache

L(1,x) # 0 fiir x # Xo-
Definition 3.4.1. Es seien a,q € N und = > 1. Wir setzen

W('z‘? Q7 a) = Z 17

p<z
p=a mod q

die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich = in der arithmetischen Progression a mod gq.

Definition 3.4.2. Die Funktion A: N — R,

| logp, falls n=p™ fiir eine Primzahl p
Aln) = { 0  sonst,

heiflt von- Mangoldtsche- Funktion. Die summatorischen Funktionen

P(z) = ZA(n) bzw. 9(x) = Zlogp

n<x p<lz

heiflen Tschebyscheffsche - Funktion bzw. Tschebyscheffsche - Funktion.

Fiir den Fall der arithmetischen Progressionen fithren wir folgende Verallgemeinerungen ein:

Definition 3.4.3. Es seien a,q € N, z € R und x ein Dirichletcharakter modulo q. Wir setzen

blega) = Y A)

n<x
n=a mod q

Gz, x) = Y x(n)A(n)

n<x

Iz, q,a) = Y logp.

p<z
p=a mod q

Satz 3.4.1. (i) Es ist (z) = ¥(x) + O(z'/?(log 2)?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) m(x) = gz + 0 (%) fir x — oo (Primzahlsatz)
(b) Y(z) =2z +o0(x) firx— oo
(c) I(x) =x+o(x) firx— co.
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(ii) Es seien a,q € N. Es ist ¢(z,q,a) = ¥(z,q,a) + O(z"/?(log x)?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) m(x,q,a) = ﬁ-@—i—o (@) fir x — oo (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen)
(b) Y(x,q,a) = ﬁ ~x+o(x) firx— oo
(c) Hx,q,a) = ﬁ -z +o(x) firx — oo.

Beweis. Der Teil (i) ist ein Spezialfall von (ii). Daher geniigt es, (ii) zu beweisen.
Es gilt

U(z,q,a) — I x,q,a) = Z Z logp < (x1/2 NI xl/ko)logx,
m=2 P

p™=a mod q

wobei kg so gewahlt ist, dass % < zl/ko < 2 ist. Es ist ko = O(log z) fiir z — oo. Also folgt

Y(x,q,a) = 9(z,q,a) = O(z'*(log z)?),

woraus sofort a) < b) folgt.

Es bleibt also noch a) < ¢) zu zeigen.
a) = c):

Mit Abelscher partieller Summation ist

I, q,a) = Y logp=r(x,q,a) 10g:r—/ —
p<z 1/2 t
p=a mod q

Es ist

T T zl/2 T
/ W(t,q,a)dt:/ 7r(t,q,a)dtg/ ﬂ(t,q,a)dt+0</ ﬂ(t,q,a)dt>20< z >
1/2 t 3/2 t 3/2 t 21/2 t logx

Also folgt ¥(x,q,a) = ot o(x) aus a). ¢) = a):
Wiederum gilt mit Abelscher partieller Summation

logp _ J(z,q,0a) /z I(t,q, a) V(z, g, a) /""" dt
e = — dt = 0 .
m(@,g,0) I;E log p log + 32 t(logt)? log x 0 3/2 (logt)?

p=a mod q

Dabei ist

1/2

/x dt _/x dt +/ff dt _O<x>
32 (logt)? — Jijo (logt)? * Joa2 (logt)? — ~ \(logz)? )

Satz 3.4.2. (i) Fir o > 1 gilt

(ii) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt fir o > 1

LX) N ) Admm—
T = A
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Beweis. Teil (i) ist der Spezialfall ¢ =1 von (ii). Es geniigt daher wieder, (ii) zu beweisen
Wir betrachten das Eulerprodukt

L(s,x) = [J(1 = x(p)p—*)"

p

zunéchst fir s € R mit s > 1. Es sei Log die auf C\(—o0, 0] definierte holomorphe Funktion, die fiir
s € (0,00) die Bedingung Logs = log s erfiillt. Es existiert ein sg, so dass fiir alle s > sg

> Jarg(l—x(p)p~®)| < 7

gilt. Aus dem Eulerprodukt folgt fiir s > sq

Log L(s, x) Zlog (1-— ).
Differenzieren ergibt
L'(s,x) x(p )(logp —s
= — —_— — X ]ogp m —ms _
L(s,x) — 1= x(p Z Z

*@M
Nk

3
1§

x(p"™)logp(p™) "
Nach dem Groflen Umordnungssatz ist

L'(s,x)

— ZA(n)n_

fiir s € [sg, 00).

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen gilt dies aber fiir alle s = o + it mit o > 1

Satz 3.4.3. Es sei a,q € N mit (a,q) = 1 sowie xo der Hauptcharakter

(i) Bs ist ¥(,¢,0) = 555~ 2\ mod g X(@)¥ (@, X).

(ii) Folgende Aussagen sind dquivalent

(a) Y(x,q,a) = m o(zx) fiir alle a mit (a,q) = 1.
(b) ¥(x) =

+ o (x) und p(x, x) = o(x) fir alle x # xo-

Beweis. (i) Nach den Orthogonalititsrelationen 2. Art (Satz 2.2.5 (ii)) gilt

1 _
@ ) gozd q x(a)y(z, x) 2@ Y- X(@) Y x(n)A(n)

x mod g n<lz

S A(n) w(lq) S X | = Y Am)

x mod ¢



(ii) a) = b):
Es gelte ¢¥(x,q,a) = (q) +o(x ) fur alle a mit (a,q) = 1.

Dann ist ¢(z) = 37, =1 ¥ (2, O(1) =z + o(x) und
=3 X(n)A(n) = Z x@ Y Am)+0() = (i Y X(@ +olz) = o).
n<lx (a,q)=1 n<zx v q) a mod g
a mod ¢ n=a mod q
b) = a):

Es sei ¢(z) = x 4+ o(x) und ¢ (x, x) = o (z) fiir x # xo. Dann gilt fir (a,q) =1

baaa) = S Am =S Am— 3 Ma@xn)

n<x n<x SO(Q)

n=a mod g

1 1 L .
= m ;Xo(n)A(n) + @ X;O x(a)Y(z,x) = m + o(x).

O]

Bemerkung 3.4.1. Satz 3.4.3 (ii) ist im wesentlichen das Gleichverteilungskriterium (Satz 2.3.1)
fur die Folge (p; mod ¢q) auf der Gruppe (Z/qZ, -)*, wobei p; die j- te Primzahl mit p; fq ist. Anstelle
der Folge (p; mod ¢) betrachtet man die mit Gewichten logp; versehene Folge (p; mod ¢), die noch
durch die n = p™ mit m > 1 leicht verédndert wird.

Wir wenden nun Satz 3.2.1 iiber die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe auf die Dirichletreihe

Y= S xmA @
n=1

an, deren Koeffizientensumme gerade ¢ (x, x) ist.

D(s) =—

In Zukunft schreiben wir bei den logarithmischen Ableitungen % bzw. %I die Argumente (s, x) nur
noch einmal.
Wir werden den Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen

x
w('x? q7 (Z) ~
©(q)
mit einem schérferen Restglied beweisen, was auch ein schérferes Restglied im Primzahlsatz fiir
(2, q,a)
Integrallogarithmus
) Todt
li(z) = —
5 logt

ersetzt werden. Obwohl im einfachen Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen eine Abhéngigkeit
der im O- Term impliziten Konstanten von ¢ zugelassen wére, wollen wir im Hinblick auf spétere
Anwendungen darauf verzichten.

Dann ist

Satz 3.4.4. Es sei x =m + % firm e N und c=c(z) =1+ 10;0'

1 c+iT L/ s T - log 1'2
Yz, x) = W/C—ZT <_L(S’X)> ?ds +0 <T> .

Die im O- Term implizierte Konstante ist von q unabhdngig.
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Beweis. Wir wenden Satz 3.2.1 mit a,, = x(n)A(n) auf

D) = ~E (50 = 3 v mn~

n=1

mit der Koeffizientenbeschréinkung ®(x) = logz an. Fiir o > 1 gilt

D am ™ <Y A7 = —g(a) =0((c-1)7"

fir o — 17, da —C—/(s) in s = 1 einen Pol erster Ordnung besitzt. Es kann also & = 1 im Satz 3.2.1
gewdhlt werden. Die drei Restglieder des Satzes sind alle durch

o <a: : 101%(95)2)

beschrénkt. 0

Wir werden im folgenden den Integrationsweg [c — T, ¢+ iT] zu einer geschlossenen Kurve ergéinzen,
die ein Rechteck R im positiven Sinne berandet, und zwar zur Kurve

vy=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+ iT,a —iT]U[a —iT,c — iT|

fir a < 1 < ¢. Im Falle xy # xo wird der Integrand —%(s, X)%s eine Singularitdt im Innereils des

Rechtecks R haben. Im Falle x = xg wird die einzige Singularitét des Integranden —%(5, Xo0) - % im
Inneren des Rechtecks R der Pol in s = 1 sein. Das Integral

1 r x®
— [ (-= Ta
2ri 7( L(S’X)> s

wird dann durch den Residuensatz ausgewertet. Dazu muss sichergestellt werden, dass L(s, x) im In-
neren von R keine Nullstellen besitzt, d.h. zum Beweis des Primzahlsatzes benttigt man die Existenz
einer nullstellenfreien Zone, welche wir im folgenden diskutieren wollen.

Wir wissen nach Satz 3.3.1, dass L(s, x) # 0 fiir o > 1 gilt.

Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin im Jahre
1896 war die Tatsache, dass ((s) auch auf der Geraden o = 1 keine Nullstellen besitzt. Diese Tatsa-
che reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes aus, liefert jedoch nur die Asymptotik. Der Beweis fiir
¢(1 + it) # 0 beinhaltet jedoch auch die Grundidee fiir den Beweis des Primzahlsatzes.

Definition 3.4.4. Es sei xo der Hauptcharakter. Dann sei

|1, falls x = xo
Eg:x) = { 0, wenn x # Xo.

Satz 3.4.5. Es sei q € N, x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und M € N.

Dann ist die Funktion L(s,x) auf die ganze Ebene meromorph fortsetzbar. Ist x = xo, so ist der
einzige Pol von L(s,x) bei s = 1. Ist x # Xxo, so ist L(s,x) in der ganzen Ebene holomorph.

Weiter gilt fiir alle s = o + it mit o > —M

Llsv) = B0 200 = 0 (5141 4172).
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Beweis. Aus der Eulerschen Summenformel (Satz 3.3.2) erhalten wir

e ) 00 1

Z (gm+a)~° = / (qu+a) °du— qs/ (qu+a) * *Py(u)du— = -a~*

m=0 0 0 2
a—s—l—l a=$

_ - o o —s—1
= 7 5 qs/o (qu+a) Po(u) du.

Wir definieren die Funktionen P, fiir I € N durch P/, (u) = P (u) sowie

/OlPl(u)duzo

und erhalten durch wiederholte partielle Integration
o0 1 ) 00
/0 (qu+a)"'Ry(u)du = [2 “q(s +1)(qu + a)‘”] S 0-R0) ¢ o
0 =2

+qM-(s—|—1)-~(s+M)-/ (qu+a)—* M= du,
0

also
- N
> (gm+a)® = 1-s 2 > 1-P(0)-g-a
m=0 1=2
o
+qM+1 s (s+1)---(s+ M) / (qu+a)—S—M—1PM(U) du,
0
wobei

H(s) := /Ooo(qu +a) "M Py (u) du

eine fiir (s) > —M holomorphe Funktion darstellt. Wir erhalten

0 —s—1
_ a
S am ot a)™ = = Ou ¢V o).
m=0
Wegen
q
p(q) fiir x =xo0
a) = ..
S ={ % o
erhalten wir .
a—s+l q
po S — s—1
mit
|1 fir x =xo0
E(q,x)—{ 0 fiir x £ o

und einer holomorphen Funktion h(q, x,s) mit h(g,x,s) = O (qM +2). Insgesamt erhalten wir fiir
R(s) >-M

Ls:x) = Bla.x) - *"(f’) = O (|s/™*1 - ¢,

also die Behauptung. O
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Satz 3.4.6. (Borel-Carathéodory)
Die Funktion f sei auf einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s| < R enthdilt, holomorph. Es sei
f(0) =0 und R(f(s)) < M fir alle |s| < R. Fir |s| <r < R gilt dann

2Mr
e <
, 2MR
< .
’f (S)’ — (R _ T)Q
Beweis. Wir zeigen zunéchst
PO _ 2M
ROSE @
fiir alle £ > 1. Die Substitution s = R - e(6) ergibt mittels der Cauchyschen Integralformel
[ srconan=55 [ 0% = g0)=0 ©)
" 2mi Is|=R s -
Fir £ > 0 haben wir
1 R—k:
/ f(R-e(0))e(k0)dd = — f(s)s"ds =0 (3)
0 2mi Jis|=r
und i b ()
R ko1, REF(0)
/ f(R-e(0))e(—k0)do = 51 i (s)s ds = T (4)
Indem wir eine Linearkombination von (2),(3) und (4) bilden, erhalten wir fiir beliebige ¢ € R
1 RF.e(—o0) - F® (0
/ f(R-e(0))(1+ cos(2m(kb + ¢))) df = el ;bk);' f70)
0 .
und - "
1Rk . e(—@) - 0 1
%(2 d ]ﬁ) f ()>gM/(1+cos(27r(k0+¢>)))d9:M (5)
: 0

fiir alle £ > 0.
Wir withlen ¢ so, dass e(—¢)f*(0) = |f*)(0)] ist. Die Gleichung (1) folgt dann aus (5). Aus (1)

folgt weiter
= [ (0 r\k _ 2Mr
= Z (E) “R_r

k=1

| f) ykrkl 2M o~ , (r\k-1  2MR
’<Z < 2ME) cmer

8

k<om
k=1

sowie

O]

Bemerkung 3.4.2. Zum besseren Verstédndnis der folgenden Sitze ist folgende Vorbetrachtung
niitzlich: Es sei f ein Polynom mit (moglicherweise mehrfachen) Nullstellen o1, ..., 0, d.h. es gelte
f(s) =c(s—p1) - (s — om). Differenzieren des Logarithmus ergibt

fs) 1
£(s) =25

Jj=1

()
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Es sei nun eine Kreisscheibe |s —so| < § gegeben, so dass |sg—g;| < § fiir 1 < j < kund [sg— ;| > §
fir kK +1 < j <m gilt. Dann folgt aus (x) fiir [s — so| < %

/ m
f'(s) 3 1 < am
fls) “—s—oi| "
J_
Nun lasst sich dieses Ergebnis auf Funktionen verallgemeinern, die nicht notwendigerweise Polynome
sind und moglicherweise auch unendlich viele Nullstellen haben. Der néchste Satz gibt eine teilweise

Antwort unter gewissen Bedingungen.

Satz 3.4.7. Es sei f holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst. Es sei
M > 1 so gewdhlt, dass

‘ f(s) <M

f(s0)

auf der Kreisscheibe |s — so| < r erfillt ist. Dann gilt mit einer absoluten Konstante A > 0
fls) “s—o r

fiir |s — so| < %, wobei o alle Nullstellen von f mit |0 — so| < § entsprechend ihrer Vielfachheit
durchlauft.

Beweis. Die Funktion

§—0

ist fiir |s — sp| < r holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < & von null verschieden.
Auf dem Rand [s — so| = 7 gilt |s — o] > § > |sg — ¢, und damit

) HSO—Q

o 50

f(s)
f(s0)

M

<e

‘ g(s)
9(s0)

_ ' f(s)
f(s0)

<l

nach Voraussetzung.
Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreisscheibe |s — sg| < r. Wir

setzen h(s) = Log ( ;((sso))> ’

wobei Log die holomorphe Funktion sei, die aus log: (0,00) — R durch analytische Fortsetzung
hervorgeht. Dann ist h(s) holomorph fiir |s — sg| < %. Zudem ist h(sp) = 0 und R(h(s)) = M. Nach
Satz 3.4.6 ist

NI

2M - L .
W) < s A-M

fiir [s — so| < 7, woraus die Behauptung folgt. O
Satz 3.4.8. Die Funktion f sei holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s—so| < r umfasst.
Es set
‘ f(s)
f(s0)
mit M > 1 fiir |s — so| < r, und f habe keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < r: R(s) > R(so)}.

M

<e
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Dann gilt

* () <5

Hat f eine Nullstelle oo auf der Strecke zwischen so — 5 und so, so gilt

()< s

Dabei ist A eine absolute Konstante.
Beweis. Nach Satz 3.4.7 gilt

() <5 2 M)

lo—s0l<3

Aus R(——) > 0 fiir alle ¢ in der Summe folgt die Behauptung. O

s0—¢@

Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin war der
Nachweis, dass die Riemannsche Zetafunktion keine Nullstellen auf o = 1 besitzt.
Wir beginnen mit dem Beweis dieser Tatsache.

Satz 3.4.9. (Hadamard und de la Vallée-Poussin)
Fiir t # 0 ist (1 +1it) # 0.

Beweis. Wir verwenden die Ungleichung
3+ 4cos(f) + cos(20) > 0 (1)

fiir alle 8 € R.
Angenommen ((s) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 in s = 1 4 i fiir ein 7 € R und eine
Nullstelle der Ordnung mo > 0 in s = 1 + 2i. Fiir ¢ > 1 sei
¢ ¢ , ¢ ,
o(s) = 32(5) + 42(8 + i) + Z(s + 2i7).

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

3 4m1 meo
= — h
SO(S) 571+571+571+ (8)

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s). Es folgt

lim_(R((0))) = oc.

o—1+

Andererseits ist nach Satz 3.4.2
olo) = — i A(n)n™? (3 +4n" 4+ niQiV) ,
n=1
also wegen (R;(k,@))
R(p(o)) = — i A(n)n™7 (34 4 cos(ylog(n)) + cos(2ylog(n))) <0
n=1
ein Widerspruch. O
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Dieser Satz lasst sich auch auf Dirichletsche L- Reihen ausdehnen.

Satz 3.4.10. Es sei x? # xo oder t > 0. Dann gilt L(1 + it, x) # 0.

Beweis. Angenommen L(s, x) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m; > 1in s = 1 + iy und L(s, x)
besitzt eine Nullstelle der Ordnung mg > 0 in s = 1 + 2iy. Dann kénnen L(s, x) bzw. L(s, x?) keine
Polstellen in s = 1 + iy bzw. s = 1 4 2i~y besitzen, da v # 0 oder aber y # xo bzw. x? # xo ist.

Wir setzen , , )

L L , .
P(5,x) = 37(5,x0) + 47 (s +i7,X) + 7 (s + 207, x%).

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung
4m1 mo

3
= — h
pox)=——g+t gt -7 T

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s, x). Es folgt

lim (R(p(o,x))) = .

o—1+

Andererseits ist nach Satz 3.4.2
R(p(0)) == > An)xo(n)n~7 (3xo(n) + dx(n)n~"" + x(n)*n">") <0
n=1
ein Widerspruch. O

Die Nullstellenfreiheit von ((s) bzw. L(s, x) auf o = 1 reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes bzw.
des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen aus. Man erhélt allerdings nur die Asymptotik.
Will man Aussagen mit Restglied, so benétigt man nullstellenfreie Zonen links der Geraden o = 1.
Diese Ergebnisse kénnen durch eine Erweiterung der in den Séitzen 3.4.7 und 3.4.8 enthaltenen
Grundideen erreicht werden.

Definition 3.4.5. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo ¢ sowie T > 0 und 5y € R.
Mit N(T, x, Bo) bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen o = S+ iy von L(s, x) mit 0 <~ < T und

B> Bo.

Satz 3.4.11. Firqe N undt € R sei L =logq+log(|t| +2).
Es sei x ein Dirichletcharakter modulo ¢, T'> 0 und M € N.
Es ist N(T +1,x,2(M + 3)) — N(T, x,2(M + 3)) = Op (L) Fiir alle s = o + it mit 0 > —M gilt

L _ Elg,x) 1
Tl =27 ) 5= TOmL).
o: L(o,x)=0

lo—s|<1

Beweis. O

Satz 3.4.12. (Nullstellenfreie Zone fiir Dirichletsche L- Reihen)

(i) Es sei x? # xo oder |t| > 1. Dann gibt es eine absolute Konstante cy > 0, so dass

L(s,x) #0 (%)
fiir o >1—2coL™" gilt. Fiir o >1—coL™! ist
L/
~(s,0) = 0(L2) (¢
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(ii) Es sei x> = xo. Dann gibt es eine absolute Konstante c; > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Es sei 0 < & < ¢1. Dann gilt fir alle Nullstellen o = 8 + iy mit |y| > lo‘gq

<1-——
B<1- 75,

wobei R > 0 eine absolute Konstante ist. Fir o > 1 — & gilt

P =0

Beweis. (i) Wir nehmen an, g9 = fp + i sei eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 von L(s, ),
wobei 79 >0, Bp =1 — g—: mit dg > 0 und £, = log g + log(y + 2) gelte. Wir setzen

7 I 7
h(87X) =3 f(‘SvXO) +4- f(&X) + f(S,X )

und og =1+ %. Wir haben fiir o > 1

L/ ! !
L0 = £ +0 [ Sogny ™ 305 | = $(s)+ Ollogg
plg m20
und damit
L 1
Lo =~ +0(L,) 1)

Wir wenden nun Satz 3.4.8 mit so = og + @70, 7 = 1/2 sowie f(s) = L(s + ivo,x) bzw.
sy = oo + 2ivo, 7 = 1/2 sowie f(s) = L(s + 2iv9,x?) an. Im folgenden bedeuten c; stets
absolute positive Konstanten. Wegen

. 1 _ C1
L > > >
|L(o0 + iv0, x)| > 1;[ e ¢(o0)™" = oo —1
bzw.
|L(oo + 2i70, %) > [ [ L
0 Y0, X _p1+p,g_0_0_1
haben wir
6 <o b, [0 < ox
f(s0) f(s0)
mit K < coL. Satz 3.4.9 ergibt
r 1
— = i — )
) R @)
sowie
L/ . 2
—R f(Uo + 2iv0,X7) | < c3L. (3)



Aus (1), (2) und (3) erhalten wir

3 4 L2 15dy  16dy L
h > — - = L. (- —_— ) - == . (4
R(h(oo, X)) > p S — c4Ly 1a2 < C + A > caL 1 caly. (4)
Aus der Darstellung
R(h(o0, x Z A(n)n™xo(n) - (3 + 4 cos b, + cos(26,,)
mit x(n) = cos B, + isin b, erhalten wir
R(h(o0,x)) < 0. (5)

Fiir hinreichend kleine dy stehen (4) und (5) im Widerspruch, womit (*) bewiesen ist.

Esseinun s=oc+itmitoc >1-— %0 Nach Satz 3.4.11 haben wir mit M = 2

L _ Elg,x) 1
—TEN=5297 - ) s, +oW.

o: L(o,x)=0

ls—ol<1
Nach (x) haben wir
1

=0(L).
s — o o

Die Anzahl der Summanden ist < N(¢ + 1,x,10) — N(¢t — 1, x,10) = O(L) nach Satz 3.4.11.
Daraus folgt (xx).

(ii) Wir kénnen x # xo annehmen, da ansonsten L(s,x) in s = 1 einen Pol erster Ordnung hat.
Wir nehmen an, g1 = (31 + i71 sei eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 von L(s, x), wobei

s=p1+iv, 11 = lggsq mit dq < lund f1 =1— 1Zgz gelte. Wir setzen

Wir wenden nun Satz 3.4.8 mit s; = o1 + iy1, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + iv1,x) bzw.
s) = o1+ 2iv1, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + 2iy1,x?) - (s — 1) an. Satz 3.4.9 ergibt

%(U( + )><c£ L
_ o1 + i, _
1T, X 5 )
sowie
L/
—%< (o1 + 2iv1, x )) <csL+ .
o1 —1
Wir erhalten
3 4 1
R(h(o1,x)) > — + - + ¢ L,

o1—1 o1—01 o1—1
was im Widerspruch zu R(h(o1, x)) < 0 fiir gentigend kleine da steht.

Satz 3.4.13. Es sei a € R die Konvergenzabszisse von

o0
n=1
mit a, > 0 fiir alle n € N. Dann ist F(s) an der Stelle s = « nicht holomorph.
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Beweis. Nach Satz 3.1.1 ist F'(s) fiir 0 > « holomorph und nach Weierstraf§ darf F'(s) dort differen-

ziert werden. Somit gilt
o

F®)(s) = Z(—l)kann_S logh n

n=1

fir alle £ € N und ¢ > «. Fiir ein 09 > « gilt daher die Entwicklung

— (—1)F e o0 1k
= Z x (s —00) Zann log” n.
k=0 ’ n=1

Wiére F(s) nun an der Stelle s = o holomorph, so miisste diese Entwicklung auch fiir ein s = o mit
o < « konvergieren. Also miisste fiir ein passendes o < «

oo 1 o
Z i (o0 — o)F Z ann~ % logh n

k=0 n=1

konvergieren. Diese Doppelreihe hat positive Glieder, kann also beliebig umgeordnet werden. Somit

gilt
_ 1
Zann UOZ '(00 —U) loghn = Zann g0
n=1
womit auch diese Reihe konvergieren Wurde im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 3.4.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.4.13 kann trotzdem

lim F(o) < oo

oc—at

sein, so gilt etwa fiir a, = log™2n mit n > 2 zum einen o = 1 und zum anderen

E:

log n

Satz 3.4.14. Fir x> = xo und o > 1 gilt

Cs) Lis,x) = 3 ann™
n=1

mit ap € R und ap, > 0 sowie a,2 > 1.

Beweis. Es gilt

() L0 =] <1—;)_1-H (1— X[ff))_l,

peP peP

wobei x(p) nur die Werte 0 und +1 annehmen kann.
Fir x(p) = 1 gilt wegen o > 1

N(-2) () ke 2

pEP

fiir x(p) = -1




und fiir x(p) =0

H(l_pls>1'H(1—X1§f)>1=1+;+;s+....

peP peP

Durch Multiplikation von Produkten aller drei Typen entsteht eine Dirichletreihe mit nichtnegativen
Koeffizienten a,. Zudem gilt a,> > 1, weil in allen drei Fillen die Koeffizienten von p=2™¢ positiv
und grofler gleich 1 sind. O

Satz 3.4.15. Fiir x> = xo gilt L(1,x) # 0 und sogar L(1,x) > 0 fiir x # xo-

Beweis. Es ist nur der Fall x # xo zu betrachten, da ansonsten L(1,x) = oo gilt. Die Reihe aus
Satz 3.4.14 hat die wegen a,2 > 1 in s = 1/2 divergente Teilreihe

o0
g a,2n” 2,
n=1

1

also ist auch die urspriingliche Reihe selbst fiir o < 5 divergent. Fiir ihre Konvergenzabszisse o
gilt somit % < o < 1. Andererseits ist aber ((s) - L(s,x) an der Stelle s = oy wegen Satz 3.4.13
nicht holomorph. Da aber sowohl ((s) als auch L(s,x) fiir % < ¢ < 1 holomorph sind, muss g9 = 1
sein. Dann kann aber s = 1 keine Nullstelle von L(s, x) sein, denn sonst wére auch ((s) - L(s, x) bei
s = 1 holomorph, da eine Nullstelle der Ordnung m > 1 von L(s, x) den Pol erster Ordnung von ((s)
kompensieren wiirde. Also gilt L(1, x) # 0 und aus

L(1,x) = lim (o —1)-((9) - L(o,x)

oo—1
sowie der Nichtnegativitiat der a, folgt L(1,x) > 0. O

Satz 3.4.16. (Primzahlsatz fir arithmetische Progressionen)
Es seiq € N und (a,q) = 1. Dann haben wir fiir feste Konstanten c¢(q) > 0, die nur von q abhingen:

(i) P(x,q,a) = ;&5 + Oq (z - exp(—c(q) (log ) '/?))

(i) m(x,q,a) = ﬁ li(z) + Oq (ac -exp(—c(q)(log 93)1/2))

Beweis. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo g. Wir kénnen O.B.d.A. x = m + % mit m € N
annehmen. Nach Satz 3.4.4 ist

B 1 c+iT L s T- (log $)2
Pz, x) = 5 /C_iT (—L(s,x)) ?ds +0 (T)

mit ¢ = ¢(z) =1+ loéx. Nach Satz 3.4.12 gibt es absolute positive Konstanten ¢; und cg, so dass
L(s, x) # 0 fiir

201

R () W

mit [¢| > 1 und fiir
o>1—clt| (2)

mit |t| < 1 gilt. Nach Satz 3.4.15 ist L(1, x) # 0. Aus (1), (2) und Satz 3.4.15 folgt die Existenz einer
Konstanten ¢(q) > 0 mit L(s, x) # 0 fiir

4de(q)
72 et + 2)
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und ,

f(sa X) < (1Og t)2
fiir
oc>1-— 720@) .
- log([t| +2)
Wir erginzen den Integrationsweg [c — iT, ¢ 4+ iT] zur geschlossenen Kurve
p=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT)U[a —iT,c —iT)|

mit ¢ = 1 — lg(gq%,. Fiir x = xo wenden wir den Residuensatz und fiir x # xo den Cauchyschen

Integralsatz an und erhalten

1 L s r x®
i E— —ds = s=1 | ——(s,x) - — | = E(q, ..
2mi ., ( L (S’X)> s s = Rese= < L (5,%) s > (g,x) - @

Aus der Abschitzung

o) = o).

aus Satz 3.4.12 erhalten wir

a+iT L 5 :c(logT)2
/c—l-iT <_L(S’X)>3ds B Oq( T >
e—il’ L o z(log T)?
[ Cren)Te = o ()

_E z° log x 3
/a—iT (_L(S’X)> ? ds = Oq <;c - exp (—c(q) ]OgT(log T) >> )

Die ersten beiden Restglieder sind in 7" monoton fallend, wihrend das letzte Restglied dort monoton
wéchst. Das optimale Restglied wird erreicht, wenn T' so gew#hlt wird, dass beide etwa gleich grof3
sind, d.h. wenn

sowie

1
% =T -exp <_c§x> SlogT = (logac)l/2

gilt. O

3.5 Primitive Charaktere und Gaufische Summen

Definition 3.5.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo ¢. Es sei ¢*|¢ und x* ein Dirich-
letcharakter modulo ¢*. Man sagt, x wird von x* induziert, wenn y = xox* mit dem Hauptcharakter
Yo mod q ist.

Unter dem Fiihrer von x versteht man den kleinsten Teiler ¢* von g, fiir den x von einem Charakter
modulo ¢* induziert wird. Ist ¢* = ¢, so heifit x primitiv.

Wir beginnen mit einem Kriterium fiir Primitivitét.

Satz 3.5.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ist x genau dann nicht
primitiv, wenn es einen Teiler ¢* von q mit ¢* < q gibt, so dass x(1 + kq¢*) = 1 fir alle k mit
(1+ kq*,q) =1 gilt.

Beweis. 7="":

Es sei x mod ¢ nicht primitiv und x habe den Fiithrer ¢* < ¢, und es gelte x = xox* mit einem
Dirichletcharakter x* mod ¢*. Dann ist x(1 + kq*) = xo(1 + kq*)x*(1 + kq*). Falls (1 + kq¢*,q) =1
gilt, haben wir xo(1 + k¢*) = 1 und x*(1 + k¢*) = 1, also x(1 + kq¢*) = 1.
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” @77:
Es sei ¢*|¢g mit ¢* < ¢ und x(1 4 kq*) = 1 fiir alle k¥ mit (1 + kq¢*,q) = 1.
Weiter sei (¢,q) = (¢ + kq*,q) = 1. Es existiert das multiplikative Inverse ¢ mit ¢¢ = 1 mod ¢ mit
(¢,¢) = 1. Dann ist ¢(c + kq*) = 1 mod ¢* und x(¢) = x(c) ™!, sowie
1= x(e(c+kq")) = x(c) " x(c+ kq").

Damit haben wir gezeigt, dass aus (¢, q) = (¢ + k¢*,q) = 1 die Aussage

x(c) = x(c+kq") (1)
folgt. Wir definieren nun x* mod ¢*. Es sei (¢, ¢*) = 1 und py, ..., p; simtliche Primzahlen, fiir die pj|q

und p; fq* gilt. Dann gibt es k1, ...,k mit ¢+ kj¢* = 1 mod p;. Es sei k die nach dem Chinesischen
Restsatz existierende Losung des Systems

k = ki modp

k = k;mod p;.
Dann ist (¢ + kq*,q) = 1. Wir setzen x*(c) = x(c + kqg*). Damit ist x* wohldefiniert, da x(c + kq*)

nach (1) unabhéngig von k ist. Man priift leicht nach, dass x* ein Dirichletcharakter modulo ¢* ist
und dass x = xox* mit dem Hauptcharakter yo mod g ist. O

Beispiel 3.5.1. Es sei ¢ = 15. Der Dirichletcharakter modulo 15 sei durch

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
x(n)j1 -1 0 1001 -1 0 0 -1 0 1 -1
gegeben. Weiter sei x* mod 3 durch
n 1 2 3

x(n) |1 -1 0

gegeben. Dann ist x = xox* mit xo als dem Hauptcharakter modulo 15. Damit hat x den Fiihrer 3
und ist nicht primitiv.

Beispiel 3.5.2. Es sei ¢ = 12. Die vier Dirichletcharaktere modulo 8 sind durch

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
xo)|1 0 0 0 1 0 1 00 0 1
xn)[1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1
x2m)[1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 -1
xsn) |1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1

gegeben. Der Hauptcharakter xg hat den Fiihrer 1 und ist damit nicht primitiv. Charakter x» hat
den Fiihrer 4. Er ist ein primitiver Dirichletcharakter modulo 4 aber nicht modulo 8. Schlielich sind
x1 und x3 primitive Dirichletcharaktere modulo 8 und haben somit Fiihrer 8.
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Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo ¢g. Durch die Definition x(n mod q) = x(n) erhalten
wir die Funktion
X: Z/qZ — C.

Nach Satz 2.2.6 kann die Funktion y und damit auch x als Linearkombination der Charaktere der
Gruppe (Z/qZ,+) dargestellt werden, der Fourierreihe von x.
Man kann also die Charaktere y der multiplikativen Gruppe (Z/qZ,-)* als Fourierreihe mit den

Charakteren
mn
€m,q: mmod g —e <)
q

der additiven Gruppe (Z/qZ,+) schreiben. Dies ist im Fall der primitiven Charaktere besonders
einfach.
Zur Vorbereitung zeigen wir folgenden

Satz 3.5.2. FEs sei ¢ € N, x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q und q¢*|q mit ¢* < q und
(I,q*) = 1. Dann gilt

Beweis. Es sei
0<m<g—1
m=l mod ¢*
und 7 = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1. Dann ist
X > xtm)y= > x(rm)=S6,

0<m<g—1 0<m<qg—1
m=l mod ¢* m=l mod ¢*

da mit m auch rm alle Restklassen, die kongruent [ mod ¢* sind, durchléuft. Ware S # 0, so wire
x(r) =1 fiir alle » = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1, und damit wire y nach Satz 3.5.1 nicht primitiv. [

Definition 3.5.2. (i) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q.
Unter der Gaufischen Summe 7(x) verstehen wir

(ii) Es heifit

die Ramanujan- Summe.

Bemerkung 3.5.1. Offenbar ist ¢,(1) = 7(xo) mit dem Hauptcharakter xo mod g.

Satz 3.5.3. Es seien q,n € N. Dann ist

co(n) = > d-p(q/d).

dl(g;n)
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Beweis. Es gilt mit m = Id und d' = ¢/d

ww = T (M) $ (M) Tun-Suw 3 (1)

m mod q m mod ¢ dlm dlq I mod q/d
(m,q)=1 dlq
In
= > plg/d)- > e <d,> = Y ulg/d)d.
&g l mod & &'|(am)

O

Wir kommen nun zur angekiindigten Darstellung von primitiven Charakteren x mod ¢ als Fourier-
reihe bzgl. der Gruppe (Z/qZ,+).

Satz 3.5.4. Es sei ¢ € N und x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q. Dann ist

(i) [7(x)| = ¢"/*
1) Fiir alle a € Z qilt
(i) g

K@) =0 3 ) ().

Beweis. (i) Fiir (n,q) = 1 haben wir

m mod q m mod q

da mit m auch nm alle Restklassen modulo ¢ durchléuft. Somit ist

P = S x-S Xum-e<m”>.e(_”>

n mod ¢ m mod ¢ q q
(m—1)n
= 3 a3 o .
q
m mod q n mod ¢q
(n,g)=1

Die innere Summe ist die Ramajunan- Summe ¢,(m — 1). Nach Satz 3.5.3 haben wir

rOP = > x(m)- > d-plg/d) =Y _d-plg/d)- > x(m).
m mod ¢ dlq d|q m mod ¢
dm—1 m=1 mod d

Wegen der Primitivitit von x verschwindet nach Satz 3.5.2 die innere Summe aufer fiir d = ¢,
wo sie den Wert 1 hat. Damit gilt [7(x)|* = q.

Es sei (a,q) = 1. Dann haben wir

=Y, X()‘€<ZL>= > x(am)~e<T>=x(a)-m§d X(m)e<am>

m mod ¢ m mod q q

Daraus folgt die Behauptung, da 7(%) # 0 nach (i) gilt. Fiir (a,q) > 1 verschwinden beide
Seiten.

O]
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Satz 3.5.5. (Polya- Vinogradov)
Es sei g € N und x ein Dirichlet- Charakter modulo q sowie x € (0,00). Dann gilt

> x(n)=0 <q1/2 log q) -

n<x

Beweis. O

3.6 Der Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz

Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen besagt, dass fiir ¢ € N und (a,q) =1

.
m(x,q,a) = o li(z) - (14 0(1))

gilt. Anders formuliert: zu jedem e > 0 gibt es ein xg = (g, €), so dass fiir alle x > z

m(x,q,a) — gp(lq) Jdi(z)| <e-li(z)

gilt. Die Schwiche dieser Aussage liegt nun darin, dass wir keinerlei Kontrolle dariiber haben, wie
genau rg von g abhéngt. Bei gegebenem € kénnte zg als Funktion von ¢ sehr schnell wachsen, z. B.
zo(€,q) = x0(€) - . Die Abhiingigkeit von ¢ wird nun in den Sitzen von Page- Siegel- Walfisz und
Bombieri untersucht. Auch diese Sétze machen Gebrauch von nullstellenfreien Zonen Dirichletscher
L- Reihen, deren Abhéngigkeit vom Modul ¢ nun kontrolliert werden muss. Diese Abhéngigkeit wurde
in Satz 3.4.12 bereits verfolgt, nicht aber in Satz 3.4.15. Aus L(1,x) # 0 folgt lediglich die Existenz
einer Umgebung U von s = 1 mit L(s,x) # 0 fiir s € U. Wir haben jedoch keine Kontrolle iiber die
Grofe dieser Umgebung in Abhéingigkeit von ¢. Dieser Mangel soll nun behoben werden.

Satz 3.6.1. Es sei g € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gibt es eine absolute Konstante
co > 0, so dass im Gebiet [t| <1 und o > 1— Toeq hochstens eine Nullstelle von L(s, x) liegt, die im
Falle ihrer Fxistenz reell und einfach ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass absolute positive Konstanten cy und c¢; existieren, so dass fiir
q > qo die Dirichletsche L- Reihe L(s, x) im Gebiet

Q:{s:a+z’t:0>1—co, t] < a } (1)
log q log q
hochstens eine einfache Nullstelle hat. Wegen
L ¢’ 1
f(stO) = Z(S) + O(loggq) = a1 O(log q)

kénnen wir y # xo annehmen. Nach Satz 3.4.12 kénnen wir ferner auch x? = yo annehmen. Nach

Satz 3.4.11 haben wir "

d.h. es existiert eine absolute Konstante C' > 0 und R(s, x) mit |R(s,x)| < CL und

L 1
—f(S,X) = > sf*'R(SvX)- (2)
o: L(o:x)=0 ¢
lo—s|<1
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Wir wihlen nun ¢y = 1072C sowie ¢; = 1072¢y und nehmen an, L(s, ) habe die zwei Nullstellen

01 = B1 + iy sowie g9 = o + iy mit §; > 1 — locg 7 sowie |y;| < locﬁ, wobei dabei die Moglichkeit
eingeschlossen ist, dass o1 = g2 gilt und somit ¢; eine mehrfache Nullstelle ist.

Wir wenden (2) mit s =09 =1+ IOCO an und erhalten

r 1 1 1 1 3 loggqg
_ng(UO’X) = o0 — /BO : 'Y% o0 — 52 : ,YS + %(R(OD?X)) 2 g : o . (3>
1+ (00—P1)? 1+ (00—P2)?
Andererseits ist
_ ¢ 1 logq
— A(n)n=% = < = O(1). 4
L onx Z ~Clon) < 5“2+ o) (4)

Die Aussagen (3) und (4) stehen fiir ¢ > go im Widerspruch.
Wir nehmen ferner an, L(s, x) habe eine nichtreelle Nullstelle g; in G. Dann ist wegen x? = o auch
01 € G im Widerspruch zu (1). O

Definition 3.6.1. Essei ¢ € N, x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢ fest. Die einzige méglicherweise
existierende einfache reelle Ausnahmenullstelle o* von L(s, x), fiir die die Abschétzung o* < 1 —
nicht gilt, heifit auch Siegel- Nullstelle von L(s, x).

log q

Bemerkung 3.6.1. Es wird vermutet, dass Siegel- Nullstellen nicht existieren. Man hat die wesent-
lich schérfere verallgemeinerte Riemannsche- Vermutung;:

Ist L(s,x) =0 mit 0 < R(c) < 1, so gilt R(o) = 3.

Ein beriihmter Spezialfall (¢ = 1) ist die Riemannsche- Vermutung (Bernhard Riemann 1859):

Ist ¢(s) =0 mit 0 < R(o) < 1, so gilt R(o) = 1.

Die Riemannsche Vermutung ist zur Abschiatzung

m(x) =li(z) + O <x1/2+6)
fiir alle € > 0 dquivalent. Aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung folgt

li(x)
©(q)

(x,q,a) = + 0 (x1/2+6 log? q)

fiir alle ¢, a mit (a,q) = 1.

Wir wollen nun im folgenden eine Abschéitzung fiir den Mindestabstand der Siegel- Nullstelle o* von
L(s, x) zum Punkt 1 herleiten, dem Satz von Siegel. Dariiber hinaus wird unter anderem folgen, dass
es eine solche Nullstelle hochstens fiir einen Charakter y mod ¢ geben kann.

Als Vorbereitung zeigen wir

Satz 3.6.2. Es seien q1,q2 > 0 und x1 bzw. xa reelle primitive Charaktere modulo q1 bzw. gqa mit
X1 # x2. Es sei F(s) = ((s)L(s, x1)L(s, x2)L(s, x1x2). Dann gilt mit absoluten positiven Konstanten
c1,c9,c3 und firl—c3<o<1

mit A = L(1,x1)L(1, x2)L(1, x1x2)-
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Beweis. Wir nehmen an, es sei y1x2 = xo mit dem Hauptcharakter xo mod q1q2. Daraus folgt
x1(n) = xa2(n) fur alle n mit (n,q1g2) = 1. Dann induzieren y; und y2 denselben Dirichletcha-
rakter modulo gi¢o. Damit sind ¢; und g9 beide Fiithrer von x1xe, also gilt g1 = g2 und damit auch
X1 = X2 im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt also x1x2 # Xxo. Damit ist L(s, x1x2) in o > 0
holomorph und ebenso F'(s) bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum A. Die Funktion

A

9(s) = F(s) - —=

(1)

ist somit in ¢ > 0 holomorph. Fiir o > 1 gilt

F(s) = i bpn~?
n=1

mit b, > 0. Dies wird wie die analoge Aussage fiir {(s) - L(s, x1) in Satz 3.4.14 bewiesen. Aus

erhalten wir

F(s) =) am(2—s)" (2)
m=0
mit a,, >0, ap > 1 und |s — 2| < 1 sowie
9(3) = F(s) = 2= = 3 (am = X) - (2= 5)" Q

mit |s — 2| < 1. Da nach (1) die Funktion g(s) in ¢ > 0 holomorph ist, gilt (3) auch in |s — 2| < %
Weiter gilt fiir |s — 2| = %
1

¢(s) =0(1) und P O(1)

und nach Satz 3.4.12
L(s,x1)L(s,x2)L(s,x1x2) = O ((q192)**)

mit einer absoluten Konstanten ¢4 > 0. Damit folgt

9(s) = O (q1g2)™*) (4)

fiir |s —2| = 2 und auch fiir |s —2| < 2 nach dem Maximumprinzip. Aus (2), (3) und (4) folgt mittels

der Cauchyschen Integralformel

2 m
|am — Al < e5(q1g2)° - (3> (5)
mit m = 0,1,2,.... Wir wihlen nun ¢ > 0 so, dass 2 — (1 —¢g) = 1 + ¢ < % ist und finden fiir
1 —c¢ <o <1 wegen (2)
A m m
Flo) = — = Y (am =N -2=0)"+ ) (am—A)-(2-0)
0<m<M m>M
2—-o0)M -1 aM
> 1o )\.=2—Y) — - ca,
> A s c7(q192) T o
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mit o = % (14 ¢g) < 1. Wir withlen M so groB, dass das letzte Glied kleiner % fiir alle g1 > 2 und
alle g2 > 2 wird. Dies kann etwa mit M = [cglog(q1¢2)] erreicht werden, wobei ¢g > 0 eine absolute
Konstante ist. Weiter gilt dann im Bereich 1 —cg < o <1

(2= o)™ = exp (M -log(2 — 0)) < exp (cslog(qiga) - co(1 — 7).
Hieraus folgt mit c3 = cg und co = cgcg die Behauptung. ]

Satz 3.6.3. Es seien q € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Fir e > 0 gibt es qo(€), so dass
fiir ¢ > qo(€) die Aussage L(o,x) # 0 firo >1—q~ ¢ gilt.

Beweis. Ist x ein Dirichletcharakter modulo g mit Fiihrer ¢*|q, so gibt es einen primitiven Charakter
x* mod ¢* mit y = x*xg, wobei yo der Hauptcharakter modulo ¢ ist. Nach Satz 3.4.5

L(s,x) = L(s,x*) - [J(1 = x"(p)p ™).
plg

Das endliche Produkt

1@ =x )

plg
hat nur fiir 0 = 0 Nullstellen. Daher haben L(s, x) und L(s, x*) in der Halbebene o > 0 dieselben
Nullstellen. Wegen 1 — (¢*)~¢ < 1 — ¢~ € geniigt es daher, die Behauptung fiir primitive Charaktere
zu beweisen. Ferner kann nach Satz 3.4.12 (i) angenommen werden, dass x reell ist.

Es seien x1; mod ¢; und xo2 mod g2 primitive reelle Charaktere, und F' sei wie in Satz 3.6.3 definiert.
Fir 1 —c¢; <oy <1sei L(oy,x1) = 0. Nach Satz 3.6.2 folgt

1 A
2 1—o0

N(q1g2)2 ) < 0.

Mittels Abelscher partieller Summation folgt leicht

L(1,x1) - L(1, x1x2) = O(log*(q142)) < (q142)°

fiir q1, g2 > q(€) bei beliebigem € > 0.
Aufgrund der Giiltigkeit von L(1,x) > 0 fiir x = x; und x = x1x2 nach Satz 3.4.15 folgt

1
L(17X2) > 5 . (1 — 0'1) . (qqu)—03(1—gl)_€ (1)

fiir g1g2 > q(€), was wir im folgenden voraussetzen. Wir nehmen an, es sei 1 — o1 < cq€, wobei ¢4
spater noch genauer bestimmt wird. Dann folgt aus (1)

1
L(Lx2) > 5 (1= 1) - (qaga) ().

Setzen wir jetzt ¢4 = c5 ! und wihlen wir ¢o groB, ¢o > d(€,q1), so dass

1

5 (=00 % > g;°

wird, so folgt aus (1)
L(1, x2) > 43 (2)

fir g1g2 > q(€) und ¢2 > ¢h(e, q1).
Wenn es also ein 3 mod ¢; mit L(oq,x1) = 0 fiir ein 07 mit 1 — ¢5e < 01 < 1 gibt, so folgt aus (2)

L(lx)>q* (3)
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fiir ¢ > max{gy(e,q1),q(e)/q1} = ¢'(e).
Fiir 1 — ¢4 <o <1 und ¢q > ¢”(¢) ergibt sich nach dem Mittelwertsatz

L(o,x) = L(1,x) = (1 —0) - L'(7,x) (4)

mit ¢ <& < 1. Mit Abelscher partieller Summation zeigt man, dass fir 1 —¢ % <7 <1

L'(7, x) = O(log*(29)) ()

gilt.
Aus (4) und (5) folgt
IL(0, )| > ¢* + O(g*log? q) > 0
fir 1 — g% < ¢ <1 und fiir hinreichend grofe q.
Damit ist die Behauptung mit 4e statt ¢ beweisen, wenn es im Bereich 1 —c4e < o < 1 eine Nullstelle

einer beliebigen L- Funktion bzgl. eines beliebigen Moduls ¢; gibt. Wenn alle L(s, x) # 0 sind, so
folgt die Behauptung wegen cqe > ¢~ ¢ fiir g > ¢"(e). O

Satz 3.6.4. (Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz)
Es sei A > 0 beliebig grof, ¢ € N und (a,q) = 1 sowie 1 < q < (logz)?. Dann gibt es eine absolute
Konstante ¢ > 0 mit

(i) ¥(x,x) = Oa (z - exp(—c(logx)1/?))

(ii) P(x,q,a) = Siy + Oa (z - exp(—c(log z)'/?))

(iii) 7(z,q,0) = X

( % + 04 (z- exp(—c(logw)lﬂ)).

i
)

Beweis. (i) Im folgenden sei x stets ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢ < (log )#. Wir kénnen
0.B.d.A. auch z = m+3 mit m € N annehmen. Wir setzen ¢ = 1—1—@ und T' = exp((log z)'/?).
Nach Satz 3.3.3 haben wir

Y(x,x) = i /CCHT <—€(s,x)) . %S ds+ O (m - exp (—(logx)1/2 log? ar)) ) (1)

211 —iT
Nach Satz 3.4.12 (i) gibt es eine absolute Konstante ¢y > 0, so dass L(s, x) # 0 und

Y (6.0 = 0((1og ) ®

firoc>1- locgox und 1 < |¢t| < T. Nach Satz 3.6.1 gibt es eine absolute Konstante ¢; > 0, so
dass im Gebiet o > 1 — {2 und [t| < 1 die Funktion L(s, x) hochstens eine reelle Nullstelle

lo

besitzt. Fiir diese Nullstelle o(x) gilt nach Satz 3.6.3

o(x) <1—q /Y, (3)
falls ¢ > qo(A) gilt. Wir ergénzen den Integrationsweg [c — iT, ¢ + iT"] zur geschlossenen Kurve

C=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT)U[a —iT,c —iT]

mit a =1 — 2= mit ¢z = min{co, ¢1}. Aus Satz 3.4.11 folgt, dass auch fiir 0 = a und [¢[ <1

die Abschétzung
L/
7 (5,x) = O((log 2)*) (4)
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gilt. Aus (1) bis (4) erhalten wir mit |[J] < 2

L/ xS L/ s 1/2

¢(x, X) = Ress=1 _f(sa)() ’ ? + Ress:a(x) _f(‘g?X) ) ? + OA(:U ’ exp(—c(log iL‘) ))
= B(g.x) - — 9z exp(—(logz)'/?)) + Oa(x - exp(—c(logz)"/?)),

wobei der von o () herriirende Term nur dann aufftritt, falls o(x) existiert. Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Dies folgt aus (i) mittels der Orthogonalitétsrelation.

(iii) Dies folgt aus (ii) durch Abelsche partielle Summation.

O
3.7 Das grofle Sieb
Satz 3.7.1. Es sei f auf [a — /2,0 + /2] stetig differenzierbar. Dann haben wir
Oc—|—5/2 1 1 ,
fel< [ S sl 1 )l du
a—6/2
Beweis. Es sei g auf [0, 1] stetig differenzierbar. Dann ist
/0 u-g'(u)du = [u-g(u)lg /0 g9(u)du =z - g(x) /O 9(u) du (1)

sowie

/:(u —1)-g'(u) du = [u- g(u)]} - /

T T

Addition von (1) und (2) ergibt

g(:c):/Olg(u)du—l—/Oxu'g'(u)du—i—/xl(u—1)-g’(u)du.

Damit gilt
1 ! 1,
9{5) =/ le@l+3-lg(u)ldu (3)
0
Wir wenden nun (3) mit g(x) = f(a — /2 + dz) an und erhalten die Behauptung. O

Definition 3.7.1. Im folgenden seien a,, € C, M +1 <n < M + N und

M+N

S(a) = Z ane(na).

n=M+1

Satz 3.7.2. (Das Grofie Sieb)
Es sei S(a) wie in Definition 3.5.1, 6 > 0 und aq,...,ag € [0,1] mit ||ap — as|| > & fir r # s.

Dann gilt
R M+N

SIS < (V4357 3 Jaal™

r=1 n=M+1
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Beweis. Voraussetzung und Folgerung von Satz 3.7.2 bleiben unveréndert, wenn die Koeffizienten a,,
durch ay, - e(Ln) mit beliebigem L € Z ersetzt werden. Daher kénnen wir O.B.d.A.

k
S(a) = Z an - e(na)

n=—=k

mit k = [25"] annehmen.
Wir wenden Satz 3.7.1 mit f(a) = S(a)? an und erhalten

2 ar+0/2 1 2 1 /
Sanf< [ SR+ 518618 )] du,
or—05/2
wobei die Grenzen «, — 0/2 bzw. a;, + /2 modulo 1 zu verstehen sind.
Wegen ||a, — as|| > 6 fiir r # s sind die Intervalle [a, — §/2, o + §/2] paarweise disjunkt, und wir
erhalten

1
S8 < /0 57115 +15(w)] - |5 (u)] du

51 /01 1S () du + (/01 S(u)|2du> " </01 |5'(u)|2du>

1/2

IA

Parsevals Gleichung ergibt

1 k
/\S(u)]Qdu = Z lan|?  sowie
0

n=—=k
1 k k
/ SRde = 3 @) Jan? < 272 Y Janf?.
0 n=—k n=—"k
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 3.7.3. Es sei S(a) wie in Definition 3.5.1 und Q € N. Dann gilt

q o\ |2 M+N
S [s(4)] s X
q<Q a=1 q n=M+1
(a,q)=1
Beweis. Wir wenden Satz 3.7.2 an, wobei aq,...,a, die der Grofle nach geordneten Fareybriiche %
mit (a,q) = 1 sind. Es ist dann
ay  a a1q2 — a2qi 1 1
low —al| = |— = —=| = 2 > =5
Qo Q@ 712 g~ Q

Satz 3.7.4. (Das Grofle Sieb fiir Charaktersummen)
Es sei an, € C, x ein Dirichletcharakter modulo q und QQ > 1. Weiter sei

M+N

T(x) = Z anx(n).

n=M+1
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Dann ist

q N M+N
> 2 TP S (V4307 3 Janf,
q<Q v quodq n=M+1

wobet Z* die Summe tiber alle primitiven Charaktere modulo q bedeute.
x mod ¢

Beweis. Um Satz 3.7.3 anwenden zu konnen, ersetzen wir daher nun die multiplikativen Charaktere
X: (Z/qZ,-)* — C durch die additiven Charaktere eqq: (Z/qZ,+) — C. Nach Satz 2.2.4 haben wir
fiir primitive Dirichletcharaktere xy mod ¢ mit der Gauschen Summe 7 ()

x(n) =1(x)""- iw) e (Cm)

mit |7 ()| = ¢*/2. Wir erhalten

a=1
und damit
* 1 o | —— a 2 1 Kl a ?
>R = o X @ (4)] <1 T [So@es (4
x mod ¢ x mod g |a=1 q q x mod q |a=1 q
q q
1 a2
= — > (Y x(a1)~5<>> : (Z x(aa)-5<—))
q Xmodq(all q az=1 q
_ . g g(_a RGOS a\ |’
= - Z 7 ’ —; Z x(a1) X(a2)—T ZS q
ai,az=1 x mod g a=1
Damit gilt
M+N
S-S TP < s(W<wvisen 3 o
v(q) b= a)| ~ "
q<Q X mod ¢ ¢<Q a mod ¢ n=M+1
a,q)=1
nach Satz 3.7.3. ]

Satz 3.7.5. Es seien QQ > 1, am, b, € C und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt

Z 4 Z* max Z Z ambrx(mn)

4<Q SD(q)x mod g 1<m<M 1<n<N
1/2 1/2
= O (M+Q)YV*(N+@*)? Z |am | Z |bn log(2M N)
1<m<M 1<n<N

Beweis. Esseia € R, $>0,¢>0,T > 1,5 =0 +it, y1 = e*P und yo = e*P. Nach Satz 3.4.2
(Perronsche Formel) haben wir

1 AT ys—ys [ 14+0(T7YB~ o)), falls|a| <8
S ds = -1 -1 (1)
27t JoiT s O(T'(B—la))™) falls |a| > 3.
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Da der Integrand auch fiir s = 0 stetig ist, gilt (1) auch fiir ¢ = 0, und wir erhalten

T . sin(tp) P O(T YB—|a)7), falls|a] <p
/_Te ot N O(T(B—la))™) falls |a| > B.

Wir setzen 8 = log u und erhalten

T sin(tlogu
5°3 ambuxtmn) — [ AtnBe0 ™ ( S lentn

m=1n=1

mit
M .
= E amx(m)m™" bzw. B(t,x) = g bx(n)n =,

Wir nehmen O.B.d.A. u =k + % mit k€ Z und 0 < k < MN an. Dann ist

mit absoluten Konstanten ¢y, c; > 0 und
sin(tlogu) = O(min{1, |t|log(2M N)}).

Damit ist die rechte Seite in (2)

o/ " A OBY) win {

-T

log(QMN)} dt+— > Jambal (3)

m<M n<N

Nach der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung folgt

1/2 1/2

P IR DD~ D DL (Ve B DE- - D Rl

q<Q X mod ¢ q<Q X mod ¢ q<Q X mod ¢

und nach Satz 3.7.4

Z Z < (M +3Q% Z lam|?>  und

q<Q x mod ¢ 1<m<M
> g2 1B < (V43QY) D bl
q<Q 90 X mod g 1<n<N
Also folgt
/ Z Z A(t,x)B tx)mm{| nE log(QMN)} dt
q<Q X mod g
1/2 vz
1
< (M+QD)"2N+@)' | D laml? > [bal? / min {,log(QMN)} dt.
m<M n<N -T i
Daraus und aus (2) sowie (3) folgt die Behauptung von Satz 3.7.5. O
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3.8 Satz von Bombieri

Satz 3.8.1. (Satz von Bombieri)
Es sei A > 0 fest. Dann haben wir fir z'/?(logz)~4 < Q < z1/2

2'2Q(log z)°.

max max
a: (a,q)=1 y<z

Y(y,q,a) —

)<

Bemerkung 3.8.1. Aus Satz 3.8.1 folgt, dass fiir die meisten y < z'/2(logz)~4 die GroBe

q<Q

max max
a: (a,q)=1 y<z

Y
¢ Yy, q,a) — ‘
( ) ¢(q)
wesentlich kleiner als —% ist.
v(q)

Diese Tatsache folgt aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung fiir alle ¢ < z'/ 2(log x)*A.

Beweis. (Beweis von Satz 3.8.1)

Wir wollen die Sétze des vorigen Abschnitts anwenden. Dazu miissen wir das Problem auf eine
Aussage iiber primitive Charaktere reduzieren. Wir zeigen zunéchst, dass Satz 3.8.1 aus folgender
Aussage folgt:

> g 2 maxlly 0l =0 (@ + 27/ + /0% (log(Qa)")) (1)
q<Q xmodq

Wir haben

w(y,q,a)zi' > x(@)(y, x)-

vla) o=

Wir setzen zum einen
X ), wenn 0
Gy = { Y(y xz X f X
Y(y,x) —y, wenn x = Xxo

und zum anderen

E(y,q,a) = 9Y(y,q,a) —

o(q)
E(y,q) = maxE(y,q,a)
E*(z,q) = glggE(y,Q)
Dann ist 1 L
B(y.g,0) = - > x(@) - ¢ (y,x) (2)

und deshalb )
E(y,q,a)| < — > |[¥'(y,x)|-
|E( ) (0 XX:I (¥, x)|

Der Charakter x mod ¢ werde vom primitiven Charakter y; mod ¢; induziert. Dann ist

1
V0yx) =) = Y xai(p*)logp=0 ZLZiz] log p

<y plq
plg

= O (logy) > logp | = O(log(qy)?).

plg
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Deshalb gilt
E(y,q,a) = O(log(qy)*) + O <s0(1q) : ZX: Iw'(y»a)I) (3)

Wir sammeln alle Beitridge, die von einem festen primitiven Charalter stammen. Ein primitiver
Dirichletcharakter y mod ¢ induziert Charaktere nach Moduln, die Vielfache von ¢ sind. Deshalb
ist die linke Seite von Satz 3.8.1

O(Qlog(Qz)*) + ) Z maXWyXI o) (4)
a<Qx modq - kgg
Es ist ¢(gk) > @(k)@(q) und

Z(lk) H<1+p11+p(p1—1)+'“> _H<1_119)_1 <1+p(p1—1)>0<10gz)'

k<z p<z p<z

Deshalb ist der zweite Term in (4)

logacz Z aXW) Y, X )| )

q<Q X mod q -
und es geniigt zu zeigen, dass
Z Z max v/ (y, X)| < 2'/*Q(log z)’ (5)
=Q ¥ x mod g

fiir z'/2(logz) =4 < Q < z'/2 gilt. Aus (1) erhalten wir

>, Z mas [¢/(y. )| < (7 +27/° +2'/2U) (log Un)",
U<q<2U xmodq -

Wir setzen U = 2¥, summieren iiber k fiir (logz)? < 2% < Q und erhalten

> Z max |0y )] < (2(log )~ +27/°10g Q +°Q) 05 Q)" (6)

(log z)A<q<Q Xmodq -

Nach Satz 3.5.4 (i) gilt auch

Z Z max|1/J Y, x)| < ( (log )~ + 2°/%1log Q —|—x1/2Q) (log Q)™ (7)

q<(log z)4 Pmod q U=

Somit zeigen (5), (6) und (7), dass Satz 3.8.1 aus (1) folgt.

Im folgenden wollen wir noch (1) beweisen.
Es ist (Ubungsaufgabe)

Y(y,x) = S1+ S2+ S5+ 54 (8)
mit
S1="Y_ An)x(n), (9)
n<U
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Se=— 30 | S0 @) | 3 w00, (10)
t<UV | i=md r<¥
4=V
Ss=> | > u@dlogh | x(n), (11)
=y \ler

Si= Y Am) 3| XD @) | xtm). (12)

U<m< Veak<i \ dlk
14 m A<V

Zum Beweis von (1) schitzen wir nun die Summen
q *
Bji=) i ), maxlS)
=Q 7 quodq =
fir 1 <j <4 ab.

o j=1:
Aus elementaren Primzahlabschétzungen folgt S; = O(U) und damit
¥ =0UQR?). (13)
o j =2

Es ist So = S5 + S5 mit

t<U | t=md r<¥
m<U t
d<v
Sy o= = > | D uldA@m) x(rt).
U<t<UV | t=md r<¥
m<U -t
A<V

Zur Abschitzung von S, wenden wir die Ungleichung von Pélya- Vinogradoff an (Ubungsaufgabe):
Ist x # xo ein Dirichletcharakter modulo ¢, so ist

M+N

> x(n)=0(¢"logq). (14)
n=M+1
Weiter beachten wir, dass
Z A(m) =logt
mlt
gilt. Wir erhalten fiir ¢ > 1
S < (logU) Z Z chi(r)| = O(¢**Ulog?(qU)). (15)
t<U |r<¥
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Fiir ¢ = 1 ergibt sich die triviale Abschitzung
S} = O(zlog?(xU)). (16)

Zur Abschétzung von S5 wenden wir Satz 3.7.5 an und erhalten

Soog X max 3| X

q<Q 90 X mod q T U<t<uv t=md ( <4
<y
<3

e

M<t<2M \m<U,d<V
1/2 1/2

< (A44-Q2y/2( Q2>U2 > log?t

M<t<2M
< (Q%xY? + QM Y2 4 QUYVAVY2 1 1) (log z).

Wir setzen M = 2k summieren iiber & und erhalten

Z Z max\s | < (Q%Y? + QeU Y2 4 QUYVY2 4 1) (log ). (17)
q<Q x mod q -
Die Aussagen (15), (16) und (17) ergeben schliefilich
Yo < (QY2U + QuU Y2 + Q' 2U2vY2 1 1) (log ). (18)
e ;=23
Es ist

Ss =Y u(d)x(d) Y _ (log h)x(h).

a<v h<

e

Durch partielle Summation ergibt sich
S (log () = | 37 x(d) | 10g 2 - / > x(h) | S = (g log(ay)
h<¥ h<t h<w
mit ¢ > 1 nach (14). Fiir ¢ = 1 schétzen wir trivial ab. Wir erhalten
Y3 < (QY2V + 2)log? (V). (19)

o j=4:
Wir wenden wieder Satz 3.7.5 an und erhalten

Do max| 3 3| Doud) ) xm)

q<Q x mod g "~ U<m<¥ V<k<Z \ dlk
M<m<2M
1/2 1/2
< (Q*+ M)V (Q?+ i > Am)? (k)2 | logz
M &
M<m<2M k<Z
Wir verwenden die Abschéitzung
Z 7(k)* = O(ulog® u),
k<u
setzen M = 2!, summieren iiber [ und erhalten
¥y < (Q%Y? + QuU Y2 4+ Qv Y2 4+ z)(log ). (20)
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Wir fassen nun die Abschétzungen der X; fiir 1 < j < 4 zusammen:
Wir wihlen V = U und

U— 223Q1, falls 2Y/3leQ < z1/2
N z1/3, falls U = 21/3.

Wir erhalten (1) und damit den Beweis von Satz 3.8.1.
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