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Kapitel 1

Grundlagen

Zu einer einfachen Beschreibung von mathematischen Zusammenhéngen dient der Begriff der Menge.

1.1 Mengen

1.1 Definition:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten.
Diese Objekte werden Elemente der Menge genannt.

Schreibweise:
x € M bedeutet, dass x ein Element der Menge M ist, also zu M gehort.
x ¢ M bedeutet, dass x kein Element der Menge M ist, also nicht zu M gehort.

Bemerkung:

Dieser "naive” Mengenbegriff geht auf Georg Cantor (1845-1918) zuriick.

In der "hoheren” Mathematik entstehen mit dieser Definition Probleme, was zur Russellschen Antinomie
fithrt. Deshalb gibt es eien axiomatische Mengenlehre in der Mathematik.

Bemerkung:

Fiir unsere Zwecke reicht der Mengenbegriff im Sinne der Definition 1.1.

Beschereibung von Mengen:

e aufzdhlende Beschreibung:

{a,b,c,...,x,y, 2}
= {1,3,5}
= {*’}
= {S’T}
= {r.g}.

SIS S S

e charakterisierende Beschreibung:

M = {z: x hat Eigenachaft E}.



Bemerkung:

Manchmal sind auch beide Schreibweisen gleichzeitig moglich:

My = {B,1,0,L,0,G,I,E}

M, = {B,1,0,L,G,I,E}

My = {B,1,0,L,G E}

My = {z: z ist ein Buchstabe im Wort ”Biologie” }.

Die Gleichheit der Mengen M;, Mo und M3 ergibt sich aus der néchsten Definition.

1.2 Definition: (Verkniipfungen von Mengen)
Es seien M7 und M Mengen.

i) Man nennt M; Teilmenge von My (Schreibweise: My C Ms), wenn fiir alle x € M; auch x € M,
gilt.

ii) Die Mengen M; und M, heien gleich (Schreibweise: M; = My, wenn M; C My und My C M,
gilt.

iii) Die Vereinigung der Mengen M; und My ist durch
My UMy ={x: x € M; oder x € My}
definiert.
iv) Der Durchschnitt der Mengen M; und Ms ist durch
MiNMy;={x:x € M und x € Ms}
definiert.
v) Die Differenz der Mengen M; und My ist durch
M\Ms ={x: x € My und = & Ms}
definiert.
vi) Die Menge, die kein Element hat, bezeichnet man als leere Menge ().
vii) Die Mengen M; und My heilen disjunkt (durchschnittsleer), wenn M; N My = ) gilt.

viii) Falls alle auftretenden Mengen M Teilmengen einer Grundmenge X sind, so nennt man X die
Grundmenge.
Fiir M C X heifit dann M¢ = X\ M das Komplement von M, also M® = {z € X: 2 ¢ M}.

ix) Fiir eine Menge M bezeichnet man mit |M| (selten auch mit #M) die Anzahl ihrer Elemente.
So gilt etwa fiir My = {1,2,3} und My = {5,6,7,8,...} einerseits |M;| = 3 und |Mz| = o
(unendlich).

Bemerkung :

Gelegentlich ist auch noch folgende Formulierung iiblich:

Man nennt M; echte Teilmenge von My (Schreibweise: My C Ms), wenn M; C Ms und ein x € M,
mit x ¢ M, existiert.

Meist schreibt man M; C M> und lidsst dabei beide Fille zu. Mit dieser Vereinbarung fahren wir ab
nun fort.




Es sei die Grundmenge durch X = {0,1,2,...,9} gegeben. Weiter gelte A = {2,3,4,5} und B =
4,5,6,7}C. Dann gelten folgende Aussagen:

i = X\4 = {0,1,6,7,8,9}

ii) AnB = {4,5}
iii) AUB =1{2,3,4,5,6,7}

v) B\A = {6,7}
vi) (A\B) N (B\A) = {2,3}n{6,7} =0

) A
1)
1)
iv) A\B = {2,3}
)
1)
ii)

X| = #X =10, |A| = #A =4, |B| = #B =4

1.4 Venn- Diagramme (auch Eulersche Kreise):

Mengen und Verkniipfungen von Mengen lassen sich in sogenannten ” Venn- Diagrammen” darstellen.

”Rechenregeln” fiir Mengen formuliert:
1.5 Lemma:

Es sei €2 eine Grundmenge, und es seien A, B, C Mengen mit A C , B C Q und C C 2. Dann gelten
folgende Aussagen:

) AUD=A, And=0,AUuQ=Qund ANQ=A
Diese Aussagen lassen sich allgemeiner formulieren:
FirACc Bgit ANB=Aund AUB=B

ii) Es gelten die ”de Morganschen Gesetze”:
(AUB)Y = AN BY und (AN B)® = AY U BY Es gilt das Assoziativgesetz:
AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUCund AN(BNC)=(ANnB)NC =ANBNC Es gilt
das Distributivgesetz:
AUBNC)=(AUuB)N(AUC)und AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)

Beweis: (von (iv), erste Gleichung)

Wir zeigen zuerst AU (BNC) C (AUB)N(AUC).

Esgiltxr € AU(BNC)< x€ Aoder z € BNC.

Es sei € A. Dann folgt x € AUB und z € AU C. Somit gilt x € (AUB)N(AUC).

Es sei z € BN C. Dann folgt z € B und x € C. Somit gilt auch x € AU B und x € AU C, woraus
wieder x € (AU B) N (AU C) folgt.

Also gilt AU(BNC)C (AUB)N(AUCQC).

Wir zeigen noch (AUB)N(AUC) C AU (BNC).

Esgit z€e (AUB)N(AUC) s ze€ AUBund z € AUC.

Es sei x € A. Dann folgt x € AU (BNC).

Es sei z ¢ A. Dann folgt € B und = € C, also x € BN C. Somit gilt auch z € AU (BN C).
Also gilt auch (AUB)N(AUC) C AU (BNC) und damit die Behauptung.



1.2 Die Menge der reellen Zahlen

Fiir den Zahlenaufbau gelten die folgenden Inklusionen:
NcNycZcQcCR.

Dabei gilt:
Menge der natiirlichen Zahlen:

N={1,2,3,...}

sowie

No ={0,1,2,3,...} = NU{0}.
Die Menge N ist abgeschlossen bzgl. der Addition und der Multiplikation, d.h.

Vn,m € N (Ng) gilt n + m € N (Ng) und n-m € N (Np).
Aber: N (Np) ist nicht abgeschlossen bzgl. der Differenz:

3-5=-2¢N (Np).

Menge der ganzen Zahlen:

Z=1{0,—-1,-2,-3,...} UN.
Die Menge Z ist abgeschlossen bzgl. der Addition, Subtraktion und der Multiplikation, d.h.

Vn,meZgltn+meZn—meZundn-m € Z.

Aber: Z ist nicht abgeschlossen bzgl. der Division:

3
3€Zund 5 € Z, aberggZ.

Menge der rationalen Zahlen:

Q:{x:xzﬂ, m € 7Z, n € N}
n
Fiir g1, q2 € Q gilt jetzt

0n+ageQ, ql-qQGQund%e@, falls gy # 0.

Also ist QQ abgeschlossen gegeniiber den vier Grundrechenarten.

Hinweis:

Die Menge der rationalen Zahlen ist dennoch zu klein!

Will man jedem Punkt auf der Zahlengeraden eine Zahl zuordnen, so reichen die obigen Zahlenmengen
nicht aus.

1.6 Satz:
Es gibt kein z € Q mit 22 =z -2 = 2.

Beweis: (indirekt, ”tertium non datur”)
Hilfsiiberlegung;:
Es sei p € N und p? eine gerade Zahl, also p > 2. Dann ist auch p eine gerade Zahl.



Beweis:

Wir nehmen an, p sei ungerade.

Dann sind p 4+ 1 und p — 1 gerade, womit auch (p + 1) - (p — 1) = p? — 1 gerade ist. Dann wiire aber
p? ungerade, ein Widerspruch.

Beweis des Satzes:
Wir nehmen an, es gelte v/2 = g mit p € N, ¢ € N und p und ¢ seien teilerfremd.
Dann gilt
2 P’ 2 2
V2 =2="5 = p? =277,
q

womit p? gerade ist und nach der Hilfsiiberlegung somit auch p. Also gilt p = 2r, woraus

p2:4r2:2q2:>q2:2r2

folgt. Somit ist ¢ und damit auch ¢ gerade, d.h. ¢ = 2s.
Also kénnte man % durch 2 kiirzen, ein Widerspruch. Damit ist die Annahme falsch, weswegen die
Behauptung gilt.

Ergénzung:
Analog gilt:

haben keine rationalen Losungen.

Menge der reellen Zahlen:

Die Menge R besteht aus den rationalen un den irrationalen Zahlen.
R := {x: z ist Dezimalbruch z = m,ajazas..., m € Z,a1,az,a3... € {0,1,2,...,9}}.

Hinweis:
rationale Zahl: endlicher oder periodischer Dezimalbruch
irrationale Zahl: unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch.

Beispiele:
1. 3=0,75 € Q (rational)
2. £ =0,333€Q, denn
r = 0,333...
—(10z = 3,333...)
= -9z = =3,

1
also:z:—g.

3. 0,5675 € Q, denn
1000z = 567,5...
—(10000z = 56755...)
= —9000z = -—5108,

_ 1277
also x = 5550



4. v/2 ¢ Q (irrational)
5. m ¢ Q (irrational)

6. e € Q (irrational)

Fiir rationale Zahlen gilt noch der folgende Satz:
Eine rationale Zahl 7* € Q ist als endlicher oder (gemischt-) periodischer Dezimalbruch darstellbar.

Beispiele:

1. 3,2157 = 3,21570
2. 0,2851063

3. 0,7815

1.3 Anordnung der reellen Zahlen

Identifiziert man die reellen Zahlen mit der Zahlengeraden, so erhélt man eine Ordnung auf R:

"a kleiner als b”: <" @ links von b < a < b.

Beispiele:
0<3, -2<7, -3<-1
Notation:
b>a : & a<b

a<b : & a<bodera=0b
b>a : & b>aodera=0.

1.7 Rechenregeln:

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten die folgenden Regeln: Fiir alle a, b, c,d € R gilt

(RO) a <boder a=>bodera>b

(Rl) a<bunde<d=a+c<b+d
a-c<b-c firc>0

(R2) a<b=< a-c=b-c firc=0

a-c>b-¢c fire<O.

(R3) a>0,b>0,a<b=0<3 <

=
Q=

(R4) a<0,b<0,a<b=3 <

@)

Q=

<

(R5) a < b, b <c= a < c (Transitivitit)



1.8 Definition:
Der (absolute) Betrag einer reellen Zahl a € R (Schreibweise: |a|) ist

|a]—\/a>2—{ a fira>0

—a fir a <0.

Interpretation:
Abstand der Zahl a auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt.

Eigenschaften des Betrages:

1. |a|>0
2. [al=| —a]
3. a<|al

7. la+b|<|a|+]|b| (Dreiecksungleichung)
Beweis: Wenn a 4+ b > 0, dann gilt

la+bl=a+b<|a|+|b].

Falls a + b < 0, dann gilt
lat+bl=—-a—-b=(-a)+(=b) <[—a|+|-b[=[al+]b].
8. la—b|<c<—= —c<a—-b<c

Beweis: Offenbar gilt ¢ > 0. Falls
a—b>0,

dann folgt
la—b|<c<= —c<0<a-b<c

Falls a — b < 0, dann folgt

la—b|<c<—=b—-a<c<= —-—c<a-b<0<ec

1.4 Summen und Produkte

1.9 Definition:

Firm,n € Cmit m <nund z; € R,k € N, sei

10



n
le:xm+mm+1+...+mn

l=m

Beispiele:
TG =i b
e S @2+ 1)=2-(-1)+14+2-041+2-141+4+2-24+1+4+2-3+14+2-4+1
o >? I=-1+0+1+2+3
o Yls(=D! = (=1 4 (1) + (1)

Es gelten die folgenden Rechenregeln

1.10 Satz:
Fiir n € N gilt

1. Z?:1 T + Zln:1 Yy = Zln:1($l + yl)a
wobei x;,y; € R.

2.3 ey =a-y L,
wobei a € R

3. 3 i = Sy

(unterschiedliche Darstellung desselben Wertes).

Beweis: (nur zu 3.)

n—1
Doy Ti41 =T1+ X2+ Ty
1
E ?;2 Tj—1 =21 +T2+ ... +Tp.

1.11 Satz:
Firn e N, n > 2 gilt
1. ", 1=n

n n-(n+1
2. Y k= (2+)

3. Y i (xpe1 — 7k) = 2yt — 21 (Teleskopsumme

k=1\Tk+

4. 30 2k = %, z # 1 (geometrische Summenformel)
Beweis:

1. Trivial

2. Beweisen wir spéter mit vollstdndiger Induktion.

11



3. Beweisen wir spéter mit vollstdndiger Indutkion.

4' n n n n n
TR ST SY S S S oYU
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
=@+t +22+ . 42— (@l 2+ a2 =20 — T =1 — g

Definition 1.11:
Fir m,n € N mit m < n sei

L e @k o= T - Typg1 + o - Ty,
2.nl =l k=1-2-3-...-n (n-Fakultit)

3.0:=1
Beispiel:

LI k=1-2-3=6

2.41=1-2-3-4=24

1.5 Vollstiandige Induktion und Bernoulli-Ungleichung

Idee: A(n) sei eine Aussage, die von einer natiirlichen Zahl n € N abhéingt. Um zu zeigen, dass A(n)
fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt, geht man in zwei Schritten vor:

1. Zeige: A(1) ist giiltig;

2. Zeige: aus der Giiltigkeit von A(n) folgt stets die Giiltigkeit von A(n + 1);

dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N giiltig.
1.12 Lemma: (Vollstdndige Induktion)

n n-(n+1
L Zk:ﬂf:%

Beweis: Fiir n = 1 folgt
1-(1+1
E:kzlzgigil

1
2 )
k=1

was eine wahre Aussage ist (Induktionsanfang).
Die Behauptung gelte nun fiir ein n € N (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dass die
Behauptung auch fiir n + 1 gilt:

n+1 n
;k’:;k‘—l-(n—Fl):n(T;_'_l)—i—n—l-l,

12



wobei die letzte Gleichheit nach Induktionsvoraussetzung gilt. Weiter folgt

n-(n+1) +n+1:n-(n—l—l)—l—2(n+1) _ n+2) - (n+1)

2 2 2

und damit die Behauptung.
2. ZZ:1(951~:+1 — Tg) = Tpt1 — T1
Beweis: Fiir n =1 folgt

1
D (@h1 — ap) =12 — 21 = 7111 — 71,
k=1

was eine wahre Aussage ist. (Induktionsanfang).

Die Behauptung gelte nun fiir ein n € N (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dass die
Behauptung auch fiir n + 1 gilt:

n+1 n

D (@her — k) = Y (@rt1 — k) + (Tnt2 — Tnt1) = Tpi1 — T1F Tpga — Tngl = Tnya — T,
k=1 k=1

wobei die vorletzte Gleichheit nach Induktionsvoraussetzung gilt.

3. Bernoulli-Ungleichung

Sei x > —1, x € R; dann gilt fiir alle n € N:

l+2)">1+n-o

Beweis: Fiir n =1 folgt
I+x)t>141-1,

was eine wahre Aussage ist. (Induktionsanfang).
Die Behauptung gelte nun fiir ein n € N (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dass die
Behauptung auch fir n + 1 gilt:

Q42" =042)" (1+2)> 1 +n-2) (1+2),

wobei die Ungleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt. Weiter gilt:
14+n-z)-QI+z)=14n-z+z+n-2°=1+0n+1)-z2+n-22>1+n+1)- z,
weil n - 22 > 0. Damit folgt die Behauptung.

4. Die Zahl 9™ — 1 ist fiir jedes n € N durch 8 teilbar (ohne Rest), d.h.

gm —1

N
3 €

13



Beweis: Fiir n = 1 folgt
9t —1
8
was eine wahre Aussage ist. (Induktionsanfang).
Die Behauptung gelte nun fiir ein n € N (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dass die
Behauptung auch fiir n + 1 gilt:

9" —1
8

=8€N,

=kceN<+— 9" =8k +1.

Weiter gilt:
-1 9-9"-1 9-8k+1)—-1 T2k+9-1

8 8 8 B 8
T2k +8
-8
woraus die Behauptung folgt, weil 9k + 1 € N.

=0k +1,

5. Bei vollstéandiger Induktion sind beide Schritte wichtig; dies zeigen die beiden folgenden Beispie-
le:

e Nach Leonhard Euler liefert p = n? —n + 41 fiir n = 1,2,3,...,40 die Primzahlen p =
41,43,47,...,1601 ; die Vermutung, dass dies fiir alle n € N gilt ist falsch: n = 41 liefert
p = 412 (keine Primzahl). — unvollstéindige Induktion

e Behauptung:

}:k———ii9+&

was nach 1.11 falsch ist.
Es gibt keine Induktionsverankerung aber der Induktionsschluss ldsst sich durchfiihren:

n+1

1
ka—Zk-i- (n+1) (T;+ ) i sintt,

nach Induktionsvoraussetzung. Weiter gilt

n-(n+1)+3+n+1:n-(n+1)+3+2~(n+1) _(n+1)(n+2)

2 2 2 - 2 3.

— unvollstindige Induktion

1.6 Der Binomische Lehrsatz

Motivation

1. In ein Biicherregal sollen 10 Biicher eingeordnet werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese
einzuordnen?
1.Buch: 10 Méglichkeiten
2.Buch: 9 Moglichkeiten

14



3.Buch: 8 Moglichkeiten

10.Buch: 1 Moglichkeit
— Anzahl der Moglichkeiten: 10-9-8 ... -1 = 10!

2. Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus diesen 10 Biichern 3 Exemplare zu entnehmen?

10!
10-9-8=—

3. Legt man in 2. keinen Wert auf die Reihenfolge, so reduziert sich die Anzahl von 17—0!! auf 71,—%',

Hinweis: Die Anzahl der Anordnung von n Zahlen ist gegeben durch

1-2-3-...-n=n!

Beispiel:
X =1{1,2,3}, 3 =6;

(1,2,3);(2,3,1);(3,1,2);(1,3,2);(2,1,3);(3,2,1)
Dies gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 1.12 (Binomialkoeffizient)
Fiir K € Ng, n € Ny mit 0 < k < n sei

(Z) heifit Binomialkoeffizient;
speziell: () =1
Sprechweise: ”n iiber k”

Beispiele:
1. ' |
) 5! 5 4.5
= = = =10
(3) 3-(5-3)! 3.2 2

4\ 4! I 1

4 4r-(4—-4)! 0!
3.

Satz 1.14(Eigenschaften des Binomialkoeffizienten)

15



1. firneNgiltn!=(n—-1)-n
2. fiir k,n € Nmit k <ngilt (}) =(,",)

3. fiir k,n € N mit k > n setzen wir (}) =0

4. fir k,n € Nmit & <ngilt () + (")) = (71)

Beweis

1. trivial

n! n! n!

2. (3) = Ftn—py und (k) = (n—k)-(n—(n—k)! — (n—k)Ik!

3. nichts zu zeigen

4. sei k < n. Dann

(Z) + <kil> - (n—T:)! T (n—k(—n1+)!1-)(!k+ 0

B nl-(k+1) (n+1)!-(n—k)
=K E B+ (m—k) (BT
_nlk+1+n—Fk) (n+1)!
(k+Dl(n—k)!  (k+1)(n—k)!
und
n+1\ (n+1)! B (n+ 1!
<k+1> S k+D) - (n+1—k=1) (k+Dln-Fk)!

Es gilt die Binomische Formel fiir a,b € R

(a+0)* = a® + 2ab + b*

Diese Formel kann man verallgemeinern durch

Satz 1.15 Fiir a,b € R,n € N gilt

L (@ +b)m =30, (2)akbnt
2. (a=b)" =37, (Z)ak(—b)”_k
Beweis:

Wir gehen induktiv vor
Induktionsschritt: Behauptung gilt fiir n = 1

Linke Seite: (a +b)! =a+b
Rechte Seite: Y, (lli) akbl=F =b+a

Induktionsschritt:Die Behauptung gelte fiir ein n (Induktionsvoraussetzung), wir zeigen, dass sie dann
auch fiir n 4+ 1 gilt.
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() ()
("5 )6+ ()

Beispiele:

1. (% +22)% =2
Binomischer Satz fiir a = %, b=2z%,n=>5:

Frage: Welcher Faktor steht bei 24?

Antwort: Fir k£ = 3 gilt
5\ 1, 5 1., 5
(3><2> =320 =7

2. (Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus eienr n-elementigen Menge M eine k-elementige Teil-

menge auszuwéhlen:

o M ={a,b,c,..x,y,z}, Alphabet; | M |= 26
Frage: Wieviele 3-elementige Teilmengen gibt es?

26 26!
Antwort: (%) = 3705

o M ={1,2,3,...49}, "Lottozahlen”; | M |= 49

Frage: Wieviele 6-elementige Teilmengen gibt es?

Antwort: () = ... = 13983816

17



1.7 Funktionen

Definition 1.16:

Seien X,Y C R; eine Vorschrift, die jedem = € X genau ein y € Y zuordnet, heifit Funktion (oder
Abbildung) von X nach Y.

Notation: f: X =Y, f(z) =y

e X: Definitionsbereich von f

e Y Bildbereich von f (nicht jedes y € ¥ muss ein Funktionswert sein!)

o fir AC X ist f(A)={y|y=f(x), ze€ A}
e f(A) heiit das Bild von A unter f

e f(X) heifit Wertbereich von f

Definition 1.17:
Fir X, Y C R und eine Funktion f: X — Y ist der Graph von f definiert {iber

st ={( () )= X}

Definition 1.18: (Ergéinzung zum Graphen einer Funktion)
Fir X, Y C R und eine Funktion f: X — Y heifit

epi(f) = {( z ) xR, aeR, f(z) ga}

Epigraph von f.
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen

Definition 2.1:

Fiir a,b € R sind Intervalle definiert:

1. offenes Intervall
(a,b) :=={z eRa<zx<bla<b

2. geschlossenes Intervall
[a,b) :={z eRa<z<bla<bd

3. halboffene Intervalle
(a,b:={zeRa<z<bla<bd

[a,b) ={r eRa<x<bla<b

Im Zusammenhang mit Funktionen und Folgen wird noch eine Erweiterung der reellen Zahlen benétigt.

Definition 2.2:

oo und —oo seien zwei Objekte, die keine reellen Zahlen sind, und fiir die gilt:
1. —o<a<ooVaeR
2. a+00=00,a+ (—00) =—oc0Va R
3. 15 =0,VaeR

4. nicht definiert sind £ und oo + (—o0)

Beispiel: Fiir f : R — R mit f(z) = 2? gilt

Fiir g : R — R mit g(z) = —2? gilt



Definition 2.3:
Eine Folge ist eine Vorschrift, die jeder Zahl n € Ny eine reelle Zahl s,, zuordnet. Eine Folge ist dem-

nach eine Abbildung von Ny nach R. Der Definitionsbereich einer Folge kann auch eine echte Teilmenge

von Ny sein.

Beispiele:

Oft ist danach gefragt wie sich eine Folge langfristig entwickelt.

Definition 2.4:
Eine Folge (s5),—, k € N heifit konvergent genau dann, wenn es ein s € R gibt mit der Eigenschaft:

Ve > 03ng = np(e) : Vn > ng(e) 1| sp — s [< &;

s heifit Grenzwert(Limes) von (s,)ro,, k € N;

Schreibweise: lim;, o0 S, = s oder s, — s(n — o)
Beispiel
L. lim, oo =0
denn: fiir € > 0 wihle no(e) = 1; fiir n > ng(e) gilt dann 2 < ¢ und
1 1 1
20l s =<
n n' n

also gilt lim,, oo % =0
2. limp o0 (L) = limpsoo(1+ 1) =1

3. limy, 400 ¢" =0 fiir |g|<1,dh —1<g<1

Beweis:

" |<e=|q|"<e= {]q" < Ve

In(e)
In|q|

1
=|ql< ¥e=|q|<en =In(q) < —In(e) = n >
n

mit 0 < e < 1, d.h. In(e) < 0, gilt ng = 111;%;);
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dann gilt
In(e)
In|q|

n > =n-ln|qg|<lnfe) =1In|q|"<In(e)

=lq|"<e=|q¢" <€

Satz 2.5:
Seien (an),>, und (b,),~, Folgen mit a,, — a, b, — b(n — c0); dann gilt

1. limy, ooy 4 bp) = a+ b, lim,_yo0(an —by,) =a —b

2. limy o0 (22) = 2, by, b # 0

3. limpeo | an |=| a |
Beispiel:
dn® 4+ 2n NP+ %) 4+ E 4
e
P +8 w35+ %) 5+ 5 5
Satz 2.6:

Seien (an ), und (by),~, Folgen mit a,, — a, b, — a (n — o0) und (¢,)>., eine Folge mit a,, < ¢, <
b, Vn € Ny, dann gilt

lim ¢, = a.
n—oo

Spezialfall: Sei ¢, > 0, Vn € Ny, ¢, < b, ¥n € Ny, dann gilt

b, = 0(n — 00) = ¢, = 0(n — o)

Beispiele:

1. & = 0(n— 00)Vk €N, denn

n
1 1 1

2. %—1\%O(n%oo),denn

n?—1 o nf—1-n?-1 —2 1
n?+1 n?+1 N

Definition 2.7:(Bezeichnung)

1. Eine Folge, die nicht konvergiert, heif3t divergent;

2. (an),— heiBt Nullfolge, falls a, — 0 fiir n — co.
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Hinweis:

1. Ist (an),, eine Folge mit a,, — 0 fiir n — oo, so ist

(lan —a )3

eine Nullfolge; es gilt
an = a<=|a,—al|—=0(n— o)

2. Der Grenzwert einer Folge (a,),~, ist eindeutig:

ap = @, G, > a4 =>a=a

Idee: |a—al|=la—ap+a,—al|<|a—an|+]|an—a|—=04+0
also |a—a|=0, dh. a=a.

Definition 2.8:
Eine Folge (an),., nennt man

1. beschrinkt genau dann, wenn

dK > 0] a, |< KVn € Np.

2. monoton wahchsend genau dann, wenn gilt

An+1 > an V1 € Ng.

3. monoton fallend genau dann, wenn gilt

an+1 < ap, Vn € Ny

4. streng monoton wachsend (fallend) genau dann, wenn gilt

Ant1 > ap (a1 < a)Vn € Ny

Beispiel

o0
L. (an)yly = (ﬁ) ist streng monoton fallend und beschrénkt, denn

n=0
1 < 1
n+2 n+1
und
\nilygl:_KVneNo.

2. (an)ply = ((—1)"),2, ist beschrénkt, aber nicht monoton, sondern alternierend!
Satz 2.9

22



1. Jede konvergente Folge ist beschrankt

Idee: Fiir ¢ > 0 und n > n(e) gilt
lap —al<ee —e<a,—a<es —c+a<a, <e+a;

also sind die Folgeglieder ab n = n(e) beschrénkt; die ersten n(e) — 1 (endlich viele) Elemente
der Folge sind auch beschrénkt, also sind alle Elemente der Folge beschrankt.

2. jede monoton wachsende (oder fallende) beschrinkte Folge ist konvergent

Beispiel:

Sei ¢ > 0 und a, :=

Monotonie: )
an+l_(77,nT+1)!_ ¢t g
an a4 - -(n+1)!  (n+1)
weiter gilt
q

also ist a,, monoton fallend fiir n > ¢ + 1.

Beschrénktheit: Die ersten (endlich vielen) Elemente der Folge stéren nicht. Wegen der Monotonie
und a, > 0 ist die Folge beschrankt.

Da a,, beschrinkt ist und n%rl eine Nullfolge ist, folgt insgesamt, dass a, gegen 0 konvergiert:

n+1 n
a 1 q——>0(n—>oo).

(n+1)! T+l nl

2.2 Potenzen reeller Zahlen

Bisher ist bekannt: fiir x € R und n € N gilt:
o 2" =[]l
o 20 =1

Definition 2.10:

1. Firn e N, x # 0, ist
|
g7 =

2. Fir n € N x > 0 existiert eine eindeutige Losung der Gleichung xz = y™; diese Losung wird mit

bezeichnet.
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3. Fiir g € Qmit ¢ ="", m € Z,n € Nund x > 0 schreibt man

4. Fiir ¢ € R und eine Folge (gn),—, mit ¢, € Q, Vn € N und lim,_,o ¢, = ¢ setzt man fiir > 0

29 = lim z%
n—oo

Hinweis:
Fiir n € N,z < 0 existiert eine eindeutige Losung y der Gleichung x = y™ mit y = {/x ¢ R; y heifit

dann komplexe Zahl.

Beispiel:
Fiir > 0 gilt
4
T (V)
es gilt Monotonie:
fir z < y gilt
4 4
> o= () > (+F) = (%) > (%)
1 1
= ™ < 7 :>y708 <$70'8
yE €5
Satz 2.11:
1. Sei a > 0 und b, c € R; dann gilt
ab af = ab+6; CLb _ ab—c
aC
2. Seien a,b > 0, ¢ € R; dann gilt
a’ a\c¢
CLpe = b c; i (7)
a (ab) e 3

3. Sei a >0, b,c € R; dann gilt

Beispiele:
1.
23.20=(2.2.2).(2-2.2.2) =27 =213
25—3

25 2.2.2.2.2
— = :2 =
23 2:2-2
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(23)4:(2.2.2)4:(2.2.2).(2.2.2).(2.2.2),(2_2.2):212:23.4

Satz 2.12 (Relationen):

1. Fiir a,b € Rmit b > a > 1 gilt:
fiir x > 1 und

fir z € (0,1).
2. Fira,be Rmit 0 <a <b <1 gilt:
x> a2l > z°
fir x > 1 und

< ab < z®
fur € (0,1).

Beispiele:

1. a=2,b=3,x =4, dann gilt

2. a=2,b=3,x = %, dann gilt

3 a:%,b:%,x:él,danngilt

4247 =Vi=2> YA~ 1,59
4. a:%,b:%,x:%,dann gilt

1 1 3/ 1

- <4/==0,71 -=0,79

Lm0
Hinweis:

Analoge Resultate erhélt man fiir a,b < 0 mit

Beispiel:
(8n)pe1 = (n%)f;p o€ R;

was gilt fiir limg, o 8,7
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l.a=0;s,=1—>1
2. a>0;s, =0

3. oz<0;sn:n%:n_awegen—a>0

Definition 2.13:

1. Sei o > 0; dann heifit die Funktion f : R — (0,00) mit
f(@) = a®

Exponentialfunktion zur Basis a.

2. Sei a > 0; dann hat die Gleichung x = a¥ eine eindeutige Losung

Yy = IOga(x);

die Funktion f : (0,00) — R mit f(x) = log,(z) wird Logarithmusfunktion zur Basis a genannt.

2.3 Exponentialfunktion

Bisher

Beispiel:
Beobachtung einer Zellteilung iiber eine Stunde (1h).

Anfangsbestand: sg
Bestand nach 1h.: s;
Modellannahme: Die Zahl der Zellen, die sich teilen, ist proportional zur Zeit:

1.Modell: Alle Zellen teilen sich in 1h.
s1 = 2sp

2.Modell: Die Halfte der Zellen teilen sich in %h.

1 1 1
812(1+§)(1+§):(1+§)2
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3.Modell: Ein Drittel der Zellen teilen sich in %h.

1 1 1 1
=(14+)1+)1+2)=(1+2)3
si=(143)1+3)0+3)=(1+3)
n.Modell: Der Anteil % der Zellen teilen sich in %h.
1
=(1+=)"
51 (+n)

Lemma 2.13:
Die Folge

ist konvergent.

Um dieses Lemma zu beweisen, ist zu zeigen, dass s, sowohl beschréinkt als auch monoton wachsend
ist. Der Beweis folgt spéter.

Bezeichnung(Definition:)

lim,, o0 (1 + %)n = e nennt man die Eulersche Zahl. e ist eine irrationale Zahl und es gilt e ~ 2, 718...

Lemma 2.15:

1. Es gilt
1 n xT
e = (lim (1+) ) ~ lim (1+f)”
n—o00 n n—o0o n

2. Trotz Gleichheit der Grenzwerte gilt i.A.
1\™ T\
<1 + ) #(1+2)
n n

Beweis: Fiir ¢ =2 und n =1 gilt

Zum Beweis von 2.13:

1. Wir zeigen, dass fiir n > 2 gilt s:’il > 1, d.h. s, ist monoton wachsend.

wir berechnen "
Sno (1 + %) _ (n+1)"(n— 1)n-t

Sn_1 1 n—1 nnnn—l
1+ n—1
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(o) (1) -6-0) (29)

also gilt =%o— > 1, fiir n > 2.

Sn—1 —

2. Wir zeigen, dass fiir alle n € N gilt 2 < (1 + %)n < 3, d.h. s, ist beschrénkt.
e nach 1. ist s, monoton wachsend, also gilt fiir alle n € N

2=51<8<s3<..<s,

IN

e wir berechnen eine obere Schranke fiir s,,:
nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

() =2 () =20 () -

fir 1 < k gilt die Abschétzung

(n) 1 nl nn—1)(n—2)..-(n—k+1)

k) nF T K-k kInk

Also gilt

was nach 1.11 gleich



ist. Weiter berechnen wir

also folgt s, < 3 fiir alle n € N.

Definition 2.16:
Die Logarithmusfunktion zur Basis e heifit natiirlich Logarithmus.

Schreibweise f(x) = In(z) = log,(z),x > 0;
es gilt

y=1In(x) &z =e¢.

Hinweis:
In(x) ist die Umkehrfunktion zu e”, es gilt deshalb

In(e®) = x - In(e) = =.

Hinweis:
Die Log-Funktion l&sst sich auch fiir eine Basis b > 1 definieren: f(z) = logy(z); diese Funktion ist die
Umkehrfunktion zu b*; wichtig sind nur b = e und b = 10;

Merkregel:

logy(a) =cea=10°

Spezialfall:

C

log.(a) :=In(e) =ca=e

neben der Basis e ist die Basis 10 eine Standardbasis

logig(a) :=1g(e) = c < a = 10°

Umrechnung zwischen verschiedenen Basen, hier z.B. zwischen Basis e und Basis 10:

Ig(a) = lg(™@) = In(a) - Ig(e)
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Die verschiedenen Umrechnungen ergeben sich aus den Rechenregeln fiir die log-Funktion:

Satz 2.17
Es seien z,y > 0; Dann gelten

y) = log, () + log,(y)
) = loga(aj) - loga(y)

5. log,(x) =log,(b) - logy(x),a,b > 1

6. fiir a > 1 ist log,(z) streng monoton wachsend auf (0, c0).

Speziell gilt y* = 2(¥") = ¢=In()

2.4 Reihen

Beispiele sind bereits bekannt:

1. Fiir z #£ 1 gilt

n
1 — gntl
— k _
=) ot =
k=0
(vergleiche 1.11.4.: geometrische Summenformel)
2. Fir |z |< 1 gilt
lim 2" = lim 2" =0
n—o0 n—oo

(vergleiche Beispiel nach Definition 2.4); dann gilt

1_$n+1 1
on 1—=2x 1—:13( =)

3. Schreibweise Y 5, ¥

Definition 2.18:
Gegeben sei eine Folge (ay,)52 ; mit s, = Y p_, ax heifit die Folge (s,)22, (unendliche) Reihe; sie wird
mit 7, ax bezeichnet.

Hinweis:
FEine Reihe ist also eine Folge von Partialsummen;
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Definition 2.19:
Eine Reihe heifit konvergent genau dann, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert.

Schrebweise: s = Y32 jap mit s = limy, 00 Y p_o @k

Satz 2.20 (notwendige Bedingung fiir Konvergenz)

1. Wenn »77  ai konvergiert, dann ist die Folge (ax)7°, eine Nullfolge.

Beweis: Sei Y 7, a, konvergent, d.h.

Ja e R: lim Zak:a

n—00

bzw.
Ja e R: lim s,

n—oo

mit s, = Y _po ak; es gilt dann

n n—1
an:§ ak_§ A = Sn — Sp—1
k=0 k=0

und deshalb

lim a, = lim s, — hm Sp1=a—a=0
n—oo n—oo

2. Die Umkehrung von 1. ist falsch.

Lemma 2.21(Konvergenzbedingung)
Sei (an)02, eine Folge.

1. falls limy oo | £ |< 1, s0 ist > 0% @y, konvergent (Quotientenkriterium)
2. falls limg o0 | £ |> 1, s0 ist Yoo an, divergent.
k41

3. falls limg_, o | |> 1, so ist Konvergenz und Divergenz moglich.

Beispiel:

)

=

1. ajp =

. ak—‘rl
1 = fl
Jim | S = T | S = T ';m

Es gilt Y72 + ist divergent.

2. ajp = i;
. a L k2
lim | 5L = g | SEDE lim | s = L.
k—oo  aj k—o0 iz (k‘—l—l)

Es gilt 7, ,712 ist konvergent.
Hinweis:
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1. Allgemein gilt Y 72 k% ist konvergent fiir & > 1 und divergent fiir o < 1.

oo 1
2. Zkil 2T — 1.
Konvergenz wegen

1
k41 SRFT 2k 1 <1
a 21k 9k+1 2 '

3. > ]’j—; ist konvergent.

Zur Unbeschrénktheit von >7°, 1

1. Behauptung: Zzn:l% >5,n=12.3
Wir beweisen diese Behauptung induktiv:
.2t 1 1 1; :
n=175%4 3 =1+35> 5 ist eine wahre Aussage.

n — n + 1: Die Behauptung gelte fiir n, wir zeigen, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt:

2n+1

AN T TP A |
=) - = > = =,
D= 2nt X pvat X g
k=1 k=1 k=2n+1 k=2n+1
die zweite Summe hat 2"+! — (2" 4 1) 4+ 1 = 2" Summanden; der kleinste Wer ist 2"%; deshalb
gilt
FaN 11
n —
Z L 22" ontl — 9
k=271
und deshalb fiir die Gesamtsumme
2n+1
1 n 1 n+1
2 5735 3
k=1

2. Behauptung: limy, o0 335y = 252 § = 00,

Wir zeigen



Kapitel 3

Elementare Funktionen

Wir berachten Funktionen f: R — R mit z — f(x) oder f: (0,00) — R;

bisher bekannt

e Exponentialfunktion

e Logarithmusfunktion

f(z) = log,(x)
f(x) = logyo(x) = 1g(x)
f(z) = log.(z) = In(z)

fz) = 2"

3.1 Polynome

Definition 3.1:
Eine Funktion f : R — R heifit Polynom genau dann, wenn Konstanten ag, a1, ..., a, € R existieren

mit
n
flx) = Z apa”
k=0
=ag+ a1zt + asx® + ... + apz”

fiir alle z € R. Die Konstanten ag, a1, ..., a,, heilen Koeffizienten von f; fiir a,, # 0 heifit f ein Polynom
vom Grad n: grad(f) = n.

Beispiele:
1. f(z) = 2%+ 2z + 1 hat Grad 2
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2. f(x) =5 = 52" hat Grad 0

Definition 3.2
Seien f: R — R und g : R — R Polynome; fiir alle x € R mit g(z) # 0 heifit die Funktion

- f@
i) = 9(x)
rationale Funktion.
Beispiel:
flx)y=23+1,g(x)=2—1 (g(x) #0 fiir x # 1)
3
h(z) = ijll,:c #1

Definition 3.3
Sei f: R — R ein Polynom;

1. a € R heiit Nullstelle des Polynoms f genau dann, wenn gilt f(a) = 0.

2. a € R heif}t eine r-fache Nullstelle des Polynoms f genau dann, wenn gilt

f(z) = g(z) - (z —a)’

und g(a) # 0
Beispiele:

1. f(z) = 2% + 1 hat keine Nullstelle.

2. f(x) = x — 1 hat die einzige Nullstelle a = 1.

3. f(z) = 22 — 22 + 1 hat die zweifache Nullstelle a = 1, denn

fl@)=(z-1)(z 1) = (z - 1)
und g(z) = 1.

4. f(x) = 2* — 223 + 22% — 2z + 1 hat die zweifache Nullstelle a = 1, denn

fl@) = (2® +1)(2? =22+ 1) = (2* + 1) (2 - 1)? := g(2) - (z - 1)?
Hinweis:

1. Ein Polynom f hat hochstens grad(f) Nullstellen in R.

2. Ein Polynom f hat genau grad(f) Nullstellen in C (Menge der komplexen Zahlen).
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3.2 Trigonometrische Funktionen

Definition 3.4:
Fir z € R sei

00 (_1)nx2n+1

1. Sin(ﬂf) = ano W

00 (—1)”952”

2. cos(x) =D " eI
fiir diese Funktionen ist die Zahl 7 ~ 3,1415... (irrational) interessant:
sin(m) =0
cos(m) = 1.

Hinweis:
Im Einheitskreis (Kreis um den Nullpunkt mit Radius r» = 1) gilt fiir den Kreisumfang

U(r)=2rr=U(1) = 27.
Damit l&sst sich ein Winkel, gemessen in Grad, umrechnen in das sogenannte Bogenmaf:

Der Winkel a° entsprich dem Bogenmafl z = a°gy (7 ist die Linge des oberen Halbkreises des

Einheitskreises; o = 1° entspricht der Bogenlidnge 1g5.)

Hinweis:
Die Trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(z) lassen sich am Einheitskreis darstellen.

Satz 3.5:
Fiir die Funktionen sin(x) und cos(x) gelten fiir alle k € Z die folgenden Eigenschaften:

1. sin(z + 27 - k) = sin(z)
cos(z + 2w - k) = cos(x)

2. exakte Werte:

sin(km) =0
cos(§ + km) =0
sin(% + k) = (—1)k
cos(km) = (—1)F

3. sin(}) = cos(}) = %

4. (sin(z))* + (cos(z))* =1

5. Additionstheoreme

sin(z £ y) = sin(x) - cos(y) £ cos(x) - sin(y)

cos(z + y) = cos(z) - cos(y) F sin(x) - sin(y)
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Ergénzung:

tan(z) = z;r;(é; Vz, cos(x) # 0 < x # g + km
cot(z) := Z::g)) Va, sin(xr) # 0 < x # kr

3.3 Funktionsgrenzwerte

Bisher bekannt: Grenzwert von Folgen

anp — a<Ve>03n(e):Vn>n(e):|la, —al<e

Definition 3.6

1. Sei f eine Funktion f : [0,00) — R,a € R; f hat fiir x — 0o den Grenzwert d genau dann, wenn
gilt

Ve > 03zg : Vo > zo | f(z) —d |< ¢

Schreibweise: lim, oo f(z) = d oder f(z) — d(x — o0).

2. Sei f eine Funktion f : (—o00,a) — R,a € R; f hat fiir x — —oo den Grenzwert d genau dann,
wenn gilt

Ve > 03z : Vo < o :| f(z) —d |< ¢
Schreibweise: lim, o f(2) = d oder f(z) — d(x — —0).

3. Sei f eine Funktion f : (—0o0,00) — R,a € R; f hat fiir # — x¢ den Grenzwert d genau dann,
wenn gilt

Ve>030 >0V |x—xo |[<d,z#x0:| flz)—d|<e;

Schreibweise: limy, ., f(x) = d oder f(z) — d(x — ).

Charakterisierung iiber Folgen

e Falls lim,_,,, f(z) = d, dann gilt fiir alle Folgen (z,,)7%,; mit z,, — o9 (n — 00) und z,, # o,
dass
lim f(z,)=d

n—oo

e Falls lim, . f(z) = d, dann gilt fiir alle Folgen (x,,)5° | mit z,, — oo (n — 00), dass

lim f(z,) =d

n—oo
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o0

o0, mit x,, = —o0 (n — 00), dass

e Falls lim, , o f(x) = d, dann gilt fiir alle Folgen (x,)

g, f(on) =4

Hinweis: (Grenzwert-Regeln)

Aus limg_sy, f(2) =d, limy_z, g(z) = ¢, d,c € R folgt

1. limg sy, (f(z) £ g(x)) =d+ec
f(@)-g(x)) =d-c

3. limg sy, % = %l fiir ¢ # 0 und g(z) # 0.

Die Regeln gelten auch fiir zyp = +00, aber weiterhin endlichen ¢, d.

2. limg_yp,

Beispiele:

2 2

: T : z<-1 : 1

1. limg 00 243 = limg 00 2015) limg 00 1+3 1
xT xT

2. limg_q x; gelte x, — 1, &, # 1; dann folgt
flxy) =z, = 1

Beobachtung: f(1) = 1.

3.4 Stetigkeit

Idee: Fiir eine Funktion f : (—o00,00) — R oder f : [a,b] — R gilt fiir jedes z¢p € (—o00,00) oder
xg € [a,b]:

lim f(z) = f(zo)

T—T0

Definition 3.7:

Eine Funktion wie oben heifit stetig in x¢ genau dann, wenn gilt
Ve>030>0:|z—x0|<d=|f(x)— f(zo) |<e
Beispiele:
1. f(z) = 22 ist stetig in zoVzo € R
{a:2 ,x#0

1 ,z=0

2. fla) =

ist in xg = 0 nicht stetig.

3. f(x) = e” ist stetig (in jedem Punkt), f(z) = x ist stetig (in jedem Punkt).
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Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Ableitungen 1.0Ordnung

Motivation:

Sei I C R ein Intervall, f: I - R, xg € I, n € N;

Sekante durch die Punkte < f(i?o) ) ( f&)ot hh) )

Anstieg der Sekante:

f(zo +h) = f(xo)
h

d(a?o, h) =

Anstieg der Tangente:

lim d h) =7
hl—r{%) (.’E(), )

Notation: d(zg, h) heifit Differenzenquotient.

Definition 4.1

1. f: I — R heif}t differenzierbar an der Stelle ¢ € I genau dann, wenn gilt

[ (o) = }ngb d(xo, h)

existiert.
2. f'(zo) heiBt dann Ableitung (1.Ordnung) der Funktion f an der Stelle xy.

3. f heifit differenzierbar im Intervall I genau dann, wenn f differenzierbar ist fiir alle x¢ € I.

Lemma 4.2

Ist f an der Stelle xy € I differenzierbar, so ist f an der Stelle xq stetig. (Umkehrung gilt nicht!)

Beispiele:
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1. f(x) = c fiir eine Konstante c¢. Dann ist

d(zo,h) = f(wo+h) — f(wo) =y,

also f'(z) = 0.

2. f(z) =z dann gilt

also f'(z) = 1.
3. flz) =23, f(z) = 322

4. f(x) = %, f(x) = —x%, denn

d(z h):xiﬁzl. To—To—h) _
0 h h \(zo+h) -0

1 —h -1 R 1(h—> )
= — = _— o0
h a:g+x0~h a:%—i—xo'h :1;3

Satz 4.4 (Kettenregel)

Sind zwei Funktionen hintereinander geschaltet, d.h.

h(z) = (f o g)(x) := f(g(x)),

dann gilt bei Differenzierbarkeit
W(z) = (fog)(z) = f(9(x)) - ¢'(x).

Beispiel:
fla)y=22g(z) =x+1= h(x) = flg(x)) = (x+1)? = W (z) =2x+1)-1

Satz 4.5: (Ableitung der Umkehrfunktion)

Ist g die mkehrfunktion von f, d.h. es gilt

dann gilt nach der Kettenregel

deshalb gilt

Beispiele von Ableitungen:
1. f(z)=¢" f'(z) =¢"
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2. f(z) =a", f'(z) =log(a) - a*, denn
f(z) =a” = In(f(x)) =In(a”) = z - In(a”)

= 6ln(f(an)) _ 6gv~1n(zz) = f(l‘) _ 6ac-ln(a)

= f'(z) = "M@ .In(a) = In(a) - ™) = In(a) - a®

3. f(z) =In(z), f'(z) = 1, denn

Satz 4.6 (I’'Hospitalsche Regeln)

Seien f, g : [a,b] — R stetig und diftbar; gilt fiir xg € [a,b] g(z0) = f(zo) = 0 und g(x) # 0 Va # xo,

so folgt
- fl@) o f(@)

Beispiele:

. T __ . xT
1. limg,_o % =lim; 05 =1

2. lim,_yo 228 — Jim, o <@ — 4
. 1—cos(z . sin(x . cos(x 1

3. lim,_g mQ( ) — lim,_.q 22) = lim,_.g 2( ) — 5
. 1 . 1 . 1

4. limg0(1 + x)= = limy_y0 e((+2) ) — Jim, o ew 2O+2) —

. n(itz) ez T
=lim; e = =limz e 1T =lim, ,geHz —=¢ =¢
Hinweis:

Unter Ableitungen hoherer Ordnung versteht man Ableitungen von Ableitungen, z.b. f”

(f") usw.
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4.2

Lokale Extrema

Satz 4.7
Sei f: 1 — R diffbar;

1.

2.

Gilt f(x) > 0 Vx € I, dann ist f monoton wachsend, d.h.

1 < w2 = f(z1) < fx2)

Gilt f(x) <0 Vx € I, dann ist f monoton fallend, d.h.

1 < w2 = f(x1) > f(x2)

Definition 4.8:
Sei f: 1 — R gegeben;

1.

2.

xg € I heiflit globales Minimum von f auf I genau dann, wenn gilt

f(x) > f(zo)Vz e 1

xg € I heifit lokales Minimu von f auf I genau dann, wenn gilt

Je>0: f(x)> flag)Ve el |z —zp|<e

Satz 4.9: (notwendige Bedingung)

Sei f: I — R, I=]la,bl;ist z¢ € (a,b) eine Minimumstelle von f auf I, so gilt f'(z¢) = 0.

Satz 4.10:

Sei f: I — R zweimal diffbar und f” stetig; ist f'(zo) = 0 und f”(zg) # 0, so hat f an der Stelle x

ein (lokales) Extremum (Minimum oder Maximum); es gilt

f(x0) <0

bei Maxima und

f(x0) >0

bei Minima.

Beispiele

1.

2.

f(x) =23 322 -92 -5
= fl(r) =322 -6r—-9=0& 21 =3,13=—1
f

"(z) =62 — 6= f"(3) =12 > 0 = Minimum, f”(-1) = —12 < 0 = Maximum.

flx)y=a-e"

fllx)y=1-e"4+ze ™ (1) =e"(1—2x)
fx)=(-1)e*(1—z)+e*(-1)=—€e"(2—1x)
f(1)=0,f"(1) < 0 = Maximum.
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Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 Riemann-Integral
Gegeben: Sei f : [a,b] — [0,00) (also f(z) < 0Vzx € [a,b])

Ziel: Berechnung des Fliacheninhalts der Fliche zwischen dem Graphen von f und der z-Achse auf
dem Intervall [a, b]:

=5 (Dfxetendd, oeydes

—  Uudev S mime

= 35

Idee 2: Macht man die Unterteilung des Intervalls (Definition) immer feiner und haben ” Obersumme”
und ”Untersumme” den gleichen Grenzwert, so heifit dieser Grenzwert das Riemann-Integral von f iiber [a, b].

Bezeichnung: f; f(z) dz. Die Funktion f heifit dann integrierbar.

Hinweis:

42



k-1 k
Teilintervalle Iy, := [a—i— - (b—a),a%—ﬁ(b—a) neNEk=1....n
Beispiel
n=1: Iy = [a, ] Léange: (b — a)
[ b b—
n=2: I = a,a+ } Léinge:( @)
2 2
[a+b
—7222_ 5 75]
[ 1 b—
n=3: Lz = a,a—i-g(a—b)] Léinge:( Sa)
I —: +1( —b) +2( —-b)
23 = _a 3CL ,a 3a
[ 2
133: a+3(a—b),b}
Hinweis:
" b—a
b : O, = Iin} -
Obersumme: O, (f) ;max{f(m)]xe knt -
b—a

Untersumme: Oy, (f) = Y _min{f(z)|z € Iy} -
k=1

Beispiel:
Sei f:[0,1] = (0,00), f(z) =2, b—a=1und Iy, = [, 2], Dann gilt

n
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5.1 Satz

(i) Fir f: [a,b] — R integrierbar gilt mit ¢ € [a, b] :

/abf(x)dwz/:f(w)dﬂer/cbf(x)dx;

[+ ]i":

=

1

(ii) Ist f stetig, so ist f auf [a,b] integrierbar;

(iii) die Umkehrung von (b) gilt i.A. nicht

{© ’Y

5.2 Definition: (Stammfunktion)
Sei f :[a,b] — R; F heifit Stammfunktion von f genau dann, wenn gilt:

F' = %F(x) = f(x)Vz € [a,]]

iibliche Schreibweise

Beispiel:

5.3 Satz: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

(i) Ist F' eine Stammfunktion der auf [a, b] integrierbaren Funktion f, so gilt:

b
/ F(2)dz = F(b) — Fa) = F(x)

a

(ii) ist f stetig auf [a,b], so ist:
F(z) —/ f(z)dz, € ]a,b]

eine Stammfunktion von f. D.h.: F'(z) = f
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5.2 Berechnung von Integralen

Beispiele fiir Stammfunktionen:

1
=x2° ceRc#—1; F(x):m-xcﬂ;

—_——
T Fla)
1
:—5\/54-1
1
V2
— 41
V2
2
(vii) [*1dr =°log(z)| =¢log(2)— “log(1) = ¢log(2) = In(2)
=0

5.4 Satz: (Rechenregeln fiir Integrale)
Seien f, g : [a,b] — R integrierbar und ¢ € R; dann gilt:

(i) f(z) < g(x)Vz € [a,b] :>/ f(z dx</ f(z) dz (Monotonie)

(ii) / [f(x) +g(x dw—/ f(z) dz + int’g(x) dx (Linearitiit)

/Clc-fx x:x-lfx

5.5 Satz: (partielle Integration)

Seien f, g : [a,b] stetig und differenzierbar; dann gilt:

/abf’(w) g() dz =

Idee:

f( )+ f(z)g ) Produktregel
= / / f(z)g(x) dx + / f(z
= f(x)- <x>\a=..
Beispiel:
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b b
—/ez-ldac
a a

b

b
(i) /w-exdx:ex-x

=l b—e¥.q—e®

a

=’ b—e a—e+e%

(i) / () dir = / "1 In(x) da

b b
—/ r-—dx
a a X
=b-In(b) —a-In(a) —b+a
b

=z -In(z)

= (z-In(z) — )

a

Beispiel: ”schlechte partielle Integration”
b 1
/ z-etdr = -2 €e®
a 2

5.6 Satz: (Substitution)
Seien f, g : [a,b] — R, g differenzierbar und ¢, f seien stetig, dann gilt:

b b1
- / —2? . % dx
a 2

N—_———
auch nicht einfacher als [zev dx

b g(b)
l/f@@»d@sz/ Fo)de.
a g(a)

Beispiele
15 1
()/ 1+x2d —/ 12 2x dx
0 z 0 T
also:
g(m):xQ 1
f(t):#t }:f(g(x)) a2
und
L "L (40| = @) — (1) = In(2
| e = [ gt = 1+ 0)]) = 1n(2) = 1n(1) = In(2);
2 1 2
(ii) / 2 - sin (2°) da::?’/ 32° - sin (2°) dx
0 0
also
2
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1

2 2
/ 22 - sin (:U3) dr = / 322 - sin (x?’) dzr
0 3 Jo
‘8

8 .
= /0 sin(t) dt = — cos(t) .
= —cos(8) + 1.

= — cos(8) + cos(0)

5.3 Uneigentliche Integrale

5.7 Definition: (uneigentliches Integral)

(i) Sei f : [a,n) — R und sei f fur alle T € [a,b) auf [a,T] integrierbar, dann versteht man als
uneigentliches Integral fab f(z) dr den Ausdruck

/a " fa) do = Jim / " ) e,

falls der Grenzwert existiert.

(ii) Die Definition gilt sinngeméf fiir 7' — a.

Beispiele:

lim (2 41) =1
= 1m —_— =
T—o0 T

L 1
(ii) / —dx = lim —dx = lim <29:5
0

)

VT T—0 J7 & T—0
= lim (2- zﬁ) —2.
T—0
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Kapitel 6

Lineare Algebra

6.1 Matrizen

Idee: Einfache Beschreibung von Gleichungen der Form
ar+ by =

asx + bay = o

Koeffizienten bilden Matrix

ar b
A=
az by
Definition 6.1
Ein Zahlenschema
ail a2 . . . Qln
a1 G2 . . . Q2
—_— ‘ e .. m
A= = (alj)i,jzl
aAml1 am2 - - . Qmn

heifit Matrix mit m Zeilen und n Spalten

Schreibweise: (m x n)-Matrix Die Menge aller (m x n)-Matrizen wird mit R™*"™ bezeichnet.

Bemerkung

1. Eine (m x 1) Matrix heifit Spaltenvektor

2. eine (1 x n) Matrix heifit Zeilenvektor
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3. |. .| heiBt Nullmatrix (jeder Eintrag ist 0).
0 0

1 . 0
o1 .

4. I, =1. 1 .| heiit Einheitsmatrix (auf der Diagonalen 1, sonst 0, quadratische Ma-
. 1
0 1

trix).

Definition 6.2 (Rechenoperationen fiir Matrizen)

1. A,B € Rmxn,A = (aij), B = (b”)
A+ B= (a,-j :tb”)

2. Ae R™*" A= (aij),c eR
c-A=(c-ai)

3. Ac Rmxn,A = (aij),B S Rnxij = (b”)

A'B:Zaik'bkj
k=1

4. AT = (aji)j=1,. nii=1,..m heiBt die zu A transponierte Matrix

Beispiele

4= 3o G 9

6 8
* A+ B = (10 12)

T
12 1 3 5
122 =24
5 6
7
. 1 2 3 3| = 1-7+2-8+3-9\ (50
4 5 6 9 - \4-74+5-8+6-9)  \122
Bemerkung

Falls A - B existiert so muss B - A nicht existieren; die Matrizen miissen zueinander passen! I.A. gilt
A-B#B-A.

Beispiel
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12 5 :
1. A—<3 4),B—(6>,danng11t
(1 2\ (5 _ (1-5+2-6\ (17
A‘B<3 4) (6)(3.5+4.6><39)’

aber B - A existiert nicht!

2. die Matrizen A = (a;j), B = (b;;) heiflen gleich genau dann, wenn (a;;) = (b;;) fiir alle 7, j. Seien

2 3 5 1 .
A—<4 1>,B—<6 3),danngllt

28 11 14 16
A'B_<26 7>7é<24 21)‘3"4'

Satz 6.3(Rechenregeln)
1. A(BC) = (AB)C
2. (A+ B)C = AC + BC, A(B+C) = AB + AC
3. AeR™ = [ A= A=Al
4. (AB)T = BT AT

6.2 Lineare Gleichungssysteme

Definition 6.4

Ein System der Form
a11r1 + a122 + ... + a1y, = by

a21%1 + @229 + ... + asn Ty = ba

Am1T1 + Am2Z2 + ... + AT = O

b
I bl
heifit lineares Gleichungssystem (LGS). Mit A = (a;5), x = | . |, b= | . | lésst sich ein LGS als

T,
Matrixgleichung Ax = b schreiben.

Definition 6.5
1

Die Menge der Spaltenvektoren < z = | . | : Az = b ; heifit Losungsmenge des LGS Ax = b.

Tn
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Zur Losung eines LGS

Folgende Umformungen eines LGS sind moglich, ohne dass sich ihre Losungsmenge veréndert.

1. Vertauschen zweier Zeilen
2. Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl ¢ # 0

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile u einer anderen Zeile

Ziel der Umformungen ist es, das LGS in Stufenform zu iiberfithren (GauB-Algorithmus):

*

1 =% * ~
0 1 * =« T1 b
1 = _
0 1 o
. 0 -
Ty b
o . . 0 in

Es gilt Az =b < Az =b.

6.3 Die Inverse Matrix

Ziel: Lose LGS Ax = b nach z auf.

Definition 6.6
A € R™™ heifit invertierbar genau dann, wenn es B € R™*" gibt mit der Eigenschaft AB = I,.
B = A~ heifit Inverse von A.

Bemerkung

1. Nicht jede Matrix ist invertierbar

2. existiert A~1, so ist A~! eindeutig und es gilt AA™! = A"1A=1,.

Satz 6.7
Seien A, B € R™*™ invertierbar, dann gilt

1. AT ist invertierbar und es gilt (AT)~1 = (A=1)T

2. AB ist invertierbar und es gilt (AB)™! = B~1A~!
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