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1. Es sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit Dichte f undX1, . . . , Xn ∼ F sei eine i. i. d. Stichprobe.
Außerdem sei j ∈ N mit 1 ≤ j ≤ n.

(a) Zeige, dass für die Verteilung der j-ten Ordnungsstatistik

P(X(j) ≤ x) =
n∑
ν=j

(
n

ν

)
F ν(x)F

n−ν
(x) = j

(
n

j

)∫ F (x)

0
tj−1(1− t)n−j dt

gilt.

(b) Zeige, dass E
(
F
(
X(j)

))
= j

n+1 gilt.

Hinweis: Für die Beta-Funktion B(x, y) :=
∫ 1
0 t

x−1(1 − t)y−1 dt gilt B(x, y) = (x−1)!(y−1)!
(x+y−1)! , falls

x, y ∈ N.

(2,5 + 2,5 Punkte)

2. Erzeuge k = 250 Realisierungen Zn wie bei Aufgabe 2 von Blatt 4 mit n ∈ {2, 20, 200, 2000},
jeweils basierend auf Stichproben Xi ∼ Exp(1) und Xi ∼ N(0, 1) für i ∈ {1, . . . , n}. Erzeuge
zusätzlich k = 250 Realisierungen Y1, . . . , Yk der Gumbelverteilung durch die Inversionsmethode.
Dabei verwendet man

U ∼ U[0, 1] =⇒ Y := Λ−1(U) ∼ Λ

und eine Stichprobe U1, . . . , Uk der Standardgleichverteilung.
Erstelle für jedes n ∈ {2, 20, 200, 2000} einen gemeinsamen PP-Plot, QQ-Plot und Exzess-Plot der
drei Realisierungen.

(3 Punkte + 3 Bonuspunkte)

3. Es seien X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn ∼ Exp(1) eine i. i. d. Stichprobe.

(a) Zeige, dass die Dichte f des Zufallsvektors
(
X(1), . . . , X(n)

)> durch

f(x1, . . . , xn) =

{
n! exp

(
−
∑n

i=1 xi
)

falls x1 < . . . < xn,
0 sonst

gegeben ist.
(b) Zeige, dass die beiden Zufallsvektoren

(
X(1), . . . , X(n)

)> und(
Y1
n
,
Y1
n

+
Y2

n− 1
, . . . ,

n∑
i=1

Yi
n− (i− 1)

)>
identisch verteilt sind.

(c) Es seien j, k ∈ {1, . . . , n} mit j 6= k. Bestimme E
(
X(j)

)
, Var

(
X(j)

)
und Cov

(
X(j), X(k)

)
(2 Punkt + 3 Bonuspunkte + 2 Punkte)
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