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1. Für x ∈ I := [0, 1) sei

z(x) :=

{
x für 0 ≤ x < 1

2

1− x für 1
2 ≤ x < 1.

Für x = k + u mit k ∈ Z und 0 ≤ u < 1 sei z(x) = z(u). Weiter sei für alle x ∈ I

f(x) :=

∞∑
n=0

10−n · z (100nx) .

Dann habe x0 ∈ I die g- Bruchentwicklung mit g = 100 derart, dass

x0 =

∞∑
n=0

an · 100−n

mit an ∈ {0, 1, . . . , 99} und an 6= 99 für unendlich viele n sei. Es sei m ∈ N0. Wir definieren

x
(m)
0 :=

m∑
n=0

an · 100−n, x
(m)
1 := x

(m)
0 , x

(m)
2 := x

(m)
0 +

1

2
· 100−m und x

(m)
3 := x

(m)
0 + 100−m.

(a) Zeige, dass f auf I stetig ist.

(b) Zeige, dass z Lipschitz- stetig ist und die Lipschitz- Konstante L = 1 besitzt.

(c) Es sei x
(m)
0 ≤ x0 ≤ x(m)

0 + 100−m. Zeige die Existenz eines j ∈ {0, 1, 2, 3} mit∣∣∣z (100mx
(m)
j

)
− z (100mx0)

∣∣∣ ≥ 1

4
und

∣∣∣f(x
(m)
j )− f(x0)

∣∣∣ ≥ 1

12
· 10−m.

(d) Zeige

sup
x
(m)
0 ≤x≤x(m)

0 +100−m

x 6=x0

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≥ 1

12
· 10m.

(e) Zeige, dass f in keinem x0 ∈ I differenzierbar ist. (10 Punkte)

2. (a) Zeige, dass

sinx1 + sinx2 = 2 sin

(
x1 + x2

2

)
· cos

(
x1 − x2

2

)
für alle x1, x2 ∈ R gilt.

(b) Es sei ζ31 eine 31ste- Einheitswurzel, d.h. ζ31 = 1. Zeige ζ31 + ζ3031 ∈ R. (4 Punkte)

3. Es sei n ∈ N. Zeige:

(a) ex > 1 + x für alle x 6= 0

(b) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e (6 Punkte)



4. Wir betrachten f : R→ R mit

f(x) =
1

1 + x2
.

(a) Zeige, dass f Lipschitz- stetig ist.

(b) Zeige, dass f unendlich oft differenzierbar ist.

(c) Schreibe f in eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt x0 = 0 um und bestimme deren

Konvergenzradius.

(d) Was fällt auf? (5 Punkte)

5. Analog zu den Arcusfunktionen lassen sich auch Umkehrfunktionen zu den Hyperbelfunktionen

finden. Die Umkehrfunktion des Sinus hyperbolicus ist der Areasinus Hyperbolicus ”Arsinhx”.

Entsprechend werden der ”Arcoshx”, der ”Artanhx” und der ”Arcothx” definiert. Zeige:

(a) (Arcoshx)
′

=
1√

x2 − 1

(b) Arsinhx = log
(
x+
√
x2 + 1

)
(c) Artanhx =

∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
und bestimme den Konvergenzradius dieser Reihe.

(d) Gib den Definitions- und Wertebereich, das Monotonie- und Symmetrieverhalten und den

Grenzwert für x→ ±1 und x→ ±∞ des Arcothx an. (5 Punkte)

6. (a) Es sei

f(x) =

{
sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige, dass f in x0 = 0 nicht stetig ist.

(b) Es sei

g(x) =

{
x · sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige, dass g in x0 = 0 stetig, aber nicht differenzierbar ist.

(c) Es sei

h(x) =

{
x2 · sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige, dass h in x0 = 0 differenzierbar, h′ in x0 = 0 aber nicht stetig ist.

(d) Es sei

k(x) =

{
x2 · sin 1

x2 für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige, dass k in x0 = 0 differenzierbar, aber k′ in [−δ, δ] mit δ > 0 unbeschränkt ist.

(e) Es sei I ⊂ R ein Intervall. Dann besitzt f : I → R auf I die Zwischenwerteigenschaft, falls es

zu jedem abgeschlossenen Intervall [a, b] ⊆ I und jedem c ∈ R mit f(a) ≤ c ≤ f(b) ein ξ ∈ [a, b]

mit f(ξ) = c gibt.

Zeige, dass die Funktion f aus Teilaufgabe a) auf dem Intervall [−1, 1] die Zwischenwerteigen-

schaft besitzt.

(6 Punkte)


