ulm university universitat

uulm

Ubungsblatt 2

Ubungen zur Analysis I fiir Informatiker und Ingenieure
Prof. Dr. Helmut Maier, Dr. Hans- Peter Reck

Gesamtpunktzahl: 24 Punkte
Abgabe: Dienstag, 28. April 2015, vor den Ubungen

1. Es sei ein angeordneter Korper (K, <,+,-) mit der Addition + und der Multiplikation - gegeben.
(a) Wir definieren auf K nun Abbildungen @ und ® durch
a®b:=a+b+1 und a®b:=a+b+a-b.

Zeige, dass man dadurch einen Kérper K* mit der Addition & und Multiplikation ® erhélt.

(b) Kann auf K* eine Ordnung definiert werden, so dass K™* zu einem angeordneten Korper wird?
(4 Punkte)

2. Es sei Fy der Korper mit zwei Elementen. Kann dieser Korper angeordnet werden? (2 Punkte)

a) Zeige, dass fiir alle z € Ry := {z € R: 2 > 0} genau ein y € R} mit y? = x existiert.

b) Es sei 0 < a < b. Zeige 0 < Vb — /a < Vb — a. (4 Punkte)

a) Es seien zwei beschrinkte Mengen A, B C R gegeben. Zeige: sup(AU B) = max{sup A, sup B}.
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(b) Es sei K ein angeordneter Korper. Bestimme mit Beweis im Falle der Existenz Supremum,
Maximum, Infimum und Minimum von
i Mi={zeK: —1<z<0}

i M, = {x cK: 1f||w|} (5 Punkte)

5. Es sei n € N. Eine Intervallschachtelung (I,) ist eine Folge I, I, I3, . .. kompakter Intervalle mit

e [, CI, fir alle n € N und

e zu jedem € > 0 existiert ein Intervall I,, mit einer Intervalllinge |I,,| < e.

(a) Folgere, dass die Aussage
”7u jeder Intervallschachtelung in R gibt es eine reelle Zahl, die all ihren Intervallen angehort.”
zum Vollstandigkeitsaxiom dquivalent ist.

(b) Fiir a,b € RT definiert man das arithmetische, geometrische und harmonische Mittel durch

A(a,b) == a—i—b’ G(a,b) :=+Vab und H(a,b) := ;ibb.
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Zeige H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) und zeige, dass die Gleichheit nur fiir a = b eintritt.

(c) Es sei 0 < a < b. Wir definieren Intervalle [a,,,b,] mit n € N rekursiv durch [a1,b1] := [a, D]
sowie durch a, 11 := G(ap,b,) und b,41 := A(ay,by).

Zeige, dass diese eine Intervallschachtelung bilden und dass b,+1 — ap4+1 < (b"g%f gilt.

(d) Es sei f,, bzw. F,, die Fliache des dem Einheitskreis einbeschriebenem bzw. umbeschriebenem
regelmifigem n- Eck. Es gelten weiter die Formeln fo, = G(f,, F},) sowie Fa, = H(fon, Fy).
Zeige, dass die Intervalle [ag,br] mit ap := fs.or und by := F3.or eine Intervallschachtelung
bilden. (9 Punkte)



