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Kapitel 1

Reelle Zahlen

1.1 Einfiihrung

Wie in der Vorlesung ”Lineare Algebra” soll die Theorie systemathisch aus einem System von Axio-
men durch Definitionen und Beweise aufgebaut werden.

Wihrend im Fall der Linearen Algebra die Vektorraumaxiome die Grundlage bilden, sind es in der
Analysis die Axiome fiir die reellen Zahlen, mit denen wir beginnen wollen.

Auch in der Analysis spielen Abbildungen zwischen Mengen eine wichtige Rolle.

Die grundlegenden Begriffe, die damit in Verbindung stehen, ndmlich Bild, Urbild, Injektivitéit, Sur-
jektivitdt und Bijektivitdt, wurden in der Vorlesung Lineare Algebra bereits behandelt und werden
als bekannt vorausgesetzt.

Weiter setzen wir algebraische Grundstrukturen wie Gruppe, Ringe und Korper als bekannt voraus.

1.2 Die reellen Zahlen

Die Axiome fiir die Menge R der reellen Zahlen lassen sich in drei Gruppen gliedern: Korperaxiom,
die Anordnungsaxiome und das Vollstdndigkeitsaxiom.

Korperaxiom:

(K) Auf R existieren zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation), so dass gilt:
(R, +,-) bildet einen Korper.

Bemerkung 1.2.1. Wie bei Kérpern allgemein iiblich wird das neutrale Element der Addition mit
0 und das neutrale Element der Multiplikation mit 1 bezeichnet.

Anordnungsaxiome:

Es gibt eine Relation ”<” (sprich: kleiner) auf R zu R, so dass folgende Gesetze gelten:

(A1) Fiir a,b € R gilt stets genau eine der Beziehungen a < b, a = b und b < a. (Trichotomie).
(A2) a <bund b < c= a < c. (Transitivitit).

(A3) Ist a < b, so gilt a+ ¢ < b+ c fiir alle ¢ € R und ac < be fiir alle ¢ € R mit 0 < ¢. (Monotonie).



Definition 1.2.1. Die zu der Relation ”<” inverse Relation ist die Relation ”>" (gréBer). Die
Zeichen ”<” bzw. ”>" bedeuten kleiner oder gleich bzw. grofier oder gleich.

Bemerkung 1.2.2. Jeder Korper, der auier dem Korperaxiom (K') auch noch die Anordnungsaxio-
me (A1) bis (A3) erfiillt, heifit angeordneter Korper.

Zur Formulierung des letzten Axioms, des Vollsténdigkeitsaxioms, brauchen wir zunéchst folgende

Definition 1.2.2. Es sei X C R und s € R. Dann heifit s eine obere Schranke von X, falls z < s fiir
alle x € X gilt. Falls eine obere Schranke von X existiert, heiit X C R nach oben beschrinkt. Man
nennt s kleinste obere Schranke oder Supremum von X, falls s eine obere Schranke von X ist und
fiir alle oberen Schranken ¢ von X gilt, dass s < t ist.

Die grofite untere Schranke von X wird analog definiert und Infimum genannt.

Nun koénnen wir noch unser letztes Axiom formulieren:

Vollstandigkeitsaxiom:

(V) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge besitzt ein Supremum.

1.3 Ungleichungen, Rechenregeln, Betrag

Definition 1.3.1. Man nennt a € R

e positiv, wenn a > 0 und
e negativ, wenn a < 0 ist.
Satz 1.3.1. Es seien a,b € R. Dann gilt
(i) 0 <1
(ii)) a<b<b—a>0
(i) a <0< —a >0
(iv) a<be —b< —a

1 1
(v)0<a<be >3 >0.

Beweis. Wir beweisen nur (i7): b —a > 0 (?3) b—a)+a>0+a<b>a. O

Satz 1.3.2. (Addition von gleichsinnigen Ungleichungen)
Aus a < b und c < d folgt a +c < b+d.

Beweis. Aus der Monotonie (A3) folgt a + ¢ < b+ c und b+ ¢ < b+ d. Mit der Transitivitdt (A2)
gilt dann a + ¢ < b+ d. O

Satz 1.3.3. (Durchmultiplikation von Ungleichungen)
Es seien a,b,c € R, und es sei a < b.

(i) Ist ¢ > 0, so folgt ac < be.

(i) Ist ¢ <0, so folgt be < ac.



Beweis. (i) ist Axiom (A3) (Monotonie)

(ii) Nach Satz 1.3.1 (iii) ist —¢ > 0. Dann gilt

5.1.3.1(id) —c>0
(A3)
= ac—bc>0 <& bc<ac
(K) 5.1.3.1(id)
O
Satz 1.3.4. Es seien a,b € R Dann folgt
ab>0 <& (a>0undb>0) oder (a<0 undb<D0).
Beweis. ohne Beweis O
Satz 1.3.5. Es seien a,b € R und b # 0. Dann gilt
%>0 & (a>0undb>0) oder (a<0undb<D0).
Beweis. Wir zeigen zunéchst
1
b>0= 3 >0, (*)

Nach (A1) (Trichotomie) gilt genau einer der Félle

1
=0, ->0.

b b b

Annahme:

:0:>1:b-%:OimWiderspruchzuO#l.

S =

° % <0 = b % <0-b = 1< 0 im Widerspruch zu Satz 1.3.1.
(A3) (K)

Also gilt ().
Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung;:

77<::77
Fall 1:
1 a
a>0,b6>0=a>0, ->0= —>0.
(%) b (A3) b
Fall 2:
1
a<0,b<0 = —a>0, -b>0=—-a>0, — >0
5.1.3.1(iii) (%) b
= Poo0=2>0.
(A3) —b (K) b



”_ .
=

Zunéchst folgt @ # 0, denn a = 0 (?) a- % =0.
Annahme:
Die Behauptung (a > 0 und b > 0) oder (a < 0 und b < 0) ist falsch.

Dann muss wegen (A1) (Trichotomie) einer der folgenden Fille zutreffen:

Falll: a >0und b< 0

Fall 2: a <Ound b >0
Diese beiden Fille schlielen wir der Reihe nach aus.

Fall1l: a >0, b< 0= —-a<0, b<O.
Nach der schon bewiesenen Richtung <" folgt dann —7 > 0 = 3 < 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Fall 2: a <OQund b>0= —a>0, —b<0 = =5 <0 (?) 7 <0, ebenfalls ein Widerspruch.

<=M
O
Definition 1.3.2. (Vorzeichen, Absolutbetrag)
Es sei a € R. Dann heifit
1, fir a>0
sgn(a) = 0, fir a=0
-1, fir a<0.
das Vorzeichen oder Signum von a.
Der Absolutbetrag (kurz: Betrag, Schreibweise: |a|) von a € R ist durch
la] :=sgn(a)-a=4 © fir a>0
—a, fir a<0
erklart.
Satz 1.3.6. (Figenschaften des Absolutbetrages)
Fir alle a,b € R ist
(i) la| >0 und |a| =0 < a =0 (Definitheit)
(ii) |a-b] = |a| - |b|] (Multiplikativitdt)
(11i) |a+b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
Beweis. Wir beweisen nur (4i):
Es sei € :=sgn(a + b).
Wegen a < |a| und | £ 1| =1 folgt
la +b| = e(a+b) =ea+ eb < |ea| + |eb| = |a| + |b].
O



Satz 1.3.7. Fir alle a,b,c € R gelten die folgenden Eigenschaften:
(i) a < al
(i) Fiir a # 0 gilt a* = (—a)? = |a|> > 0.

(iii) Fiir a # 0 gilt |a='| = |a| 1.

() |la| — 10| <la —bl.
Beweis. ohne Beweis O

Wichtige Teilmengen von R sind die Intervalle.

Definition 1.3.3. (Intervalle)
Es seien a < b € R. Die folgenden Mengen heiflen Intervalle:

[a,b] :={x € Rl a <z < b}

und falls a < b

[a,b) = {xeR|la<z<b}
(a,b] = {zeRla<z<b}
(a,b) = {reRla<z<b}

Dann heifit [a,b] abgeschlossenes, auch kompaktes Intervall, (a,b) heit offen und [a,b) bzw. (a,b]
heiBlen halboffen. Die Eigenschaften abgeschlossen, kompakt und offen von Teilmengen von R werden
spater allgemein definiert werden.

Definition 1.3.4. (unendliche Intervalle)
Diese Intervalle werden mittels der Symbole oo und —oo (sprich: unendlich und minus unendlich)
definiert. Es seien a,b € R. Wir definieren:

[a,00) = {rx€eR|a<uz}
(a,00) = {reR|la<az}
(—00,b] = {zeR|z<b}
(—oc0,b) = {zeR|x<b}
(—o0,00) = R.

Definition 1.3.5. (Maximum, Minimum)

Es sei X C R. Dann heifit m Minimum von X (Schreibweise: min X), falls m € X und m < z fiir
alle z € X gilt, und M heit Maximum von X (Schreibweise: max X), falls M € X und x < M fiir
alle z € X ist.

Satz 1.3.8. Fir alle a,b,c € R gilt

(i) la| < cea € (—cc)

(i) b—al|<cebe(a—ca+c)

Beweis. ohne Beweis O



1.4 Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion

Nun konnen wir die natiirlichen Zahlen einfithren, die wir bisher noch nicht kennen.

Definition 1.4.1. (i) Eine induktive Menge I reeller Zahlen ist eine Menge mit den Eigenschaften:

e lec]
encl=n+1el

(ii) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R.
Wir bezeichnen diese als N.

Satz 1.4.1. Es gilt:

(i) N#0, N ist induktiv

(ii) Jede induktive Teilmenge von N ist N.

(#i) min N =1

(iv) Firn €N gibt es kein m € N mitn <m <n+ 1.
(v) n,meN=n+meNundn-meN

(vi) Es seienn € N und m € [1,00). Dann istn —m € N m € N und m < n.

Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir zunéchst:

Lemma 1.4.1. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge induktiver Teilmengen von R ist induktiv.
Beweis. Es sei J eine Menge von induktiven Teilmengen von R und M = (1;c; I. Dann ist

eleclifirallelcJ=1c(\e;L=M.

encM=ncl,VIc]J = n+lel,VIcJ=n+1¢cM.

induktiv

Beweis. (Beweis von Satz 1.4.1)
Es sei J die Menge aller induktiven Teilmengen von R.

(i) Nach Lemma 1.4.1 ist N induktiv und damit 1 € N, also N # 0.
(ii) Es sei M eine induktive Teilmenge von N. Dann gilt:

e M CN. Nunist N={;c;1,alsoNCI, VI J. DaM C J ist, folgt
o NC M.
Also ist N= M.
(iii) Wegen 1 € [1, 00) undnzl(z n+1>1ist [1,00) induktiv. Also ist N C [1,00) = n > 1 fir

)
alle n € N.



(iv) Essei K :={neN: AmeN mit n<m <n+1}. Wir zeigen, dass K induktiv ist:
Es sei M := N\(1,1+ 1). dann ist M; induktiv, also M7 = N. Es ist Ny(1,1+ 1) = (). Damit
ist 1 € K.
Nun sei n € K:
Setze My11 := N\(n+ 1,n 4+ 1+ 1). Wiederum ist M, 4, induktiv, da 1 € M,,4; ist und aus
m € M, folgt,dan € K ist, m ¢ (n,n+1) ist. Alsoist m+1 ¢ (n+1,n+ 14 1) und folglich
m+1leN\(n+1,n+1+1)=M,y;.
Damit ist M,,11 =N. Alsoist Ny(n+1,n+1+1)=0und n+1 € K. Also ist K = N.

(v) Fiir n € N betrachten wir die Menge L,, := {m € N| n +m € N}. Diese Menge ist induktiv,
denn n € L, N:>J n+1eN. Alsoist 1 € L,,.
€

Es sei m € Ly, alson+meNN:>J (n—l—m)—i—l(;)n%—(m—i—l) € L,. Alsoist m+1 € L.
€
Damit ist L,, = N.

Wir verzichten auf den Beweis des zweiten Teils und auf den Beweis von Teil (vi). O

Bemerkung 1.4.1. Das Beweisverfahren in Satz 1.4.1, Teil (iv) und (v) ist der Beweis durch
vollsténdige Induktion:

Es ist eine Aussage A(n) zu beweisen, die von der natiirlichen Zahl n abhéngt. Eigentlich handelt
es sich um eine Folge von Aussagen A(n), wie zum Beispiel in (iv) die Aussage A(n): Es gibt kein
m € N mit m € (n,n + 1). Man definiert die Menge W aller n, fiir die die Aussage A(n) wahr ist
und zeigt, dass diese Menge induktiv ist, d.h.

(i) 1 € W: A(1) ist wahr

(i) ne W = (n+1) € W: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Nach Satz 1.4.1 (i7) folgt dann: W = N, d.h. A(n) ist fiir alle n € N wahr.
FEin Beweis durch vollstdndige Induktion geht also nach folgendem Schema:

(i) n» = 1: (Induktionsanfang):
A(1) ist wahr.

(i) n — n + 1 (Induktionsschritt):
Wenn A(n) wahr ist (Induktionshypothese), dann ist auch A(n + 1) wahr.

Definition 1.4.2. (i) Mengen X und Y sind gleichmichtig (Schreibweise: X ~ Y), falls es eine
injektive Abbildung f: X - Y und ¢g: Y — X gibt.

(ii) Die Menge X heifit von kleinerer Méchtigkeit als die Menge Y (Schreibweise X < Y), falls es
eine injektive Abbildung f: X — Y, aber keine injektive Abbildung ¢g: Y — X gibt.

(iii) Fiir n € N sei der Abschnitt bis n (Schreibweise: N(n)) durch N(n) := {m € N| m < n}
definiert.

Eine Menge X heifit endlich, falls es ein n € N gibt, so dass X ~ N(n), andernfalls unendlich.
Man nennt X abzéhlbar unendlich, falls X ~ N und abzihlbar, falls X endlich oder abzihlbar
unendlich ist, andernfalls iiberabzéihlbar.

10



Satz 1.4.2. Es seien X,Y,Z Mengen.

(i) X ~Y < 3f: X =Y, f bijektiv
(ii)) X <Y undY <Z=X<Z

(111)) X # O erfillt genau eine der folgenden Méglichkeiten: X endlich, X abzihlbar unendlich, X
tiberabzdhlbar

(i) Ist X endlich, so gibt es genau ein n € N mit X ~ N(n).

Beweis. Ubungen O
Definition 1.4.3.
2:=141,3=2+1,4:=3+1,...,9:=841, 10:=9+1,...

Definition 1.4.4. Es sei X eine endliche Menge. Ist n € N die nach Satz 1.4.2 eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl mit X ~ N(n), so schreiben wir |X| = n und sagen, X hat n_Elemente.

Beispiel 1.4.1. Es sei X = {a,b,c}.
Fiir n > 3 haben wir eine bijektive Abbildung f: X — N(3) = {1, 2,3} mit f(a) :=1, f(b) := 2 und
f(c) :==3. Also ist |X| =3, d.h. X hat drei Elemente.

Satz 1.4.3. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum (Wohlordnungssatz).

(ii) Jede endliche Teilmenge von R besitzt Maximum und Minimum.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 1.4.5. Wir setzen Ny := N U {0}.
Die Mengen Z der ganzen Zahlen und Q der rationalen Zahlen sind durch Z := Ny U {—n: n € N}

und Q = {g re’l,se Z\{O}} definiert.

Man zeigt leicht:
Satz 1.4.4. (i) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

(ii) (Q,+,") ist ein Korper.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Definition 1.4.6. Unter einer Folge a, von Elementen einer Menge X verstehen wir eine Abbildung
f*N—= X, n—a,oder f: Ny - X, n — a,. Dabei heifit a,, auch das n- te Glied der Folge und
n heifit Folgenindex (kurz: Index). Statt n kann auch jedes andere Symbol verwendet werden. Unter
einer endlichen Folge verstehen wir eine Abbildung f: N(n) — X. Wir betrachten meist den Fall
X = R, also Folgen reeller Zahlen. Kiinftig soll unter einer Folge stets eine Folge reeller Zahlen gemeint
sein, falls nichts anderes vereinbart ist. Eine Folge kann durch eine Gleichung, z. B. a, = 5n + 2,
beschrieben werden. Sie kann auch durch vollstéandige Induktion definiert werden.

11



Beispiel 1.4.2. (Folge der Fibonacci- Zahlen)
Es sei (ay) durch
ap=1,a1=1, ay=an_1+ap_o fir n>2

gegeben. Die ersten Glieder der Folge berechnen sich zu

a = 1
a; = 1
a = a1+a=14+1=2
a3 = ax+a1=24+1=3
ag = az3+ay=3+2=5

Summen und Produkte einer beliebigen Anzahl von Gliedern einer Folge kénnen induktiv definiert
werden.

n
Definition 1.4.7. Es sei (a,): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (Z ak> der
k=1
n- ten Partialsummen induktiv durch

(i) n=1:

(ii)) n > n+1:
n+1 n
Zak = < ak> + an+t1.
k=1 k=1

n
In Z ay, heiBt k die Summationsvariable, 1 (bzw. n) die untere (bzw. obere) Summationsgrenze, und

k=1
{m € N: 1 < m < n} heift auch Summationsintervall. Die Sprechweise ist: Summe k = 1 bis n, ay.

Fiir die Summationsvariable kann auch jedes andere Symbol beniitzt werden. Allgemeiner kénnen
n n

auch Summen Zak, falls (an): Ng — R, oder Z ap induktiv definiert werden. Summen konnen

k=0 k=m
auch fiir endliche Folgen definiert werden. Wir verzeichten auf die Einzelheiten der Definition.

Durch vollstédndige Induktion beweist man leicht:
Satz 1.4.5. Es seien a,a1,...,an,b1,...,b, € R. Dann gilt:

n

(i) Y ar+ > bp=> (ax+bg)
k=1 k=1

k=1
n n
(ii) aZak = Zaak
k=1 k=1

n
< Z |ax| (Dreiecksungleichung)
k=1

n
D

k=1

(iii)

Beweis. ohne Beweis. O
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n
Definition 1.4.8. Es sei (ap): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (H ak> der
k=1

n- ten Partialprodukte induktiv durch

(i) n=1:
(ii) n > n+1:

Es gelten die entsprechenden Bemerkungen wie bei der Definition der Partialsummen.

n n
In Ausdriicken der Form Z a bzw. H a, bei denen der Folgenindex fehlt, werden die Partialsummen

k=1 k=1
bzw. Partialprodukte von der konstanten Folge (aj) mit a; = a fiir alle k gebildet.

Der Fall der Partialprodukte fithrt zur Definition der Potenzen:

Definition 1.4.9. (n- te Potenzen)

n

Es sei a € R und n € N. Dann ist die n- te Potenz a™ (lies: a hoch n) durch H a definiert.
k=1
Es ist a® = 1 und fiir a # 0 sei ™™ := ..

Satz 1.4.6. (Potenzgesetze)

Es seien a,b € R und m,n € Z. Dann gelten folgende Regeln (vorausgesetzt die Ausdriicke sind
definiert):

(i) (ab)™ =a™-b"
(i1) a™t" =a™ - a"

(i17) (a™)" = a™"

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 1.4.7. (Monotonie, Definitheit)
Es seien a < b € RT und n € Z. Dann gilt

(i) a™ <b", falls n >0
(ii) a™ > b", falls n <0
(iii) a®> > 0 und a* =0 < a = 0.
Beweis. ohne Beweis. O
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Definition 1.4.10. (Fakultéit und Binomialkoeffizient)
Fiir n € N ist n! (lies: n Fakultét) durch

definiert. Weiter ist 0! := 1.
Der Binomialkoeffizient (Z) (lies: n iiber k) ist fiir k,n € Ny und 0 < k < n durch

(1) = m

Eine wichtige Technik im Rechnen mit Summenzeichen ist die Indexverschiebung. Bevor wir diese
Technik in einem Satz formulieren, geben wir zwei Beispiele:

definiert.

Beispiel 1.4.3. Es ist

n
Y m=-2)=02-2)+...+(n—2).
m=2
Wir fithren eine neue Summationsvariable ein: £k = m — 2. Diese Substitution ist mit einer bijek-
tiven Abbildung f des urspriinglichen Summationsintervalls {m € N: 2 < m < n} auf das neue
Summationsintervall {n € N: 0 < k < n — 2} verbunden. Damit ist

n n—2
Y m-2)=@2-2)+...4(n-2)=0+...+(n-2)=> k.
m=2 k=0

Eine der bekanntesten Anwendungen ist die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe.

Beispiel 1.4.4. Es sei ¢ € R\{1} und N € N. Wir betrachten die endliche geometrische Reihe:

N
S::anzl—l—q—i—...—i—qN.

n=0

Eine ”skizzenhafte” Behandlung des Problems sieht wie folgt aus:
Differenzenbildung ergibt:

S =1 4+q +... +g"
S (1-q)s = 1 —"
Somit ergibt sich: S = 1_161_]\;“

Die mathematisch strenge Behandlung sieht wie folgt aus: es ist

N
S=Y q" (1)
n=0

Nach dem Distributivgesetz gilt
N N
¢ S=Sqq" =3 ¢,
n=0 n=0
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Wir fithren die neue Summationsvariable m = n + 1 ein und erhalten

N+1 N+1

¢:S=) q"=> ¢ (2)
m=1 n=1

mit Zuriickbenennung m — n. Aus (1) und (2) erhalten wir

N+1

N
(1—q)-5=>q"=> q"
n=0 n=1

Die Summationsintervalle in beiden Summen sind {n € N|0 <n < N} bzw. {n e N|1 <n < N+1}.
Wir spalten die beiden Indizes, die nicht im Durchschnitt liegen, ab und erhalten

N N

Z qn - 14 Z qn
Ne1 v

Z qn — an +qN+1‘
n=1 n=1

Differenzenbildung ergibt:
N
1—q) S=1+> (¢"—q") — " =1-¢"",
n=1

also Nl
1_
s=—9
1—g¢q

Satz 1.4.8. Es sei (ax) eine Folge. Es sei m,n € Ny mit m <n und p,q € N. Dann ist

n+p n—q
E ajp = E Qf—p = E Aftq-
k=m-+p k=m—q
Beweis. ohne Beweis. ]

n
Beispiel 1.4.5. Wir wollen T, := Z m bestimmen.

m=1
n

Wir betrachten .S, := Z m? und berechnen die Differenzen Snt1— Sy auf zwei verschiedene Weisen:

m=1
Es ist
Sp41 = Zm—l—n—i- =S, +(n+1)%
also
Spi1 — Sp = (n+1)>2 (1)
Die Berechnung mittels Indexverschiebung lautet:
n+1 n n n
SEEEE DS WIERUED SUSTUED SICREURE

= Zm2+22m+zn:1:5n+2Tn+n+1.
m=0 m=0 m=0
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Damit ist

St — Sp = 2T, +n+ 1. (2)
Vergleich von (1) und (2) ergibt

(n+1)?=2T, +n+1,
also

n 2
n“+n 1
Tn:Zm: 5 zin(n+1).

Die Behauptung B(n) lisst sich auch durch vollsténdige Induktion beweisen:
Induktionsanfang n = 1:

1
1
Z m=1 und 5 1-(1+1)=1, alsoist B(1) wahr.
m=1

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Dann gilt

n+1 n 1
g%m g%m+UH—) T UQOn+)+n+

-—(n+n<;n+{>—;mﬁﬂﬂn+%

also ist B(n) wahr.

Wir schlielen mit Beispielen fiir Induktionsbeweise:

Satz 1.4.9. (Bernoullische Ungleichung)
Es sei x > —1 und n € N. Dann ist

(I+2)">1+4 nzx.
Beweis. Ubungen. 0
Als letztes wollen wir eine Regel iiber die Berechnung von (a + b)", den Binomischen Lehrsatz be-

weisen.
Zur Vorbereitung zeigen wir eine Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten.

Lemma 1.4.2. Es set k,n € Nmit 0 < k <n—1. Dann ist

n n n _(n+ 1
k k+1) \k+1)
Beweis. Nach Definition 1.4.10 ist

(k+1)!=k"-(k+1) und (n—K)!=mn—-k—1)! - (n—k)
Nach Definition 1.4.10 folgt:

n n n! n!
Q>+<h+0 T W k-0l (k) B D) k=1
n!-(k+1) nl-(n—k)
G+Dl-(n—k)! " (k+ 1) (n—Fk)
_ nt-(n+1) (n+1)! :<n+1)
k+1D-(n=k)! (n+1)=(k+1))(k+1)! k+1)
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Satz 1.4.10. (Binomischer Lehrsatz)
Es seien a,b € R und n € N. Dann ist

(a+b)" = kznjo <Z> kot

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion:
Induktionsanfang n = 1:

(a+b)! = o'+

L Y & AR I\ 1,0
0<k>ab = <0>ab+ 1ab-a—i—b.

Induktionsschritt » — n + 1:
Es sei die Induktionshypothese fiir ein n € N richtig. Dann gilt

(a+b)" ! e (@D (D) i (Z (Z) akbnk> (a+b)

_ ~ (n k+1pn—k ~ (n kpn—k+1
Satz 1.4.5(ii) Z (k‘)a * Z (k)a '

Def. 1.4.9 k=0

M-

B
Il

Also ist n n
(a + b)n—f—l — Z (Z) ak-i—lbn—k + (Z) akbn—k+1‘ (1)
k=0 k=0
Wir spalten von der ersten Summe den Term k& = n und von der zweiten Summe den Term k& = 0 ab
und fiithren eine Indexverschiebung durch. Wir erhalten

n n—1
N\ kt+lpn—k _ Y\ kt1p(n+1)—(k+1 n+1
Z(k)a b —Z<k>a pntD=(k+D) 4 (2)

k=0 k=0
und .
T\ kpntl—k _ pn+tl n k417 (n+1)—(k+1)
kZ_O<k>ab b +kz_0<k+1>a b . (3)

Aus (1), (2), (3) und Lemma 1.4.2 erhalten wir

n—1
(@+ bt = g Z ((Z) i (k; Z 1)) aF D)= (k+1) 4 ntl
k=0

n—1

prtl Z <Z + i) gkt =(k+1) | n+1
per
n n+1
et S <”‘l: 1> e (” Z 1>akbn+1k.
k=1 k=0
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1.1. (Grenzwert, Limes)
Eine Zahl a heifit Grenzwert (Limes) der Folge (ay), (Schreibweise: lima,, = a, a, — a (n — 00),
wenn gilt:

Ve >0 3dng =ng(e) €N, sodass Vn >ng die Eigenschaft |a, — a| < € gilt.

Man sagt dann auch: Die Folge (ay) konvergiert gegen a oder (a,) ist eine konvergente Folge.
Hat (ay) keinen Grenzwert, so heifit (a,,) divergent oder (a,) divergiert.

Definition 2.1.2. Es sei € > 0 und a € R. Unter der e- Umgebung U,(a) versteht man
Uca) :={x: |z —a| < €}.

Man sagt: Eine Eigenschaft gilt fiir fast alle Elemente einer unendlichen Menge bzw. Glieder einer
Folge, falls es hochstens endlich viele Elemente der Menge bzw. Glieder der Folge gibt, fiir die sie
nicht gilt.

Bemerkung 2.1.1. Die Eigenschaft der Konvergenz ldsst sich auch so ausdriicken:
Man nennt a den Grenzwert von (a,), wenn in jeder e- Umgebung U (a) fast alle Glieder von (ay,)
liegen.

Satz 2.1.1. Eine Folge (a,) hat héchstens einen Grenzwert.

Beweis. Annahme:
Es sei lim,,_, a,, = a und lim,,_,o a,, = b mit a < b. Wir setzen € := b_Ta. Es ist also

b—a=2e (1)
Nach Definition 2.1.1 gibt es ein ng = ng(€), so dass fiir alle n > ng

lan, —al < e (2)
gilt und ein n; = ny(€), so dass fiir alle n > ny gilt:

|b—an| <€ (3)
gilt. Es sei n > max{ng,n1}. Aus (2) und (3) folgt nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.5 (4i7)):

|b—al =[(b—an) + (an —a)| <|b—an| + |a — an| < 2

im Widerspruch zu (1). O
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Satz 2.1.2. (Grenzwerte von konstanten Folgen)

Firce R ist lim ¢ = c.
n—oo

Beweis. Wir setzen ¢, := c fiir alle n. Dann ist |¢, — c¢| = 0 < € fiir alle ¢ > 0 und fiir allen € N. O

Definition 2.1.3. Gilt ILm ap = 0 fiir eine Folge (ay,), so heiit (a,) eine Nullfolge.

Satz 2.1.3. Die Folge (l)zozl ist eine Nullfolge, d.h. es ist limnﬁoo% =0.

n

Beweis. Nach dem Vollstdndigkeitsaxiom besitzt die Menge

X:{—lzneN}
n

ein Supremum S. Wegen —% < 0 fiir alle n ist 0 eine obere Schranke von (—%), also ist S < 0.
Annahme: S <0

Nach Definition des Supremums existiert ein n € N mit —% > %S . Dann ist aber —% > %S > S, ein
Widerspruch.

Damit ist sup {(—1) : n € N} = 0, d.h. Ve > 0 Ing = ng(e) mit —nio > —e und somit 0 < n—lo < e
Wegen 0 < % < % fir n > ng folgt

1
" <€, Yn>mno(e).
n

Nach Definition 2.1.1 ist lim l =0. O]

n—oo n

Definition 2.1.4. (Beschrénktheit)

Eine Folge (ay) heit nach oben beschrinkt, wenn ein A € R mit a,, < A fiir alle n € N existiert,
bzw. nach unten beschrénkt, wenn es ein B € R mit a,, > B fiir alle n € N gibt. Man nennt (ay,)
beschrinkt, falls es nach oben und nach unten beschrankt ist.

Satz 2.1.4. (i) Die Folge (n)2°, ist nach oben unbeschrinkt.

n=1

(ii) Eine Folge (ay) ist genau dann beschrinkt, wenn ein S € R existiert, so dass |an| < S fir alle
n € N gilt.

Beweis. (i) Annahme:
Die Folge (n) ist beschrénkt, d.h. es gibt ein S € R mit n < S fiir alle n € N.
Dann folgt % > S~ > 0 fiir alle n € N im Widerspruch zu lim,,_; oo % =0 (Satz 2.1.3).

(ii) Nach Definition 2.1.4 ist (a,) genau dann beschrénkt, wenn A, B € R mit
B<a,<A VYneN (1)

existieren. Wir setzen S := max{|A|, |B|}.
Aus (1) folgt
jan| <5 (2)

fiir alle n € N. Umgekehrt folgt aus (2) mit S > 0 auch —S < a, < S und somit auch die
Beschrinktheit von (ay,).

O]
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Satz 2.1.5. Fine konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei lim,,_,~ a, = a. Nach Definition 2.1.1 mit € = 1 existiert ein ng = ng(1), so dass
lap, —a|l <1 fir n>ng. (1)

Aus (1) folgt
|an| < la] +1. (2)

Nach Satz 1.4.3 (1) existiert M := max{|a,|, n < no} U {|a| + 1}. Aus (2) folgt dann |a,| < M fiir
allen € N. n

Es ist oft einfacher, Beweise iiber die Konvergenz von Folgen zu fithren, indem man nicht direkt auf
die Definition 2.1.1 zuriickgeht, sondern den folgenden Satz verwendet:

Satz 2.1.6. Flir die Folge (a,) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) nlg]goan =a.

(i1) 3C >0, so dass Ve > 0 Ing = no(e€), so dass Vn > ng(e) die Aussage |a, — a| < Ce gilt.
Beweis. "="":

Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng(€’), so dass |a, — a| < € fiir
alle n > ng(€') ist. Dies gilt insbesondere auch fiir ¢ = Ce, weshalb |a,, — a| < € = Ce fiir n > ng(€)

folgt.
R <:77:
Es sei € > 0. Wir setzen ¢ = C~le. Dann gibt es nach Voraussetzung ein ng = ng(¢’), so dass
lan, —a| < C€ = e fiir alle € > 0 ist. Nach Definition 2.1.1 ist lim,,— a,, = a. d

Satz 2.1.7. (Grenzwertsitze)

Es seien (an) und (b,) Folgen mit lim a, = a und lim b, = b. Dann ist
n—oo n—oo

(i) lim (a, +b,) = lim a, + lim b, =a+b
n—00 n—00 n—00

(i) lim (a, - by) = (lim an) . ( lim bn> =ab

n—oo n—oo n—oo
Qn

a
b b falls b #£ 0.

(iii) nh_{go
Beweis. (i) Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 gibt es ng = no(€) € N und n; = n;(e) € N, so dass
lan, — a| < € fiir alle n > ng(e) und |b, — b| < € fiir alle n > ny(e) gilt.
Es sei ng := max{ng,n1}. Dann ist fiir n > ny nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.5 (ii7))
|(an +bn) — (a+b)| = [(an — a) + (by — b)| < |an —a| + |by, — b] < 2e.
Nach Satz 2.1.6 folgt lim (an + b,) = a+ 0.
n—oo
(ii) Nach Satz 2.1.5 ist die Folge (b,,) beschrinkt, d.h. es existiert ein B € R mit
|bn| < B (1)

fir alle n € N.
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Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 gibt es ein ng = ng(e) € N und n; = ni(e) € N mit
lan, —a| <€

fir alle n > ng und
|bp, — b| < €
fiir alle n > ny. Es sei ng := max{ng, n1}. Dann ist fiir alle n > ny
|anby, — ab| = |anby, — ab, + ab, —ab] < |an —a| - |by| + |a] - |bp — b
Ugl

A—Ugl.

< (B+la)-e
(1.(2).(3)

(iii) Nach Definition 2.1.1 gibt es ein ng € N, so dass |b,, — b| < b fur alle n > nyg ist, womit

1

(1)

fiir alle n > ng gilt. Nach Definition 2.1.1 gibt es ny = nj(€) bzw. ng = nga(e), so dass fiir
alle n > ny(€) bzw. fiir alle n > ny(e) dann |a, — a| < € bzw. |b, — b| < € gilt. Wir setzen

ns := max{ni, no} und erhalten
lan, —a| <e und |b, —b| <e€

fiir alle n > n3. Es folgt

an @ 1
7 T 7 - n bn n b b— bn
b b o |]a —ab,| = o ‘]a —ab + ab — aby,|
< (bl —al + b 0 < 2 (lal + 18]
an — a allb, — a €.
AT T0bn] 2 2

Satz 2.1.8. (Erhaltung von Ungleichungen)

Es seien (an) und (by,) Folgen mit hm an = a und lim b, = b sowie a,, < by, fir alle n € N.

n—oo
Dann ist a < b, also hm an, < lim b
n—oo
Beweis. Annahme: a > b
Wir setzen
2¢:=a —b.

Nach Definition 2.1.1 existiert ng = ng(e), so dass fiir alle n > ng(e) gilt:
lan, —a| <e und |b, —b| <e.

Aus (2) folgt
anp>a—€ und b, <b-+e

fiir alle n > ng. Aus (1) und (3) folgt b, < ay, fiir alle n > ng, ein Widerspruch.
Nach Axiom (A1) (Trichotomiegesetz) folgt a < b.

(2)

O]

Bemerkung 2.1.2. Aus der scharfen Ungleichung a,, < b, kann nicht lim a, < hm bn gefolgert

n—oo
werden, sondern auch nur lim a, < lim b,. Die siecht man am Beispiel a,, = 0 und bn =
n—0o0 n—o0
an < by, aber hm a, = lim b,.
n—oo
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Satz 2.1.9. Es seiq € R und |q| < 1. Dann ist lim ¢" = 0.
n—oo

Beweis. Fall 1: ¢ =10

Dann ist hm q = lim 0=0.
n—oo n—oo

Fall 2:

Es sei Q := |g|~!. Dann ist Q = 1 + n mit einem 5 > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung
(Satz 1.4.9) ist Q" = (1 +7)" > 1+ nn. Also ist |¢|" = Q™ < (1 +nn)~! < n7ln~! und damit
—n~'n7! < ¢" <n~'n~'. Nach den Sitzen 2.1.4, 2.1.7 und 2.1.8 ist
0= lim (—n_ln_l) < lim ¢" < lim p~'n"t =0,
n—oo n—oo

n—oo

also lim ¢" = 0. O

n—0o0

Beispiel 2.1.1. Es sei a,, =1+ 1 +1076(-1)".
Wir untersuchen, ob das Konvergenzkriterium von Definition 2.1.1 fiir a = 1 erfiillt ist.
Fall 1:

Es sei € > 1076, Dann kénnen wir schreiben: e = 1076 + 71 mit 77 > 0. Wir wéhlen ng = ng(e) € N,
so dass ng > ?71_1 ist. Fir n > ng haben wir dann

1
lan — 1] = —+ 1078(=1)"| < 107C 47 = e.

Fall 2:
Es sei € <1079, 2.B. € = 1075 — 9y mit 12 > 0. Wir withlen n; = n1(e) € N, so dass n; > 172_1. Fiir
n > n1 haben wir dann

1
la, — 1| = 'n +107%(-=1)" > 107% —pmy = €.

Damit ist das Kriterium von Definition 2.1.1 mit a = 1 zwar im Fall € > 107% erfiillt, aber nicht im
Falle € < 107%. Somit konvergiert a,, nicht gegen 1.

Es gibt auch keinen anderen Grenzwert a.
Es sei a € R. Nach der Dreieicksungleichung ist

2:100=|(1410°%—0a) - (1-10%—0a)| < |1+ 100 —a|+ |1 1070 -
Daraus folgt: Fiir alle a € R gilt einer der folgenden Félle:

Fall a: |a — (14 107%)| > 107 oder
Fall b: |a — (1 —1075)| > 1075.

Wir zeigen, dass in Fall a) die Zahl a nicht der Grenzwert von (a,) sein kann. Fall b) wird analog
behandelt.

Es sei n > 2-10%. Dann ist fiir alle geraden n folglich |a, —a| > 1076 — % >
Fiir ¢ = 1079 ist das Kriterium von Definition 2.1.1 nicht erfiillt: es gi
n > ng(e) dann |a, — a| < € gilt. Also ist a nicht Grenzwert von (ay,).

31076
5 .
ibt kein ng(e), so dass fiir

Es gibt jedoch Zahlen, nimlich I; = 1 — 107% und Iy = 1 + 1079, die schwiichere Eigenschaften
als das Konvergenzkriterium erfiillen. In beliebigen e- Umgebungen U,(l1) bzw. Uc(l2) liegen zwar
nicht fast alle Glieder der Folge (a,,), aber doch unendlich viele. Die Zahlen [y, sind Beispiele von
Héufungswerten.
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Definition 2.1.5. Es sei (ay) eine Folge. Dann heifit a Haufungswert (HW) von (a,), falls es fiir
jedes € > 0 unendlich viele n € N mit a,, € Uc(a) gibt.

Satz 2.1.10. Es sei (ay) eine Folge und a € R. Dann ist a genau dann Hdaufungswert von (ay),
wenn es eine Teilfolge (an,)pe, von (an) mit klim an, = a gibt.
E— —00

Beweis. 7=":
Es sei a Héufungswert von (a,). Wir definieren durch vollstdandige Induktion eine Folge (nj) mit

ni € N und ng4q > nyg, so dass |a,, —al < —:

k
k=1:
1
Nach Definition 2.1.5 gibt es ein ny mit |a,, —a| < T
k— k+1:

Es sei ny schon definiert und |a,, — a| < f.
Nach Definition 2.1.5 gibt es ngy1 > ng mit |ank+1 — a‘ < k—il
Nach Definition 2.1.1 ist lim, o ayn, = a.

” <:77:
Es sei limy, o0 an, = a. Weiter sei € > 0.
Dann gibt es nach Definition 2.1.1 ein ko = ko(€), so dass |an, — a| < € fiir co- viele k gilt. O

1
Beispiel 2.1.2. Es sei a, = 14+ — + 1075(—1)" wie in Beispiel 2.1.1. Dann ist
n

lim ayy, = 14+10%=1 und
k—o0

lim agpy; = 1—107°=1,.

k—o0

Satz 2.1.11. (Ezistenz von Infimum und Supremum,)

(i) Eine nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Supremum.

(i) Eine nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Infimum.

Beweis. (i) Dies ist das Vollstindigkeitsaxiom (V).

(ii) Man betrachte die Menge —X := {—z| z € X}. Dann gilt: s ist untere Schranke von X < —s
ist obere Schranke von —X. Also ist inf X = sup(—X), und sup(—X) existiert nach (7).

O]

Definition 2.1.6. (Monotonie)

Die Folge (a;) heiit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn a,4+; > a, fir alle n (bzw.
an+1 < ay fiir alle n) gilt. Gilt die scharfe Ungleichung an+1 > a, (bzw. ant1 < ay), so heifit
(an) streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend). Eine Folge heifit monoton, wenn sie
monoton wachsend oder monoton fallend ist. Ist lim, o0 @, = @ und (a,) monoton wachsend (bzw.
fallend), so schreiben wir auch a, 1 a (bzw. a, | a).

Satz 2.1.12. (Monotoniekriterium)
Eine beschrinkte monotone Folge ist konvergent.
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Beweis. Fall 1: (a,) ist monoton wachsend:

Nach Satz 2.1.11 hat X := {a,| n € N} ein Supremum s. Es sei ¢ > 0. Nach der Definition des
Supremums gibt es ein ng = no(€), so dass a,, > s —e. Wegen der Monotonie ist dann s —e < a,, < s
fiir alle n > ng. Nach Definition 2.1.1 folgt lim, o a, = s.

Fall 2: (a,) ist monoton fallend:

Dann ist (—ay) monoton wachsend, und es ist lim,,_ o0 @y, = — limy, 00 (—ay). O

Definition 2.1.7. Unter der Lénge eines Intervalls I = [a, b] mit a,b € R (Schreibweise: |I|), versteht
man |I| =b—a.

Definition 2.1.8. (Intervallschachtelung)
Eine Folge (I,,) von kompakten Intervallen heifit Intervallschachtelung, wenn

(1) In+1 - In
(ii) nhﬁrgoﬁn\ = 0.

Satz 2.1.13. Es sei (I,) eine Intervallschachtelung, und I, = [ap, by].
Dann existiert genau ein a € R mit a,, T a und b, | a mit n — oo.

Beweis. Ubungen. 0

Satz 2.1.14. (Bolzano- Weierstraf)
Eine beschrdnkte Folge hat mindestens einen Hdaufungswert.

Beweis. Es sei

s<c, <t (1)
fir alle n € N und s,t € R.
Wir zeigen durch vollstédndige Induktion, dass eine Intervallschachtelung (1,,) mit |I,,,| = (t—s)-27™
und ¢, € I, fir unendlich viele n existiert:
m = 0:
Wir setzen Iy := [s,t]. Wegen (1) gilt ¢, € I fur alle n.
m—m+ 1:
Es sei |I,| = (t—s)-27™, I, = [am, by] und ¢, € I,;, fiir unendlich viele n. Dann ist I, = I, 1 ULy, 2
mit Ly, = [am, “m;rbm] und I, o = [%,bm]. Fiir mindestens ein j € {1,2} ist ¢, € Ip,; fiir
unendlich viele n. Wir setzen Iy y1 = I j. Es ist [In1| = 1| Im| = (t — ) - 27(™F1). Nach Satz 2.1.9
ist |I,,,| — O fiir m — oo. Nach Satz 2.1.13 gibt es ein a € R mit a,, T a und b, | a.
Es sei € > 0. Wegen |I,,,| — 0 fir m — oo existiert ein m mit |I,,,| < e. Fiir die unendlich vielen n
mit ¢, € I, gilt: an, < ¢, < by,. Es folgt |¢,, — a| < e. Damit ist a Haufungswert von (cj,). O

Definition 2.1.9. Eine Folge (a,) heifit Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 ein ng = ng(e) existiert, so
dass fiir alle Paare (m,n) € N? mit m > ng und n > ng gilt, dass |a;, — an| < e

Satz 2.1.15. (Cauchykriterium)
Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. "="":

Es sei lim a, = a.
n—oo

Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = ng(e/2), so dass |a, — a| < /2 fiir alle n > ny
ist. Es sel m > ng und n > ng mit m,n € N. Aus |a,, —a| < €/2 und |a,, — a| < €/2 folgt

|am — an| = [(am — a) — (ap, — a) f]l lam — a| + |an, — a| < e
Tl

Damit ist (ay) eine Cauchyfolge.
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T

Es sei (ay) eine Cauchyfolge.

Wenn wir in Definition 2.1.9 nun e = 1 setzen, erhalten wir ein ng € N, so dass |a,, — a,| < 1 fir
alle (m,n) mit m > ng und n > ng ist. Es sei M := max{a,| n < ng}. Dann ist fiir n > ny gerade
lan| < |an,| + 1. Also ist |a,| < max{M, |an,| + 1} fiir alle n € N, und damit ist (a,) beschrénkt.
Nach Satz 2.1.14 (Bolzano- Weierstraf) hat (a,) einen Hiufungswert a.

Es sei € > 0. Da (a,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ng = ng(€), so dass fiir m,n > ng(e) gilt

|am — an| < e. (1)
Da a Haufungswert von (ay,) ist, gibt es ein mg € N, mg > ng, mit

|am, — al <e. (2)
Da (1) auch fiir m = my gilt, ist

|amo — an| < € (3)
fiir alle n > ng. Aus (2) und (3) folgt

la —an| <|a—amg + amg — an| < |a— amg| + |am — an] < 2€
A-Ugl.

fir alle n > ng. Nach Satz 2.1.6 ist lim a, = a. O]

n—o0

Satz 2.1.16. Die Menge H der Hiufungswerte einer beschrinkten Folge ist beschrinkt.

Beweis. Es sei s eine obere Schranke der Folge (ay,), d.h. a,, < s fiir alle n. Weiter sei a = s + € mit
€ > 0. Dann ist a,, ¢ Uc(a) fiir alle n. Also ist a kein Haufungswert von (a,,). Fiir jeden Hdufungswert
a von (ay) gilt also a < s.

Analog zeigt man: a > u fiir jede untere Schranke u von (ay,). O

Definition 2.1.10. Es sei (a,) eine beschrinkte Folge und H die Menge aller Haufungswerte der
Folge (ay). Dann definiert man

lim a, := limsupa,:=supH und
N—00 n—00

lim a,, := liminfa, :=inf H

n—oo n—oo

(Sprich: Limes Superior und Limes Inferior).

Satz 2.1.17. Fir eine beschrinkte Folge (ay) existieren stets limsupa, und liminfa, und sind
n—00 n—00

eindeutig bestimmit.

Insbesondere sind limsup a,, und liminf a,, der gréfite bzw. der kleinste Hdaufungswert von (ay).
n—00 n—o0

Beweis. Die Existenz folgt aus Satz 2.1.16 und die Eindeutigkeit aus der Eindeutigkeit des Supre-
mums und des Infimums.
Es sei H die Menge der Haufungswerte von (a,,) und [ := limsup a,,, also nach Definition 2.1.10 ist

[l =sup H. Es sei ¢ > 0. Da [ die kleinste obere Schranke V(T)LIT Oﬁ[ ist, gibt es einen Haufungswert w
von (ap) mit [ —€/2 < w < 1. Nach Definition 2.1.5 gibt es unendlich viele n, so dass a, € U.jp(w).
Fiir diese n gilt
lan, — 1| < |(ap —w)+ (w =1 < Jap—w|+|w—1I<e
A—Ugl.
Also ist a,, € Uc(l).Damit ist | € H, also ist [ = max H.

Analog zeigt man liminf a,, € H. O
n— oo
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Satz 2.1.18. Es sei (a,) eine beschrdnkte Folge und | € R.

(i) Es ist genau dann [ = limsup a,, wenn es fir alle € > 0 unendlich viele n mit a,, > 1 — €, aber
n—0o0

hochstens endlich viele n mit a, > 1+ € gibt. (x)

(i) Es ist genau dann | = liminf a,,, wenn es fir alle € > 0 unendlich viele n mit a, <1+ €, aber
n—o0

hdchstens endlich viele n mit a,, < | — € gibt.

Beweis. Wir zeigen nur (7).

7 :>77:

Es sei [ = limsup a,, und € > 0. Nach Satz 2.1.17 ist [ ein Haufungswert von (a,).
n—oo

Nach Definition 2.1.5 gibt es unendlich viele n mit a, € Uc(l) = (I — €,1 + €). Fiir diese n gilt
insbesondere a,, > [ — €.

Annahme: es existieren unendlich viele n mit a,, > { + €.

Es sei X = {n: a, > [+ ¢}. Dann ist X eine unendliche Menge.

Es sei X = {ny: k € N} mit ny, < ny4;. Dann ist (a,, )2, eine unendliche beschrénkte Teilfolge von
(ay). Diese hat nach Satz 2.1.14 (Bolzano- Weierstral) einen Haufungswert I'. Wire I’ < I, so gébe
es keine ny mit a,, € Uc(!') im Widerspruch zur Definition von I’ als Hiufungswert von (a,, ). Also
muss !’ > [ sein, was im Widerspruch zur Tatsache steht, dass [ der grofite Hiufungswert von (ay,)
ist. Damit gilt ().

” @77:
Wir nehmen die Giiltigkeit von (x) an. Dann ist [ ein Hiufungswert von (a,). Es sei I’ = [ 4+ 2¢ mit
e > 0. Dann gibt es hochstens endlich viele n mit a,, € U(I'). Also ist I’ kein Haufungswert. O

Bemerkung 2.1.3. Fiir [ = limsupa, gibt es nach Satz 2.1.18 hochstens endlich viele n € N mit

n—oo
an > | + €. Es kann jedoch unendlich viele n mit a,, > [ geben, wie das Beispiel a,, = % und [ =0

zeigt.

Satz 2.1.19. FEs sei (a,) eine beschrinkte Folge. Die Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur
einen einzigen Hdufungswert besitzt.
In diesem Fall ist dann

limsup a,, = liminf a, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

Beweis. 7 <"
Es sei H = {l} mit [ € R. Dann ist inf H = sup H = [, also

[ = limsup a,, = liminf a,,.
n—00 n—00

Es sei € > 0. Nach Satz 2.1.18 (i) gibt es hochstens endlich viele n mit a, > [ + € und nach (ii)
hochstens endlich viele n mit a, <[ — €. Also gilt fiir fast alle n:

an € (I —¢,l+¢€)=U().

Nach Definition 2.1.1 bedeutet dies lim a,, = I.
n—o0

R :>77:
Es sei a = lim a,. Dann ist nach Satz 2.1.18 sowohl a = lim sup a,, als auch a = liminf a,,.
n—00 n—00 n—00
Damit ist H = {a}. O
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Man kann nun die in diesem Abschnitt definierten Konzepte noch erweitern, indem man die Menge
der reellen Zahlen R zur Menge R = RU{—00, co} mit den neuen Elementen oo (unendlich) und —oo
(minus unendlich) erweitert. Diese Objekte oo und —oo kénnen dann als uneigentliche Grenzwerte,
H&aufungswerte, etc. auftreten.

Definition 2.1.11. (Umgebungen von co und —o0)
Es sei ¢ € R. Unter der ¢- Umgebung von oo (U.(c0)) bzw. der ¢- Umgebung von —oo (U.(—00))
versteht man

Ue(0) = (c,00) ={z:x>c} baw.
Ue(—0) = (—00,¢) ={z:x <c}.

Definition 2.1.12. Es sei (ay) eine Folge. Man sagt, (a,) divergiert gegen oo bzw. gegen —oo
(Schreibweise: li_>m an, = 00, a, — oo fiir n — oo bzw. li_)m ap = —00, a, — —oo fiir n — 00), wenn
n (o] n oo

fiir alle ¢ > 0 fiir fast alle n gilt, dass a, € Uc(o0) bzw. a, € U.(—00) ist.
Dann heiflen oo bzw. —oo uneigentlicher Grenzwert von (a,).

Beispiel 2.1.3. Nach Satz 2.1.4 ist lim n = oco.

n—oo

Definition 2.1.13. Man nennt oo bzw. —oo uneigentliche Haufungswerte der Folge (a,), wenn fiir
alle ¢ > 0 es unendlich viele n mit a,, € U.(c0) bzw. a,, € U.(—0o0) gibt.

Definition 2.1.14. Es sei X C R nach oben (bzw. nach unten) unbeschrankt.
Dann schreiben wir sup X = oo (bzw. inf X = —00).

Definition 2.1.15. Es sei (a,) eine Folge und H die Menge der eigentlichen und uneigentlichen
Haufungswerte von (a,). Dann setzen wir

limsupa, =supH und liminfa, = inf H.
n—oo n—00

2.2 Die n- te Wurzel

Satz 2.2.1. Es sein € N und x € [0,00). Dann gibt es genau ein y > 0, so dass y" = x ist.

Beweis. Es sei W := {z| z € [0,00), 2" < x}. Nach der Bernoullischen Ungleichung (Satz 1.4.9) gilt
fiirz>1+ %

n
znz(1+5> >l4n L =z+1>az
n n

Damit ist W beschrénkt und nach Satz 2.1.11 existiert yg := sup W.
Wir zeigen im folgenden: yj = x.

Annahme: yj < z:
Dann gibt es ein § > 0, so dass x = yj + . Wir setzen

n—1
M = Z (Z)yga

k=0

I
€ := min §5M ,1 und
Z = Yo te
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Wegen € < 1 ist €™ < ¢ fiir alle m € N. Nach dem Binomischen Lehrsatz (Satz 1.4.10) ist dann
n—1 n 1
k _n—k
z":(yo+e)”:y8+z <k>yoe” §y8+Me§y8+§5<x.
k=0
Damit ist z € W mit z > yg, ein Widerspruch.

Annahme: yg > z:
Dann gibt es ein § > 0 mit = yJ(1 — §). Es sei € := min {$n716,1} und 2 = yo(1 — §). Nach der
Bernoullischen Ungleichung ist

2" =yl —¢e)" > yy(1 —ne) > x.

Damit ist z eine obere Schranke von W mit z < g, ein Widerspruch.

Es ist also yi = .

Weiter ist
0<z<y = Z"<yj==x
2>y = 2" >yj==x.
Also gilt 4™ = mit y > 0 genau dann, wenn y = g ist. O

2.3 Unendliche Reihen

Definition 2.3.1. Es sei (a,,) eine Zahlenfolge.
o

Unter der unendlichen Reihe (kurz: Reihe) Z @, (sprich: Summe m = 1 bis unendlich a,,) versteht

m=1

n o0
man die Folge (5,,)°; der Partialsummen S,, = Z ap,. Die Reihe Z anm, heifit konvergent, falls

m=1 m=1

n
lim S, = lim E am =: S
n—oo n—oo

m=1

o0
existiert. Man schreibt dann Z am,m = s und nennt S den Wert der unendlichen Reihe.

m=1
oo
Ist Z a., nicht konvergent, so heifit es divergent.

m=1

o0
Bemerkung 2.3.1. Man kann allgemeiner auch unendliche Reihen der Form Z am mit k € Ny
m=k

betrachten. Die Anderung in der Definition ist offensichtlich.

oo
Definition 2.3.2. Es sei ¢ € R. Unter der (unendlichen) geometrischen Reihe versteht man Z q".

n=0
- 1
Satz 2.3.1. Fii <1 st "=
zZ ir |q| is Zq -
n=0
o0
Fiir |q| > 1 st Zq” divergent.

n=0
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Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen Sj := Z q" gilt: Sp11 — S = ¢"**'. Nach dem Cauchykri-
n=0
terium (2.1.15) ist die unendliche Reihe héchstens dann konvergent, wenn Sy11 — Sk — 0 fiir £ — oo,

also fiir |¢| < 1.

1— k+1
Nach Beispiel 1.4.5 ist S = liq Nach Satz 2.1.9 ist klim "1 = 0 fiir |g| < 1. Es gilt also
—(q —00
Zq fur lg] < 1.
Fur lg| > 1 ist dle unendliche Reihe divergent. O

oo
1
Beispiel 2.3.1. Wir bestimmen Z m

Es ist

Folglich ist

3

Also ist

Satz 2.3.2. (Grenzwertsatze)

Es seien Zak und Zbk konvergente Reihen, und es sei a € R. Dann konvergieren die Reihen

k=1 k=1
(0] (o]
Z(ak + by) und Za -ag, und es gilt
k=1 k=1

(i) ) (a+be) =D ap+ > b
k=1 k=1 k=1
(ii) aZak = Za-ak
k=1 k=1
(iii) Ist ap < by fir alle k € N, dann gilt Zak < Zbk.

k=1 k=1

Beweis. Wir beweisen nur (7):
n

n
Es seien S, := Z ar und T, := Z by, die Partialsummen der beiden Reihen. Nach Definition 2.3.1

) k=1 k=1
ist

Z(ak +bg) = nh_{glo <Z(ak + bk)> = nlLrglo(Sn + 1) i 7nh_>néo;5’ + hm T, = E:lak + ;bk.

k=1 k=1
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2.4 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

o0
Satz 2.4.1. Fiir eine konvergente Reihe Z an ist lim a, = 0.
n—oo

n=1

k
Beweis. Mit S}, = Zan ist Sp41 — Sk = Gpy1-

n=1
Die Behauptung folgt nach dem Cauchykriterium.

o
Bemerkung 2.4.1. Aus lim a, = 0 folgt nicht die Konvergenz von Z an, wie wir bald in Beispielen
n— oo -
n=1

sehen werden.

Definition 2.4.1. (absolute Konvergenz)
[ee]

o0

FEine unendliche Reihe Z an heifit absolut konvergent, wenn Z |a,,| konvergiert.

n=1 n=1

o
Satz 2.4.2. (i) Eine absolut konvergente Reihe Z ay, 1st konvergent, und es ist

n=1

[e's) 00
D an| <D lanl
n=1 n=1

[e.e] n
(i) Die Reihe Z ay, st genau dann absolut konvergent, wenn die Folge der Partialsummen Z |am
n=1 m=1
beschrdnkt ist.

oo
Beweis. (i) Wir wenden das Cauchykriterium (Satz 2.1.15) auf die konvergente Reihe Z lag| an.
k=1
Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein ng = ng(€), so dass Z lak| < e fiir alle nq,ny > ng.
ni1<k<ng
Aus der Dreiecksungleichung folgt

Z ap < Z lag| < e.

ny<k<no n1<k<na
o0
Aus der anderen Richtung des Cauchykriteriums folgt die Konvergenz von Z ag.
k=1

n n
Es seien S), := Z ar und T}, := Z lag|. Nach der Dreiecksungleichung ist |S,| < T5,.

k=1 k=1
Nach Satz 2.1.8 (Erhaltung von Ungleichungen) folgt

00
D
k=1

oo
Him Sn| < Y, Tn =) loul
k=1
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(ii) Die Folge (7},) ist monoton wachsend. Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.5 und Satz 2.1.12
(Monotoniekriterium).

O]

Satz 2.4.3. (Leibnizkriterium)
o

Es sei an | 0. Dann ist Z(—l)”an konvergent.

n=0
k
Beweis. Es sei Sy = Y (—1)"a,. Weiter ist
n=0
Som+1 = Som 4+ (—1)*"Magy1 < Som
Somts = Soms1+ (—1)*™ 2 (agmin — a2mi3) > Sami1
Somta = Som + (=1)*"(azms1 — azmi2) < Som

Wir setzen I, := [Sam+1, Sam], fiir das wegen den obigen Ungleichungen I, 41 C I,,, folgt.
Es ist |In| = |Sam — Sam+1| = |azm| § 0. Nach Definition 2.1.8 ist die Folge (I;,,) eine Intervallschach-
telung. Nach Satz 2.1.13 existiert genau ein a € R mit Ss,,11 T a und Sop, | a. O

Satz 2.4.4. (Majorantenkriterium)

oo oo
Es seien (ay) und (b,) Folgen mit |ap| < by. Es sei an konvergent. Dann ist Zan absolut

n=1 n=1
o0 oo
konvergent, und es ist E lan| < E by,.
n=1 n=1

n
Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen S, := Z lam| gilt:

m=1
n o0
Sn< D <) b
m=1 m=1
Damit ist (S,,) beschrinkt und konvergiert nach Satz 2.1.12 (Monotoniekriterium). O

oo o
Definition 2.4.2. Die Reihe Z b, heifit konvergente Majorante der Reihe Z Q-

n=1 n=1

oo
1
Beispiel 2.4.1. Wir betrachten Z 7z
k=1

1 2 2
Aus der Ungleichung k& + 1 < 2k folgt 72 < m Nach Beispiel 2.3.1 ist ; m =2
e8] © 1 > 1
Damit ist die Reihe ; R+ 1) eine konvergente Majorante von ,; = Nach Satz 2.4.4 ist kzl 2

konvergent.

Bemerkung 2.4.2. Mit dem Majorantenkriterium kann die Frage der Konvergenz einer unendlichen
Reihe entschieden werden. Der Wert der Reihe kann jedoch nicht bestimmt werden. In Beispiel 2.4.1
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= 2
ist der Wert der Majorante Z k(T

= ket 1)
1
>
k=1

Satz 2.4.5. (Minorantenkriterium)

= 2 sehr einfach zu bestimmen, nicht jedoch der Wert von

oo (o)
Es seien (an) und (by,) Folgen mit 0 < a,, < b,. Es sei Z an divergent. Dann ist Z b, divergent.

n=1 n=1

o0 oo
Beweis. Annahme: Z b, konvergiert. Dann ist nach dem Majorantenkriterium Z an konvergent,

n=1 n=1

ein Widerspruch. ]

oo oo
Definition 2.4.3. Die Reihe Z an heilt divergente Minorante der Reihe Z by,

n=1 n=1

Definition 2.4.4. Es sei (a,) eine Folge und a, > 0.

o0 o0
Ist Z a, konvergent, so schreibt man auch Z an < 00.

n=1 n=1
o0 o

Ist E a, divergent, so schreibt man auch g apn = 00.
n=1 n=1

Zwei wichtige Kriterien, das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium erhélt man, wenn man
eine Reihe mit der geometrischen Reihe als Majorante oder Minorante vergleicht.

Satz 2.4.6. (Quotientenkriterium)
Es sei (ap)5, eine Folge mit a, # 0.

an+1

oo
<1, so st Z an absolut konvergent.
G,

n=1

(i) Ist limsup

n—oo

o0
> 1 fiir alle n > ng, so ist Z an divergent.

n=1

(ii) Ist

An41
Qn

a
Beweis. (i) Es seil :=limsup 241} Dannist [ =1 — 2 mit € > 0. Es sei g := 1 — e.
n—o00 an
a
Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng, so dass ‘ ntl < ¢ fiir n > ng ist. Durch vollsténdige Induktion
an

nach k zeigt man, dass |a,yx| < |an,|¢" fiir alle k € N ist. Somit ist

n()-i-k;

no oo
Do lanl < lanl + Y lanlg* < oo
n=1 1 k=1

n=

N 0
Die Folge der Partialsummen Z |an| ist also beschrénkt. Damit ist Z |an| konvergent.
n=1 n=1
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An+1
an
terium lim,, ,o a, = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt, und damit ist 27010:1 a, divergent.

(ii) Aus > 1 fiir alle n > ng folgt |an| > |an,| fiir alle n > ng. Damit ist das Konvergenzkri-

O

Satz 2.4.7. (Wurzelkriterium)
Es sei (ap)52, eine Folge. Es seil :=limsup {/|ay|. Dann gilt

n—oo

oo
(i) Wenn I <1 ist, dann konvergiert Zan absolut.

n=1

o0
(ii) Wennl > 1 ist, dann divergiert Z ap, .

n=1

Beweis. (i) Aus! <1 folgt I =1 — 2¢ mit € > 0. Es sei ¢ := 1 — €. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ny,
so dass {/|an| < ¢ fir n > ng ist. Also ist |a,| < ¢" fiir n > ng. Somit ist

N no 00
Dlanl <D lanl+ Do " <o,
n=1 n=1 n=ng+1

Die Folge der Partialsummen Zf:f:l lap| ist also beschréinkt. Damit ist Y - | a, konvergent.

(ii) Aus ! > 1 folgt I = 1 + € mit ¢ > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng, so dass {/|a,| > 1 fiir
n > ng ist. Damit ist das Konvergenzkriterium lim,, . a, = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt, und
damit ist )7 | a, divergent.

O
Es gibt Fille, in denen weder das Quotienten- noch das Wurzelkriterium geeignet sind, die Frage

der Konvergenz oder Divergenz einer unendlichen Reihe zu entscheiden. In diesen Féllen fithren oft
andere Kriterien zur Antwort. Wir werden spéter die sogenannten Integralkriterien kennenlernen.

Wir begniigen uns zunéchst mit

Satz 2.4.8. (Cauchyscher Verdichtungssatz)

(e}

Es sei (an)52 monoton fallend und a, > 0. Dann ist die Reihe Z an genau dann konvergent, wenn

~ n=1
die (verdichtete) Reihe Z 2"agn konvergiert.
n=0
2N+1
Beweis. Wir schreiben die Partialsumme Soni1 = Z ay mit N € N in der Form
n=1
N+1 N N
Sont1 = Z San Z Son = Z (Sgn+1 — Son) + S1.
n=0 n=0 n=0
Es ist
2n+1 > 2na
- n = = on+1
ERT S { SR
k=2n+1
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Deshalb folgt, dass

1 N 1 N+1 a
SQN-H 2 5 22n+1a2n+1 =+ a] = 5 Z 2"a2n —+ 51
n=0 n=0
und
N N
Son+1 < Z 2%agniq + a1 < Z 2"agn + ajg.
n=0 n=0

oo
Also ist die Folge (Synv+1)3_o genau dann beschréinkt, wenn die Reihe Z 2"agn beschrinkt ist. Weil
n=0
die Folge (S)?2; monoton wichst, ist (Sk)72; genau dann beschrénkt, wenn (S v+1)%7_, beschrankt
ist. Die Behauptung folgt nach Satz 2.4.2 (ii). O

o0
1
Definition 2.4.5. Die Reihe E — heifit harmonische Reihe.
n

n=1

oo
1
Satz 2.4.9. Die harmonische Reihe ist divergent: g — = 00.
n

n=1

o
1
Beweis. Nach Satz 2.4.8 (Cauchyscher Verdichtungssatz) ist E — genau dann divergent, wenn die
n

n=1

o
1
”verdichtete Reihe” Z 2"2—71 divergiert. Dies ist der Fall. O

n=1
Bemerkung 2.4.3. Die harmonische Reihe liefert somit ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung von

o
Satz 2.4.1 nicht gilt: Setzen wir a,, = %, so ist lim a, = 0, aber Zan divergiert.
- n—oo —

n=1
Weiter l&dsst sich aus der harmonischen Reihe ein Beispiel fiir eine Reihe angeben, die konvergiert,
1)n+1

oo
aber nicht absolut konvergiert. Die ”alternierende harmonische Reihe” Z (7 konvergiert nach
n

n=1

Satz 2.4.3 (Leibnizkriterium). Durch Bildung der Absolutbetrige entsteht jedoch die harmonische
Reihe, welche divergiert.

Die Divergenz der harmonischen Reihe kann weder mit dem Quotienten- noch mit dem Wurzelkrite-
rium entschieden werden, wie wir gleich sehen werden.

Wir wollen im folgenden Wurzel- und Quotientenkriterium vergleichen:
Als Vorbereitung beweisen wir

Satz 2.4.10. Fiira > 0 ist lim /a = 1.

n—o0

Beweis. (i) Wir nehmen zunéchst a > 1 an:
Es sei {/a = 14¢€, mit ¢, > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung ist a = (14¢€,)" > 1+ne,,
also €, < anl Damit ist lim €, =0 und lim ¥a = 1.
n—oo n—oo

(ii) Ist @ < 1, so wenden wir (i) mit 1 an.

(iii) Fir a =1 ist die Behauptung klar.
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Satz 2.4.11. Es sei (a,) eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

(i) limsup a, < limsup fnt1

n—o00 n—oo  An

(ii) liminf 2 < liminf ¢/a,
n—oo

n n—oo

. Gp41 L. R .
(iii) Wenn der Grenzwert lim existiert, dann existiert auch der Grenzwert lim ¥/a,, und es
n—00 QA n—o00

. . n BRET An+1
gilt nl;rglo Ya, = lim .

n—00

Beweis. Wir beweisen nur (7):

Gp4-1 an

und ¢ > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng = ny(d), so dass —:1 < q fiir alle

a

Es sei [ := lim sup
n—oo  An

n > ng ist. Durch vollstédndige Induktion folgt % < ¢ fir alle I € N. Wir setzen n := ng + [ und
70
erhalten a, < ¢"""an,. Es folgt {/an < ¢3/¢7"0an, Wegen lim {/¢™"0an, gibt es zu jedem ¢ > 0

ein n1 = nq(e), so dass /a, < g+ € fir alle n > n; ist. O
. n
Beispiel 2.4.2. Die unendliche Reihe Z on ist konvergent, denn
n=1
)2 1 1 1
hm@:hmu:,hm 1+-) =2 <1.
n—o0o  Qy n—oo 2ntlp 2 n—o0 n 2

Beispiel 2.4.3. Es sei a,, = % und b, = n—lz
Weder Quotienten- noch Wurzelkriterium sind geeignet, die Frage der Konvergenz der (divergenten)

oo oo
Reihe Z an oder der (konvergenten) Reihe Z by, zu entscheiden. Es ist

n=1 n=1

2

. an41 . . bn+1 T n .
lim = =1, lim = — =1

n—oo  Qy n—oon + 1 n—oo by, n—00 (n + 1)2
und auch nlgrolo Yap, =1 und nh%rgo /by, =1 (nach Satz 2.4.11 (4i7)).

Nach Satz 2.4.11 (i) ist limsup a,, < limsup fnt1

n—00 n—oo  Qn

Kann daher die Konvergenz einer Reihe mit dem Quotientenkriterium nachgewiesen werden, so auch
mit dem Wurzelkriterium. Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt. Das Wurzelkri-
terium ist also starker als das Quotientenkriterium.

“n N} _
Beispiel 2.4.4. Es sei m € N und a,, = { n2-2*’” Eﬁ Z B ;Z 1 - ist
1
G2m+1 —(2m+1) — oo, also limsup Intl _ .
a2m 2 n—00 an
Es ist aber
1 m 1
lim 2m+i/(Qm +1)2-Cm+) = = und  lim V/2-@m) = -
und damit

1
lim a, = - < 1.

n—00 2
Das Wurzelkriterium zeigt also die Konvergenz der unendlichen Reihe, wihrend das Quotientenkri-
terium keine Antwort liefert.
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2.5 Bedingte und unbedingte Konvergenz, Produktreihen

[e.e]

Definition 2.5.1. Unter der Umordnung einer unendlichen Reihe Z a, versteht man eine Reihe

n=1

Z an,,, wobei ny durch eine bijektive Abbildung 7: N — N, k — 7(k) = nj gegeben ist.
k=1

i~ n+1 "
Beispiel 2.5.1. Es sei die alternierende harmonische Reihe Z Z an mit a, = (=

n

n=1
gegeben. Die bijektive Abbildung 7: N — N, k — 7(k) = nj, sei durch
T(3m) = 2m
T(3Mm—2) = 4m—3 und
TBm—1) = 4m—1

fiir alle m € N definiert. Dann haben wir die Umordnung

Za B + 1+1+1 1+1+1 1
e 25 7T 4911 6

oo
Diese umgeordnete Reihe kann auch folgendermafien erhalten werden: Es sei s = Z Gn, also

n=1

T TR B BT B ST RO
ls = L ~1 +1 -5 E...
Dann ist
3 1 1 1 1 1 =
53:1+§—§+5+?—1+i...zzank

o0 oo
Die umgeordnete Reihe Z ap, hat also einen anderen Wert als die urspriingliche Reihe Z Q.

n=1 n=1

Definition 2.5.2. Eine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung von
ihr gegen denselben Wert konvergiert, sonst bedingt konvergent.

Satz 2.5.1. (Umordnungssatz)
Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut konvergiert.

Beweis. ohne Beweis. O
Deﬁnltlon 2.5.3. (Cauchyprodukt)

Es seien Z a, und Z b, unendliche Reihen. Dann ist das Cauchyprodukt durch ch definiert,

n=0 n=0 n=0

wobei
n

Cp = Z apb; = Z agbp_ = Z an—1by

k+l=n k=0 =0
bedeute.
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(e.) oo oo
Satz 2.5.2. Es seien Z an und Z b, absolut konvergent. Dann ist das Cauchyprodukt ch mit

Ccp = Z arb; absolut konvergent, und es gilt die Cauchysche Produktformel
k+l=n
o o oo
(o) (Xn] -2
n=0 n=0 n=0
Beweis. ohne Beweis. O

2.6 Dezimalbruchentwicklung
Definition 2.6.1. Es sei g € N und g > 2. Unter der g- Bruchentwicklung von a € [0, 00) versteht
man eine Darstellung der Form
n o0
=Y amg™+> bug ", ()
m=0 n=1

wobei a,, € {0,1,...,9 —1} und b, € {0,1,...,9 — 1} mit a,, # 0 fir m > 0 ist und folgende Form
ausgeschlossen ist: b, = g — 1 fiir alle n > ny.

Bemerkung 2.6.1. Fiir ¢ = 10 erhilt man die vertraute Dezimalbruchentwicklung:

(o]
Fiir a = § erhalten wir a = 23-10_" =0,33...=0,3.

n=1

Es ist also in (%) dann g = 10, a,, = 0 fiir alle m > 0 und b,, = 3 fiir alle n € N.

Satz 2.6.1. Es sei g € N und g > 2. Jedes a € [0,00) besitzt genau eine g- Bruchentwicklung der
Form ().
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Kapitel 3

Stetigkeit, Differenzierbarkeit

3.1 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.1.1. (Hiufungspunkt)
Es sei D C R. Dann heifit £ € R Haufungspunkt (HP) von D, wenn in jeder Umgebung U,(£) ein

x € D\{¢} liegt.
Ein ¢ € D, das nicht Hiufungspunkt von D ist, heifit isolierter Punkt.

Bemerkung 3.1.1. Ein Haufungspunkt von D braucht nicht zu D gehoren.
Ist D = (a,b) mit a < b € R, so sind a und b Hiufungspunkte von D, gehoren aber nicht zu D.

Definition 3.1.2. Essei D C R, f: D — R mit 2 — f(z) eine Funktion und xy ein Haufungspunkt

von D.

Dann heiit a € R Grenzwert der Funktion f an der Stelle xg (Schreibweise: li_>m f(x) = a oder
T—T0

f(z) — a, (x — x0)), falls gilt, dass fiir alle € > 0 ein 6 = §(e) > 0 existiert, so dass |f(z) —a| <€
fiir alle z mit 0 < |z — zo| < 0 gilt.

Ein sehr wichtiges Hilfsmittel zum Beweis von Aussagen iiber Grenzwerte von Funktionen ist das
Folgenkriterium. Dadurch kénnen die aus Kapitel 2 bekannten Tatsachen tiber die Grenzwerte von
Folgen zur Anwendung gebracht werden.

Satz 3.1.1. (Folgenkriterium)
Es sei DCR, f: D— R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) lim f(z)=a

T—rT0

(ii) Fir jede Folge (2,)5%; mit z, € D\{xo} und ILm Zn = X0 gilt

lim f(z,) = a.
n—oo
Beweis. (i) = (i1):
Es sei (z,)52, eine Folge mit z, € D\{zo} und li_>m Zn = .
n—oo
Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition 3.1.2 existiert ein § = §(¢), so dass fiir alle x € D mit
0< |IL’ — x0| <0

|[f(2) —al <e (+)
gilt.
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Nach Definition 2.5.3 existiert ein ng = ng(9), so dass |z, — zo| < J fiir alle n > ng gilt. Wegen (x)
ist dann auch |f(z,) — a| < € fiir alle n > ng. Nach Definition 2.5.3 bedeutet dies
nh—>Holo f(zn) = a.
Annahme: Die Aussage li_>m f(x) = a ist falsch.
T—T0

Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle n € N ein 2z, mit |z, — zo| < % mit z, € D\{zo} und

|f(zn) — a|] > € existiert. Dann ist nach Definition 2.5.3 die Aussage li_>m f(zn) = a falsch, ein
n—oo
Widerspruch. O

Satz 3.1.2. (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
Es sei f: D — R und xg ein HP von D. Dann hat die Funktion f hdchstens einen Grenzwert an
der Stelle a.

Beweis. Dies folgt aus dem Folgenkriterium (Satz 3.1.1) und der Eindeutigkeit des Grenzwerts fiir
Folgen (Satz 2.1.8). O

Satz 3.1.3. (Grenzwertsdtze)
Es sei D C R, z¢ ein HP von D und f,g: D — R Funktionen. Die Grenzwerte lim f(x) und

T—TQ
lim g(x) mdgen existieren. Dann existieren auch die Grenzwerte
T—T0

lim (f(z)+g(x)) wund lim (f(z)-g(x)),

T—TQ T—T0
und es ist
Jim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z) und
Jim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- lim g(z).

Ist li_>m g(x) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xo), so dass g(x) # 0 fir alle x € DN Us(xg) gilt.
T—x0

Es sei h = £|{x| g(x)£0ynD- Dann ist

lim f(z)
. T—x0
lim h(z) = —/——.
T—o lim g(z)
Tr—xQ

_ I

5 an. Dann existiert ein

Beweis. Es sei b := li_>m g(x) # 0. Wir wenden Definition 3.1.2 mit €
T—T0

0 > 0, so dass fiir alle z € Us(z) gilt: |g(z) — b| < % und damit g(z) # 0.
Alle anderen Aussagen werden bewiesen, indem man das Folgenkriterium und die entsprechenden
Grenzwertsétze fiir Folgen (Satz 2.1.14) anwendet. O

3.2 Stetigkeit

Definition 3.2.1. Essei D C R, f: D — R und zg € D. Dann heifit f stetig im Punkt zg, wenn fiir
alle € > 0 ein § = §(xp, €) > 0 gibt, so dass |f(z) — f(xo)| < € fiir alle x € D mit |x — zo| < I gilt.

Bemerkung 3.2.1. Ist z( ein isolierter Punkt von D, so ist jede auf D definierte Funktion f in xg
stetig.
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Satz 3.2.1. Essei f: D — R und xg € D ein HP von D. Dann ist f im Punkt xo genau dann stetig,
wenn lim f(x) = f(xo) ist.
T—TQ

Beweis. Das folgt aus Definition 3.1.2 fiir den Grenzwert und Definition 3.2.1 fiir die Stetigkeit. [
Bemerkung 3.2.2. Der Wert der Funktion im Punkt xg, ndmlich f(z¢), spielt bei der Bestimmung
des Grenzwerts lim f(z) keine Rolle, wohl aber bei der Frage, ob f im Punkt z( stetig ist. Der
Tr—rTQ
Grenzwert lim f(z) kann selbst dann existieren, wenn f(z¢) gar nicht definiert ist. Aber f ist stetig
T—T0

in zp, wenn li_>m f(z) existiert und mit dem Wert der Funktion f(x() tibereinstimmt.
T—x0
Beispiel 3.2.1. Wir betrachten drei Beispiele einander sehr &hnlicher Funktionen:

a) Essei f: D1 —» R, z — 2z mit D; = R.
Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte folgt lin}) f(z) = 0. Daher ist f stetig im Punkt 0, da
xT—r

li = ist.
lim f(z) = f(0) ist
b) Nun sei g: Dy — R, x — 2z mit Dy = R\{0}.
Es ist 0 ¢ Da, aber 0 ist Hiufungspunkt von Dy. Da f|p, = g, folgt hH%] flz) = lir% g(x) = 0.
T—> T—
Aber man kann nicht von Stetigkeit von g in 0 reden, da 0 nicht zum Definitionsbereich von g

gehort. Allerdings kann g durch die Definition ¢g(0) = 0 stetig im Punkt 0 fortgesetzt werden.
Damit wird der Definitionsbereich Dy zu D; erweitert und g mit f identifiziert.

c¢) SchlieBlich sei h: Dy — R, 2 — h(z) mit
h(x):{ 2¢ fir x#0

1 fir z=0.
Es ist liII(l) h(z) = 0 # h(0). Also ist h nicht stetig in = = 0.
T—r

Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte ldsst sich leicht das Folgenkriterium fiir Stetigkeit gewinnen:

Satz 3.2.2. (Folgenkriterium fir Stetigkeit)
Es sei D C R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f ist stetig in xg.
(ii) Fir jede Folge (2,)52 1 mit zp, € D\{zo} und lim z, = x¢ gilt: lim f(z,) = f(xo).
n—oo n—o0
Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte (Satz 3.1.1) und der Defini-
tion der Stetigkeit (Definition 3.2.1). O

Bemerkung 3.2.3. Satz 3.2.2 gibt ein Beispiel fiir die Vertauschbarkeit zweier Operationen:
Die eine Operation ist die Grenzwertoperation. Von einer Folge (a,,) wird der Grenzwert lim,, o a,
gebildet. Die zweite Operation ist die Bildung des Funktionswertes x — f(x). Satz 3.2.2 sagt, dass bei

stetigen Funktionen f diese Operationen vertauscht werden kénnen. Es ist lim f(z,) = f ( lim zn>
n—oo n—0o0

Bei unstetigen Funktionen ist eine Vertauschung i.a. nicht moglich.
Fiir die Funktion aus Beispiel 3.2.1 ¢)

2z fir z#0
h(x)—{ 1 fir =0

und die Folge (2,) mit z, = 1 haben wir

1
lim h(zp) = lim2-—:07é1:h(0):h<lim zn>.

n—o0 n—oo n n—00
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Satz 3.2.3. Es sei D C R und xg € D. Die Funktionen f,g: D — R seien im Punkt xo stetig. Dann
sind auch die Funktionen f+ g und f-g in xg stetig. Ist g(xg) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xo),

so dass g(x) # 0 fir alle x € DNUs(xo). Es sei h = 4|z g(a)£0ynp- Dann ist h im Punkt o stetig.

Beweis. Mann kann zunéchst annehmen, dass zg ein HP von D ist, da Funktionen in isolierten

Punkten ihres Definitionsbereichs immer stetig sind. Nach Voraussetzung ist li_>m f(x) = f(xo) und
T—T0

lim g(x) = g(xo). Nach Satz 3.1.3 (Grenzwertsétze) folgt lim (f(x) + g(x)) = f(xo) + g(zo) und

T—T0 T—T0

damit die Stetigkeit von f 4 g in xg.
Die anderen Teile der Behauptung folgen ebenfalls aus Satz 3.1.3. O

Wir kommen nun zur Komposition stetiger Funktionen:

Satz 3.2.4. (Kettenregel fir stetige Funktionen)
FEs seien D,E C R und f: D — &£ sowie g: £ — R. Es sei f in xg € D stetig und g stetig in
yo = f(zo) € €. Dann ist die Funktion go f: D - R, z — (go f)(z) = g(f(z)) in xy stetig.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass g ein HP von f ist. Es sei (z,) eine Folge mit nlggo Zn = Xo.
Nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist T}L)IIC}O f(zn) = f(zo) = yo. Wiederum nach
dem Folgenkriterium, angewandt auf g, gilt fiir die Folge (f(z,)) dann nl;n;o 9(f(zn)) = g(yo) =
9(f(zg)). Also gilt fiir jede Folge (z,,) mit lim z, = z¢ dann

n—oo

lim (g0 )(z0) = (g0 /) ( Jim 20) = (g0 )(xo).

n—oo

Nach dem Folgenkriterium ist g o f in x( stetig. O

3.3 Einseitige und uneigentliche Grenzwerte, einseitige Stetigkeit

Definition 3.3.1. Essei D C R, f: D — R und zg € R ein HP von D.

(i) So heifit a € R rechtsseitiger Limes von f an der Stelle zg (Schreibweise: lim f(z) = a), falls

+

zo HP von D N (z9, 00) ist, und wenn die Restiktion
g = f’Dﬂ(wo,oo): DN (‘7:07 OO) —-R
den Limes a besitzt, d.h. wenn lim g(z) = a gilt.
T—rT0

(ii) Analog wird der linksseitige Limes von f an der Stelle xo definiert.
(Schreibweise: lim f(z) = a).

x%xo

(iii) Um Grenzwerte von einseitigen Grenzwerten zu unterscheiden, nennt man Grenzwerte im Sinne
von Definition 3.1.2 auch beidseitige Grenzwerte.

Satz 3.3.1. Es sei f: D — R und x¢ ein HP sowohl von D N (xg,00) als auch von D N (—o0, zp).
Dann existiert li_)rn f(x) genau dann, wenn der rechtsseitige und der linksseitige Limes von f an der
T—x0

Stelle xq existieren und tibereinstimmen. In diesem Fall ist

lim f(z) = lim f(z)= lim+ f(x).

T—=T0 Ty T

Beweis. ohne Beweis. O
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Definition 3.3.2. (i) Eine Funktion f: D — R heifit im Punkt xg € D rechtsseitig stetig, wenn
die Restiktion g := f|pn[z,,00) in To stetig ist.

(ii) Analog wird linksseitige Stetigkeit definiert.

Satz 3.3.2. Essei f: D — R und xg € D. Dann ist f in xo genau dann stetig, wenn es in xg rechts-
und linksseitig stetig ist.

Beweis. ohne Beweis. O

Es besteht nun noch die Moglichkeit, (ein- oder beidseitige) Grenzwerte fiir x — oo oder x — —oo
zu definieren, bzw. oo oder —oo als Grenzwert zuzulassen.

Definition 3.3.3. (i) Es sei X C R. Dann heifit co (bzw —o0) uneigentlicher HP von X, wenn in
jeder Umgebung U.(00) = (¢, 00) (bzw. Us(—00) = (—00,¢)) ein = € X liegt.
(ii) Es sei f: D — R und oo ein HP von D. Dann ist li_}rn f(z) = a fur a € R, falls fiir alle € > 0
ein ¢ = ¢(e) existiert, so dass |f(x) — a| < € fiir alle z mit x € Ug(c0) ist.
(iii) Analog wird EIP f(x) definiert.
Definition 3.3.4. (i) Essei D C R, f: D — R und xg ein HP von D. Man sagt le f(x) = o0,
T—x0
falls fiir alle ¢ > 0 ein 6 = §(c) > 0 existiert, so dass f(z) > ¢, d.h. f(x) € U.(00) fiir alle  mit
0 < |z —xo] < 9 gilt.

(ii) Essei D C R und xg ein HP von DN (z9,00). Man sagt lim f(z) = oo, falls fiir g := f|pn (2,00

+

gilt: lim g(x) = oc.

T—T0
(iii) Analog werden die Beziehungen

lim f(z) = —o0, lim+ f(x) = —o0, lim f(z)=24o0c0 bzw. lim f(x)=+oco

=0 T =T r—+o0

definiert.
Beispiel 3.3.1. Es sei D = R\{0} und f: D — R, 2 — f(z) = 1. Fiir alle ¢ > 0 gilt dann
f(x)=%>0<:>0<:n<c*1 und f(z) =L < —ce —c! <2z <0. Also ist

x

lim — =00 und lim — = —oo0.
z—0t T r—0— T

3.4 Polynome und rationale Funktionen
Definition 3.4.1. Es sei D C R.

n

(i) Eine Funktion P: D — R, x — P(z) mit P(z) = Zakxk mit ap € Rund 0 < k < n
k=0

heifit Polynom. Die aj heiflen Koeffizienten des Polynoms. Ist a, # 0, so heifit n der Grad des

Polynoms, n = gradP.

Ist ap = 0 fiir alle 0 < k£ < n, so heiit P das Nullpolynom und man setzt gradP := —oo.
(ii) Es seien P,Q: D — R Polynome. Es sei E C {z € D: Q(z) # 0} # (. Dann heifit
P(x)
Q(z)

R:E—R, z—-R(z)=

rationale Funktion.
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Satz 3.4.1. Polynome und rationale Funktionen sind in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches ste-
tige Funktionen.

Beweis. (i) Zunichst zeigen wir die Aussage fiir Polynome:
Wir kénnen annehmen, dass zg € D ein HP von D ist. Konstante Funktionen ¢ mit ¢(x) = ¢
fiir alle z € D sind nach dem Folgenkriterium (Satz 3.2.2) in zy € D stetig. Fiir jede Folge (zy,)
mit z, € D und nh_)rglo Zn = g it ¢(z,) = c fiir alle n und damit

nh—>Holo c(zn) = ¢ = c(xo).
Ebenso folgt die Stetigkeit der Identitét: id: x — id(z) =
Mit vollsténdiger Induktion folgt nach Satz 3.2.3, dass die Monome M: x — z* stetig sind.
Nach Satz 3.2.3 sind dann auch die konstanten Vielfachen & — c¢;z* stetig. Durch vollstéindige
Induktion (nach der Anzahl der Summanden) folgt schlieBlich die Stetigkeit von P(x).

(ii) Die Aussage fiir rationale Funktionen folgt aus Satz 3.2.3.

Beispiel 3.4.1. Es sei f durch

2

- @ fUI' .’EE(_OO’]-]
0 ={ 51 G seiiog

definiert. In welchen zg € R ist f stetig?

Losung:

Nach Satz 3.4.1 sind f|(_oo,1) b2W. f(1,00) in allen xg € (—00,1) bzw. 29 € (1,00) stetig. Also ist f
in R\{1} stetig. In allen zy # 1 existieren also die beidseitigen Grenzwerte und stimmen mit dem
Funktionswert f(xg) iiberein. Weiter ist

lim f(z) = lim 22=1%=1

z—1~ z—1-

li = lim2z—-1)=2-1-1=1.
EHEAL

Somit ist hm fz) = hm f(z) = hm f(z) = f(1). Also ist f auch im Punkt zp =1 stetig.
Damit ist f 1n allen xg 6 R stetig.

Beispiel 3.4.2. Es sei g durch

(z) = 7r  fir ze€(—o00,2)
IE =\ 28 —4 fir 2 €[2,00)

definiert. In welchen zg € R ist g stetig?

Losung;:
Nach Satz 3.4.1 sind g|(_o2) DZW. g|(2,00) i allen g € (—00,2) bzw. mg € (2, 00) stetig, weswegen
auch g in R\{2} stetig ist. Weiter gilt

lim g(x) = lim 7z =14

T2~ T—2~

1 = lim (2 —4) =8 -4 =4.
Aot = =y

Also existiert lin% g(x) nicht. Damit ist g in xg = 2 nicht stetig.
T— _—
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Wir kommen nun zur Frage, inwieweit die Koeffizienten und der Grad eines Polynoms eindeutig
bestimmt sind.

Beispiel 3.4.3. Es sei D ={0,1}, f: D — R, x — f(z) mit

0 fir =0
f(x)—{ 1 fiir z=1.
So kann f auf unendlich viele Arten als Polynom geschrieben werden. Fiir jedes n € N stimmt das
Polynom P,: D — R, x — 2" mit f iiberein. Die Differenz P, , := gn — gm: * — 2" — 2™ stellen
stets das Nullpolynom auf D dar, 0 und 1 sind Nullstellen des Polynoms P, ,,.

Diese Vieldeutigkeit hat ihre Ursache darin, dass der Definitionsbereich D sehr klein ist. Wir wollen
als erstes priifen, wieviele Nullstellen ein Polynom haben kann.

Definition 3.4.2. Es sei f: D — R. Ein 29 € D mit f(xg) = 0 heifit Nullstelle von f.
Ist f(z) = c fiir alle x € D, so schreiben wir auch f(z) = ¢ (auf D).
Das Polynom P: D — R mit P(x) = 0 (auf D) heifit Nullpolynom (auf D).

n

Satz 3.4.2. Es sein € N und P: D — R, x — P(z) ein Polynom mit P(x) = Z apz® mit aj, € R

k=0
n—1
und an # 0. Fir zg € D gibt es dann ein Polynom Q(x) = Zbkxk mit by, € R und bp—1 = an, so
k=0
dass
P(z) = (z — 20)Q(z) + P(xo) (*)

fir alle x € D gilt.
Ist insbesondere xq eine Nullstelle von P, so ist P(x) = (x — x)Q(x) fir alle x € D.

Beweis. Wir fithren vollsténdige Induktion nach n durch:
Induktionsanfang n = 1:

Dann haben wir das Polynom P(z) = a;x + ag mit a1 # 0 gegeben.
Es ist P(z) = a1(z — x0) + a1zo + ap. Es gilt also (%) mit Q(z) = a1.
Induktionsschritt n — n + 1:

n+1
Es gelte die Induktionshypothese, und wir betrachten P(z) = Z apz® mit a; € R. Weiter sei
k=0
R(z) = Zakﬂﬂfk,
k=0
und es folgt
P(z) = (z — xo)R(x) + 2o R(x) + ayp. (1)

n—1
Nach Induktionshypothese gibt es ¢; € R, so dass mit S(x) = Z ek
k=0

R(z) = (z — x¢)S(z) + R(xo) (2)

gilt. Aus (1) und (2) folgt
P(z) = (z — 20)Q(z) + P(x0)

mit Q(x) := R(z) + x0S(x) und somit die Behauptung. O
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Satz 3.4.3. Es sein € N. Fin Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Es seien x1,...,z, € R verschiedene Nullstellen von P(x).

Wir zeigen zunéchst durch vollsténdige Induktion nach k, dass P(z) = (x —x1) - - (x — xg) - Qr—i ()
mit einem Polynom @, vom Grad n — k gilt.

Induktionsanfang k& = 1:

Dies ist Satz 3.4.2.

Induktionsschritt k£ — &k + 1:

Nach Induktionshypothese gilt

P(z) = (z—x1) (v — x) - Qn—i(T) (1)

mit einem Polynom @, vom Grad n — k. Nun gilt

k
[T@r =) #0
=1
und damit Q,—x(zxr+1) = 0. Nach Satz 3.4.2 ist
Qn—k(7) = (T — T41)Qn—(k41)(7) (2)
mit gradQ,,_(x4+1)(z) =n — (k+1). Aus (1) und (2) folgt
k+1

P(z) = [[(= = 2)Qu-rs1)(2),

I=1
womit die Hilfsaussage gezeigt ist.
Fiir k£ = n ergibt sich mit a,, € R\{0}

Pla) = a, [ [ (e~ ).
=1

Nach Satz 1.4.3 gilt P(x) = 0 genau dann, wenn x € {x1,...,x,} ist. O

Satz 3.4.4. (Identititssatz fiir Polynome)
Es set D CR und P,Q: D — R Polynome. Mitn € N und ag,br, € R fiir 0 < k <n seien

P(x) = Zak:pk und Q(x) = Z ba®
k=0 k=0

gegeben. Weiterhin gebe es (n+1) Elemente x1,...,zp41 € D mit P(x;) = Q(z;) firl <j <n+1.
Dann ist ay, = by, fiir alle 0 < k <mn. Ist P(z;) =0 fir 1 <j <n+1, so ist P das Nullpolynom.
Insbesondere sind der Grad und die Koeffizienten eines Polynoms durch seine Werte auf einer un-
endlichen Menge eindeutig bestimmt. Ist P(x) = 0 fiir unendlich viele Werte von x, so ist P das
Nullpolynom.

Beweis. Man wendet Satz 3.4.3 auf das Polynom P — @) an. O

Satz 3.4.2 ist ein Spezialfall des Euklidischen Algorithmus:

Satz 3.4.5. (Euklidischer Algorithmus)

Es sei D C R, |D| = 0o und P und Q zwei nicht iiberall verschwindende Polynome auf D. Dann gibt
es zwei eindeutig bestimmte Polynome S, R mit gradR < gradQ, so dass P(z) = S(z)Q(z) + R(x)
fir alle x € D 1st.

Beweis. ohne Beweis. O
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Beispiel 3.4.4. Es sei P(r) = 32° + 2% + 1 und Q(x) = 23 + 2. Division ergibt

320+ 4+ 1= (23 4+2)- (32 +1) + (—622 - 1).

Es gelten der Faktorisierungssatz und der Satz von der Partialbruchzerlegung.

Satz 3.4.6. (Faktorisierungssatz)

Es sei P ein Polynom vom Grad n > 1 mit paarweise verschiedenen Nullstellen x1,...,xr € R und
den Vielfachheiten v, ..., vy € N. Ist 11 + ... + v < n, so gibt es eindeutig bestimmte, paarweise
verschiedene normierte Polynome Pi(z) = 22 +bix+c1, ..., P(z) = 22+ bz +c¢; vom Grad 2, welche
keine reelle Nullstelle besitzen, d.h. es gilt 4c; — b? >0 fiir 1 <j <, und es gibt eindeutig bestimmte
Zahlen pi, ..., € N, so dass P die Produktdarstellung

P(z)=an - (x—x1)" ... (x — zp)" (P (x))" ... (P(x))"

besitzt. Es gilt vi + ...+ vk +2(p1 + ... + ) = n.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.4.7. (Partialbruchzerlegung)
Es seien P,Q Polynome mit gradP < gradQ. Auferdem habe Q die (nach Satz 3.4.6 existierende)
Produktdarstellung

Q(x) =an - (x —x1)" - (x — )" - (22 + bz 4+ )" - (2% + byx + )™

Dann besitzt R eine Partialbruchdarstellung der Form

R(z) = ay - I S
(@) =an-y_ oot +y . R —

k < AM AW ) l BJ(.l):):+C](.1) B§“j)x+0j(“j)
—\r—w (x — x;)vi o

mit AV, A firi=1,... k und BY, M, B O fir =1, 1,

Wir schlieen mit der Diskussion von Grenzwerten von Polynomen und rationalen Funktionen:
n
Satz 3.4.8. (i) Es sei P: R — R ein Polynom vom Grad n, P(z) = Zakxk mit a, € R fir

k=0
0<k<nunda, =1. Dann ist

lim P(z) =00 wund lim P(z)=

T—00 T——00

oo, falls n gerade
—00, falls n ungerade ist.

P
(ii) Es sei R(x) := QExi mit Polynomen P,Q mit gradP < gradQ.
x
Dann ist lim R(x)=0.

T—r 00

(i1i) Es sei xg € R und n € N. Dann ist fir gerades n

lim (z —x0) " = 0
T—T0

und fiir ungerades n

lim (z —x0) " =00 wnd lim (x —xzp) " = —0
x—ma' =T
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(iv) Es seien R,S rationale Funktionen und xog € R U {—o00,00}. FEs sei li_>m R(z) = +oo und
T—T0o
le (x) = c € R\{0}. Es sei T'(z) := R(z) + S(z) und U(z) := R(z) - S(x). Dann ist
T—x0

limg_y R(x), falls ¢>0

lim T(z) = lim R(z) wund lim U(x) :{ Nimyseg R(z), falls ¢ <0
T—x0 ’ .

T—TQ T—TQ T—T0
Dabei ist —(—o0) = 0o gesetzt.
Fiir einseitige Grenzwerte gelten entsprechende Ausagen.

Beweis. ohne Beweis. O

Die Behandlung von uneigentlichen (ein- oder beidseitigen) Grenzwerten rationaler Funktionen oder
Grenzwerte fiir z — 4oo kann zusammen mit dem Euklidischen Algorithmus, Faktorisierung und
Partialbruchzerlegung auf Satz 3.4.8 zuriickgefiihrt werden.

3.5 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Definition 3.5.1. Es sei f: D — R eine Funktion, £ C D. Dann heifit f stetig auf &, falls f in jedem
Punkt x € £ stetig ist. Weiter heifit f nach oben beschrinkt auf £, falls es eine obere Schranke s € R
gibt, so dass f(x) < s fiir alle 2 € £ gilt. Entsprechend wird ”"nach unten beschrénkt” definiert. Man
nennt f dann beschriankt auf £, falls es nach oben und nach unten beschrankt ist.

Satz 3.5.1. (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)
Es seia<beR, I=/[ab] und f: I — R stetig auf I. Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist beschrinkt auf I.

(i) Die Funktion f nimmt auf I Minimum und Maximum an, d.h. es existieren m, M € R und
Trmins Tmax € I, s0 dass f(min) = m, f(Tmax) = M und m < f(x) < M fir alle x € [a,b] gilt.

Beweis. Es sei M € RU{oo} das Supremum des Bildes f(I) = {f(x): x € I}.
Dann gibt es eine Folge (z,)72,, so dass lim, o f(zn) = M ist. Ist M = oo, so ist der Limes
uneigentlich. Nach dem Satz von Bolzano- Weiterstraf (Satz 2.1.14) hat die Folge (x,, )52 ; mindestens
einen Hiaufungswert zg. Damit ist zg Hiufungspunkt von I. Also enthélt I alle seine Haufungspunkte,
somit ist zgp € I. Nach Satz 2.1.17 gibt es eine Teilfolge (xy, )52, von (z,) mit lim, . zp, = 20.

Nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist f(z9) = M, weswegen M € R, d.h. M # oo
folgt. Hiermit ist die Beschréanktheit nach oben und die Existenz des Maximums gezeigt. Beniitzt man
diese Tatsachen fiir — f anstelle von f, so folgt die Existenz des Minimums und die Beschranktheit

nach unten. O

Definition 3.5.2. Es sei f: D — R eine Funktion, £ C D. Dann heifit f gleichméaBig stetig auf &,
falls fiir alle € > 0 ein 6 = 0(e) existiert, so dass |f(x) — f(xg)| < € fiir alle z,xg € € mit |z — x| < ¢
gilt.

Bemerkung 3.5.1. Jede auf & gleichméfig stetige Funktion ist dort auch stetig. Dies folgt aus
Definition 3.2.1. Die Zahl § = d(¢) > 0 wird dann im allgemeinen jedoch nicht nur von e, son-
dern auch von zy abhéngen. Ist £ kein kompaktes Intervall, so braucht eine auf £ stetige Funktion
nicht gleichméBig stetig zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 3.5.1. EsseiD =& =(0,1) und f: D > R, z — f(z) = % Dann ist [ auf &£ stetig, aber
nicht gleichméfig stetig.
Es sei € > 0 gegeben. Es ist

1 1

T i)

B |z — x|

(@) = f(zo)| =

T
und damit
|f(x) = f(zo)| = € & [ — 0| > €|z||zo]-

Dies zeigt, dass fiir beliebige § > 0 die Aussage |f(xz) — f(zo)] < € hochstens dann gilt, wenn
|z — x| < €|xg| ist. Also ist |f(x) — f(zo)| < € fiir |z — zo| < §(e,x0) mit d(e, z) < €|xg| erfiillt, also
fiir kein § > 0, das nur von € abhingt.

Auf kompakten Intervallen sind stetige Funktionen hingegen gleichméfig stetig. Dieses Ergebnis ist
eine Folgerung des Uberdeckungssatzes von Heine- Borel.
Zunéchst definieren wir den Begriff der Uberdeckung;:

Definition 3.5.3. Es seien I, X C R. Fiir alle z € X sei U(x) := Uy (x) mit €(x) > 0 eine €(z)-

Umgebung von z. Die Menge U = {U.(x): € X} heiBt eine Uberdeckung von I, wenn I C U U(x).
rzeX

Man nennt V eine Teiliiberdeckung von U, falls V = {U(z): z € Y} mit Y C X und I C U Ul(z)
zeY

ist.
Ist dazu Y endlich, so heifit V eine endliche Teiliiberdeckung von U.

Satz 3.5.2. (Uberdeckungssatz von Heine- Borel)
Es seild eine Uberdeckung des kompakten Intervalls I. Dann besitzt U eine endliche Teiliberdeckung.

Beweis. Es sei I = [a,b].

Annahme: Es gibt eine Uberdeckung ¢/ von I, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Es sei U := {U(x)| z € X} mit X C R. Wir definieren nun durch vollstindige Induktion eine Folge
(I,) von Intervallen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es bildet (I,,) eine Intervallschachtelung.
(i) Bs gilt: |I,,| = [I| - 2=+,

(iii) Die Uberdeckung U von I besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Induktionsanfang: n = 1:
Dann ist I1 = 1.

Induktionsschritt: n — n 4 1:

Nach dem dritten Teil der Induktionshypothese besitzt die Uberdeckung U von I,, := [ay, b,] keine
endliche Teiliiberdeckung, und es ist |I,,| = |I| - 2~™. Dann ist ¢/ auch eine Uberdeckung fiir die zwei
Hélften I, 1 := [an, “’LT‘H)"] und I, o = [%T‘H)",bn]. Fiir mindestens eine der zwei Hélften 7, ; mit
J € {1,2} existiert dann ebenfalls keine endliche Teilitberdeckung von ¢/. Dann setzen wir 1,41 := I, ;.
Damit erfiillt die Folge (I,,) die Bedingungen (), (i) und (iii). Nach Satz 2.1.10 existiert ein zg € R,
das allen Intervallen angehért. Da U eine Uberdeckung von I ist, gibt es 2 € X mit zy € U(x). Dann
gibt es ein € > 0, so dass Uc(zp) C U(x) ist. Weiter existiert ein ng, so dass fiir alle n > ng gilt:
I, C Uc(zp). Diese I,, werden aber von der einzigen Umgebung U(zp) iiberdeckt, im Widerspruch
dazu, dass fiir die keine endliche Teiliiberdeckung von U existiert. O
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Satz 3.5.3. Es sei I ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig auf I.
Dann ist f auf I gleichmdfig stetig.

Beweis. Es sei € > 0. Zu jedem xg € I gibt es ein § = d(e,zg) > 0, so dass fiir alle z € Us; gilt:

€
F@) = o)l < 5. (1)
Wir setzen
U(zo) = Us(wo). (2)
Es bildet U = {U(xg): 9 € I} eine Uberdeckung von I. Nach Satz 3.5.2 besitzt U eine endliche
Teilitberdeckung. Es gilt also x1,xs,..., %, € I, so dass es fiir alle x € I ein k£ mit 1 < k < m und

x € U(xy) = Us(e, xy) gibt. Wir setzen § := min{d(e,z1),...,0(€,2y)}. Es seien nun x,2’ € I mit
|z — 2| < 0. Dann gibt es k,l mit 1 < k,I < m mit 2 € U(zg) und 2’ € U(x;). Es gilt nach der
Dreiecksungleichung

]ack —a:l\ < ]mk —1" + \x —$/‘ + \x/ —.%‘l‘ < 36.

Wegen (1) und (2) folgt |f(xx) — f(z;)| < §. SchlieBlich ist

(@) = f@] < 1f(@) = flan)| + [ f (@) = fl@)] + [f(z) — f@)] <e.

Also ist | f(z) — f(2")] < € fiir alle z,2' € T mit |x — 2'| < §, die gleichméBige Stetigkeit. O

Satz 3.5.4. (Zwischenwertsatz)
Esseia<beR, I=][a,b], und f: I — R sei stetig auf I. Es sei f(a) < c < f(b).
Dann gibt es ein & € (a,b) mit f(§) =c, d.h. es gilt [f(a), f(b)] C f(I).

Beweis. Wir betrachten die Menge
X ={z:a<z<b: f(zx)<e¢, Vzela,z]}

Esist X # (), da a € X. Wegen X C [a,b] ist X beschriinkt. Also existiert s = sup X.

(i) Wir zeigen zunéchst: f(s) <ec.
Es sei #, = s — %% Wegen a < 2, < s ist f(z,) < ¢. Wegen lim x, = s ist nach dem
n—o0

Folgenkriterium li_>m f(zn) = f(s) und wegen f(z,) < cist f(s) = li_}rn fz,) <ec.
Damit ist (¢) gezeigt.

(ii) Annahme: f(s) <ec.
Dann gibt es ein € > 0, so dass f(s) = ¢ — 2¢e gilt. Wegen der Stetigkeit von f existiert ein
d = d(a), so dass fiir alle z € Us(s) = (s—0,s+9) gilt: | f(x)— f(s)] < € und somit |f(x)| < c—e.
Damit ist aber [a,s + d) N [a,b] C X im Widerspruch zu sup X = s. Also ist f(s) > c.

Zusammengefasst folgt f(s) = c. O

3.6 Monotone Funktionen, Umkehrfunktion

Definition 3.6.1. Essei D C R und f: D — R.

Dann heifit f monoton wachsend, wenn f(x1) < f(x2) fiir alle z1,29 € D mit x1 < x9 ist, und f
heifit streng monoton wachsend, wenn f(z1) < f(x2) fir alle x1, 22 € D gilt.

Entsprechend wird monoton fallend bzw. streng monoton fallend definiert.
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Satz 3.6.1. Es seia < b € R und I = [a,b]. Es sei f: I — R stetig und f(a) < f(b). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt eine auf [f(a), f(b)] definierte Inverse f~1, d.h. die Gleichung f(x) = c
besitzt fiir alle ¢ € [f(a), f(b)] eine eindeutig bestimmte Lésung x = f~1(c).

(ii) Die Funktion f ist injektiv.

(iii) Die Funktion f ist streng monoton wachsend.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.2. Esseia <b€ R und I =[a,b]. Es sei f: [ — R eine stetige, streng monoton wachsende
Funktion auf dem kompakten Intervall I.
Dann ist die Inverse f=1: [f(a), f(b)] — [a,b] eine stetige, streng monoton wachsende Funktion auf

[f(a), F(D)].

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.3. FEs sei n € N. Die n- te Wurzelfunktion g: [0,00) = R, x — g(z) = /z ist auf [0, 00)
stetig.

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.6.2, wenn wir anstatt f dann die streng monoton wachsende Funktion
f:[0,b] = R, x — 2™ wihlen. Sie hat die Inverse f~1: [0,b"] — R, x — {/z. Die Behauptung folgt
mit g := f~1, da b beliebig grofl gewiihlt werden kann. O

3.7 Differenzierbarkeit

Definition 3.7.1. (i) Es sei I C R ein beliebiges Intervall. Dann heifit f: I — R in z9 € I
differenzierbar, falls der Grenzwert

existiert. Er heiffit Ableitung oder Differenzenquotient von f an der Stelle zg.
daf (o) dy
—(x0) = ——.
dz° dx

(ii) Ist f fiir jedes xo € I differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf I.
Die Funktion f': I — R, z — f’(z) heifit die Ableitung von f.

Schreibweise: f'(x) =

Satz 3.7.1. Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und o € I. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt an der Stelle xo die Ableitung f'(xo).

(i) Es existiert eine Funktion r: I — R, © — r(x), wobei r in xq stetig und r(xo) = 0 ist, so dass

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — w0) + r(x) (2 — o) (%)

gilt.
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Beweis. (i) — (ii):

Wir setzen 1) — F(z0)
~ . xr) — Zo /
(@)= TEZT0) i)
Dann ist (x) fiir x # x¢ erfiillt, und es ist
lim 7(z) = lim f(z) = f(wo) f(z0) =0

Wir definieren

(i) — (4):
Es gilt

O

Bemerkung 3.7.1. Satz 3.7.1 besagt, dass fiir kleine Werte von |z — xg| die Funktion f sehr gut
durch die lineare Funktion (Polynom 1. Grades) Ly: x — Ls(x) approximiert wird. Dabei ist L (x)
die lineare Approximation von f. Wir werden spéter Approximationen durch Polynome hoheren
Grades, sogenannte Taylorpolynome kennenlernen. Der Graph von Ly ist eine Gerade , die Tangente
an der Kurve y = f(z) im Punkt (zo, f(xg)). Weiter ist f’(x¢) die Steigung der Tangente. Sie ist der
Grenzwert der Differenzenquotienten

f(x) — f(xo)
x—x9
der Steigungen der Sekanten der Kurve y = f(z) durch die Punkte (zg, f(x¢)) und (z, f(z)).
Eine grobere Approximation ist durch die konstante Funktion Cy¢(x) = f(x¢) (Polynom nullten
Grades) gegeben. Ihr Graph ist die horizontale Gerade durch (xg, f(x¢)). Es ist f(z) = C¢(z) + s(z)

mit lim s(z) = 0. Diese existiert auch fiir stetige Funktionen.
T—T0

Satz 3.7.2. (Eindeutigkeit der linearen Approximation)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R undzg € I. Gilt f(z) = f(zo)+c(x—x0)+7(z)(x—20)
mit ¢ € R, r stetig in xo und r(xo) =0, so ist [ differenzierbar in xo, und es ist ¢ = f'(xo).

Beweis. Aus f(z) = f(xo) + c(x — zo) + r(z)(x — x0) folgt

f(x) — f($0) —c+ ’I“(ZE)
T — X0
Also ist
lim @) = f(@o) =c+ lim r(z) =c
T—T0 xTr — 1‘0 T—T0
Nach Definition 3.7.1 ist ¢ = f’(zo). O

Satz 3.7.3. (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und xg € I. Ist f in xg differenzierbar, so ist es dort
auch stetig.
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Beweis. Aus () aus Satz 3.7.1 folgt

lim f(z) = f(xo) + mlir;lo f(zo)(z — o) + lim 7(x)(x — x0) = f(20)

Tr—IQ T—T0

nach Satz 3.1.3. Nach Satz 3.2.1 folgt die Stetigkeit von f in xg. O

Bemerkung 3.7.2. Die Umkehrung von Satz 3.7.3 gilt nicht. Die Betragsfunktion f: R — R, z — ||
ist in xg = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Es ist

lim f(z) ~ £(0) = lim — =1, aber
z—0t x—0 z—0t T
lim f(x) = 1(0) lim - -1
r—0~ x—0 x—0— T
Also existiert lim M nicht.
z—0 xr—0

3.8 Ableitungsregeln

Satz 3.8.1. Es sei I C R ein Intervall. Die Funktionen f,g: I — R seien in xg € R differenzierbar.
Es seien a,b € R. Dann sind die Funktionen af + bg und f - g in xo differenzierbar, und es gilt

(1) (af +bg)'(zo) = af'(zo) + by’ (x0) (Linearitit)

(ii) (f-9)(x0) = f'(w0)g(x0) + f(w0)g'(x0) (Produktregel)

Beweis. Wir beweisen nur (4i):
Fiir x € I mit = # xg gilt

f(@)g(x) — f(z0)g(x0) f(@)g(x) = flzo)g(x)  flzo)g(x) — f(x0)g(x0)

Tr — X - r — X + T — X0
= LA g 4 e 2= 200)

Also ist

i 4 (#)9(2) — f(z0)g(wo) i @) = flzo) o(x) + lim f(zo) Tim g(x) — g(xo)

T—x0 Tr — X T—XTQ Tr — X0 T—x0 T—x0 T—x0 Tr — X0

= f'(z0)g(wo) + f(x0)g' (x0)-

Satz 3.8.2. (Ableitung von Polynomen)

n
Es sein €N, und P: R - R, x — P(z) = Z arz® mit a, € R sei ein Polynom.
k=0

n
Dann ist P fiir alle z € R differenzierbar, und es ist P'(x) = Z kagzFL.
k=1

d
Spezialfall: Es ist —a" =n-z" L.
—_— dz
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Beweis. Wir betrachten zunéchst die Ableitung der Identitét id: x — x. Es ist

id'(a:o) = lim id(z) — id(xo) _ T 1.
T—T0 T — xg T — xg

Der Spezialfall ergibt sich dann durch vollstdndige Induktion nach n.
Der allgemeine Fall folgt aus der Linearitét. O

Satz 3.8.3. Es sei I C R ein Intervall, und es seien f,g: I — R in xo € I differenzierbar. Auflerdem
sei g(x) # 0 fiir x € I. Dann st 5 in xg differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel

(f)l (o) = 9(z0) f'(o) — f(20)g'(x0)

g g%(xo)

Beweis. Fiir z,xg € I und = # xq gilt

£@) = §@0) _ f@)geo) - flo)g(w) _ (RN E ) .

r—x9 (v —x0)g(x)g(x0) T — xo T — xo g(x)g(zo)

Der Grenziibergang z — xq liefert die Behauptung. O

Satz 3.8.4. Es seien I, J C R Intervalle, f: I — J sei im Punkt xg € I differenzierbar und g: J — R
sei im Punkt yo = f(xo) € J differenzierbar. Dann ist go f: I — R im Punkt xo differenzierbar, und
es gilt die Kettenregel

(go f)(x0) =g (o) - f'(x0)-
Beweis. Nach Satz 3.7.1 ist fiir alle x € 1

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) + r(z)(2 — o) (1)

mit r stetig in xo sowie r(xp) = 0 und

9(y) = 9(yo) + ¢'(y0)(y — wo) + s(y)(y — vo)- (2)

fiir alle y € J mit s stetig in yo und s(yg) = 0.
Indem wir in (2) dann y = f(x) setzen, erhalten wir aus (1)

9(f(x)) = g(f (o)) +¢' (o) (f' (z0) (x —x0) +7(x) (= z0)) +5(f (2)) (f' (z0) (w—z0) +7(x) (z—0)). (3)

Es sei
t(x) = g (yo)r (@) + s(f(2))(f'(z0) + ().
Die Funktion f ist stetig in = z¢ und wegen s(f(z9)) = s(yo) = 0 folgt t(z¢) = 0. Also folgt aus
3
¥ (g0 f)(@) = (g° f)(0) + g'(y0) f'(z0)(z — w0) + t(2)(z — z0)
mit ¢ stetig in @ = z¢ und ¢(xg) = 0. Aus Satz 3.7.1 und 3.7.2 folgt g o f ist differenzierbar in xy, und
es ist (g o f)(z0) = ¢'(yo) f' (o). O

Satz 3.8.5. (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Es seien I,J Intervalle. Es sei f: I — J bijektiv und o € I. Es sei f im Punkt xq differenzierbar,
und es sei f'(xg) # 0. Dann ist die inverse Funktion f~': J — I in yo = f(x0) differenzierbar, und
es st

—1y/ _ 1
U7 0) = Frigey
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Beweis. Es sei (yn)52, mit y, € J\{yo} und li_}m Yn, = yo. Die Folge (x,); sei durch
n oo

Yn = f(xn) <~ ITp = fﬁl(yn)
definiert. Wegen der Stetigkeit von f~! ist dann

lim z, = f* ( lim yn) = ' (yo) = 0.

n—oo n—oo

nach dem Folgenkriterium ist
-1 _ -1 _ _ -1
lim f (yn) f (yO) — lim Tn — X0 _ ( lim f(xn) f(x0)> = 1
n—00 Yn — Yo n—00 f(xn) - f(xO) /

Wieder ist nach dem Folgenkriterium

Beispiel 3.8.1. Die Funktion f: (0,00) — (0,00), * — 22 besitzt die Umkehrfunktion

f1:(0,00) = (0,00), ¥y — 3y
Nach Satz 3.8.5 ist fiir yo € (0,00) dann

(f_l)/(yo) = =1 =

Also ist, wenn wir wieder x statt y schreiben:

3.9 Mittelwertsatz, Monotonie

Definition 3.9.1. Es sei I ein Intervall. Fiir das Innere von I schreiben wir ;

Essei f: I — Rund ¢ € I. Man sagt: f besitzt in £ ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum),
falls es ein 6 > 0 gibt, so dass f(z) < f(§) (bzw. f(x) > f(&)) fir alle z € Us(§), (d.h. fiir alle z € T
mit |z — £| < J), gibt. Die Funktion f besitzt in £ ein relatives Extremum, falls es dort ein relatives
Maximum oder Minimum besitzt.

Satz 3.9.1. Es sei I ein Intervall, f: I — R und £ € I. Zudem sei f in & differenzierbar. Besitzt f
in & ein relatives Extremum, so ist f'(£) = 0.

Beweis. Wir kénnen, falls wir nétigenfalls f durch — f ersetzen, annehmen, dass f in & ein relatives
Maximum besitzt. Es ist dann

da @) = 1(©) <0 fiir z > ¢ ist, und
r—¢
ri© = tim {9218 5 )
(x;g()>0fﬁr:n<£ist.
Aus (1) und (2) folgt f'(€) = 0. O
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Satz 3.9.2. (Satz von Rolle)

Es seia < b € R und I = [a,b]. Die Funktion f: I — R sei auf I stetig und auf I = (a,b)
differenzierbar. Es sei f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.5.1 nimmt f auf I sein Maximum M und sein Minimum m an. Ist f = 0, so
ist f/(€) = 0 fiir alle € € (a,b). Andernfalls ist M > 0 oder m < 0. Wir nehmen f(§) = M > 0 an.

Wegen f(a) = f(b) =0 ist £ ¢ {a,b}, also ist £ € 1= (a,b). Nach Satz 3.9.1 ist f'(£) = 0. O

Satz 3.9.3. (1. Mittelwertsatz)

Es seia < b€ R und I = [a,b]. Weiter sei f: I — R auf I stetig und auf I differenzierbar. Dann
gibt es € € (a,b) mit

Beweis. Es sei

o(@) = 1(&) - f(a) - (@~ /D)

Dann ist g(a) = ¢g(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle (Satz 3.9.2) gibt es ein £ € (a,b) mit

g =0s f() ="t
O

Bemerkung 3.9.1. Der Satz von Rolle und der 1. Mittelwertsatz lassen sich geometrisch so deuten,
dass es mindestens einen Punkt £ im Inneren des Intervalls [a, ] gibt, so dass die Tangente an die
Kurve y = f(x) in (§, f(€)) parallel zur Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Satz 3.9.4. (2. Mittelwertsatz)
Es seia <be R und I = [a,b]. Es seien f,g: I — R auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Es sei ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein & € (a,b) mit

f1€) _ ) — f(a)
g gb) —gla)

Beweis. Wegen des Satzes von Rolle (Satz 3.9.2) ist g(b) # g(a). Die Funktion h: I — R sei durch

ey (o SO f@
)= 1) - (1) + L= g0) - gta)
definiert. Dann ist h(a) = h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit h'(£) = 0, d.h.
N _pl _f(b)_f(a)/
019 = £1(6) - L8 e,
Wegen ¢'(£) # 0 folgt die Behauptung. O

Satz 3.9.5. Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R stetig in I und differenzierbar in I. Dann
gilt
f'(x) =0 firallex€l< f=const. aufI.
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Beweis. 7=": 5
Es sei f/(z) = 0 fiir alle 2 € I. es seien z1,22 € I und 27 < x2. Nach dem Mittelwertsatz gilt dann

f(@2) — f(x1) = f(&)(za —21) =0

fiir ein & € (21, x2). Deshalb ist f(x) = const.
” @77:
Klar. O

Satz 3.9.6. (Monotonietest)

Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R in I stetig und in I differenzierbar. Dann gilt

(i) Es gilt

f'(x) >0 fiir allex € .CT) & f ist monoton wachsend.

(i) Es gilt

f'(x) >0 fiir allex € I = f ist streng monoton wachsend.

Entsprechende Aussagen gelten fiir monoton fallenden Funktionen.

Beweis. (1) 7=":
Es seien x1,x9 € I mit 1 < x2. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9.3) gibt es € € (21, 22), so
dass

/ o f($2) - f(xl)
(&)= Tz fEeo fla1) < f(22).
77<:77: 5
Es sei xg € I. Es ist

Wegen f(z) > f(xo) fiir x > x¢ ist f'(z9) > 0.

(ii) ohne Beweis.

O]

Bemerkung 3.9.2. Die Riickrichtung in (i7) gilt nicht. Dies zeigt das Beispiel f: R — R, z — 3.
Obwohl f auf R streng monoton wachsend ist, ist f/(0) = 0.

Beispiel 3.9.1. Es sei f: R = R, 2 — f(z) := 2% — 32. Man finde maximale Intervalle, auf denen
f streng monoton wéchst bzw. streng monoton fallt.

Losung;:

Esist f/(z) =322 -3 =3(z—1)(z+1). Esist f/(z) = 0 fiir z; = —1 und x5 = 1. Somit ist f'(z) > 0
fir x € (—o0,—1) U (1,00). Es ist f'(z) < 0 fiir x € (—1,1). Nach Satz 3.9.6 ist f streng monoton
wachsend auf (—oo, — ) und auf (1, 00) und streng monoton fallend auf (—1,1).
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3.10 Ho6here Ableitungen, Taylorpolynome

Definition 3.10.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R, dessen Ableitung f’ auf I existiere.

(i) Ist f’ auf I stetig, so heiit f stetig differenzierbar auf I (Schreibweise: f € C1(I)).

(ii) Die Ableitung f’(z¢) existiere in 2 € I. Dann heifit

) = L) = () = (2 (L)) o

die zweite Ableitung (oder Ableitung 2. Ordnung) von f an der Stelle xg.

(iii) Falls f”(z) fiir alle z € I existiert, dann heiit f zweimal differenzierbar auf I.

(iv) Ist zusitzlich f” auf I stetig, dann heifit f zweimal stetig differenzierbar auf I (Schreibweise:

fecI).
(v) Allgemein wird durch vollsténdige Induktion nach n die n- te Ableitung (oder Ableitung n- ter
d?’b
Ordnung) f™(z0) = d—{(xo) definiert und die Klasse C"(I) der
x

n- mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I.
AuBerdem setzen wir f©)(zq) := f(zo).

(vi) Existiert f(®(z) fiir alle n € N, so heifit f unendlich oft differenzierbar in .

(vii) Ist f(z0) fiir alle n € N und fiir alle z € I erklirt, so heift f unendlich oft differenzierbar in
I (Schreibweise: f € C*°(I)). In diesem Fall sind alle Ableitungen automatisch stetig, also ist
f unendlich oft stetig differenzierbar.

Wir haben in Satz 3.7.1 gesehen, dass die erste Ableitung einer Funktion f fiir die lineare Approxi-
mation von f von Bedeutung ist. Es ist

f(x) = Ly(z) + r(z)(z - w0)

mit L¢(z) = f(zo) + f'(z0)(z — o).

Es ist Ly(20) = f(zo) und L’ (x0) = f'(z0). So ist dann Ly das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad < 1, das in xg dieselbe Ableitung bis zur 1. Ordnung besitzt wie f. Es ist nun zu erwarten,
dass das Polynom héchstens n- ten Grades, das in zg dieselbe Ableitungen bis zur n- ten Ordnung
besitzt wie f, eine besonders gute Approximation von f liefert.

Definition 3.10.2. Es sei I C R ein Intervall. Es sei f: I — R in zg € I dann n- mal differenzierbar.

Dann heif3it ®
n ~ [P (x
T f(xg,) = 3 k(' 0)(36

k=0

_ xo)k

das n- te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xg.

Satz 3.10.1. FEs sei I C R ein Intervall. Es sei f: I — R in x¢g € I genau n- mal differenzierbar
und P ein Polynom vom Grad héchstens n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P (zg) = f®)(z0) mit 0 <k <n
(i) P(z) =T f(xo, ).
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Satz 3.10.2. (Satz von Taylor)
Es sein € N und I C R ein kompaktes Intervall. Gegeben sei die Funktion f: I — R, welche (n+1)-

[¢]
mal stetig differenzierbar auf I sei und n- mal stetig differenzierbar auf I. Dann gilt die Taylorsche
Formel

n pk) (n-+1)
fla) = kzo ! k(!JCO) (& — x0)* + M(az — 20)"" = T™ f(20,2) + Rpy1 (w0, 7)

fiir alle x € I und x # xo. Dabei ist £ = xo + t(x — xo) fir eint € (0,1) und

FI(E)
(n+1)!

Ryy1(x0,x) := (z — 20)" !

das Restglied von Lagrange.

Beweis. ohne Beweis. O

3.11 de L’Hospitalsche Regeln

x
Die Bestimmung des Grenzwertes eines Quotientens li_r>n fé) kann nach den Grenzwertsétzen (Satz
T—a g X

lim f(x) _ lim,_,q f(2)

z—a g(z)  limg_q g(z)
erfolgen, falls der Grenzwert des Nenners lim,_,, g(x) # 0 ist.
Gilt sowohl lim,_,, f(x) = 0 als auch lim,_,, g(x) = 0, so fithren oft die de L’Hospitalschen Regeln
zum Ziel. Diese kénnen auch in Féllen angewandt werden, in denen lim,_,, f(z) = lim,_,, g() = oo
ist.

3.1.3) mittels

Satz 3.11.1. Die Funktionen f und g seien auf dem offenen Intervall (a,b) mit —oo < a < b < oo
differenzierbar. Weiter sei g'(z) # 0 fiir x € (a,b). Es sei

. . 0
ilg}l flz) = ;gr}lg(x) =0 <der Fall 0>

oder . c
lim g(z) = £o0 (der Fall — bzw. —) .
T—ra o oo
i _fl@) =
Auflerdem existiere der Grenzwert lim — e R.
z—a g'(x)
Dann ist g(x) # 0 fir x € (a,b), der Limes liin ;Eg existiert, und es gilt die de L’Hospitalsche Regel

lim f(z) = lim f’(a?)

z—a g(x) r—a g’(q:)'
Beweis. Wir beschrianken uns auf den Fall %.

(i) Zunéchst zeigen wir, dass
g(x) # 0 fir alle x € (a,b) (1)

gilt. Wir fiihren diesen Beweis durch Widerspruch:
Annahme: 3z € (a,b) mit g(xg) = 0.
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(a) Fall 1: a € R (d.h. a # —o0):
Nach dem Satz von Rolle (Satz 3.9.2) gibt es dann ein & mit ¢'(£) = 0, ein Widerspruch.

(b) Fall 2: a = —oc0:
Es ist g(xo — 1) # 0. Andernfalls wiirde der Satz von Rolle wieder ein £ € (z¢ — 1, zo) mit
J' (&) = 0 liefern, wiederum ein Widerspruch.
Es folgt die Existenz eines zo < z1 := 29 — 1 mit |g(z2)| < |g(x1)|. Es gibt also ein
relatives Extremum im Intervall (z2,xg). Der Satz von Rolle liefert wieder ein £ € (a,b)
mit ¢’(£) = 0, erneut ein Widerspruch.

/
(ii) Es sei [ := lim f,(x).
z—a g'(x)
Falls I € RU {—o0}, dann sei I’ > [ fest vorgegeben. Dann gibt es ein ¢’ > a mit
/
f/ (x) < l/
g'(x)

fiir alle z mit a < x < d. Fiir a < z < y < d’ folgt aus dem zweiten Mittelwertsatz

f@)—fly) _ f©)

= <0
9(x) —gly) g
fiir ein € € (z,y). Fir 2 — a folgt
9(y)
fira<y<d.
(i) Analog folgt fiir I” < I: es existiert ein a” > a mit
f(y) Z l//
9(y)
fiir alle y mit a < y < a”.
Aus (i) und (ii7) folgt die Behauptung. O

3.12 Konvexitit und relative Extrema, Kurvendiskussion

Die Aufgabe der Kurvendiskussion ist es, die wesentlichen Eigenschaften des Graphen einer Funk-
tion f zu ermitteln. Dazu gehort die Lage von absoluten und relativen Maxima und Minima. Wir
haben mit Satz 3.9.1 zwar eine notwendige Bedingung fiir ein relatives Extremum in z = £ gefunden
(f'(¢€) = 0), kennen aber noch keine hinreichende Bedingung. Eine solche kann durch Betrachtung
der zweiten Ableitung f” erhalten werden. Wir beginnen mit einem notwendigen Kriterium, das die
zweite Ableitung beniitzt.

Satz 3.12.1. (Notwendiges zweites Ableitungskriterium)

[¢]
Die Funktionen f: I — R sei auf I zweimal stetig differenzierbar und besitze in einem Punkt xg € 1
ein relatives Mazimum bzw. Minimum. Dann gilt

f"(x0) <0 bzw.  f"(z0) > 0.
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Beweis. O.B.d.A. besitze f ein relatives Maximum. Nach Satz 3.9.1 ist f’(x¢) = 0. Nach dem Satz
von Taylor (Satz 3.10.2) haben wir

£(@) = flao) + 51" (E)(w — w0’ (1)

mit & zwischen x und xg.

Annahme: f”(x¢) > 0.

Wegen der Stetigkeit von f” in xy gibt es ein § > 0, so dass f”(£) > 0 fiir alle £ € Us(xp) ist. Aus
(1) folgt dann f(x) > f(xo) fir alle x € Us(xg), ein Widerspruch.

Also folgt f"(xzo) < 0.

Ebenso fiihrt die Annahme f”(xzg) < 0 zu einem Widerspruch dazu, dass f in zg ein relatives
Minimum besitzt. O

Satz 3.12.2. (Hinreichendes zweites Ableitungskriterium)

[¢]
Es sei f: I — R auf I zweimal stetig differenzierbar. In einem inneren Punkt xo € I sei f'(xg) =0
und f"(xg) < 0 bzw. f"(x¢) > 0. Dann besitzt f an der Stelle xq ein isoliertes relatives Mazimum
bzw. Minimum.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall f”(z¢) < 0. Der Fall f”(zg) > 0 verlduft analog. Wie im Beweis
von Satz 3.12.1 haben wir

£(2) = fwo) + () — w0 (1)

mit £ zwischen z und zp. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es ein § = d(¢), so dass f”(§) < @ fiir
alle £ € Us(zg) gilt. Daraus und aus (1) folgt f(z) < f(zo) fiir alle z € Us(zo).
Damit besitzt f ein isoliertes Maximum in x = xg. O

[¢]
Definition 3.12.1. Es sei f: I — R auf [ einmal differenzierbar. Dann besitzt f in 29 € I einen
Wendepunkt (zg, f(x0)), wenn die Ableitung f” in xq ein isoliertes relatives Extremum besitzt.

Definition 3.12.2. Es sei [ ein (endliches oder unendliches) Intervall, das aus mehr als einem Punkt
besteht. Dann heifit f konvex auf I, wenn die Ungleichung

U=ty +twg) < (1—0)f(21) +tf(22) (1)

fiir alle z1, 22 € I und alle ¢ € (0, 1) gilt.
Zudem heifit f streng konvex, wenn die strikte Ungleichung

f((L =) +tw2) < (1 —t)f(z1) +tf(22) (2)

fiir alle x1 # x2 und alle t € (0,1) gilt.
Gelten (1) bzw. (2) mit dem >- bzw. >- Zeichen, so heiit f konkav bzw. streng konkav.

Bemerkung 3.12.1. Die Ungleichungen (1) bzw. (2) haben folgende geometrische Bedeutung:
Durchlduft ¢ das Intervall (0,1), so durchlduft der Punkt ((1 — ¢)zq + tag, (1 — ) f(z1) + tf(z2)) die
Verbindungsstrecke der Punkte (x1, f(z1)) und (x2, f(z2)), d.h. die Sekante, wihrend ((1 — t)z1 +
tza, f((1 —t)x1 4+ tza)) die Punkte des Graphen (z, f(z)) mit den gleichen Abszissen durchléuft. Die
Ungleichungen (1) bzw. (2) besagen also, dass das Segment des Graphen von y = f(z) zwischen
zweien seiner Punkte nicht unter bzw. {iber der Sekante ist.

Satz 3.12.3. Es sei I ein beliebiges Intervall, f: I — R sei auf I stetig und auf I differenzierbar.
Dann gilt:
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(i) Die Funktion f ist auf I genau dann konvex, wenn die Ableitung f' auf I monoton widchst.

(i) Weiter ist f auf I genau dann streng konvex, wenn die Ableitung f' auf I streng monoton

wdchst.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.12.4. (Konvexzitit, zweites Ableitungskriterium)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, und f: I — R sei auf I stetig und auf I zweimal differenzierbar.

Dann gilt:
(i) Die Funktion f ist auf I genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fiir alle x € I gilt.
(ii) Ist f"(x) > 0 fir alle x € I, so ist f streng konve.

Beweis. ohne Beweis.
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Kapitel 4

Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Grenzfunktionen, Potenzreihen

4.1 Gleichméaflige Konvergenz und Stetigkeit

Die Typen der uns bisher bekannten Funktionen sind sehr begrenzt. Sie umfassen lediglich Ausdriicke,
die durch Kombination der vier Grundrechenarten mit der Wurzelbildung erhalten werden. Wichtige
andere ”elementare” Funktionen werden als Grenzwerte von Funktionenfolgen erhalten, z.B. die
Exponentialfunktion F(z) (oder ) durch

n k
Somit ist E(x) der Grenzwert der Folge der Funktionen (T;,(x))>2, mit T, (z) := Z %
k=0

Jede Funktion T),(x) dieser Folge ist als Polynom stetig und differenzierbar. Gilt dies auch fiir die
Grenzfunktion F(x)? Wir werden im folgenden die Grundlagen zur Behandlung dieser Fragen be-
reitstellen.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen nicht stetig zu
sein braucht.

Beispiel 4.1.1. Fiir n € N sei
fni[0,1] 5 R, z— fu(z) =2a".

Es ist

. |0 fir 0<z<1
flw) = lim f"(x)_{l fir z=1.

n—0o0

Die Grenzfunktion f(x) ist also unstetig in & = 1, obwohl alle Funktionen f,, der Folge stetig sind.

Die Stetigkeit der Grenzfunktion folgt jedoch, wenn man die Forderung der Konvergenz durch die
stiarkere Forderung der gleichméfligen Konvergenz ersetzt.

Definition 4.1.1. Es sei D C R. Fiir n € N seien f,,: D — R Funktionen. Auflerdem sei f: D — R.
Man sagt (fn)52, konvergiert gleichméfig gegen f (auf D), Schreibweise: f;, glmy f, falls gilt:

Ve > 0 dng = no(e), so dass Vn > ng : |f(z) — fu(z)] < e
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Bemerkung 4.1.1. Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz besteht darin, dass fiir gegebenes
€ > 0 ein ng existieren muss, das von x unabhéngig ist. In Beispiel 4.1.1 ldsst sich zu jedem Paar
(e,z) mit € > 0 und zy € [0, 1] ein ng = no(e, zp) finden, so dass |f(xg) — fn(zo)| < € fir alle n > ng
ist. Es lasst sich jedoch kein solches ng finden, das fiir alle xy funktioniert.

Satz 4.1.1. Es sei D C R, und f,: D — R mitn € N sei auf D stetig. Die Folge (fy,)7>, konvergiere
gleichmdflig gegen f: D — R. Dann ist auch f auf D stetig.

Beweis. Es sei xg € D. Ist xg isolierter Punkt von D, so ist f nach Bemerkung 3.2.1 in z( stetig.
Wir kénnen also annehmen, dass x¢g Hiufungspunkt von D ist. Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es
nach der Definition der gleichmiifiigen Konvergenz ein ng = ng(e¢/3) € N, so dass

|f(z) — fu(x)|] < €/3 fiir alle n > ng(e/3) (1)

ist. Wegen der Stetigkeit von f,, gibt es nach Definition 3.2.1 ein § = d(e/3) > 0, so dass

|fn(x) — fu(zo)| < €/3 fur alle x € Us(xo) (2)

ist. Aus (1) und (2) folgt nun fiir alle x € Us(xo)

(@)= flzo)l = [f(@) = ful) + ful2) = falz0) + fu(z0) — f(20)]
< f@) = fa@)] + | fa(@) = fulzo)| + [falzo) — f(z0)]
A-Ugl.
< €.
Dies zeigt nach Definition 3.2.1 die Stetigkeit von f in xg. O

Satz 4.1.2. (Cauchykriterium fir gleichmdfige Konvergenz)
Eine Folge von Funktionen f,: D — R ist genau dann gleichmdf$ig konvergent, wenn

Ve > 0 Ing = no(e), so dass fiir ny,ng > ng gilt | fn, (x) — fny ()] < €.
Beweis. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.15) konvergiert die Folge (f,,(z)) fiir alle x € D. Es

gibt also eine Funktion f: D — R mit lim f,(z) = f(z).
n—o0
Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ng = ng(€/2), so dass fiir n1, ng > ng gilt:

’fnl(x) - fm(x)’ < 6/2'

Satz 2.1.8 (Erhaltung von Ungleichungen) ergibt mit dem Grenziibergang no — oo schliefflich

[fua () — f(2)] < €/2 <e.

4.2 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Satz 4.2.1. Es sei I = [a,b] mit a < b € R. Die Funktionen fn,: I — R mit n € N seien differenzier-
bar mit den Ableitungen f): I — R. Fir xo € I konvergiere (f,) und (f],) konvergiere gleichmdfig
auf I. Dann konvergiert (fy,) auf I gleichmdf$ig gegen eine auf I differenzierbare Funktion f, und es
gilt

fl(@) = lim f(z)

n—o0

fir alle x € 1.
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Beweis. i) Es sei € > 0 gegeben. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.15) gibt es ein ng € N, so
dass
[ Fulwo) — filao)] < /2 fiir alle k,1 > no. (1)

Weiter folgt wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f) (x)) auf I die Existenz von ny € N,
so dass fur k,1 > ny

&) = fiO)l < gy firalle g T (2)
gilt. Es sei ng = max{ng,n1} mit k,1 > ng und = € I. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9.3)
gibt es ein £ zwischen zg und z, so dass
(fe(z) = fiz)) = (fr(wo) = filzo)) = (f1(&) = f1(E))(x — o). (3)
Aus (1), (2) und (3) folgt
|fx(z) — filz)] < € fiir alle k,1 > no.

Damit erfiillt die Folge (f,,) das Cauchykriterium fiir gleichméBige Konvergenz und konvergiert
nach Satz 4.1.2 gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f:

Tim fu(2) = f(2) (4)

fir alle z € I. Nach Satz 4.1.1 ist f stetig.

ii) Fiir n € N sei

fn(@) = fn(@0)

, falls = #=x
gn(x) = T — X0 7& 0
I (xo), falls = = xo.

Nach der Definition der Ableitung (Definition 3.7.1) ist g, auf I stetig. Nach dem Mittelwertsatz
(Satz 3.9.3) folgt fiir alle = # xq:

gk(x) — gi(x) = fr.(§) — f{(§) fiir ein £ € (z0,2).

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f},) auf I erfiillt auch die Folge (g,,) das Cauchykri-
terium der gleichméfigen Konvergenz und konvergiert nach Satz 4.1.2 gegen eine Grenzfunktion
g. Nach Satz 4.1.1 ist g stetig und damit

tim T =IE0)  piy g0) = g(ag) = tim g @0).

T—T0 r — X0 Tr—xTQ

Nach Definition 3.7.1 ist damit f in x¢ differenzierbar und f’(zg) = h_)m fr(xo). Danach (4) die
Voraussetzung li_>m fn(xo) = f(x0) fiir alle x € I erfiillt ist, ist f fiir alle x € I differenzierbar,
und es gilt f/(x) = lim fr(z).

n

O

4.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit durch unendliche Reihen de-
finierter Funktionen

Wie schon in Abschnitt 4.1 ausgefiihrt wurde, sind unendliche Reihen von Funktionen Spezialfille
von Grenzfunktionen von Funktionenfolgen. Betrachtet man die Sétze 4.1.1 und 4.1.2 fiir diesen
Spezialfall, so erhédlt man sofort
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Satz 4.3.1. i) Es sei D C R. Die Funktionen g,: D — R mit n € N seien auf D stetig. Die
o0

unendliche Reihe Zgn(x) konvergiere auf D gleichmdflig gegen f(x). Dann ist auch f auf D
n=1

stetig.
ii) Es sei I = [a,b] mit a < b € R. Die Funktionen h,: I — R mit n € N seien differenzierbar

o o0
mit den Ableitungen h,: I — R. Fiir xo € I konvergiere Z hn(x0) und Z h! (xo) konvergiere

n=1 n=1

gleichmdfig auf I. Dann konvergiert h(z) = Z hn(z) auf I gleichmdfig. Weiter ist h(x) auf

n=1

I differenzierbar, und es gilt h'(x) = Z Rl (z) fiir alle x € I.
n=1

Wir geben noch ein Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz von unendlichen Reihen:

Satz 4.3.2. (Weierstrafisches Majorantenkriterium)
Es sei D C R und fn: D — R mit n € N Funktionen. Es gebe Zahlen M, € R, so dass |fn(z)| < M,
[e.e]

fiir alle x € D und n € Ny mitZMn<oo.

n=1

(e.9]
Dann konvergiert die Reihe Z fn auf D gleichmdfig.

n=1

n
Beweis. Es sei € > 0. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.15) existiert ein ng, so dass Z My < €

k=m
> fulx)

k=m

folgt aus Satz 4.1.2. O

fiir alle m, n mit ng < m < n. Dann ist auch < €. Die gleichméfige Konvergenz der Reihe

4.4 Potenzreihen

Definition 4.4.1. Es sei (a,)52, eine Folge reeller Zahlen und z,z¢ € R. Die unendliche Reihe

p(x) == Z an(x — x0)"
n=0

heifit Potenzreihe (in z) mit Entwicklungspunkt z¢ und Koeffizienten a,,.

Bemerkung 4.4.1. Zur Bezeichnung der Folge (a,) konnen auch andere Symbole verwendet werden,
o

ebenso an Stelle von z, z. B. ist Z bp(w — wp)™ eine Potenzreihe in w mit Entwicklungspunkt wg

n=0
und Koeffizienten b,,.

Die grundlegende Frage betrifft den Konvergenzbereich der Potenzreihe, die Menge aller x, fiir die
p(x) konvergiert.

o0

Beispiel 4.4.1. Die geometrische Reihe Z x" konvergiert nach Satz 2.3.1 fiir |x| < 1 und divergiert
n=0

fiir |z| > 1. Der Konvergenzbereich ist also das Intervall (—1,1).
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Wir werden sofort sehen, dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe stets ein Intervall ist.
Zur Vorbereitung zeigen wir

o
Satz 4.4.1. FEs seip(x) = Z an(x — xz0)" eine Potenzreihe, und p(x) konvergiere fiir x = x1. Es sei
n=0
0<e<|zy—x0]
oo
Dann konvergiert Z an(x — 20)" gleichmaifsig auf der Menge {z| |z — xo| < |x1 — zo| — €}.
n=0
Beweis. Nach Satz 2.4.1 folgt aus der Konvergenz fiir x = x;

lan||z1 — zo|" = 0 (n — o0).

Insbesondere ist |ay,||x1 — xo|™ < M fiir ein (von n unabhingiges) M. Es ist

n
€
|an||lz — zo[" < an|(J1 — 20| — €)™ = [an[|lz1 — zo|" <1 - > < Mq"
w1 — o
. €
mtg=1— —— < 1.
|71 — ol
Die Behauptung folgt nach dem Weierstralschen Majorantenkriterium (Satz 4.3.2). O

[e.9]
Satz 4.4.2. Es sei p(z) = Zan(a: — x0)" eine Potenzreihe. Dann tritt genau einer der folgenden
n=0

drei Fille ein:

i) Die Potenzreihe p(x) konvergiert nur fir x = xg.
it) Es gibt eine Zahlr > 0, so dass p(x) fir |v—xo| < r konvergiert und fiir |z —zo| > r divergiert.
i11) Die Potenzreihe p(z) konvergiert fir alle x.

Beweis. Die drei Félle schlieflen sich offenbar gegenseitig aus. Wir nehmen an, dass die Fille (i) und
(7i7) nicht eintreten. Zu zeigen ist, dass dann der Fall (i7) eintritt. Es sei

K = {2': p(z) konvergiert fiir z € (o — |2’ — zo|,v0 + |2’ — 20|)} (1)

und
r=inf{|z’ — zo|: 2’ € KE}. (2)

Da Fall () nicht eintritt, existiert ein z1 # xg, so dass p(z1) konvergiert. Nach Satz 4.4.1 ist dann
(xo — |21 — @0|, 0 + |21 — 20]) € K und damit r > 0.
Da Fall (i) nicht eintritt ist £ # oo und damit r < oco.

i) Es sei x € (zg — 7,20 + 7).
Nach den Definitionen (1) und (2) existiert ein 2’ € (zg — r,zg + r) so dass p(z’) konvergiert.
Nach Satz 4.4.1 konvergiert auch p(z).

i) Essei x ¢ [zg — 1,20 + 7.
Nach den Definitionen (1) und (2) gibt es ein 2" mit |zo—2"| < |zo—z|, so dass p(z”) divergiert.
Annahme: p(z) ist konvergent.
Dann ist nach Satz 4.4.1 auch p(z”) konvergent, ein Widerspruch.
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Definition 4.4.2. Trifft auf eine Potenzreihe der Fall (i7) aus Satz 4.4.2 zu, so nennen wir den Wert
r den Konverenzradius der Potenzreihe.

Im Fall (7) sagen wir: p hat den Konvergenzradius » = 0 und im Fall (ii7): p hat den Konvergenzradius
r = 00.

Satz 4.4.3. (Formel fiir den Konvergenzradius)
Es gilt

-1
r= <limsup \"/ano .

n—oo

Hierbei ist 071 := 0o und oo™ := 0 zu setzen.

Beweis. Es sei [ := limsup,,_,, v/|an|.

o0
Nach dem Wurzelkriterium (Satz 2.4.7) ist Z an(x — xo)" konvergent, wenn
n=0

-]z —x0| <1, also fiir [z —xzo| <17,

und divergent fiir
|z — x| >1, also fiir |z —xq| > 17 .

Die Behauptung folgt nach Definition 4.4.2. O

Bei der Behandlung einiger wichtiger Beispiele hiflt

Satz 4.4.4. Es ist
lim {n=1 wund lim Vn!= occ.

Beweis. Nach Satz 2.4.11 ist n
lim sup ¥/n < limsup ] =1

n—oo n—oo N 1
und |
n .. 1!
lim inf V/n! > lim inf M = 00.
n—00 n—00 n!
O
Beispiel 4.4.2. Es sei
[oe) 2TL
plz) =y —a".
n
n=1

Nach Satz 4.4.4 ist

AL n
lim {/— =2 lim Vn1=2.

n— o0 n n—00

Nach Satz 4.4.3 hat p(z) den Konvergenzradius r = 1/2.

Bemerkung 4.4.2. Satz 4.4.2 (i7) macht keine Aussage iiber die Konvergenz der Potenzreihe in den
Endpunkten des Intervalls (zg — 7, zg + 7). Es konnen alle vier Fille auftreten: Konvergenz in keinem
der beiden Endpunkte, nur in dem rechten, nur in dem linken oder in beiden Endpunkten.
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Beispiel 4.4.3. Es sei
o
=2 z
—n

-1
Nach Satz 4.4.4 ist r = lim,_e (f\l/%) — 1. Weiter ergibt Satz 4.4.2 Konvergenz in (—1,1) und

Divergenz auflerhalb von [—1,1].

1
Fiir den Endpunkt z; = 1 erhalten wir p(x;) = Z —, die harmonische Reihe, also Divergenz nach
n LIvergenz

n=1
n

oo
Satz 2.4.9. Fiir den Endpunkt xo = —1 erhalten wir p(x2) = Z

n=1

, also Konvergenz nach dem
Leibnizkriterium (Satz 2.4.3).
Satz 4.4.5. (Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Potenzreihen)
o0
Es seip(x) = Z an(z—1x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist p(x) stetig und

n=0
in (xog —r,xo + 1) unendlich oft differenzierbar, falls r < oo bzw. auf R unendlich oft differenzierbar,

falls r = oo ist. Die Ableitungen kénnen durch gliedweise Differentiation erhalten werden, d.h.

o0
= Z nay(z — o) L.
n=1

Die Potenzreihen fiir alle Ableitungen p®)(z) mit k € N haben denselben Konvergenzradius wie p(x).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall 7 < co. Den Fall r = co erhilt man durch kleine Anderungen.
Wegen

lim /n=1 ist limsup {/|a,| =limsup ¥/n|a,| =r .
n—oo n—oo

n— oo
oo
Damit haben p(z Z an(z — 20)" und p'(z) Z nay(x — xo)" denselben Konvergenzradius 7.
n=0 n=1

Nach Satz 4.4.1 konvergieren sie beide gleichméfig in [xg —r+€, z9+7 — e] fiir jedes e > 0. Nach Satz

4.3.1 ist p(z) in (g — r, 2o + ) stetig und differenzierbar, und es ist p'( Z nan(z —xo)" 1. O

Satz 4.4.6. (Identititssatz fir Potenzreihen)
Es sei x € R. Es seien pi(z Zan x — x0)" bzw. pa(x Zb x — x9)" Potenzreihen mit

Entwicklungspunkt xo und Konvergenzmdws ry > 0 bzw. ro > 0 Es existiere ein 3 > 0, so dass
pi(x) = pa(z) fir alle v € (vo — 13,20 + 13) ist. Dann ist a, = by, fir alle n € Ny.

Beweis. Wegen pi(x) = pa(x) fiir alle x € (xg — 73,20 + 73) gilt auch pgk)(a:) = pék)(a:) fiir alle

x € (xo — 13,0+ r3) und fiir alle £ € N, insbesondere auch pgk) (x0) = pék) (xo) fur alle & € N. Durch
k- fache gliedweise Differentiation nach Satz 4.4.5 erhalten wir

p§k) (xo) = k! a, und pék) (z0) = k! - by,.

Also ist a,, = by,. O
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4.5 Taylorreihen

Wir erinnern an den Satz von Taylor (Satz 3.10.2):
Es sei n € Nund I C R ein kompaktes Intervall. Gegeben sei die Funktion f: I — R, welche (n+ 1)-

mal stetig differenzierbar auf I sei und n- mal stetig differenzierbar auf I. Dann gilt die Taylorsche
Formel

) (g (n+1)
flx)=3" ! k(' o) (x — xo)" + f(n_i_l()g!)(ﬂ? — 20)" " = T f(w0,2) + Rpy1 (w0, 7) (1)
k=0

n

fiir alle x € I und x # . Dabei ist £ = xg + t(z — x¢) fiir ein ¢ € (0,1) und

(€

(n+1)! e

Ryyi1(xp,x) = (x — zo
das Restglied von Lagrange.
Ist f auf I unendlich oft differenzierbar, so kann (1) fiir jeden Wert von n berechnet werden.

Die Folge der Taylorpolynome (T f(xo,x)) bildet dann eine Potenzreihe, die Taylorreihe

*) (20)
k!

(x — xo)k

WE

T(n)f(l‘o, 'T) =

il

0

Definition 4.5.1. Es sei f auf I unendlich oft differenzierbar und zy € I. Unter der Taylorreihe
T f(zg,z) von f mit Entwicklungspunkt zy versteht man

x — o)k

% £(k) (4
7o) = 3 T
k=0

Es stellt sich die Frage: Fiir welche z gilt T'f(xo,z) = f(z)?

Satz 4.5.1. Es gilt genau dann

(k) (y
fa) =3 T 0y
k

=0

wenn lim Ryy1(xg,x) =0 ist.
n—oo

Beweis. Dies folgt sofort aus der Taylorschen Formel (1). O
o0
Bemerkung 4.5.1. Eine Potenzreihe p(z) = Zak(as — 20)F mit positivem Konvergenzradius ist
k=0
ihre eigene Taylorreihe. Denn k- fache gliedweise Differenzierung ergibt, wie im Beweis von Satz 4.4.6
. p(k) (z0)
PR
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Kapitel 5

Die elementaren transzendenten
Funktionen

5.1 Die Exponentialfunktion

o0 n

Satz 5.1.1. Die Potenzreihe Z x—' ist fiir alle x € R konvergent.
n

n=0

1 1/n
Beweis. Nach Satz 4.4.4 ist lim | — =0.

n—oo \ n!

Nach Satz 4.4.3 hat die Potenzreihe den Konvergenzradius co. O

Definition 5.1.1. Die nach Satz 5.1.1 fiir alle z € R definierte Funktion

heifit Exponentialfunktion. Andere Schreibweisen sind e® oder exp(z).

Satz 5.1.2. Die FExponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

i) (Differenzierbarkeit)
Die Funktion E(z) ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt E (x) = E(x) fiir allen € N
und fiir alle x € R, insbesondere also E'(x) = E(x) fir alle z € R.

ii) (Funktionalgleichung)
Es gilt

E(x1+x2) = E(x1)-E(x2) fir alle z1,29 € R,
E(—z) = E(z)™' wund E(0) =1,
E(z) > 0 fir alle .

iit) (Monotonie, Konvezitdt)

E(x) ist streng monoton wachsend und streng konvex.
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i) (Asymptotik)

Es gilt
lim E(z) =00 wund lim E(z)=0
v) (Wachstum)
Es gilt
xh_)rglo m =0 fir allen € N.

vi) (Wertebereich)
E hat den Wertebereich E(R) = (0, 00).

> ..n
Beweis. i) Nach Satz 4.4.5 ist die Potenzreihe E(z) = Z x—' differenzierbar, und die Ableitung
n!
n=0
E'(x) kann durch ”gliedweise Differentiation” erhalten werden:
o0 o0 oo oo
d x™ 1 ! x™
/ _ i _ - e _ e
# =3 () =S - R L P
n=0 n=1 n=1 n=0

mit einer Indexverschiebung.
Durch vollsténdige Induktion nach n folgt E (z) = E(z) fiir alle n € N.

ii) Es seien 1,22 € R. Dann ist

E(x1)- E(z2) = ) 71' Zj.
Nach Satz 2.5.2 (Cauchyprodukt) ist

o 1
E(xy)  E(z2) = Zzilm pr i

=0 m=0

21 - (1 =1
_ - m _l—m _ -
— Z 0 ( >x1 Ty < Tie Z l!(xl +x3)" = E(z1 + x2)

=0 m=0 Binom.Lehrsatz =0

Es ist weiter
0" 5, 0 0
EQ)=) 5=0+;+...=00=1
n=0
Mit 71 = x und 29 = —x folgt E(z)- E(—2) = E(z+ (—x)) = E(0) = 1 bzw E(—x) = E(x)~!
Fir x > 0 ist
o0 xn
Ez)=1 —2>1
(2) +; S0
und fiir 7 < 0 ist E(x) = E(—2)~! > 0.
iii) Esist E'(x) = E(z) > 0 und E"(z) = E(z) > 0.
iv) und v) Fiir z > 0 ist
n xn—f—l $n+1
L2

R T

fiir alle n.
71



Damit ist . " ( 1) "
X x n+1)! x

< = 1 lim —— = 0.
E(z) = 2" /(n+ 1)! z 0 BN E)

Es folgt E(z) > 2" fir alle z > z¢(n) und damit
lim E(z) =co und lim E(z)= lim E(—z)"'=0.

T—00 T—r—00 T——00

vi) Zu jedem y > 0 gibt es nach iv) z1,22 € Rmit E(x1) < y < E(z2). Nach dem Zwischenwertsatz
(Satz 3.5.4) existiert ein x zwischen x; und z9 mit E(z) = y.

O]

Definition 5.1.2. (Hyperbelfunktionen)
Die Funktionen sinh und cosh (Sprechweise: Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus) sind
durch

sinhz: R - R, sinhz := ¢ _26 : = E(z) —2E(—x)
coshz: R —- R, coshx := ¢ _|_2€*$ = E(z) —|—2E(—x)
definiert.
Satz 5.1.3. Es ist
i) cosh(—z) = coshz und sinh(—z) = —sinhx fir alle x € R
i) sinh’ x = coshx und cosh’ x = sinh .
i) cosh? 2z —sinh?x = 1
i) limy_yoo coshz = lim,_,_ o, coshz = oo und
lim,_ oo sinhx = co bzw. lim,_,_ o sinhxz = —o0.
Beweis. Durch Nachrechnen. O

5.2 Der Logarithmus

Satz 5.2.1. Die Exponentialfunktion E: R — R besitzt eine Inverse E~1: Rt — R.

Beweis. Dies folgt aus den Eigenschaften (iii) und (vi) der Exponentialfunktion (nach Satz 5.1.2)
und Satz 3.6.2. O

Definition 5.2.1. Die Funktion E~! von Satz 5.2.1 wird mit "log” bezeichnet und heiBt der
(natiirliche) Logarithmus von x.

Sie hat die folgenden Eigenschaften:

i) E(logz) =z und log(E(z)) = « fiir alle x > 0
logl =0

ii) log ist differenzierbar, und es ist %(log z) =1 fiir alle 2 > 0
iii) log ist streng monoton und streng konkav

iv) Esist lim; o0 logx = oo und lim,_,q+ logx = —o0

Beweis. ohne Beweis. O
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Satz 5.2.2. Fir |z| <1 gilt die Taylorentwicklung:

log(1 + z) = i (e

n
n=1

(%)

Beweis. Wir berechnen zuerst das n- te Taylorpolynom fiir f(x) := log(1 + z) mit dem Entwick-

lungspunkt zo = 0. Die Folge der Ableitungen f(™ ergibt sich wie folgt:
fll)=(1+a)".
Durch vollstdndige Induktion nach & zeigt man:

FO(z) = (=) (k — )11+ 2) 7"

0 fir =0
F®0) = { (—DF (k- 1) fir k>1.

Also ist

Damit haben wir nach Definition 3.10.2
S FB0) p S (EDE

Tr = E— S
k! k
k=0 k=1

TM £(0,2) =

Nach Satz 4.5.1 gilt genau dann

20 £(k)
fay =30 LWt
k=0 )

wenn

SO (Enpr) (L &)Y
Ry+1(0,2) = 1) = 1 "0 (n— o0).
Dabei liegen die &,+1 zwischen 0 und z.

Es sei zunédchst —1/2 < x < 1. Dann folgt |1 + &,+1| > |z| und

n+1

x — 0

Ro1(0,2) = |— 2 —
Runn00)] = |5

fiir n — oo. Damit folgt (x) fiir —1/2 <z < 1.
Nach Satz 4.4.3 und 4.4.4 hat die Potenzreihe in () den Konvergenzradius r = 1.
Man kann nun auf anderem Wege zeigen, dass (x) fiir den weiteren Bereich |z| < 1 gilt.

Es sei
n+1

pl) =) (_17156”
n=1

Es ist

und nach Satz 4.4.5

Also ist

2 (log(1 +4) — p(x)) = 0

und nach Satz 3.9.5 ist dann log(1+z)—p(x) auf I konstant. Fiir —1/2 < = < 1ist log(14x)—p(zx)

also ist die Konstante gerade 0.
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5.3 Allgemeine Exponentialfunktionen, Logarithmus- und Potenz-
funktionen

In Definition 2.4.3 hatten wir fiir « € R und n € N die Potenzen a" rekursiv definiert. Fiir festes a ist
dann die Abbildung N — R, n — a” eine Funktion mit Definitionsbereich N, d.h. eine Zahlenfolge.
Es stellt sich die Frage, wie dieser Definitionsbereich erweitert werden kann, wenn alle Potenzgesetze
nach wie vor gelten sollen. Eine erste Erweiterung zu einer Abbildung Z — R erhilt man durch die
Definition a™" := ain fiir n > 0 und a # 0 und a” = 1 fiir ¢ € R. Fiir ¢ > 0 und rationale Exponenten
r =  lésst sich a"/* durch a/* := /a" definieren. Ein Weg, den Definitionsbereich fiir ¢ > 0 auf
ganz R zu erweitern, also a® fiir beliebiges x € R zu definieren, ist, eine Folge x,, = ;—Z rationaler

Zahlen mit lim,,—o T, =  zu wahlen und a® durch

a® = lim a
n—oo

rn/Sn

zu definieren.

Es ist dann zu zeigen, dass dieser Grenzwert existiert und nur von z und nicht von der gewihlten
Folge (ry,/s,) abhingt.

Die Definition der Exponentialfunktion z — a® kann tatséchlich auf diese Weise durchgefiihrt.

Wir werden jedoch einen einfacheren Weg wahlen, der auf der bereits definierten Exponentialfunktion
x — E(x) von Abschnitt 5.1 beruht.

Definition 5.3.1. (Allgemeine Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktion)

i) Fiir a > 0 und z € R ist a” := exp(zloga).

)
ii) e:=E(1)
iii) Fiir b >0, b # 1 und x > 0 ist log, x := llgigg

iv) Fiir z > 0 und s € R ist 2° := exp(slogz).
Satz 5.3.1. Fir alle a,b > 0 und alle x,y € R gelten die Potenzgesetze:
i) a®-a¥ = a®tY
ii) a® - b* = (ab)”®
iit) (a®)¥ = a™
Beweis. ohne Beweis. O

Satz 5.3.2. Es sei s € R. Die allgemeine Potenzfunktion (0,00) — R, x — x° ist unendlich oft
differenzierbar, fir s > 0 streng monoton wachsend, lim, o x° = oo, fiir s < 0 streng monoton
fallend, lim,_,q+ 2° = o0, limz—, o x® = 0, fiir x > 1 und x < 0 streng konvex und fir 0 < x < 1
streng konkav. Auflerdem gilt

d

—af =525t

dx
Beweis. ohne Beweis. O

Definition 5.3.2. (allgemeiner Binomialkoeffizient)
Fir s € R und k € N sei

<Z> ::s-(s—l)--k-!(s—k+1) - @ .
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Satz 5.3.3. (Binomialreihe)
Fiir s € R und |z| <1 gilt

(1+2)° = go (Z)x’“

Beweis. ohne Beweis.

5.4 Die trigonometrischen Funktionen

Satz 5.4.1. Die Potenzreihen

— (=" n = (=D,
;(2114—1)! T und T;) (2n)! o

konvergieren fiir alle x € R.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.4.3 und Satz 4.4.4.

Definition 5.4.1. Die nach Satz 5.4.1 fiir alle z € R definierte Funktion

P
Tr — SInx .= Z (2n+ 1)‘ X

(Sprechweise: sinus x) heifit Sinusfunktion.
Die nach Satz 5.4.1 fiir alle € R definierte Funktion

— (—1)"
T — COST = E @)l cp2n
n)!

n=0

(Sprechweise: cosinus x) heifit Cosinusfunktion.

Satz 5.4.2. Die Funktionen sinx und cosx sind unendlich oft differenzierbar, und es gilt

sinfx =cosz wund cos x = —sinz.

Beweis. Dies folgt aus Satz 4.4.5 mittels gliedweiser Differentiation.

Lemma 5.4.1. FEs ist

i) cosz >0 fiir x € (0,v/2)

ii) cos2 <0

Beweis. i) Es ist

o i LA o Al z?
cosx:2<(4l)! - <4l+2)!> :Zm <1_ (4l+1).(4l+2)>

=0 =0

~

2

Fiir 0 <z < V2 ist 1 — gofarrgy

> 0 fiir alle [ € Ny.

75



ii) Es gilt

2=1 22—1—24 z_ 2 <1 22+24—1 2—}-16_ 1<0
I TR T VT A TR T 24~ 3° 7
O
Definition 5.4.2. Die Zahl 7 (sprich: pi) ist durch
™ .
5 = inf{zg > 0: coszy = 0}
definiert.
Satz 5.4.3. Es gilt sin? 2 4 cos® x = 1 fiir alle x € R.
Beweis. Es sei f(x) = sin?z + cos? . Nach Satz 5.4.2 und Satz 3.8.4 (Kettenregel) erhalten wir
f'(z) = 2sinz cosz — 2sinz cosz = 0.
Nach Satz 3.9.5 folgt, dass f konstant ist. Einsetzen von = = 0 ergibt f(z) = 1. O]

Satz 5.4.4. FEs gilt

i) 22 < 7w <4
ii) cos i = 0 und sin § = 1.

iii) Auf [O, g] ist sinx streng monoton wachsend und cosx streng monoton fallend.

Beweis. i) Nach Definition 3.9.2 und Lemma 5.4.1 folgt v/2 < 5 <2

ii) und (iii) Nach Definition 5.4.2 folgt wegen der Stetigkeit von cosz, dass cos § = 0 ist. Es ist
cosz > 0 fir x € [0, %] Nach Satz 3.9.6 (Monotonietest) folgt, dass sinz auf [O, %} streng

monoton wachsend ist. Wegen sin0 = 0 folgt sinx > 0 fiir z € [O, g] Aus (cosz) = —sinz
und Satz 3.9.6 folgt, dass cosz auf [0, g} streng monoton fallend ist. Aus cos? 5+ Sin2§ =1
und cos § = 0 folgt dann sin § = 1.

O]

Satz 5.4.5. (Additionstheoreme)
Fiir ', x € R gilt:

i) sin(z’ + x) = cos 2’ sinx + sinz’ cos

ii) cos(z’ + x) = cosa’ cosz — sina’ sinx
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Beweis. i) Fiir festes 2/ € R setzen wir: f(x) = sin(z’ 4+ x) und bestimmen die Taylorreihe von f
um xo = 0. Die Folge der Ableitungen f(*)(0) ergibt sich als

f(0) = sina’
f'(0) = cosa’
f"(0) = —sina’
F30) = —cosa’
und allgemein fiir alle m € Ny
FU(0) = sina’
f(4m+1)(0) = cosz
FUmt20) = —sina’
FUm ) = —cosa’
Die Taylorreihe ergibt sich als
— /M(0)
Tf(0,z) = Z o z*
k=0
3 5 7 2 4 6
— / ror _r ng (12 L% T
= CoszT <$—3!—|—5! 7!:|:...)+smx <1 2!—1—4! 6!:l:...>
= cosz’'sinz + sina’ cos z.
Fiir das Restglied gilt
FE)
Bnn(02) = Ty

mit & zwischen 0 und x.
Es ist f("1 (&) = £sin(z’ + €) oder f("1(€) = £ cos(z’ + £), also ‘f("“)(g)! < 1. Damit gilt
R, 41(0,2) — 0 fir n — oo. Es folgt

sin(z +2') = f(z) = Tf(0,z) = cosz’ sinx + sin ' cos z.

ii) folgt aus (i) durch Differentiation beider Seiten nach z.

Satz 5.4.6. (Periodizitit)

i) sin (z + %) =cosz und cos (z + 5) = —sinz
i) sin (z +7) = —sinx und cos (z + ) = —cosx

iii) sin (x + 2km) = sinx und cos (z + 2kw) = cosx fir alle k € Z.

us

Beweis. i) Dies folgt aus Satz 5.4.5 mit 2’ = 7.

ii) Dies folgt durch zweimalige Anwendung von (i).
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iii) Durch zweimalige Anwendung von (ii) folgt zunchst
sin(x 4+ 27) =sinz und cos(x + 27) = cos z.

Durch vollstéindige Induktion nach k folgt die Behauptung fiir alle £ € N. Ersetzt man x durch
x — 2k, ergibt sich die Behauptung fiir alle k& € Z.

0
Satz 5.4.7. i) Die Funktion sinx ist in (0,7) positiv und streng konkav; in (7, 27) negativ und

streng konvex, jeweils zwischen den Nullstellen 0 und m bzw. m und 27, welche auch Wende-
punkte sind.

it) Die Funktion sinz ist im Intervall (—%,%) vom Minimum sin (—3) = —1 bis zum Mazimum
sin § = 1 streng monoton wachsend und im Intervall (7, 37”) vom Mazimum sin § = 1 bis zum
Minimum sin 377’ = —1 streng monoton fallend.

i11) Die Funktion sinx hat die Periode 2mw. Die Nullstellen sind durch

sinzr=0<x=Fkr, keZ

gegeben.
Beweis. Dies folgt aus den Satzen 5.4.4 und 5.4.6. O
Satz 5.4.8. i) Die Funktion cos x ist im Intervall (—%, %) positiv und streng konkav und in (7, 37”)
negativ und streng konvex, jeweils zwischen den Nullstellen —%5 und 5 bzw. 5 und 37“, welche

auch Wendepunkte sind.

ii) Die Funktion cosx ist im Intervall (0,7) streng monoton fallend vom Maximum cos0 = 1 bis
zum Minimum cosm = —1 und in (mw,2m) streng monoton wachsend vom Minimum cosm = —1
bis zum Mazimum cos2m = 1.

iii) Die Funktion cosz hat die Periode 2rt. Die Nullstellen sind durch

1
cosx:0<:>3::<k:+2>7r, keZ

gegeben.

Definition 5.4.3. (Tangens, Cotangens)

i) Die Funktion tan: x — tanz (Sprechweise: Tangens z) ist durch

nx
tanx :=

1
fiir x#<k+2>ﬂ'7 kel

Cos T
definiert.

ii) Die Funktion cot: z — cot z (Sprechweise: Cotangens x) ist durch

COS T

cotx := fir z#km, keZ

sin x

definiert.
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Satz 5.4.9. Die Funktionen tanx und cotx sind in ihren Definitionsbereichen unendlich oft diffe-
renzierbar, und es gilt

1
tan'z = 1+tan2m:m fiir :L";é<k‘+2>7r,k:€Z und

1
5 fir x# km, keZ.

cot'x = —(1+cot’z) = ——
sin® z

Beweis. Dies folgt aus der Quotientenregel und den Differentiationsregeln fiir sinz und cosz (Satz
5.4.2). O

Satz 5.4.10. (Additionstheoreme)
Es gilt

ta tan 2’
i) tan(z + ') = nottan

1
fir x,2',x+a # <k+2> T, keZ

1 —tanz - tana’

cotz-cota’ —1

ii) cot(z +2') = fir z, 2 x+2 #kmr, kel

cot x + cot x’

Beweis. Wir beweisen nur (i):
Aus Satz 5.4.5 folgt:

,  sin(z+2a’) sinzcosz’ +cosxsina’  tanz + tana’
tan(z + ') = = . . = )
cos(z + /) coszcosz’ —sinxsinz’ 1 — tanztana’
O
Satz 5.4.11. (Periodizitit)
Fiir x # (k:—i—%)w und x # km mit k € Z gilt:
T T
tan<$+§>:—cot9:, cot <x+§>:—tanx
tan(z + m) = tanz, cot(x + m) = cot x.
Beweis. Dies folgt aus den entsprechenden Gleichungen fiir sin x und cosz (Satz 5.4.6). O

Satz 5.4.12. i) Die Funktion tanz ist in (—
m (—%,0] streng konkav und in [O, g) stre
Wendepunkt.

) streng monoton wachsend von —oo bis oo,

ng konvex mit tan0 = 0, d.h. 0 ist Nullstelle und

ii) Die Funktion cotx ist in (0,7) streng monoton fallend von —oo bis oo, in (0, ﬂ] streng konvex

2
us s

und in [5,77) streng konkav mit cot § = 0, d.h. 5 ist Nullstelle und Wendepunkt.

Beweis. Dies folgt aus den Sdtzen 5.4.7 bis 5.4.9. O
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5.5 Die Arcusfunktionen

Satz 5.5.1. i) Die Funktion sin: [—73,%] — [~1,1],  — sinz besitzt eine Inverse:

.1 T
[-1,1] = [—f,f}.
sin” " | ] 5’3

ii) Die Funktion cos: [0,7] — [—=1,1],  — cosx besitzt eine Inverse:
cos™ i [~1,1] = [0,7].

iit) Die Funktion tan: (—%, g) — R, z — tanx besitzt eine Inverse:

tan™!: R — (—E, E) .
22
iv) Die Funktion cot: (0,7) — R, © — cotx besitzt eine Inverse:

cot 1: R = (0,7).

Beweis. Dies folgt aus der strengen Monotonie der Funktionen in den angegebenen Intervallen (Sétze
5.4.7, 5.4.8, 5.4.12). O

Definition 5.5.1. (Arcusfunktionen)

i) Die Inverse des Sinus auf dem Intervall [—g, g] ist der arcsin (Sprechweise: Arcussinus), d.h.
fiir alle z € [-1,1] und y € [-3, 3] gilt

arcsinr =y < x = siny.

ii) Die Inverse des Cosinus auf dem Intervall [0, 7] ist der arccos (Sprechweise: Arcuscosinus), d.h.
fiir alle x € [—1,1] und y € [0, 7] gilt

arccosT = Yy < T = Cos Y.

i) Die Inverse des Tangens auf (=%, %) ist der arctan (Sprechweise: Arcustangens), d.h. fiir alle
zeRundye (-%,%) gilt
arctanxr = y < x = tany.

iv) Die Inverse des Cotangens auf (0, 7) ist der arccot (Sprechweise: Arcuscotangens), d.h. fiir alle
z € Rund y € (0,7) gilt

arccotx = y < x = coty.

Satz 5.5.2. Die Arcusfunktionen sind in ihren Definitionsbereichen unendlich oft differenzierbar,
und es gilt

1

i) arcsin’ ¥ = ——— fiirx € (—1,1
1
ii) arccos’ x = ————— firx € (—1,1
1

/ o .

ii1) arctan’ x = T2 firxzeR

iv) arccot’r = b firx e R
1422 '
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Beweis. Wir beweisen nur (i). Der Beweis der anderen Teile verlduft dhnlich.

i) Nach Satz 3.8.5 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) ist die Arcussinusfunktion als Um-
kehrfunktion der Sinusfunktion im Intervall (—1,1) differenzierbar, und es gilt
arcsin’ z = ! = 1 = 1 — 1
 sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — sin?(arcsin z) V1 =22

Satz 5.5.3. (Taylorreihe)

i) Fir|z| <1 ist

o0 1/2 2k+1
arcsinx = Z(—l)k< é ) ka 1

k=0

i) Fir |z| <1 st

o0 , 22kt
t = -1 .
arctan x ;0( ) 1

Beweis. Wir gehen analog zur Herleitung der Taylorentwicklung fiir log(1 4 z) vor (Satz 5.2.2):
Fiir die Ableitungen arcsin’ z und arctan’ z sind die Taylorreihen pj(x) und pa(x) leicht zu finden.
Fiir die urspriingliche Funktionen ergeben sich die Taylorreihen durch ”Integration” (mehr dariiber
im ni#ichsten Kapitel). Man findet Potenzreihen, deren Ableitungen p;(z) bzw. pa(z) sind. Wir be-
schreiben die Details:

i) Es ist

arcsin’ z = ——— = (1 —2?)" V2.
Nach Satz 5.3.3 (Binomialreihe) ist
[e.9]
1/2
-2 = Z ( / )uk fiir |u| < 1.
k=0
Die Substitution u = z? ergibt

S ~1/2
arcsin’ z = Z(—l)k( k:/ )xzk fur |z| < 1.

k=0

Es sei

0 _1/2 .fC2k+1
= E —1)k .
P1(e) k:o( ) < k > 2k+1
Man sieht leicht, dass pi(z) den Konvergenzradius 1 hat. Nach Satz 4.4.5 kann p; (z) gliedweise

differenziert werden: -
1/2
Z ( />2k fiir x| < 1,

=0
also J
o (arcsinz — p1(x)) = 0.

Nach Satz 3.9.5 ist arcsin x — p;(x) = const. auf (—1,1). Einsetzen von x = 0 ergibt schliefilich
p1(x) = arcsin x.
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ii) Es ist

, 1
arctan’' ¢ = ———.
1+ 22
- 1
Nach Satz 2.4.6 ist qu =1 fiir |¢| < 1 (geometrische Reihe). Die Substitution ¢ = —z?
—4q
k=0
ergibt
1 . k, 2k
i Z(fl) " fur |z| < 1.
k=0
Es sei
o0 , 22k
= -1 .
pa() kz—o( ) 2% + 1

Nach Satz 4.4.3 und Satz 4.4.4 hat pa(z) den Konvergenzradius 1. Nach Satz 4.4.5 kann po(x)
gliedweise differenziert werden:

phe) = S (=12 fir fo] < 1,

also

d
o (arctanx — pa(z)) = 0.

Nach Satz 3.9.5 ist arctan x — pa(x) = const. auf (—1,1). Einsetzen von z = 0 ergibt wiederum
p2(x) = arctan x.
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