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1. Für k ∈ N sei fk : [0,∞)→ R mit fk(x) := x
k2

e−
x
k gegeben.

(a) Konvergiert die Funktionenfolge (fk)k∈N gleichmäßig?
(b) Gilt limk→∞

∫∞
0 fk(x) dx =

∫∞
0 limk→∞ fk(x) dx?

(3 + 2 Punkte)

2. Für µ ∈ R und für k ∈ N betrachten wir die Funktionen fk : [0, 1]→ R mit

fk(x) =
kµx

(1 + k2x2)2

für x ∈ [0, 1].

(a) Bestimme alle µ ∈ R, so dass (fk)k∈N punktweise auf [0, 1] konvergiert.
(b) Bestimme alle µ ∈ R, so dass (fk)k∈N gleichmäßig auf [0, 1] konvergiert.
(c) Bestimme alle µ ∈ R, so dass limk→∞

∫ 1
0 fk(x) dx =

∫ 1
0 limk→∞ fk(x) dx gilt.

(3 + 3 + 3 Punkte)

3. Es sei fk :
[
0, π2

]
→ R mit fk(x) :=

sin(kx)
k2

.

(a) Zeige, dass
∑∞

k=1 fk(x) auf
[
0, π2

]
gleichmäßig konvergiert.

(b) Zeige, dass f :
[
0, π2

]
→ R mit f(x) :=

∑∞
k=1 fk(x) auf

(
0, π2

]
differenzierbar ist.

Hinweis: Es könnte hilfreich sein, cos(kx) = Re
(
eikx

)
zu verwenden und dass z 7→ Re(z) für z ∈ C

eine stetige Abbildung ist.

(3 + 3 Punkte)

4. Es seien p ≥ q > 0 und n ∈ N. Außerdem seien x1, . . . , xn ∈ R.

(a) Zeige, dass dann (
n∑
k=1

|xk|p
) 1

p

≤

(
n∑
k=1

|xk|q
) 1

q

(1)

gilt.
(b) Es sei p > q > 0 und n ∈ N\{1}. Zeige, dass x1, . . . , xn ∈ R existieren, so dass in (1) Gleichheit

gilt. Zeige außerdem, dass y1, . . . , yn ∈ R existieren, so dass die Ungleichung strikt ist.

(3 + 1 Punkte)
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