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Kapitel 1

Ringtheorie

1.1 Einfiihrung

Wir setzen den Begriff des Rings und die Grundregeln fiir das Rechnen in Ringen als bekannt voraus.
In dieser Vorlesung betrachten wir nur kommutative Ringe mit einer Eins 1p.

Im folgenden sei also (R, +,-) stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Wir erinnern an folgende grundlegende Definition:

Definition 1.1.1. Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins.

i) Ein Element a € R heifit Nullteiler, wenn es x € R mit x # 0 und axz = 0 gibt.

ii) Der Ring R heifit nullteilerfrei, wenn R aufler 0 keine Nullteiler besitzt.

)
iii) Der Ring R heifit Integritéitsring, wenn R nullteilerfrei ist und Or # 1 gilt.
)

iv) Ein a € R heifit Einheit, wenn es ein § € R mit af = 1g gibt.

Die Menge der Einheiten von R wird mit R* bezeichnet.
v) Ein Ring (R, +, ) heifit Korper, wenn (R\{0},-) eine abelsche Gruppe ist.

Bemerkung 1.1.1. Man zeigt leicht, dass (R*,-) eine abelsche Gruppe ist.
Sie heifit auch Einheitengruppe von R.

1.2 Homomorphismen und Ideale

Definition 1.2.1. Es seien R und R’ Ringe.

i) Ein Homomorphismus ¢: R — R’ ist eine Abbildung mit

o w(a+0b) = p(a) +¢(b)
e o(a-b)=y(a) ¢) (Relationstreue)

* o(1r) =1g.
ii) Ein Isomorphismus von Ringen ist ein bijektiver Homomorphismus.

iii) Existiert ein Isomorphismus R — R', so heifen R und R’ isomorph (Schreibweise: R = R').



Definition 1.2.2. Es sei (R, +,-) ein Ring.
Eine Teilmenge I C R heifit Ideal von R (Schreibweise: I < R), wenn (I, +) eine Untergruppe von R
ist, und wenn ar € [ fiir alle a € I und alle r € R gilt.

Definition 1.2.3. Es sei (R, +,-) ein Ring und I < R ein Ideal.
Unter R/I versteht man die Menge der (additiven) Nebenklassen von I

R/I:={r+1I:r € R}.
Dann heif3t » + I auch Restklasse nach dem Ideal 1.

Definition 1.2.4. i) Unter der Summe zweier Restklassen r + I und s + I versteht man das
Komplexprodukt bzgl. +:

r+0)+(s+1)=(r+s)+1.
ii) Unter dem Produkt zweier Restklassen r 4+ I und s + I versteht man
(r+1)-(s+1)=(rs)+1.

Satz 1.2.1. Es sei (R,+,-) ein Ring und I < R ein Ideal. Dann ist (R/I,+,-) ein Ring.
Die Abbildung ®: R — R/I, r — r + I ist ein Epimorphismus (surjektiver Homomorphismus).

Beweis. siehe Elemente der Algebra O

Definition 1.2.5. Der Ring (R/I,+, ) von Satz 1.2.1 heifit Restklassenring von R nach I.
Die Abbildung ® heifit kanonischer Epimorphismus von R auf R/I.

Satz 1.2.2. Es seien R und R’ Ringe sowie ®: R — R’ ein Homomorphismus.

i) Der Kern von ® ist ein Ideal von R, und ®(R) ist ein Teilring von R'.

ii) Die Abbildung
g R/ Kern(®) — ®(R)
| 2+ Kern(®) — &(x)

~Y

ist ein Ringisomorphismus, also R/ Kern(®) = ®(R).
Ist 1) der kanonische Epimorphismus von R auf R/Kern(®), so gilt ® = & o, d.h. das

Diagramm
P
R R’
(4 -
P
R/ Kern(®)

ist kommutativ.

iii) Die Abbildung ® ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern(®) = {Or} ist.

Beweis. siehe Elemente der Algebra O



1.3 Der Chinesische Restsatz

Definition 1.3.1. Es seien (Ry,+1.1),- ., (Rn, +n, n) Ringe.

Unter dem direkten Produkt der Ringe Ry, ..., R, (Schreibweise: Ry x Ry X ... x R,, oder [[;"; R;)
versteht man den Ring, dessen Elemente die Elemente des kartesischen Produkts Ry X ... x R, von
Mengen sind, und fiir den Addition und Multiplikation komponentenweise definiert sind:

(riye.oymn) +(S1,---y8n) == (r1+Rr, S1,---+Tn +R, Sn)
(riyeeoymn) - (S1y---y8n) == (T1°Ry S1y---+Tn "R, Sn)-
Das Einselement von [[ R; ist offenbar (1g,,...,1R,)-

Definition 1.3.2. Es sei R ein Ring und a, b < R Ideale.

i) Unter der Summe von a und b versteht man

at+b:={a+b:aca, beb}

ii) Unter dem Durchschnitt von a und b versteht man

anb:={z:z€a, zeb}.

iii) Unter dem Produkt von a und b versteht man

a-b:= {Zaibi: a; € a, bieb}.

(2

Offenbar sind die in Definition 1.3.2 definierten Objekte ebenfalls Ideale, und es gilt a-b C anb.
Summen, Durchschnitte und Produkte kénnen rekursiv auch fiir mehr als zwei Ideale definiert werden.

Definition 1.3.3. Es sei R ein Ring. Ideale a, b < R heiflen komaximal, falls a + b = R gilt.

Satz 1.3.1. (Chinesischer Restsatz)
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
Es seien ai,...,a, <R paarweise komazimale Ideale von R, d.h. a; +a; = R fiir i # j. Dann gilt

i) apN...Nag=ag- - a,.

ii) Es gibt eine Menge {e1,...,en} C R mit e; € a;, falls i # j und

ej = 1gr mod a;. ()
Fir (ri,...,m) € R" ist das System von Kongruenzen
r=rymoday, r=romodads,...,r =r, mod a, (1)
zu der einzigen Kongruenz .
r=r1€1 4+ ...7HE MOd H a; (2)
i=1

dquivalent.

iit) Die Abbildung
o [ B/TTmye — T (R/a)
T+H?:1ai — (r+a1,...,r+an)

st ewn Isomorphismus von Ringen. Insbesondere ist

R/Hai = R/ap X ... x R/ay,.
i=1



Beweis. i) Die Inklusion a; N...Na, C ay---a, ist klar.
Wir zeigen die Umkehrung durch Induktion nach n.
Im Fall n = 2 gibt es eine Relation 1z = a1 4+ a2 mit a; € a;. Dann gilt fiir a € a; N ay aber
aucha=a-lp=a-a1+a-as € aj - as.
Im Fall n > 2 hat man nach Induktionsvoraussetzung

(al...anil).an:(al...anil)ﬂan:alﬂ...ﬁan,

wenn R = ay---a,_1 + a, gilt. Nun hat man stets Relationen 1z = a; + b; mit a; € a; und
b; € a, fiir i € {1,...,n — 1}. Dann folgt durch Ausmultiplizieren

n—1 n—1 n—1
1p = H(az‘-i-bz‘) = Haz‘—i-ZbiCi cay---ap_1+a,.
=1 i=1 =1

ii) Nach Voraussetzung gibt es fiir alle ¢ # j Elemente a;; € a; und b;; € a; mit 1z = a;; + byj.

Wir setzen .
ej = H aij € a;
i=1
7]
fir alle ¢ mit ¢ # j. Es gilt weiter
n

€j = H(l — bl]) = 1R mod a;.
i=1

Aus (x) folgt mit i) sofort die Aquivalenz der Kongruenzsysteme (1) und (2).

iii) Fir (r1,...,7m,) € R" sei r durch (2) gegeben. Dann ist (r+ay,...,r+a,) = (ri+ag,...,rp+a,),
und 7 ist modulo [[;"; a; eindeutig bestimmt. Damit ist die Bijektivitéit von ® gezeigt.

O

Wir erinnern an folgende Tatsachen der Elementaren Zahlentheorie bzw. der Elemente der Algebra:
Jedes Ideal von Z ist ein Hauptideal, d.h. es existiert ein m € Z mit I = (m) = {m - k: k € Z}.

Der grofite gemeinsame Teiler d = ggT'(m, n) zweier Zahlen m,n € Z kann stets als Linearkombina-
tion von m und n geschrieben werden, namlich iber d =x-m +y-n mit z,y € Z.

Die Werte d, x und y kénnen mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmt werden.

Insbesondere sind (m) und (n) genau dann komaximal, wenn gg7'(m,n) = 1 gilt.

Fiir R = Z lautet der Chinesische Restsatz dann folgendermafien:

Satz 1.3.2. Es seien myq, ..., m, paarweise teilerfremde natirliche Zahlen und m = my - - - my,.
Dann gibt es fir 1 < j <n Zahlen a; € Z mit a; = 0 mod m; fiir alle i # j und a; = 1 mod m;. Fiir
ein beliebiges n- tupel (ri,...,r,) € Z" ist das System von Kongruenzen

r=ry mod my,...,r =r, mod m, (1)

zu der einzigen Kongruenz
r=riay +...rna, mod m (2)

daquivalent. Die Abbildung
o Z/mZ — ;1 (Z/m;Z)
S\ r+mZ = (r4+miZ,...,r +myZ)

ist ein Isomorphismus von Ringen. Insbesondere gilt

Z/mZ =ZL/miZ X ...x ZL]/mypZ.



Beispiel 1.3.1. Es sei m = mq - mg mit m; = 5 und mo = 3. Nach Satz 1.3.2 ist
ZJ15Z = 7/57 x Z]3Z.

Die Tafel, die die Abbildung ® beschreibt, erhilt man, indem fiir alle Restklassen r 4+ 157 das
zugehorige Paar (r1 + 57,19 + 3Z) berechnet wird. Beispielsweise gilt fiir r = 7

r = 2modb

r 1 mod 3,

also ®(7 + 15Z) = (2 4+ 5Z,1 + 3Z). Wir bekommen

|01 2 3 4  modb
0 12 3 9
mod3 g 1 7 13 4
o5 11 2 8 14

Die Eintriage sind nun alle modulo 15.

Die Idee des Chinesischen Restsatzes liegt der sogenannten "modularen Arithmetik” zugrunde, die
Anwendung in der Informatik gefunden hat:

Zunichst wird jede Restklasse r +mZ durch ihr Bild ®(r +mZ) = (r1 + miZ, ..., rn +m,Z) ersetzt.
Danach werden die Rechenschritte komponentenweise ausgefiihrt.

Beispiel 1.3.2. Berechne (7 + 15Z) - (8 4+ 15Z).
Es ist

O(7+15Z) = (2+5Z,1+ 3Z)
O(8+15Z) = (3+5Z,2+ 37).

Komponentenweise Rechnung ergibt (2+5Z,14+3Z)-(3+5Z,2+43Z) = (1+5Z,243Z) = ®(11+15Z).
Also ist (7 + 15Z) - (8 + 15Z) = (11 + 157).

Zur algorithmischen Bestimmung der Zahlen a; kann der Euklidische Algorithmus verwendet werden.

Beispiel 1.3.3. Man finde die Losungsmenge des Systems

r = 2mod 15
r = 3mod 23
r = 5 mod 37.

Losung;:
Es sei mq = 15, mg = 23 und mg = 37. Dann ist m = my - mgy - mg = 12 765. Nach Satz 1.3.2 besteht
die Losungsmenge aus einer Restklasse modulo m. Wir bestimmen die Konstanten a;. Dazu sei

Mj = ﬁm,

=1
i#£]

fiir 1 <1 < 3 gesetzt.
Aus a; = 0 mod m; fiir alle 7 # j und a; = 1 mod m; folgt a; = M;x; fir x; € Z.



Es sind also x; zu bestimmen, so dass M;x; = 1 mod m; gilt.

e j=1:
Es ist
23-37x1 =1 mod 15 = —4x1; = 1 mod 15.

Zur Losung der letzten Kongruenz geniigt es, die Gleichung —4x; + 15y; = 1 mittels des
Euklidischen Algorithmus (oder durch Erraten, was bei kleinen Koeffizienten einfach ist) zu
16sen. Man findet

15 = 3-443
4 = 341

Alsoist 1=4-3=4—-(15—-3-4)=4-4—15und x — 1 = —4 bzw. a; = —4-23 - 37.

° j=2
Es ist
15-37z9 = 1 mod 23 = 3z5 = 1 mod 23,

woraus sich o = 8 bzw. ag = 8- 15 - 37 ergeben.

e j =23
Ausgehend von 15 - 23 = 1 mod 37 haben wir

15-23 = 345=10-37—-125
37 = 25+12
25 = 2-12+1.

Dies bedeutet
1=25-2-12=25-2-(37—-25)=3-25—2-37=3-(10-37—345) —2-37 = —3-345+28- 37.

Also ist 3 = —3 und a3 = —3-15-23. Nach Satz 1.3.2 ist das gegebene System an Kongruenzen
zur einzigen Kongruenz

r = 2a1 + 3ag + Haz = 1337 mod 12 765

dquivalent.

Wir betrachten nun die Einheitengruppe eines direkten Produktes von Ringen. Man sieht unmittelbar
die Giiltigkeit von

Satz 1.3.3. Es sei R= Ry X ... X R,. Dann ist die Finheitengruppe durch das direkte Produkt
(R',) = (R, ) %o x (5, )

von Gruppen gegeben.

Satz 1.3.4. Es sei m € N und a € Z. Dann gilt

a+mZe ((Z/mZ)*,-) < ggT(a,m) = 1.

Beweis. Es gilt
a+mZe ((Z/mZL)*,- )= Ixe€Z:ax+mL=1+mZ < 3z,y € Z: axr +my = 1,

was zu ggT'(a, m) = 1 dquivalent ist. O



Definition 1.3.4. Es sei m € N.
Die Restklasse a+mZ € Z/mZ heifit teilerfremde Restklasse modulo m, wenn a+mZ € ((Z/mZ)*,-)
gilt.

Definition 1.3.5. Die Eulersche (- Funktion ist die Funktion ¢: N — N mit p(m) := |((Z/mZ)*,-)|.

Bemerkung 1.3.1. Man sieht sofort, dass folgende Beschreibungen zur Eulerschen- (- Funktion
dquivalent sind:

i) die Anzahl der zu m teilerfremden Restklassen
ii) p(m)=[{1<a<m:ggT(a,m)=1}

Beispiel 1.3.4. Von den Zahlen 1 < a < 10 sind 1, 3, 7 und 9 zu 10 teilerfremd, weswegen ¢(10) = 4
folgt.

Wir wollen eine Formel herleiten, die es erlaubt, die Eulersche - Funktion schnell zu berechnen.

Satz 1.3.5. Es sei m = my ---my mit paarweise teilerfremden m; € N fir 1 <i <n. Dann gilt
((Z/mZ)",-) = (Z/miZ)",-) x ... x ((Z/mnZ)", ")

und p(m) = @(my) - - o(mn).

Beweis. Dies folgt aus den Satzen 1.3.2 und 1.3.4. O

Satz 1.3.6. Firm € N gilt

¢<m>:m.n(1_;>,

wobei sich das Produkt tber alle Primzahlen erstreckt, die m teilen.
Ist insbesondere m = p® mit o € N und einer Primzahl p, so ist

_ 1
p(m) = p* —p*~t =p*- <1p>-

(87

Beweis. Von den Représentanten 1, ..., p® von Z/p®Z sind genau die Vielfachen von p, also p, 2p, ..., p
zu p nicht teilerfremd. Also gilt

p(p®) =p* —p* ' =p~- <1 - ;) : (%)

Hat m € N die Primfaktorzerlegung m = pJ* - - p2 mit o;; > 0, so folgt mit Satz 1.3.5 und (x) die

Formel o(m) = () -+ p(p) = iljlpf” : <1 - ;) = m}_n[l (1 - 119> '

Beispiel 1.3.5. Wir bestimmen ¢(360).
Es gilt mit 360 = 23-32.5

©(360) = ©(23) - ©(3%) - (5) = 360 - <1 — ;) - <1 — ;) - (1 — ;) = 96.



Die folgenden zahlentheoretischen Aussagen, welche Folgerungen aus allgemeinen gruppentheoreti-
schen Aussagen darstellen, waren schon lange vor der Entwicklung der Gruppentheorie bekannt.

Satz 1.3.7. FEs gilt:

i) Euler, 18. Jahrhundert:
Es seia € Z und n € N mit ggT(a,n) = 1. Dann ist a®™ =1 mod n.

ii) "Kleiner Satz von Fermat”, 17. Jahrhundert:
Es sei p eine Primzahl und a € Z mit pta. Dann ist a?~' = 1 mod p.

Beweis. i) Dies ist der Spezialfall G = ((Z/nZ)*,-) aus der Gruppentheorie (siche Elemente der
Algebra).

ii) Dies ist wegen ¢(p) = p — 1 fiir Primzahlen p ein Spezialfall von i).

Satz 1.3.8. Es sei G eine endliche zyklische Gruppe, G = (g) und |G| = |(g)| = n.
Esseih=g¢" mit0<r <n-—1. Dann gilt

i) B ist [()] = (67| = 5o
Weiter gilt genau dann G = (h) = (g"), wenn ggT(r,n) =1 ist.
Die Anzahl der Erzeugenden von G ist p(n).

ii) Die Menge der Untergruppen von G ist {Ug: d|n} mit Uy := {x € G: 2% = e}.
Die Gruppe Uy ist zyklisch, und es gilt |Uy| = d.

iii) Es gibt genau @(d) Elemente x € G mit |(x)| = d.
Beweis. i) Nach Elemente der Algebra ist [(¢")| = min{m > 1: ¢"™ = e}.

Es gilt
— " _|m
99T (r,n)

und (¢") = G < ggT'(r,n) = 1.

m

g =esnjrme

nach Elementarer Zahlentheorie. Also gilt [(¢")| = m

ii) Es sei U eine Untergruppe von G. Nach dem Satz von Lagrange (Satz 1.7.3 in Elemente der
Algebra) gilt |U| = d mit einem Teiler d|n. Damit ist

UcU,. (1)
Es sei h = ¢™% und Wy = (h). Nach Teil i) ist
(Wal = [{h)] = d, (2)
also z¢ = e fiir alle z € Wy. Somit ist
Wy C Uy. (3)
Es sei © = g" € Uy, also 2% = e. Dann gilt |<:E)||d und damit nach Teil i)
n
E—F |
99T (r,n)
also %|r. Somit ist
x € (h) =W, (4)

Aus (2), (3) und (4) folgt Uy = Wy und |Uy| = d. Aus (1) folgt U = Uy. Damit ist ii) gezeigt.

iii) Dies folgt aus i) und ii).
0

10



Satz 1.3.9. FEs gilt

Z o(d) =n.
din

Beweis. Dies folgt durch Anwendung von Satz 1.3.8 iii) auf die Gruppe G = (Z/nZ,+). O

Satz 1.3.10. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe.
Dann ist G genau dann zyklisch, wenn fiir jedes d € N die Gleichung x® = e hichstens d Losungen
besitzt.

Beweis. Es sei |G| = n.

” :>77:

Es sei G zyklisch. Dann folgt die Aussage aus Satz 1.3.8.

” @77:

Es besitze die Gleichung % = e hichstens d Losungen, womit es nun geniigt, die Existenz eines g € G
mit |(g)| = n zu zeigen.

Es sei F'(d) die Anzahl der Elemente mit Ordnung d. Aus dem Satz von Lagrange folgt F'(d) = 0 fiir
d{n.

Wir zeigen, es gilt F'(d) = 0 oder F(d) = ¢(d). Es sei F'(d) # 0. Dann gibt es 24 € G mit |(z4)| = d.
Fiir Uy := (24) gilt |Uyg| = d und 2¢ = e fiir alle x € U;. Nach der Voraussetzung folgt aus |(z)| = d
auch z € Uy. Nach Satz 1.3.8 ist F'(d) = ¢(d). Aus der Existenz eines d mit F(d) < ¢(d) folgte

n=>Y F(d) <> ¢(d) =n.

dln dn
Also gilt F'(d) = ¢(d) fiir alle d|n, und somit insbesondere auch F(n) = ¢(n). Somit ist G zyklisch. [J

Satz 1.3.11. Es sei R ein Integrititsring und f € R[X] mit deg f =n € Ny.
Dann hat f hochstens n Nullstellen.

Beweis. Induktion nach n:

Induktionsanfang: n = 0:

Es gilt deg f =0, also ist f =c¢ € R — {0}, womit f keine Nullstelle hat.
n=1:

Die Funktion f(x) = ajz + ap mit a; # 0 hat die einzige Nullstelle z = —aga; '
Induktionsschritt: n — n + 1:

Es sei deg f = n + 1. Wir kdnnen nun annehmen, dass f mindestens eine Nullstelle a,1+1 € R hat.
Mittels des Satzes iiber die Division mit Rest erhalten wir f(z) = (z — any1) - g(z) mit degg = n.
Nach Induktionshypothese hat g die Nullstellen aq,...,a; mit j < n. Wegen der Nullteilerfreiheit
von R[X] folgt aus f(a) =0 entweder o = a1 oder a € {ae —1,..., a5} O

Satz 1.3.12. Es sei R ein endlicher Integrititsring. Dann ist die Einheitengruppe (R*,-) zyklisch.
Ist insbesondere (K,+,-) ein endlicher Korper, so ist K* = (K\{Ok},-) zyklisch.
Fiir eine Primzahl p ist die Gruppe ((Z/pZ)*,-) zyklisch.

Beweis. Nach Satz 1.3.11 hat fiir jedes d € N das Polynom f = X% — 1 hochstens d Nullstellen im
Ring R. Dann ist nach Satz 1.3.10 die Gruppe (R*,-) zyklisch. O

Definition 1.3.6. Es sei n € N.
Ein r € Z mit ggT'(r,n) = 1 heift Primitivwurzel modulo n, falls (r mod n) = ((Z/nZ)*,-) gilt.

11



Beispiel 1.3.6. Es sein =17.
Esist 3 =3mod 7,32 =2mod 7,32 =6mod 7, 3*=4mod7, 3> =5mod7 und 3% = 1 mod 7.
Also ist (3 mod 7) = ((Z/7Z)*,), und 3 ist eine Primitivwurzel modulo 7.

Nach Satz 1.3.12 gibt es zu jeder Primzahl p eine Primitivwurzel modulo p.
Schlussendlich erhalten wir folgenden Satz:

Satz 1.3.13. Es sein € N. Dann ist ((Z/nZ)*,-) genau dann zyklisch, d.h. es gibt eine Primitivwurzel
modulo n, wenn n € {1,2,4}, n = p* oder n = 2p* fiir eine ungerade Primzahl p und ein o € N ist.
Fir k > 3 ist ((Z/2"7)*,") das innere direkte Produkt der zyklischen Untergruppen (5 mod 2F) und
{(—1) mod 2*).

Beweis. Ubungen O

1.4 Teilbarkeitstheorie

Wir rufen hier grundlegende Begriffe und Sétze der Vorlesung ”Elemente der Algebra” in Erinnerung.
Wir verzichten dabei auf eine Wiederholung der Beweise.
In diesem Abschnitt sei R stets ein Integritétsring.

Definition 1.4.1. Es seien a,b,a’ € R. Es heifit a ein Teiler von b (oder a teilt b), wenn es ein r € R
gibt mit b = r - a (Schreibweise: a|b). Ist a kein Teiler von b, so schreibt man a { b. Die Elemente a
und o heiflen assoziiert, wenn es eine Einheit v € R* mit o’ = ua gibt (Schreibweise: a ~ a').

Folgende Teilbarkeitsregeln sind unmittelbar klar:

Satz 1.4.1. Es seien a,b,c,a’,b; € R. Dann gilt:

i) alb< (b)) =bR C (a) =aR

ii) a ~d < (a) = (a)

iii) alb und blc = alc

w) alby,...,alb, = a| > 1 bir; fir aller; € R
v) a|llp < a € R*

vi) ala’ und d'la & a ~a’

Definition 1.4.2. i) Ein von 0 verschiedenes Element a € R\ R* heifit irreduzibel oder unzerlegbar,
falls jede Faktorisierung von a in R trivial ist, d.h. falls a = ajas fir ay,as € R gilt, so ist
a1 € R* oder ay € R*.

ii) Ein Element a € R\R* heifit prim oder Primelement, falls a|b;be impliziert, dass a|b; oder a|by
fiir alle by, by € R gilt

Definition 1.4.3. i) Ein Ideal p € R heifit Primideal, wenn p # R ist und fiir alle a,b € R mit
a-bepstets a € p oder b € p gilt.

ii) Ein Ideal m < R heifit maximal, wenn m # R ist und fiir jedes Ideal I von R mit m C I # R
stets m = I gilt.
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Bemerkung 1.4.1. Offenbar gilt: a prim < (a) = aR ist Primideal.
Satz 1.4.2. Ist a prim, so ist a auch unzerlegbar.
Bemerkung 1.4.2. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition 1.4.4. Ein Ring R heiit ein Ring mit eindeutiger Faktorisierung oder faktoriell (oder
Gauflscher Bereich), falls jede Nichteinheit eine im Wesentlichen eindeutige Faktorisierung in unzer-
legbare Elemente besitzt.

Das bedeutet: Falls a = ay - --a, = by - - - b, Faktorisierungen von a in unzerlegbare Elemente von R
sind, so folgt m = n, und nach Umnummerierung der b; ist a; ~ b; fiir j = 1...n.

Satz 1.4.3. Ein Ring R ist faktoriell, falls

i) R keine unendlichen Teilerketten a1, az, ... mit ajiila; und a;j % aji1 fir alle j € N enthilt,
und

i) jedes irreduzible Element in R prim ist.

Die Umkehrung gilt trivialerweise.

Definition 1.4.5. Es sei R ein Integritétsring und a,b € R mit a # 0 oder b # 0. Das Element
¢ € R heifit groBiter gemeinsamer Teiler von a und b (Schreibweise: ¢ = ggT'(a, b)), falls folgende
Bedingungen gelten:

i) cla und c|b,

ii) d|a und d|b impliziert d|c.

Das Element x € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfache von a und b (Schreibweise: x = kgV'(a, b)),
falls folgende Bedingungen gelten:

1. a|z und b|x,

2. aly und bly impliziert z|y.
Ist R faktoriell, so existieren der gréfite gemeinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache
und sind bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

Definition 1.4.6. Es sei R ein Integrititsring.

i) Der Ring R heifit Hauptidealring, falls jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

ii) Ein Euklidischer Ring ist ein Paar (R,0), bestehend aus einem Integritétsring R und einer
Abbildung 6: R\{Or} — Ny mit der Eigenschaft, dass fiir alle a,b € R\{Or} Elemente ¢, € R
mit a = ¢gb+ r und 0(r) < d(b) oder r = 0 existieren.

Die Abbildung ¢ heiit Hohenfunktion von R.

Beispiel 1.4.1. Folgende Ringe sind Euklidisch:

i) (Z,0) mit 6(a) = |al.

ii) Der Polynomring K[X] in einer Unbestimmten fiir einen Kérper K mit §(f) = deg(f).
Die Polynome ¢ und r in der vorhergehenden Definition kénnen durch die wohlbekannte ”lange
Division” gefunden werden.
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Satz 1.4.4. FEs gilt:

i) Ein FEuklidischer Ring ist immer ein Hauptidealring.
it) Ein Hauptidealring ist immer faktoriell.
iii) In einem Hauptidealring ist jedes von {0} verschiedene Primideal auch mazimal.

Satz 1.4.5. (Euklidischer Algorithmus)
Es sei (R, ) ein Euklidischer Ring und r1,7m9 € R mit ro # Or. Konstruiere ¢;,m; € R, so dass gilt:

71 = qi7m2 + 13 mit (5(7“3) < (5(7“2)
re = gar3 + 14 mit  0(r4) < 0(r3)
Tn-l = Qn-1Tn+Tp+1 mit 0(rpp1) < 0(ry)

Tn = (nTp+l+Tpy2 mit Tnt2 = OR

Das so erhaltene Element 1,41 ist der grifite gemeinsame Teiler von r1 und ry, und indem man
obiges Verfahren rickwdrts durchlduft, erhdlt man a,b € R mit 11 = ary + bra.

Definition 1.4.7. Es sei R ein faktorieller Ring.
Das Polynom f = ag + a1 X' + -+ + ap, 1 X" ' + a, X" € R[X] heifit primitiv, falls der groBte
gemeinsame Teiler von ay, ..., ay, gleich 1p ist.

Satz 1.4.6. (Gaufs)
Es sei R ein faktorieller Ring. Das Produkt zweier primitiver Polynome ist wieder primitiv in R[X].

Satz 1.4.7. Es sei R faktoriell und K der Quotientenkorper von R.
Ist f € R[X] drreduzibel, so ist f auch irreduzibel in K[X].

Satz 1.4.8. Ist R faktoriell, so ist auch R[X] faktoriell.

Satz 1.4.9. (Eisensteinkriterium)

Es sei R faktoriell mit Quotientenkérper K und f = ag + a1 X' + --- + a, X" € R[X] ein Polynom
mit an, # 0 fiirn > 1. Es sei weiter p € R prim, so dass p 1 ay, und pla; firi=0...n—1 und p*{ ag.
Dann ist f irreduzibel in K[X].

Satz 1.4.10. Es seit R ein Ring und I < R.

i) Es ist R/I genau dann ein Integrititsring, wenn I ein Primideal ist.

ii) Es ist R/I genau dann ein Kérper, wenn I maximal ist.

14



Kapitel 2

Galoistheorie

2.1 Grundlagen der Korpertheorie und Korpererweiterungen

Definition 2.1.1. Es sei L ein Korper.

i) Unter einem Unterkorper K von L versteht man einen Teilring von L, der ein Korper ist.

ii) Es sei K ein Korper.
Unter einer Korpererweiterung von K versteht man ein Paar (L, K), wobei L ein Korper ist,
der K als Unterkorper hat (Schreibweise: L/K). Dann heifit L Oberkorper von K.

Beispiel 2.1.1. So sind etwa R/Q, C/Q und C/R Korpererweiterungen.

Definition 2.1.2. Es seien K7 und K5 Korper.
Eine Abbildung ®: K; — K heifit (Korper-)isomorphismus, falls es ein Ringisomorphismus ist.
In diesem Fall heien K; und K5 isomorph (Schreibweise: K; = K»).

Satz 2.1.1. Es sei K ein Kdrper.
Es gibt genau einen Ringhomomorphismus ®: Z — K mit ®(1) = 1.
Es existiert ein p € Z mit Kern(®) = pZ. Man unterscheidet zwei F'lle:

i) Ist p >0, so ist p eine Primzahl.
Dann ist ®(Z) der kleinste Unterkorper von K. Er ist isomorph zum Kérper By, := Z/pZ.

it) Ist p =0, so ist ® injektiv.
Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus v: Q — K mit ¥y = ®.
Dann ist 1(Q) der kleinste Unterkérper von K. Dieser ist isomorph zu Fy := Q.

Definition 2.1.3. Die Zahl p aus Satz 2.1.1 heiit Charakteristik von K (Schreibweise: p = char(K)).
Man nennt F, den Primkoérper der Charakteristik p. Der kleinste Unterkoérper von K (d.h. der
Durchschnitt aller Unterkorper von K) heifit Primkorper von K.

Beweis. (Beweis von Satz 2.1.1)

Offenbar ist ®: Z — K mit n — n - 1x ein Ringhomomorphismus. Weil ®(1) = 1g fiir jeden
Ringhomomorphismus ®: Z — K gilt, ist ® eindeutig bestimmt. Da K ein Integrititsring ist, ist
auch ®(Z) C K ein Integritiatsring. Wegen ®(Z) = Z/Kern(®) ist nach Satz 1.4.10 Kern(®) ein
Primideal von Z. Nach Elemente der Algebra folgt Kern(®) = {0} oder Kern(®) = pZ mit einer
Primzahl p. Da jeder Unterkorper von K das Einselement 1x enthalten muss, muss er auch ®(Z)
enthalten, woraus die Behauptung im ersten Fall folgt.
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Es sei p = 0. Dann ist ® injektiv. Da Q ein Quotientenkorper von Z ist, gibt es nach Elemente der
Algebra genau einen Homomorphismus ¢: Q — K, der ® fortsetzt. O

Definition 2.1.4. Es sei L/K eine Korpererweiterung und M eine Teilmenge von L. Man setzt

i) [M] als den kleinsten Teilring von L, der M umfasst,
ii)

(M) als den kleinsten Unterkorper von L, der M umfasst,

111

v

) K[M]:= [K U M],
) K(M):=(KUM).
Ist M = {aq,...,an}, so schreibt man K(a,...,q,) fiir K(M). Eine Kérpererweiterung L/ K heifit
einfach bzw. endlich erzeugt, falls L = K(«) bzw. L = K(aq,...,q,) fir a,0q,...,0n € L ist.

Sind K; und Ky Unterkorper von L, so heifit K;(K2) = Ko(K;) das Kompositum von K; und Ko
(Schreibweise: K1 K>).

Definition 2.1.5. Es sei L eine Erweiterung eines Korpers K.

Unter dem Grad von L iiber K (Schreibweise [L: K1) versteht man die Dimension von L als Vektor-
raum iiber K. Es handelt sich bei L um eine unendliche Erweiterung von K, falls [L: K] = oo ist,
bzw. um eine endliche Erweiterung von K, falls [L: K] =n < oo ist.

Satz 2.1.2. (Gradsatz)
Es seien L, K und M Kérper sowie L/K und M/L Kérpererweiterungen (Schreibweise: M/L/K ).

i) Es gilt genau dann [M: K] < oo, wenn [M: L] < oo und [L: K] < oo gilt.
i) In diesem Fall ist [M: K] =[M: L]-[L: K].
iit) Ist {x1,...,zm} eine Basis des Vektorraums L diber K und {y1,...,yn} eine Basis von M iiber

L, soist {x;-y;: 1 <i<m,1<j<n} eine Basis von M tber K.

Beweis. Wir beweisen (iii), woraus offenbar (i) und (ii) folgen.

Wir zeigen zunéchst, dass B = {z; - y;: 1 < i < m,1 < j < m} ein Erzeugendensystem des
Vektorraums M iiber K ist. Es sei v € M. Da {y1,...,yn} eine Basis des Vektorraums M iiber dem
Korper L ist, gibt es f1,...,0, € L mit v = f1y1 + ... + Bnyn. Da andererseits {z1,...,z} eine
Basis von L iiber K ist, gibt es o fiir 1 <7 <mund 1 < j < n, so dass 8 = a1;71 +. .. pjTy, fiir

1 < j <nist. Es folgt
n m
V=D D oy
j=1i=1

Somit bleibt noch die lineare Unabhéngigkeit der z;y; iiber K zu zeigen. Angenommen, es gelte

n m
Z Z Qi T3l = 0

j=1i=1

fiir Koeffizienten o;; € K, dann folgt
n

Z (Z Oéisz) y; =0,
j =1

le =
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und damit fiir jedes j auch
m
Z a;jr; =0,
i=1

da die y; linear unabhéingig iiber L sind. Aus der linearen Unabhéngigkeit der x; iiber K folgt damit
dann o;; =0 fiiralle 1 <¢ <mund 1 < j <n. O

Wir untersuchen nun einfache Korpererweiterungen auf Endlichkeit.

Definition 2.1.6. Es sei L/K eine Korpererweiterung.

Ein o € L heifit algebraisch iiber K, falls es ein Polynom f € K[X]\{0} mit f(«) = 0 gibt. Ein
a € L heifit transzendent iiber K, falls es nicht algebraisch iiber K ist. Die Erweiterung L/K heifit
algebraisch tiber K, falls alle o € L algebraisch iiber K sind. Nicht algebraische Erweiterungen hei-
Ben transzendent.

Eine komplexe Zahl z € C heifit algebraisch (bzw. transzendent), falls z algebraisch (bzw. transzen-
dent) iiber Q ist.

Bemerkung 2.1.1. Es sei a € L.

i) Offenbar ist o genau dann transzendent iiber K, wenn « eine Unbestimmte iiber K ist.

ii) Man kann zeigen, dass wichtige Konstanten der Analysis (beispielsweise e und 7) transzendent
sind.

Definition 2.1.7. Unter einem normierten Polynom f € K[X] versteht man ein Polynom mit dem
hochstem Koeffizienten 1, also

f=X"4a, 1 X" 1+ . +a1X +ap.

Satz 2.1.3. Es sei X eine Unbestimmite iber K und L/ K eine Korpererweiterung von K mit « € L.
Der Ringhomomorphismus ® sei durch ®: K[X] — Kla|, f — f(«) gegeben.

i) Dann ist o genau dann transzendent iber K, wenn Kern(®) = {0} ist. In diesem Fall ist
Kla] =2 K[X], und K|a] ist kein Kérper. K (a) ist der Quotientenkérper von K|al.

ii) Es sei « algebraisch iber K. Dann ist Kern(®) = (g) fiir ein eindeutig bestimmtes, normiertes
und irreduzibles Polynom g € K|[X|. Fir h € Klz] gilt genau dann h(a) = 0, wenn g|h,
und g ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmit: es ist das Polynom kleinsten Grades aus
K[X]\{0} mit der Nullstelle o. Es gilt K(o) = K[a] = K[X]/(g) und

K(a):{,8:B:a0+a1a+...+an,1a”_1, a; € K, 0<i<n-—1},

wobei jedes f € K(a) genau eine Darstellung der Form = ag + ajo + ... + ap_10™ "1 mit

Koeffizienten aus K besitzt. Es ist [K(«a): K| = deg(g) = n.
ii1) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) « ist algebraisch iber K.
(b) K(a)/K ist eine endliche Erweiterung.
(¢) K(a)/K ist eine algebraische Erweiterung.

Beweis. 1) und ii):
Nach Elemente der Algebra besteht ein Polynomring aus einem kommutativen Ring R[X]
und einem Ringhomomorphismus i: R — R[X], so dass es fiir jeden Ringhomomorphismus
¥: R — S mit einen kommutativen Ring S und z € S genau einen Ringhomomorphismus
¢: R[X] — S mit ¢y = ®oi und ¢(X) = x gibt,
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(iii)

d.h. wir haben das kommutative Diagramm

R S

R[X]

von Ringen.Wir setzen nun R = K, i = idg, S = L, x = o und ¢ = idg. Es gibt genau einen
Ringhomomorphismus ®: K[X| — KJa], fir den wegen der Relationstreue ®(f(X)) = f(«)
fiir alle f € K[X] gelten muss. Nach Satz 2.1.5 ist ® genau dann ein Isomorphismus, wenn «
eine Unbestimmte iiber K, d.h. transzendent iiber K ist. Da K[X] kein Korper ist, ist auch
K[a] keiner. Der kleinste Korper, der K[a] enthilt, ist sein Quotientenkorper. Ist av algebraisch
iiber K, so ist Kern(®) ein von {0} verschiedenes Ideal. Da K[X] ein Euklidischer Ring ist, ist
Kern(®) = (¢g) mit g € K[X] — {0}.

Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe (Satz 1.2.2) ist dann K[X]/(g) = KJa]. Da KJa] ein
Integritétsring ist, ist (¢g) nach Satz 1.4.10 (i) ein Primideal. Nach Satz 1.4.2 ist g irreduzibel.
Nach Satz 1.4.4 iii) ist dann (¢g) maximal. Damit ist nach Satz 1.4.10 (ii) der Faktorring K [z]/(g)
und somit auch K[a] ein Korper. Also gilt K () = K[a]. Es sei h € K[X], womit

h(a) =0« h € Kern(®) = (g9) & glh

gilt. Es sei f € K[X] und f(X) = ¢g(X)q(X) + r(X) mit deg(r) < deg(g) = n. Dann ist
fla) = g(a)q(a) + r(a) = r(e), und damit

Kla] = {r(a): r € K[X], deg(r) <n—1} ={ao + a1+ ...+ a1 : a; € K}.

Es gilt genau dann ag + aja + ... 4+ a,_10" "' = 0, wenn a; = 0 fiir alle ¢ gilt. Damit ist
{1,a,...,a" 1} eine Basis des Vektorraums K () iiber K, und die Darstellung jedes 8 € K ()
in der angegebenen Form ist eindeutig. Es folgt [K(a): K] = n.

Die Aussage (a) = (b) ist schon in (ii) enthalten.

(0) = (o):

Es sei § € K(«) mit [K(a): K] = n. Dann sind die n+1 Elemente 1, 3, ..., " des Vektorraums
K («) iiber K linear abhéngig, d.h. es gibt ein g = by + b1 X + ... + b, X" € K[X] mit

g(B)=bo+ b1+ ...+ b, " =0.
Das heif3t, dass [ algebraisch iiber K ist.

(¢) = (a):
Insbesondere ist « algebraisch iiber K, und nach Teil ii) ist daher K («)/K endlich.

Definition 2.1.8. Es sei a algebraisch iiber dem Koérper K.

Das Polynom g des Satzes 2.1.3 heift Minimalpolynom von « iiber K (Schreibweise: mg (e, X)). Der
Grad deg(mpg (o, X)) des Minimalpolynoms heifit auch Grad von « iiber K (Schreibweise: deg («)).
Nach Satz 2.1.3 ist degg (o) = [K(«): K]|. Offenbar gilt

degr(a) =1 mrg(a,X) =X —as ac K.
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Beispiel 2.1.2. Es sei K = Q und L = R.

Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis hat das Polynom g(X) = X? — 2 in L = R genau eine
Nullstelle, néimlich o = /2. Das Polynom g ist nach dem Eisensteinkriterium (Satz 1.4.9) irreduzibel.
Dabher ist mg(v/2, X) = X3 — 2. Nach Satz 2.1.3 ist

2
Q(V2) = {ag + a1V2 +aaV2 : ap,a1, a2 € Q}
und [Q(V/2: Q] =3. Es sei v =4 — 22 + Y2 e Q(V/2).
Wir wollen 7! als Polynom héchstens zweiten Grades in /2 schreiben.

Losung;:
Wir setzen g(X) = mg(v/2,X) = X? —2und f(X) = X2 —2X + 4, also v = f(+/2). Mittels des
Euklidischen Algorithmus bestimen wir s,¢ € Q[X] derart, dass f-s+ ¢ -t =1 in Q[X] gilt:

X3-2 = (X+2)-(X?-2X+4)-10
=10 = (X+2) (X2-2X +4)— (X3-2)
1 1 1
=1 = (—=X+4+-) (X?-2X+4) - —(X3-2
<m +Q ( 4~ 35 )

1 1
L1 = <5+10%) (42024 92).
und damit v~ = % + %0\3@

Wir wenden uns nun Koérpererweiterungen zu, die nicht notwendig einfach sind.

Satz 2.1.4. Es sei L/K eine Kérpererweiterung. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

i) L/K ist endlich.
ii) L/K st algebraisch und L = K(aq,..., Q).
iii) L = K(au,...,qy) ist endlich erzeugt, wobei «; jeweils algebraisch iber K(aq,...,a;—1) fiir

1=1,...,n st

Beweis. 1) = ii):
Es sei @ € L. Wegen K C K(«) C L ist K(«)/K nach Satz 2.1.2 endlich.
Nach Satz 2.1.3 iii) ist « algebraisch iiber K. Also ist L/K algebraisch. Wir konstruieren
nun eine beliebige (endliche oder unendliche) Folge (o) mit a; € L, so dass ay ¢ K und
a; € K(au,...,a;—1) ist. Nach dem Gradsatz (Satz 2.1.2) ist dann

[K(al,...,ai): K] = [K(al,...,ai): K(oq,...,oai_l)]
[K(al,...,ai_l): K(al,...,ai_g)]...[K(al): K] Z 2i.

Da L/K endlich ist, muss nach endlich vielen Schritten K(aq,...,ay) = L gelten.

i) = iii):
Da L/K algebraisch ist, ist a; algebraisch iiber K und damit auch iiber K (aq,...,a;—1).

iii) = i):
Nach dem Gradsatz und Satz 2.1.3 iii) ist

[L: K|=[L: K(aq,...,0p-1)] - [K(a1): K] < 0.
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Satz 2.1.5. Es seien M /L/K Kérpererweiterungen.
Ist M algebraisch tiber L und L algebraisch iiber K, so ist auch M algebraisch diber K.

Beweis. Es sei € M. Dann ist 3 algebraisch iiber L, d.h. es gibt ein € L[X]\{0} mit
f(X)=a, X"+ A1 X" N+

mit «; € L.und zudem f(f) = 0. Damit ist S auch algebraisch iiber K(ay,...,a;,) und insbesondere
ist [K(a,...,an,0): K(a,...,an)] < co. Nach Satz 2.1.4 iii) ist [K(ag,...,a,): K] < oo, nach
dem Gradsatz (Satz 2.1.2) ist also [K(«o,...,an,3): K] < oo, also auch [K(f): K| < oo, und [ ist
algebraisch tiber K. O

2.2 Fortsetzung von Korperisomorphismen und Automorphismen-
gruppen

Definition 2.2.1. Es seien L1 und Ly Erweiterungen eines Korpers K.

Ein Isomorphismus o: L1 — Ly heifit ein K-Isomorphismus, falls o(z) = z fiir alle z € K gilt.

Falls ein solcher K-Isomorphismus existiert, heiflen L; und Lo auch K-isomorph. Ist Ly = Lo, so
heifit o auch K-Automorphismus von L.

Wir untersuchen zunéchst die Frage, wann zwei einfache endliche Erweiterungen eines gegebenen
Korpers K zueinander K-isomorph sind.

Definition 2.2.2. Es sei K ein Korper und a sowie 5 Elemente einer Erweiterung von K.
Die Elemente o und 8 heiflen konjugiert iiber K, wenn beide Elemente iiber K algebraisch sind und
das gleiche Minimalpolynom iiber K besitzen. Dann heifit 5 auch die Konjugierte von a.

Beispiel 2.2.1. Es sei a = v2 und K = Q.
Nach dem Eisensteinkriterium (Satz 1.4.9) ist X* — 2 in Q[X] irreduzibel und hat die Nullstelle a.
Damit ist mg(a, X) = X* — 2. Im Korper C der komplexen Zahlen gilt dann

ma(e, X) = (X = ¥2) - (X +¥2) - (X —iv2) - (X +iV2).

Damit sind die Elemente oy = v/2, as = —v/2, a3 = i - v2 und ag = —i - V2 Konjugierte iiber
dem Korper Q. Diese vier Elemente sind alle Konjugierten von « in C, da mg(«, X) keine anderen
Nullstellen besitzt. Die Elemente 1 und ag sind auch wegen

iiber Q(v/2) konjugiert. Ebenso sind a3 und «y iiber Q(v/2) konjugiert, da
Mo (as, X) = me 5 (as, X) = X2 +V2

gilt. Hingegen sind a1 oder ap zu keinem der Elemente a3 oder ay iiber Q(v/2) konjugiert.

Satz 2.2.1. Es sei K ein Korper und o, 8 algebraisch iber K.
Falls o und B das gleiche Minimalpolynom iiber K besitzen, sind K («) und K(B) dann K-isomorph.
FEin K-Isomorphismus wird dann durch die Zuordnung

n—1 n—1
> bjed = b
=0 =0

fiir n = deg(a) = deg(B) mit bj € K hergestellt.
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In Hinblick auf weitere Anwendungen beweisen wir eine Verallgemeinerung dazu (Satz 2.2.2).

Definition 2.2.3. Es seien L bzw. L Erweiterungen von K bzw. K.

Es sei o ein Isomorphismus von K auf K und 7 ein Isomorphismus von L auf L.

Wir sagen, 7 setzt o fort, bzw. 7 ist Fortsetzung von o, falls 7(z) = o(z) fiir alle z € K gilt, wenn
also o gerade die Einschrénkung 7|k von 7 ist.

Satz 2.2.2. Es sei a algebraisch iiber K und g(X) = my(a, X) =ag+a1 X +---+a, 1 X" 14+ X",
Ferner sei L eine Erweiterung eines Korpers K und ein Isomorphismus o: K — K gegeben, sowie
g = o(ag) + 0(a1)Y + -+ + o(an_1)Y" L + Y™ € K[Y] mit einer Unbestimmten Y idiber K
gesetzt.

Es gibt genau dann einen Isomorphismus 7: K(a) — K' in einen Unterkérper K' < L, der o
fortsetzt, wenn ¢\%) mindestens eine Nullstelle in L besitzt.

Sind Bu, ..., [, die verschiedenen Nullstellen von ¢\?) in L, so gibt es genau r derartige Fortsetzungen
von o. Dies sind die surjektiven Abbildungen 7, K (o) — K(By) fiir k =1,...,r, welche durch

n—1 n—1

Tk ijaj :ZU(bj)Bi

=0 =0
mit n = [K(«a) : K] definiert sind.

Kurz ausgedriickt: Die Fortsetzungen T1,..., 7, von o sind den Nullstellen 51,..., B, von g(") (Y) in
der Erweiterung L eindeutig zugeordnet. Die Abbildung Ty, ist durch die Forderung

(@) = Bi
eindeutig bestimmt, und es ist [K(a) : K] = [K(By) : K] firk=1,...,r.
Bemerkung 2.2.1. Satz 2.2.1 ergibt sich als Spezialfall von Satz 2.2.2, wenn K = K und o = idg

gesetzt wird.

Beweis. (Beweis von Satz 2.2.2) Es sei 7: K(«a) — K’ ein Isomorphismus, der o fortsetzt. Dann gilt

n

0=7(9()) =Y _7(aj)-7(@) =Y o(aj)-7(a) = g ((a)),

J=0 Jj=0

also ist 7(c) eine Nullstelle von g(?) in L. Durch die Kenntnis von 3 = 7(a) ist 7 vollstéindig bestimmt,
denn fiir ein beliebiges b € K («) gilt

n—1
b= biad = 7)) =) 7(b)r(ad) =D a(b)A
par ‘ .

Umgekehrt sei 3 eine beliebige Nullstelle von ¢(?)(Y) in L.
Fiir ein beliebiges b € K (o), etwa b =) b;jaf mit b; € K, setzen wir

Es bleibt nachzuweisen, dass 7 ein Isomorphismus von K(a) auf K(B) ist, der o fortsetzt. Dazu
beachtet man zunchst, dass ¢(?)(Y') = mz(3,Y) ist. Wie man leicht nachrechnet, ist die Abbildung

wi > biXT =Y o(by)Y

ein Isomorphismus K[X] — K[Y] mit w(g) = g,
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Aus der Trredugzibilitit von g in K[X] folgt die Irreduzibilitit von ¢(?) in K[Y]. Es sei
B D biXT 4+ (g) = YooY + (69).

Offenbar ist h ein Epimorphismus h: K[z]/(g) — K[Y]/(¢(")).
Wir wollen zeigen, dass h auch injektiv und damit ein Isomorphismus ist.
Dazu bestimmen wir Kern(h). Es sei

h (Z b; X7 + (g)) = Ogpy) + (9(0)) - (g(a)) '

Dann gilt ¢\ | > o(b;)Y7, also ist > o(b;)Y7 = gl@ - h(?) fiir ein hl?) = 3" 0(d;)Y7 = w(h) mit
h =3 d;jX’. Anwendung von w™! ergibt dann Y b; X’ = g - h, also Y b; X7 + (g9) = xx] + (9)-
Daraus folgt Kern(h) = {Og{x]/(g)}- Nach Satz 2.1.3 sind die Abbildungen

Y1 0 Kla] = K[X]/(9), Y _bjad =Y b X7+ (g)
vy KBl = K[Y]/(99), Y a8 =D o)V +(g')

Isomorphismen. Daher ist auch 7 = 95 Lo h oty ein Isomorphismus und besitzt die gewiinschten
Eigenschaften. O

Beispiel 2.2.2. Es sei K = K = Q und L = C mit o = idg sowie o = V2. Es liegt also der
Spezialfall Satz 2.2.1 vor. Nach dem Eisensteinkriterium ist das Polynom g(X) = X? — 2 irreduzibel.
Das Element a = v/2 hat daher das Minimalpolynom g(X) = X2—2. Wegen ¢ = idg gilt g{*) = Y22
mit den Nullstellen 57 = v/2 und 2 = —v/2 in L = C. Die Fortsetzungen 7; mit j = 1,2 von o = id
sind also durch den Wert 7;(a) € {f1, B2} bestimmt.

e Fall j=1:
Die Festlegung 71 : v/2 — /2 ergibt 71 (bg + by v/2) = by +b1/2 fiir alle by, by € Q, also insgesamt
71 = idg( )

e Fall j=2:
Die Festlegung 75 : v/2 — —v/2 ergibt m5(by + b1v/2) = by — b1V/2.

Beispiel 2.2.3. Es sei K = K = Q(v/2) mit 0y = idg = 7, und 09 = 7 aus dem vorigen Beispiel.
Dazu sei a3 = V2 und ay = i - v/2. Es ist mo(on, X) = mo(ag, X) = X4 —2.
Also ist deg(a;) = deg(az) = 4. Damit sind a1, a0 ¢ K wegen [K: Q] = 2. Es ist

mi(a, X) = X2—V2=g(X)
mi(ag, X) = X°+V2=gy(X).

e Die Fortsetzungen von o;:
Die Fortsetzungen von o1 sind nach Satz 2.2.2 durch die Nullstellen ;1 = v/2 und Bi2 = -2
von gggl) =Y? — /2 eindeutig bestimmt.
Wir haben die Fortsetzungen

011 {4/5 — \‘75, d.h. 01,1 = idQ( %)
o12 ¢ V2= V2, dh.oorg: by +biV2+ a2+ b3(V2)3 — by — b V2 + by vV/2 — b3(V2)3.
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e Die Fortsetzungen von oa:
Die Fortsetzungen von oy sind durch die Nullstellen von ¢(%2)(Y) = Y2 — 05(v/2) = Y2 + /2
gegeben: 21 =1 - v/2 und P22 = —i- V2.
091 : V2—=i-v2, dh.
oo1 by +biV2+baV2 4 b3(V2)2 = by + bi(i- V2) — baV/2 + b3(i- V2) und
022 \4/5 — —17- é/i, d.h.
022 : bp+ b1V2+ baV/2 + bg(%)s — bo — b1 (7 \4/5) - 52\2/54- bs -7 (%)3.
Das heifit, dass o9 keine Fortsetzung zu Isomorphismen Q(+v/2) — Q(+/2) besitzt, da g(?2) keine
Nullstellen in Q(v/2) hat.

Beispiel 2.2.4. Man finde simtliche Q-Automorphismen von L = Q(v/2,1).

Losung:

Der Korper L ist eine Erweiterung des in Beispiel 2.2.3 betrachteten Korpers Q({l/?) Nach Satz 2.2.2
findet man séamtliche Automorphismen von L als Fortsetzungen der im vorigen Beispiel betrachteten
Isomorphismen von Q(+v/2), deren Bilder in L liegen.

e Die Fortsetzungen der Isomorphismen o1 und o4 2:

Wir wenden Satz 2.2.2 mit K = K = Q(v/2) an. Das Polynom ¢(X) = X2 + 1 ist in K[X]
irreduzibel, da es in K keine Nullstelle besitzt. Also ist mg (i, X) = X2 +1 = (X 4+ i)(X — 1)
und somit [L : Q] = 8. BEs ist g(7.1)(Y) = ¢(@12)(Y) = Y2 + 1. Die Fortsetzungen oy 11 und
01,12 von 01,1 bzw. 0121 und o122 von o2 sind durch die Nullstellen ¢ und —¢ von 9(01,2)(}/)
bestimmt:

o111 - V2 — %, 1 —1
0112 V2 - {1[2, T — —1
o121 V2 — —\4/5, T —1
o122 - V2 — —\4/5, T — —1.

Insbesondere ist o111 = idy..

e Die Fortsetzungen der Isomorphismen o1 und o2 9:

Wir wenden Satz 2.2.2 mit K = Q(+v/2) und K = Q(i- v/2) an. Wére i € K, so wire L = K im
Widerspruch zu [L: Q] = 8 und [K : Q] = 4. Damit besitzt g auch in K keine Nullstelle und ist
in K[X] irreduzibel. Wiederum sind die Fortsetzungen von 021 und o35 durch die Nullstellen
von g(21) = ¢(922) = Y2 4 1 bestimmt:

o211 %—M\Zl/ﬁ, T —1
oo1e 1 V2—i-V2, - —i
ooo1 ¢ V2= —i-V2, i
0222 V2 —i- \4/5, i —> —i.

Damit sind alle Fortsetzungen von idg Automorphismen von L, es gibt also insgesamt acht
Automorphismen von L = Q(v/2,1).

Satz 2.2.2 gibt eine Methode, die schon in den obigen Beispielen illustriert wurde, um alle K-

isomorphen Bilder einer endlichen Erweiterung K(aq,...,a,) von K in einer Erweiterung L von
K zu finden.

23



Durch wiederholte Anwendung von Satz 2.2.1 findet man zunichst alle Fortsetzungen von idg zu
K-Isomorphismen von K (ay), dann alle Fortsetzungen dieser Isomorphismen zu K-Isomorphismen
von K (o, ag) usw. Auf diese Weise gelingt es, insbesondere auch simtliche K-Automorphismen einer
endlichen Erweiterung von K zu finden. Diese sind unter den Kérperisomorphismen von besonderem
Interesse, da ihre Menge eine Gruppe bzgl. der Hintereinanderausfithrung o bildet. In den folgenden
Definitionen wird erst nicht vorausgesetzt, dass die betrachteten Korpererweiterungen endlich sind.

Definition 2.2.4. Es sei L/K eine Korpererweiterung.

i) Die Gruppe aller K-Automorphismen von L heifit die Galoisgruppe von L/K
(Schreibweise: G(L/K)).

ii) Ein Korper Z mit K C Z C L heifit Zwischenkorper von L/K (Schreibweise: L/Z/K).

iii) Ist U eine Untergruppe von G(L/K), so heifit LYV := {z € L: 0(2) = 2, Yo € U} der Fixkorper
zu U in L.

Die Galoistheorie (nach Evariste Galois) befasst sich mit der Beziechung zwischen den Untergruppen
von G(L/K) und den Zwischenkorpern von L/K. Es gibt zwei Zuordnungen. Die erste ist die Zu-
ordnung Z — G(L/Z), die jedem Zwischenkorper die Untergruppe der Z-Automorphismen von L
zuordnet. Die zweite ist die Zuordnung U — LY, die einer Untergruppe von G(L/K) den zugehérigen
Fixkorper in L zuordnet. In wichtigen Fillen, den sogenannten Galoisschen Erweiterungen, sind diese
beiden Zuordnungen bijektiv und invers zueinander, also

GL/LYY=U und LEE2) = 7
fiir alle Untergruppen U < G(L/K) und Zwischenkorper L/Z/K.
Beispiel 2.2.5. Es sei K = Q und L = Q(v/2,V/3).
Bestimme die Struktur von G(L/K), ihre Untergruppen und deren Fixkorper.

Losung:
Die Fortsetzungen von idg auf Q(v/2) sind durch

o1 V2o V2

bestimmt. Annahme: v/3 € Q(v/2).
Dann ist V/3 = by + b1v/2 fiir by, by € Q. Wegen o1(v/3)? = 01((v/3)?) = 01(3) = 3 folgt nun auch
by — b1V/2 € {f, _\/§} Damit ist by = /3 oder b; = V/3/2, was wegen V3, V/3/2 ¢ Q unméglich
ist. Also V3 ¢ Q(v2). Somit ist mg 5 (V3,X) = X* —3 = (X — V3)(X + V3). Nach Satz 2.2.2
sind die Fortsetzungen von og und o7 durch

00,0 \/i — \@, \/g — \/§

00,1 . \/i — \/5, \/g — *\/g

010 - \@ — —\/5, \/g — \/g

011 - \/i — —\/5, \/g — —\/g

gegeben.
Also gilt o y: V2 = (=1)*-v/2, V3 — (=1)! - V3 fiir k,1 € {0,1}.
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Die Komposition zweier Automorphismen wird berechnet, indem ihre Wirkung auf die Elemente /2
und /3 untersucht wird. Es gilt

(O’kl,h o O'k2712)(\/§) = Ok, (0k27l2(\/§)) = O'kl,ll((—l)m\/i)
= ok (F1))ok, 1 (V2) = (=)0, 1, (V2) = (1) 2. V2

und

(O'kl,ll @ 01@712)(\/3) = Ok, (ak2712(\/§)) = Ukl,ll((—l)lz\/g)
= Uklvll((_1)12)0k17l1(\/§) = (_1)l20'k1,ll(\/§) = (_1)ll+l2 . \/g

Damit gilt oy, 1, © Okyty = Oky,ly, WObel (k3,l3) durch die Beziehungen ks = ki + k mod 2 und
I3 = 11 4+ I mod 2 bestimmt ist. Diese Beziehungen legen nahe, die Beschreibung zu vereinfachen,
indem man zur Indizierung der Automorphismen Restklassen modulo 2 verwendet.

Fiir (r,s) € (Z/2Z) x (Z/2Z) setzen wir 0, ¢: V2 = (—=1)¥ - /2, /3 — (=1)! - /3 fiir beliebige k € r
und / € s. Wir erhalten die Beziehung o, 5, © 07y 60 = Op 410,51 +52-

Die Untergruppen von G(L/K) sind dann

<06,6> = {ogpt = {ide},
<<76,I> = {950,951}
<UT,6> = {950 715}
<UI,I> = {95011

und G(L/K) selbst, wobei k hier als die Restklasse k mod 2 zu verstehen ist.
Nach den Sétzen 2.2.1 und 2.2.2 ist

L = {b() + b1\@+ bg\/§+ bg\/éi b; € Q},
L) = {zeL:ogg(x) = 2 o51(2) = 2}

Es ist 055(2) =  fiir alle z € L. Andererseits ist

Jﬁj(bo + bl\/§ + b2\/§+ b3\/6) = bp + bl\/§ - bQ\/g - b3\/67

und damit gilt
UG,T(Z) =z 2=by+ bl\/§ =z e Q(ﬁ),

dh. L7071 = Q(v/2). Weiter folgt

SN bo + bl\/§+ bg\/§+ bg\/é — by — bl\/§+ bg\/g — bg\/é
SRE bo + bl\/§+ bz\/g—i- bg\/é — by — bl\/i— bz\/g—i- bg\/é,

also gilt analog



Insgesamt ergeben sich die zu den Untergruppen von G(L/K) gehorenden Fixkorper mit

L{owa) — L
Ll = Q(v3),
Ll = Q(v2),
L)~ Q(v6),
G

LEWE) = K =Q.

Damit ist die Koérpererweiterung L/K galoissch.
Die Zuordnungen zwischen Untergruppen von G(L/K) und den Zwischenkérpern L/Z /K lassen sich
durch die folgenden Diagramme illustrieren:

{id} L

A v — LY / | \
(o01)  (oig)  (o11) QV2) Q(v3) Q(V6)
S B G(L/Z) «— Z \ | /
G(L/K) Q
[ [
G K

Man beachte, dass die Enthaltenseinsbeziehungen in den beiden Diagrammen entgegengesetzt sind.

2.3 Zerfallungskorper und normale Erweiterungen

Wir wollen im folgenden nun ein Kriterium dafiir erhalten, dass eine Koérpererweiterung galoissch ist.
Es wird lauten, dass eine Korpererweiterung L/K genau dann galoissch ist, wenn sie endlich, normal
und separabel ist. Die Bedeutung des ersten Begriffs ist schon bekannt. In diesem und dem néchsten
Abschnitt sollen die beiden anderen eingefithrt werden. Eng mit dem Konzept der Normalitét ist das
des Zerfiallungskorpers verbunden:

Definition 2.3.1. Es sei K ein Korper und f € K[X] mit deg(f) > 1.
Eine algebraische Erweiterung L von K heifit Zerfiallungskorper von f tiber K, wenn L = K (aq, ..., ap)
und f=c- (X —ag) -+ (X —ap) mit c € K gilt.

Bemerkung 2.3.1. Man beachte, dass f nicht irreduzibel zu sein braucht.

Beispiel 2.3.1. Der Korper Q(v/2,v/3) aus Beispiel 2.3.1 ist ein Zerfillungskérper des Polynoms
f(X) = (X?-2)-(X?-3) iiber Q denn es ist f(X) = (X — v2)(X — (—v2))(X —V3)(X — (—V3))
in L[X], und L = Q(v2, —v/2,V3, —V/3).
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Beispiel 2.3.2. Der Kérper C ist Zerfillungskorper von X2+1 iiber R, da X2 +1 = (X —4)(X —(—1i))
und C = R(z, —i) ist.

Folgender Satz ist trivial:

Satz 2.3.1. FEs sei K ein Korper und f € K[X], sowie L ein Zerfillungskorper von f diber K und
Z ein Zwischenkorper, d.h. L/Z/K. Dann ist L auch ein Zerfillungskérper von f iiber Z.

Wir werden im folgenden eine Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern be-
weisen.

In Beispiel 2.3.1 wurde der Zerféallungskorper L als Unterkdrper von vorgegebenen grolien Oberkorpern
(R oder C) erhalten, die mit Hilfsmitteln der Analysis (Cauchyfolgen) aus dem Kérper Q konstru-
iert werden konnen. Im folgenden werden diese Zerfallungskorper mit rein algebraischen Hilfsmitteln
konstruiert werden. In einem ersten Schritt konstruieren wir zu einem vorgegebenen Koérper K und
Polynom f € K[X] eine Kérpererweiterung L/K, in der f mindestens eine Nullstelle besitzt.

Satz 2.3.2. Es sei g € K[X] normiert und irreduzibel.
Dann existiert eine einfache algebraische Erweiterung L/K mit o € L und mg (o, X) = g(X).

Beweis. Der Satz 2.2.2 ii) legt es nahe, den Restklassenring L = K[X]/(g) hierfiir zu betrachten.
Nach Satz 1.4.4 iii) ist (¢g) ein maximales Ideal, womit L nach Satz 1.4.10 ii) ein Kérper ist.

Wir setzen a = X + (g) € L.

Der Kérper L enthilt den zu K isomorphen Unterkérper K := {z + (g): z € K}.

Es sei L = (L\K) U K und

o z+(g) — =z falls 2+ (9) e K
o 2 — z falls  z€L\K

Wir definieren Addition und Multiplikation auf L durch
D(z1) + P(22) := P21 + 22), und D(z1) - P(22) := P(21 - 22).

Dann ist g(a) = 0, und L ist von der gewiinschten Art. O

Der folgende Satz macht Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von Zerfdllungskérpern.

Satz 2.3.3. Es sei K ein Korper und f € K[X].

Dann gibt es einen Zerfillungskorper L von f iiber K. Es sei f(X) =c- (X —aq) - (X — ay) mit
ce K und aq,...,a, € L.

Ist L ein beliebiger Zerfillungskorper von f diber K, so gibt es einen K-Isomorphismus o: L — L,
so dass f(X)=c- (X —o(a1)) (X —o(ay)) in L[X] ist.

Insbesondere sind Zerfillungskorper von f iber K stets K-isomorph.

Beweis. Existenz:
Wir beweisen die Existenz eines Zerfallungskérpers L von f iiber K durch vollstdndige Induktion
nach dem Grad n = deg(f).

n=1:

Es gilt f(X) = a1X + ag mit a3 # 0, also f(X) = a1 - (X — (—apa; '), d.h. K ist schon selbst
Zerfallungskorper.

n—1—mn

Es sei f € K[X] mit deg(f) = n.
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Dann gibt es nach Satz 2.3.2 eine Korpererweiterung K (o) mit mg (a1, X) = f(X).

Esist f(X)=c- (X —a1)-h(X) mit ¢ € K fiir ein normiertes h € K («;)[X], sowie deg(h) =n — 1.
Nach Induktionshypothese gibt es eine algebraische Erweiterung L = K (a1, ...,a,) von K(a1), so
dass h(X) = (X —ag) -+ (X — ay) in L[X] gilt. Also ist L Zerféllungskorper von f iiber K.
Eindeutigkeit:

Die Eindeutigkeit bis auf K-Isomorphie ist ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes. O

Satz 2.3.4. FEs seien K und K Kérper, X und Y Unbestimmte tiber K bzw. K, und o: K — K ein
Korperisomorphismus.

Fiir f(X) = apX" + -4 a9 € K[X] sei fOY) = o(an)Y™ + --- + o(ag) gesetzt. Es sei L ein
Zerfillungskéorper von f diber K mit f(X) =c- (X —a1) - (X —an), c € K und ay,...,a, € L.
Ferner sei L ein Zerfillungskorper von f(9) iber K. Dann gibt es einen Isomorphismus 7: L — L,
der o fortsetzt, und zwar mit (%) = o(c) - (Y —7(ay)) - (Y — 7(am)).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n = deg(f):

n=1:

Es gilt f(X) =c- (X —a1) mit ¢, € K und fO(Y) = o(c) - (Y — 7(v1)).

Die Behauptung gilt dann wegen L = K, L = K, wenn 7T = o gesetzt wird.

n—1—=n

Die Behauptung sei schon fiir alle Grade kleiner gleich n — 1 gezeigt. Es sei n = deg(f), und es gelte
f(X)=c-g1(X)--g(X) mit ¢ € K und irreduziblen normierten g; € K[X] fiir 1 < j <. Es sei «
eine Nullstelle in L von ¢;(X). Damit gilt in K («)[X]

f(X) =c- (X —a)h(X) - g2(X) -~ q1(X) = (X — o) - k(X)

fiir ein k € K(«)[X]. Es sei 8 eine Nullstelle von g%a)(Y) in K. Dann gibt es nach Satz 2.2.2 einen
Isomorphismus 9: K (o) — K(8) mit (o) = 3, der o fortsetzt. Es gilt

FOY) = a(e)- (Y = ORI Y) - g8 (V) - g (V) = (v = ) - kD(Y).

Nun ist L Zerfallungskérper von k iiber K () und L Zerfillungskorper von k() iiber K. B
Nach Induktionshypothese (mit deg(k) = n — 1) kann 1 zu einem Isomorphismus 7 von L nach L
fortgesetzt werden, so dass die gewiinschten Eigenschaften gelten. O

Definition 2.3.2. Es sei f ein nichtkonstantes Polynom aus K[X].

i) Man hat alle Nullstellen von f zu K adjungiert, wenn man einen Zerféllungskorper von f iiber
dem Korper K betrachtet.

ii) Man hat eine Nullstelle von f zu K adjungiert, wenn man eine einfache Erweiterung K («) des
Korpers K mit f(«) = 0 betrachtet.

iii) Ist « algebraisch iiber K, so heiit aq,...,a, ein volles System von Konjugierten zu « iiber
dem Korper K, wenn o1 = « ist und es eine Erweiterung L/K mit «q,...,a, € L und
mi(a, X) = (X —a1) (X — ay) gibt.

Definition 2.3.3. Ein Korper L heifit normal iiber K (oder eine normale Erweiterung von K),
wenn L eine algebraische Erweiterung von K ist, und jedes irreduzible Polynom aus K[X], das in L
mindestens eine Nullstelle besitzt, in lauter Linearfaktoren aus L[X] zerfallt.

Beispiel 2.3.3. Die Erweiterung L = Q(+/2) ist nicht normal iiber Q, denn f(z) = X% — 2 ist in
Q[X] irreduzibel, hat in Q(+v/2) eine Nullstelle o = v/2, zerfiillt jedoch nicht in Linearfaktoren aus
L[X], da die Nullstelle v/2 - i € C nicht in L liegt.

28



Der folgende Satz sagt aus, dass endliche normale Erweiterungen und Zerfallungskorper ein und
dasselbe sind:

Satz 2.3.5. Ein Kdérper L ist genau dann eine normale und endliche Erweiterung von K, wenn L
ein Zerfillungskorper eines Polynoms aus K[X] tber K ist.

Beweis. " ="

Es sei L eine normale und endliche Erweiterung von K.

Dannist L = K(az, ..., ay) fir endlich viele ag, ..., o, € L. Essei f(X) = mg(a1, X) -+ - mg (o, X).
Da jeder Faktor mg (o, X) in Linearfaktoren aus L[X]| zerfillt, ist L ein Zerfillungskorper von f
iiber K.

14 <://:

Es sei L Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X] iiber K, etwa mit Zerfall

fX)=c- (X =) (X = an)

in Linearfaktoren in L[X], und L = K(aq,...,ay).

Es sei g € L[ X] normiert und irreduzibel mit g(f8) = 0 fiir ein 5 € L. Es ist zu zeigen, dass g in L[ X] in
Linearfaktoren zerfillt. Dazu sei Z ein Zerfiallungskorper von ¢ iiber L. Ist 3 eine beliebige Nullstelle
von g in Z, so bleibt 3 € L zu zeigen. Wegen g(X) = mg (8, X) = mx (B, X) gibt es nach Satz 2.2.1

einen K-Isomorphismus o: K(8) — K(8) mit o(8) = 8. Da L = L(f) ein Zerféllungskorper von f

auch iiber K () und L(fB) ein Zerféllungskorper von f iiber K (3) ist, existiert nach Satz 2.3.4 ein

Isomorphismus 7: L — L(3), der o fortsetzt. Wegen 0 = 7(f(«;)) = f(7(c;)) bilden die Elemente
7(a1),...,7(ay) eine Permutation von ayq,...,a,.Fir f € K(aq,...,a,) gilt dann

B=play,...,a,)
mit p € K[Xy,...,Xy]. Daraus folgt
B=p(r(ar),...,7(an)) € K(a1,...,ap) = L.
O

Satz 2.3.6. Ist ein Korper L normal iber K, so ist L normal tber jedem Zwischenkérper L)Z /K.
Beweis. Es sei g ein irreduzibles und normiertes Polynom aus Z[X] und g(«) = 0 fiir ein o € L.

Es gilt g(X) = mz(a, X), also g(X)|mg(a, X) (Teilbarkeitsrelation in Z[X]).
Da mg(«, X) in L[X] in Linearfakoren zerféllt, gilt das auch fiir den Teiler g(X). O

2.4 Separabilitat

Definition 2.4.1. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heifit o € L eine r-fache Nullstelle
eines Polynoms f € K[X] mit r € Ny, falls (X — a)"|f(X) und (X — )" { f(X) in L[X] gilt.

Definition 2.4.2. Es sei f ein nichtkonstantes Polynom aus K[X] und L ein Zerféllungskérper von
f iiber K.

i) Das Polynom f heifit separabel, wenn f nur einfache Nullstellen in L besitzt.
Andernfalls heifit f inseparabel.

ii) Die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in L wird der reduzierte Grad von f genannt.
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Ein wichtiges Kriterium fiir die Separabilitit eines Polynoms f kann mittels dessen Ableitung f’
gewonnen werden.

Definition 2.4.3. Es sei .
F(X) =) a;X7 € K[X]
j=0
beliebig. Unter der Ableitung f’ von f versteht man das Polynom

n
FX)=) j-a; X" e KIX],
j=1
wobei j innerhalb der Summe als Abkiirzung fiir ®(j) mit dem Ringhomomorphismus ®: Z — K
aus Satz 2.2.1 zu verstehen ist. Man beweist leicht die Giiltigkeit der Produktregel (fg) = f'g+ f¢'.

Satz 2.4.1. Es sei f ein nichtkonstantes Polynom aus K[X].
Dann ist f genau dann separabel, wenn f und f' in K[X] teilerfremd sind.

Beweis. " <"
Es sei a eine mehrfache Nullstelle von f in L. Dann gilt: f(X) = (X — a)? - g(X) fiir ein g € L[X].
Nach der Produktregel ist

FI(X) =2(X = a)  g(X) + (X —a)*- ¢'(X),

also gilt (X — )| f(X) und (X — «)|f'(X) in L[X]. Wiren f und f’ teilerfremd in K[X], so folgte
(X — )|l in L[X], ein Widerspruch.

" :>//:

Essei f(X)=c- (X —a1) (X — ) mit ¢ € K, a; € L und alle a; paarweise verschieden. Wir
nehmen an, f und f’ seien in K[X] nicht teilerfremd. Da L[X] faktoriell ist, folgt g|f und g|f’ fiir ein
irreduzibles g € L[X]. Weiter folgt g|(X — o) fiir genau ein j, ein Widerspruch, da (X —a;) {1 f/. O

Satz 2.4.2. Es sei f ein irreduzibles Polynom in K[X| mit char(K) = 0. Dann ist f separabel.

Beweis. Nach Satz 2.4.1 ist f genau dann inseparabel, wenn f und f’ einen nichtkonstanten grofiten
gemeinsamen Teiler in K[X] besitzen. Wegen der Irreduzibilitéit von f folgt: f|f" oder f'(X) # 0. Ist
f(X)=ay+a1 X+ --+a, X" mit a, #0und n > 1,s0ist f'(X) = a3 +2a2X +---+n-a, X" 1 £0,
da wegen char(K) = 0 auch n # 0 fir n > 1 gilt. O

Bemerkung 2.4.1. Fiir Kérper mit Primzahlcharakteristik konnen irreduzible Polynome insepara-
bel sein.
Definition 2.4.4. Es sei K ein Korper.

i) Ein iiber K algebraisches Element « heifit separabel bzw. inseparabel iiber K, falls mg (c, X)

separabel bzw. inseparabel ist. Der reduzierte Grad von mg(a, X) wird der reduzierte Grad
von « iiber K genannt.

ii) Eine algebraische Erweiterung L/K heifit separabel (oder separable Erweiterung von K), falls
alle a € L tiber K separabel sind. Andernfalls heifit L inseparabel {iber K.

Satz 2.4.3. Es ist stets K separabel tiber K. Ist L separabel iiber K, so ist L separabel tiber jedem
Zwischenkorper L/Z/ K.

Beweis. Ist a € K, so ist mg (o, X) = X — « offensichtlich separabel. Es gilt mz(a, X)|mg(a, X) in
Z[X] fiir o € L. Aus der Separabilitidt von mg (o, X) folgt daher die Separabilitidt von myz(a, X). O
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Der folgende Satz ist fiir die Beziehung der Begriffe Normalitdt und Separabilitét zur Galoistheorie
von entscheidender Bedeutung;:

Satz 2.4.4. Es sei L/K endlich, L = K(ai,...,a,) und m; der reduzierte Grad von «j fiber
K(o,...,aj-1) fir j = 1,...,7. Dann gilt |G(L/K)| < my---m,. In dieser Ungleichung steht
das Gleichheitszeichen, wenn L iber K normal ist. Insbesondere ist stets |G(L/K)| < [L: K].

Beweis. Schritt 1:

Wir beweisen durch Induktion nach j folgende Behauptung, aus welcher fiir j = r die erste Behaup-
tung des Satzes folgt: Die Anzahl n; der K-Isomorphismen von K (a1,..., ;) erfillt nj < mq---m;.
Der Induktionsanfang j = 0 ist klar.

Es sei nun j > 0, und die Behauptung sei fiir j — 1 schon gezeigt, d.h. es gibt n;_; verschiedene
K-Isomorphismen o7, ...,0p;_; von L' =K(ai,...,aj—1) in L, wobei nj_1 < my---mj_; gilt.

Die K-Isomorphismen von K(a1,..., ;) werden nach Satz 2.2.2 aus den Fortsetzungen der o; er-
halten. Es sei o eines der oy, sowie g(X) = mp(a;, X) = Y apX*. und ¢(Y) = Y o(ar)Y*.
Nach Satz 2.2.2 sind die Fortsetzungen von o durch die verschiedenen Nullstellen f51,..., 3, von
g(?) (Y) in L iiber o(cy) = B; charakterisiert. Es gibt also genau m’ Fortsetzungen von o, wobei
m' < m; ist fiir den reduzierte Grad m; von ¢(?). Da nach Satz 2.3.4 ¢ zu einem Isomorphismus
eines Zerfillungskorpers von ¢ iiber L' und einem Zerfillungskorper von ¢(@) iiber o(L') fortgesetzt
werden kann, gilt m; = m;. Also folgt n; <n;_1m; <mq---mj.

Schritt 2:

Es sei nun zusétzlich vorausgesetzt, dass L normal {iber K ist. Der Beweis fiir das Gleichheitszeichen
wird wieder durch Induktion iiber j gefiihrt.

Die Induktionshypothese ist somit, dass es genau my ---mj_1 verschiedene K-Isomorphismen o von
L' = K(ai,...,a-1) gibt. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem o genau m; Fortsetzungen zu einem

Isomorphismus auf K(aq,...,a;) gibt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass g9 (Y) in L[Y] vollstindig in
Linearfaktoren zerfillt. Wegen ¢ (Y) = mz(;,Y) gilt

hX) =mg(a;, X) =bo+ 01X+ + b1 X+ by X = g(X) - q(X),
mit b; € K und g,q € K(ov,...,a;-1)[X]. Dann ist
h(X)=0c(bg) + 4+ 0o(bp_1) X" 1+ X" = g(a)(X) . q(U)(X).

Da aber L normal iiber K ist, zerféllt auch h wegen h(c;) = 0 vollstandig in Linearfaktoren in L[X]
und somit auch ¢(?). SchlieBlich ist

[L: K] = [K(a1): K] [K(aq,2): K(ag)] -+ [K(a1,...,0p): K(aq,...,00-1)]
> mi--my > |G(L/K)),
woraus die letzte Behauptung des Satzes folgt. O

Satz 2.4.5. Es sei L/K endlich.
Dann gilt genau dann |G(L/K)| = [L: K|, wenn L/K normal und separabel ist.

Beweis. 7="
Es sei L/K normal und separabel. Dann gilt im Beweis des vorigen Satzes

[L: K] =[K(): K]+ [K(a1,...,00): K(a1,...,00-1)] =my---m, =|G(L/K)|, ()
wobei die vorletzte Gleichung wegen der Separablilitéit und gilt und die letzte wegen der Normalitét
von L/K.
R <:77
Ist L/K nicht normal oder nicht separabel, so gilt in (x) an mindestens einer Stelle eine strikte
Ungleichung, weswegen |G(L/K)| # [L: K] gilt. O

31



2.5 Endliche Koérper

Satz 2.5.1. Die Ordnung eines endlichen Korpers K ist stets eine Primzahlpotenz, also |K| = p™
mit p prim und m € N.

Beweis. Es sei P der Primkorper von K. Wére nun char K = 0, so wire P = Q, damit also | K| = oo.
Nach Satz 2.1.1 ist char K = p fiir eine Primzahl p und P = Z/pZ. Wegen |K| < oo ist auflerdem
[K:P|=meN.

Also ist K ein Vektorraum der Dimension m iiber P mit einer Basis B = {v1,...,vm}.
Esist K = {ai1y1 + ...+ amym: a; € P} die Menge aller Linearkombinationen der 71, . .., Y.
Jeder Koeffizient a; kann p Werte annehmen, woraus |K| = p™ folgt. O

Es stellt sich nun die Frage, ob umgekehrt zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p™ auch ein Koérper K mit
|K| = q existiert. Der folgende Satz gibt einen Hinweis, wie ein solcher Korper zu konstruieren ist.

Satz 2.5.2. Es sei |[K| = q = p™ mit einer Primzahl p, m € N und dem Primkdérper P.
Dann ist K ein Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = X% — X dber P. Weiter ist K die Menge
aller Nullstellen von f.

Beweis. Da (K\{0},-) eine Gruppe mit ¢ — 1 Elementen ist, folgt a?~! = 1 fiir alle « € K\{0} und
damit o —a = 0 fiir alle « € K. Damit ist K die Menge aller Nullstellen von f. Ist K = {a1,..., a4},
so ist

q
FX) =[x — )
i=1
und K = P(aq,...,aq). Nach Definition 2.3.1 ist K ein Zerfdllungskérper von f(X) tiber P. O

Satz 2.5.3. Ein Korper K mit |K| = q existiert genau dann, wenn q = p™ fir eine Primzahl p
und m € N gelten. Der Korper K ist dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und isomorph zum
Zerfillungskérper des Polynoms f(X) = X7 — X dber Z/pZ.

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Sdtzen 2.5.1 und 2.5.2 sowie aus Satz 2.3.3 (Isomorphie von
Zerfillungskorpern). O

Definition 2.5.1. Es sei ¢ = p™ eine Primzahlpotenz. Der nach Satz 2.5.3 bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Korper mit ¢ Elementen wird mit GF'(¢) oder F, bezeichnet.

2.6 Symmetrische Funktionen

Es sei K ein Korper, f € K[X] separabel und L ein Zerfillungskorper von f iiber K.

Esist dann f(X) =c¢- (X —a1) -+ (X — ay,) mit paarweise verschiedenen «; € K.

Fiir jedes 0 € G(L/K) ist (o(a1),...,0(ay)) eine Permutation von (ayq, ..., o).

Man kann nun auch umgekehrt fragen, welche Permutationen o € S,, sich zu einem K- Automor-
phismus fortsetzen lassen.

Beispiel 2.6.1. Es sei K = Q und f(X) = X%+ X3 + X2 + X + 1, das Kreisteilungspolynom der
Ordnung 5. Es ist
F(X+1)=X*+5X3+10X%2 4+ 10X +5

in Q[X] nach dem Eisensteinkriterium mit p = 5 irreduzibel. Damit ist auch f in Q[X] irreduzibel.
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Wegen (X — 1) f(X) = X® — 1 ist
4
FX) =[x -¢)
i=1
mit ¢ = exp(2%). Es sei nun L = K((). Nach Satz 2.2.1 ist G(L/K) = {0j: 1 < j < 4}, wobei o,
durch 0(¢) = ¢’ eindeutig bestimmt ist. Von den 24 Permutationen der Nullstellen ¢/ kénnen also
nur vier zu K- Automorphismen von L fortgesetzt werden.

In diesem Abschnitt untersuchen wir einen Fall, in dem sich jede Permutation fortsetzen lasst.

Definition 2.6.1. Es seien n € N, R ein Ring und uy,...,u, unabhingige Unbestimmte iiber R.
Fiir f € Rluy,...,us) und 0 € Sy, sei fo(ut, ... un) = f(Ug-101)5 - -5 Ug=1(n))-

Dann heifit f € R[ui,...,uy] ein symmetrisches Polynom, wenn f, = f fiir alle o € S, gilt. Sind
a1,...,0pn € R, s0 heiit f(a,...,q,) ein symmetrisches Polynom von ay, ..., ay,.

Definition 2.6.2. Es sei R ein Ring und uy,...,u, unabhingige Unbestimmte iiber R. Unter den
elementarsymmetrischen Funktionen versteht man

§1 = urtust...+u,
S2 = wu2 +uuz + ... + Up—_1Up = E Us U
i<j
§3 = E UiU;UE
i<j<k
Sp = ULU - Up.

Definition 2.6.3. Es sei f(u1,...,up) =D ar, r uit - up.
Unter dem Grad von f versteht man deg f = max{ry + ...+ r,: r; € N}.

Bemerkung 2.6.1. Esist p(z) = (z—u1)-(z—u2) - - - (2 —up) = 2" — 512" 148027 2 4. . 4 (=1)"s,.
Allgemein sind die Koeffizienten eines Polynoms bis auf das Vorzeichen die elementarsymmetrischen
Funktionen seiner Nullstellen.

Satz 2.6.1. (Hauptsatz iber symmetrische Funktionen)
Jedes symmetrische Polynom g € Rluy,...,uy] ldsst sich auf eindeutige Weise als Polynom in den
elementarsymmetrischen Funktionen si, ..., s, schreiben.

Beweis. Existenz:

Der Beweis wird durch Induktion nach n gefiihrt.

Induktionsanfang: n = 1:

Dies ist wegen u; = s klar.

Induktionsschritt: n — 1 — n:

Fir f € Rlug,...,un] sei fO(u,...,un_1) = f(u1,...,un_1,0). Somit ist fO ein symmetrisches
Polynom und lésst sich daher nach Induktionshypothese als Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen

0 0
Si=uUr+...+Up—1,...,8,_1 = UL Up_1
darstellen. Wir kénnen also f0 = g(s?,...,s? ;) schreiben.
Es ist s = s;(u1,...,up—1,0) fiir i = 1,...,n — 1. Wir setzen

plut, .. up) = flug,...,up) —g(s1,- -+, Sn—1)-
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Als Differenz symmetrischer Funktionen ist auch das Polynom p(z) symmetrisch. Jedes Monom, das
in p vorkommt, ist durch wu, teilbar. Wegen der Symmetrie ist p durch jedes uw; und damit durch
Sp = U1 - - - Uy, teilbar. Also gilt

flut, .o un) =9g(81,- -y 8n—1) + Sn - h(ug, ..., up).

Durch eine weitere Induktion nach degh kénnen wir annehmen, dass h bereits als Polynom in den
elementarsymmetrischen Funktionen dargestellt sei. Damit ergibt sich die Existenz auch fiir f.

Eindeutigkeit:

Die Eindeutigkeit ist gezeigt, wenn wir zeigen kénnen, dass aus ¢(s1,...,8,) = 0 fir ¢ € R[s1,..., Sy]
die Aussage ¢ = 0 folgt. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Es sei ¢(s1,...,8,) = 0. Einsetzen von u, = 0 ergibt ¢(s,...,s? ;,0) = 0. Nach Induktions-
hypothese folgt daraus ¢(s1,...,8,-1,0) = 0, woraus sich dann ¢(s) = spi(s) ergibt. Also ist
0= ¢(s) = spP(s) = ug - - - upy(s) und damit ¢)(s) = 0. Der Beweis ergibt sich dann durch Induktion

nach deg. O

Der Beweis des letzten Satzes ist konstruktiv, d.h. er liefert einen Algorithmus, der eine Darstellung
liefert.

Beispiel 2.6.2. Man schreibe f(ug,...,us) = u$ +u3 + ug als Polynom in den elementarsymmetri-
schen Funktionen von uq, ..., u4.

Offenbar ist uy = 0. Wir bestimmen schrittweise f(ug,...,u,,0,...,0) fiir 1 <n < 3.

n=1:

Es gilt f(u1,0,0,0) = u$ = s1(u1,0,0,0)3.

n=2:

Wir haben f(uy,u2,0,0) = u} + u3 mit s — 1(uy,uz,0,0)3. es gilt
s1(u1,u2,0,0)% = (ug +u2)® = ud + ud + 3uiug + Jujul,

also f(uy,u2,0,0) = s1(ur,u2,0,0)® — 3(udug + uiu3).

Unterproblem:

Das Polynom g(u1,u2) = uug +uju3 ist nun als Polynom von sy (ug,u2) und s2(uy,u2) zu schreiben.
Es gilt g(u1,u2) = ujua(ug + ug) = so(ug, uz2,0,0)s1(ug, uz,0,0),woraus

f(ulu uz, 07 0) = Sl(u17u270)0)3 - 351(“1,U2,0,0)52(U1,U2,0,0)

folgt.
n=3:
Es ist f(u1,us,us,0) = uf + u3 + uj. Mit

s1(u1, uz, ug, 0)* — 3s1(u1, u2, uz, 0)sa(u, us, ug, 0)
=} +uh +uj 4+ 3udug + 3ugul + Sujui + 3uiuz + 3udusz + Sugud + 6uyugus
—3(u1 + ug + uz)(urug + urug + ugug)

= uf +uj + uj + 6urugus — Qurugus = ui + uj + uj — Jugugus.
Dies ergibt schliefilich

f(ulaUQau370) = u?""“%‘f‘ug = Sl(Ul,’UQ,U3,0)3—381(’[1,1,’[1,2,'11,3,O)SQ(Ul,’U,Q,Ug,O>—383(’U,1,UQ,U3,O).

Eine wichtige symmetrische Funktion der Nullstellen eines Polynoms ist die Diskriminante. Sie erlaubt
zu {iberpriifen, ob ein Polynom separabel ist, also keine mehrfachen Nullstellen besitzt.
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Definition 2.6.4. Es sei R ein Ring und f € R[X].
In einem Zerféllungskorper sei f(X) = ¢+ (X — a1)--+ (X — ). Unter der Diskriminante von f
versteht man

D(f)y= ][] (ci—ay>

1<i<j<n

Nach Satz 2.6.1 lésst sich D(f) als Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen von aq, ..., oy,
und damit als Funktion der Koeffizienten von f beschreiben. Zur Berechnung von D(f) geniigt somit
die Kenntnis der Koeffizienten.

Satz 2.6.2. i) Es sei f(X) = X2+ pX + q quadratisch. Dann gilt D(f) = p? — 4q.
ii) Das Polynom f ist genau dann separabel, wenn p* — 4q # 0 ist.
iii) Es sei f(X) = X3+ pX + q kubisch. Dann gilt D(f) = —4p® — 27¢%.
Beweis. i) Essei f(X)=X2+pX +q. Esist (a1 —a2)? = a? + a2 — 20102 = (a1 +a2)? —dajas.
Aus si(a1,a2) = a1 + ag =: p und sa(ay, a) =: ¢ folgt die Behauptung (Satz von Vieta).
ii) Eine Nullstelle tritt genau dann mehrfach auf, wenn D(f) = 0 ist.

iii) BEs sei f(X) = (X —a1) (X —a2) (X —a3) = X? + pX + ¢. Nach dem im Beweis von Satz
2.6.1 angegebenen Verfahren erhélt man

(a1 — ag)? - (a1 — a3)? - (g — a3)? = ss3 — 4s5 — 45353 — 2753 + 18515253.

Aus si =a1+as+a—3=0, so = aras + a1as + asag = p und s3 = ajasas = ¢ folgt die

Behauptung.
L]
Satz 2.6.3. Es sei K ein Korper, uy,...,u, unabhdingige Unbestimmte iber K und si,...,s, die
elementarsymmetrischen Funktionen von uy,...,u,. Weiter seien K(uy,...,u,) bzw. K(s1,...,8n)
die Quotientenkéorper von Klui,...,uy] bzw. K[s1,...,sy]. Dann sind auch si,...,s, unabhdingige
Unbestimmte tber K, der Korper K(uy,...,uy) ist eine Galoiserweiterung von K(si,...,sy), und

es gilt [K(ut,...,up): K(s1,...,5,)] =n!

Beweis. Es sei o € S,, und

flug, ... up)
r(ug, ..., up) = —">—1—=,
(u1 ) glut, ... up)
Die Abbildung ¢: K(ui,...,up) — K(ui, ..., up),
Pl ) folun, )
g(uy, ..., up) o (U1, ..., up)

ist offenbar relationstreu und bijektiv mit Umkehrabbildung (o), also ein Automorphismus von
K(ui,...,up). Wegen

f(X):X"—i—le"’l—I—u-‘i‘Sn:(X—U1)---(X—un)

ist K(u1,...,uy,) ein Zerfallungskorper des Polynoms f iiber dem Kérper K(sy, ..., s,). Andererseits
permutiert jeder K(ug,...,u,)- Automorphismus von K(s1,...,s,) die Nullstellen u, ..., u, von f.
Damit ist G(K(uy,...,un)/K(s1,...,8,)) = {o:0 € Sp) = Sp. Als Zerféllungskorper ist diese
Korpererweiterung normal, ebenfalls endlich und separabel. Die Behauptung folgt mit |S,| = n!. O
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2.7 Galoiserweiterungen, Hauptsatz der Galoistheorie

Definition 2.7.1. Eine endliche Erweiterung L/K heifit Galoiserweiterung oder auch galoissch, wenn
die Ordnung der Galoisgruppe mit dem Grad der Korpererweiterung iibereinstimmt, das bedeutet
|G(L/K)| = [L: K].

Satz 2.7.1. Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann galoissch, wenn sie endlich, normal und
separabel ist.

Beweis. Es sei L/K endlich. Nach Satz 2.5.1 gilt genau dann |G(L/K)| = [L: K], wenn L/K normal
und separabel ist. O

Satz 2.7.2. Ist L/K eine Galoiserweiterung, so ist auch L/Z eine Galoiserweiterung fiir jeden
Zwischenkorper Z.

Beweis. Nach den Sitzen 2.3.6 und 2.4.3 ist L/Z normal. Fiir jedes o € L ist myc(a, X) separabel.
Damit ist L/L% auch separabel. Nach Satz 2.7.1 ist L/L® eine Galoiserweiterung. Die Behauptung
folgt mit Definition 2.7.1. O

Satz 2.7.3. Es sei L ein Korper, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L mit |G| = n.
Dann ist L eine endliche Brweiterung des Fizkorpers LY, und es ist G(L/LY) = G.
Weiter ist [L: LE] = n.

Beweis. Es sei @« € L, und r € N sei das maximale 7, so dass eine Teilmenge {o1,...,0,} C G
existiert, fiir die o1(), ..., o0, (a) verschieden sind.

Wir behaupten nun, dass fiir 7 € G die Folge (to1(a),...,70,()) eine Permutation der Folge
(o1(),...,o0(c)) ist. Wére ndmlich 70;(a) € {o1(a),...,00()}, so wire r nicht maximal, ein

Widerspruch, da 7 injektiv ist. Damit ist « eine Nullstelle des Polynoms

T

FX) =]](X = oi(e)) = ) a; X7
j=0

i=1
mit a; € L und a, = 1. Weil (7o1(a),...,70,()) eine Permutation der Folge (o1(c),...,o.(a)) ist,
gilt auch
.
F(X) = [](X = 7ai(a)),
i=1
und es gilt a; € L%, da sie symmetrische Funktionen von o;(c) sind, also ist f € LG[X ]. O

Satz 2.7.4. (Hauptsatz der Galoistheorie)

Es sei L eine Galoiserweiterung eines Korper K, und es sei G = G(L/K) die zugehdrige Galois-
gruppe.

Die Zuordnung H — LY ist eine bijektive Abbildung von der Menge der Untergruppen von G auf die
Menge der Zwischenkdrper Z von L/K . Ihre Umkehrabbildung ist die Zuordnung Z — G(L/Z). Diese
Zuordnung hat die Eigenschaft, dass [L: Z] = |H| fiir H = G(L/Z) und daher [Z: K| = (G: H) gilt.

Beweis. Es sei Z ein Zwischenkorper und H = G(L/Z).

Nach Definition 2.2.4 i) gilt 0(z) = z fiir 0 € H und fiir alle z € Z, womit Z C L¥ gilt.

Nach Satz 2.7.2 ist L eine Galoiserweiterung von Z, also [L: Z] = |H| nach Definition 2.6.1. Ande-
rerseits ist |H| = [L: L¥] nach Satz 2.7.3. Daraus folgt schlieBlich Z = L. O
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Satz 2.7.5. Es sei L/K eine Galoiserweiterung und Z ein Zwischenkorper. Es sei H = G(L/Z) die
entsprechende Untergruppe von G = G(L/K).

i) Es sei o0 € G. Dann ist G(L/o(Z)) = cHo™!

it) Esist Z/K genau dann eine Galoiserweiterung, wenn H ein Normalteiler von G ist.
In diesem Fall ist G(Z/K) isomorph zur Faktorgruppe G/H .

Beweis. i) EsseiT€ H=G(L/Z)und o € o(Z).
Dann ist o/ = o () fiir ein a € Z. Weiter ist o707 1(a/) = o707 (0()) = o(7(a)) = o(a) = o,
wobei die vorletzte Gleichung wegen 7 € H gilt. Somit ist o700~ € H' = G(L/o(Z)), woraus
cHo™! Cc H' folgt.
Analog gilt c™'H'oc € H oder H' C cHo ™!, woraus insgesamt H' = c Ho~! folgt.

i) 7

Es sei H<G. Dann ist H = o Ho ! fiir alle 0 € G. Somit gilt G(L/Z) = G(L/o(Z)) fiir alle
o € G. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie (Satz 2.7.4) ist 0(Z) = Z fir alle 0 € G. Fiir
o € G ist also 0], ein K- Automorphismus von Z. Die Abbildung 7: G — G(Z/K), 0 — 0|,
ist ein Homomorphismus. Weiter gilt

o € Kern(r) & 0|, = id), & o € G(L/Z).

Nach dem Homomorphiesatz (Elemente der Algebra) ist das Bild 7 (&) isomorph zur Faktor-
gruppe G/H. Fiir den Grad der Erweiterung Z/K und die Ordnung von G(Z/K) gilt dann
[Z: K| =|G/H| < |G(Z/K)|. Da auch |G(Z/K)| < [Z: K] gilt, folgt G/H = G(Z/K).

="

Es sei Z/K galoissch. Dann ist Z ein Zerfallungskorper eines Polynoms g € K|[X], das heift
Z = K(f1,...,Pk), wobei §; die Nullstellen von g in L sind. Weiter permutiert ¢ € G(L/K)
diese Nullstellen, und damit ist Z = o(Z). Nach i) folgt H = cHo ™!, also H < G.

O

Beispiel 2.7.1. Wir kehren zu Beispiel 2.2.5 zuriick: K = Q und L = Q(ﬂ, \/§) Wir hatten
gefunden, dass G(L/K) = {055,0571,075,077} (Restklassen modulo 2) mit ors(vV2) = (=1)%v/2 mit
k € rund o, 4(v/3) = (—1)'v/3 mit | € s ist, und erhielten folgende Zuordnung zwischen Untergruppen
von G(L/K) und Zwischenkérpern L/Z/K:

{id} L
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Der Kérper L ist Zerfillungskorper von f(X) = (X2 —2) - (X? — 3) iiber Q, also ist L/K eine
Galoiserweiterung. Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt, dass die Abbildungen U — LY und
Z — G(L/Z) zueinander invers sind. Insbesondere gibt es keine anderen Zwischenkorper, als dieje-
nigen, die im obigen Diagramm aufgelistet sind.

Als néchstes diskutieren wir die Galoistheorie fiir endliche Kérper:

Definition 2.7.2. Es sei K ein Korper mit char(K) = p, wobei p eine Primzahl sei. Die Abbildung
op: K — K, z — 2P heiflt Frobeniushomomorphismus von K.

Satz 2.7.6. Es sei q=p™ und K C L Kérper mit |K|=q und |L| = q".

i) Der Frobeniushomomorphismus o, ist ein Isomorphismus.
Ist K endlich, so ist o, ein Automorphismus von K.

ii) Die Korpererweiterung L/K st galoissch und G(L/K) = (o). Zu jedem Teiler d|n gibt es
genau einen Zwischenkirper Zg mit |Zg| = . Weiter ist Zg Zerfillungskorper und Nullstel-
lenmenge von fy3(X) = X9 — X. Andere Zwischenkdrper gibt es nicht.

Beweis. i) Es seien z,y € K. Nach dem Binomialsatz ist

p—1
op(z+y) = (x+yl =a"+) (?) dyP T 4y = 2Py = op(x) + 0 (y)
j=1

wegen (?) =0.
Nach Satz 2.5.3 konnen wir annehmen, dass P = Z/pZ der gemeinsame Primkérper von K und

L ist. Weiter ist K die Menge der Nullstellen von f(X) = X9 — X in L, und jedes o € L ist
Nullstelle von g(X) = XP" — X. Daher lisst (0,)™ jedes a € K fest.

ii) Es sei G = (0,") die von o," erzeugte zyklische Gruppe. Jedes o € G ist ein K- Automorphis-

mus. Wir wollen daher die Ordnung von G bestimmen. Ist 0;”’“ = id fiir k € N, so sind alle
z € L Nullstellen des Polynoms f(X) = XP™" — X. Daraus folgt n|k und |G| = n. Fiir alle
Korpererweiterungen gilt G(L/K) < [L: K] = n ist und G(L/K) = n genau fiir Galoiserwei-
terungen, woraus G(L/K) = G = (0,") folgt. Nach Satz 1.3.8 ist die Menge der Untergruppen
von G durch {Uy: djn} mit Uy = {0 € G: 0% = id} gegeben. Die Gruppe Uy ist zyklisch, und
es gilt Uy = (o) n/ d) sowie |Uyg| = d. Nach Satz 2.7.4 (Hauptsatz der Galoistheorie) sind die
Zwischenkérper die Fixkorper LU¢, und wir haben genau dann a € LY4, wenn (a;”)”/ ) =«
gilt. Somit ist LY die Nullstellenmenge von hy(X) = (X9)™¢ — X . Die Substitution d — n/d
ergibt die Behauptung.

[
Beispiel 2.7.2. Es sei (5 = 5" . Bestimme alle Unterkorper von L = Q(v/2,(s).
Losung;:
Es sei
4 .
f(X)=X°—2=[[(x - V2¢)).
j=0

Dann ist L ein Zerfiallungskérper von f iiber Q. Also ist L/Q eine Galoiserweiterung, und wir be-
stimmen nun die Galosigruppe G(L/Q).

Nach Satz 2.2.2 kénnen die Automorphismen von L durch Fortsetzung der Isomorphismen von Un-
terkérpern gewonnen werden. Wir beginnen mit den Isomorphismen von Q(+/2).

Ein anderer moglicher Weg wiire, zunéchst die Isomorphismen von Q({5) zu untersuchen.
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Isomorphismen von Q(v/2):
Nach dem Eisensteinkriterium ist

4
m@(%,X):X5—2— HX \[C5

Die Isomorphismen von Q(+v/2) sind somit durch o;: Q(+/2) — @(%{g) mit 0 < j < 4 gegeben. Es
ist [Q(V2¢): Q) =5. Essei g(X) = X4+ X3+ X2+ X + 1. Dann ist (X —1)-g(X) = X° — 1, also
4

g(X) =[x -

k=1

Das Polynom ¢g(X + 1) und damit auch das Polynom ¢(X) sind nach dem Eisensteinkriterium in
Q[X] irreduzibel. Also gilt [Q(¢5): Q] = 4. Da L ein gemeinsamer Oberkérper von Q(+/2) und
Q(¢5) ist, muss nach dem Gradsatz der Grad [L: Q] nun auch durch kgV(5,4) = 20 teilbar sein.

Wegen mQ(%)(Cg,,Xﬂg(X) folgt g(X) = mQ(%)(C5,X), [L: Q(v/2)] =4 und [L: Q] = 20,'also auch
|G(L/Q)| = 20. Nach Satz 2.2.2 sind die Fortsetzungen oy, ; der o; durch oy j: V2 — v2(, ¢ — (&
mit 0 < j <4 und 1 <k <4 gegeben. Wir bestimmen die Verkniipfungsregeln:

V2 = Y2 —>\fC”1”k1

Tka,j2 k1,31

k. kok
G = G = P
Oka,j2 Ok1,51

koJ
0 1
haben ein analoges Verkniipfungsgesetz:

kiogi\ (k2 g2\ _ (kik2 Fiuj2+ 5
0 1 0 1 0 1 '
Zur Beschreibung von G(L/Q) eignet sich somit die Matrizengruppe

AG(5) = {(g i) 1€ (Z/5Z), s € 2/52} .

Also gilt Ok1,51 © Oka,jo = Okiko,k1jatj1-
Auch Matrizen der Form

Fir

A= (g j) € AG(5)

sei 04 € G(L/Q) durch o 4: V/2 — \5/§Cg mit j € s und (5 — (¥ mit k € r definiert. Nach der obigen
oA ITA

Rechnung ist dann 0.4 0o = 0 45. Somit ist ¢: AG(5) — G(L/Q), A — 0.4 ein Isomorphismus, also
gilt G(L/Q) = AG(5). Beide Gruppen sind wiederum isomorph zur Gruppe der affinen Abbildungen
L) ={P4s: A€ AG(5)} mit ®4: Z/5Z — Z/5Z, x — rx + s und

(60

Wir bestimmen nun die Untergruppen von AG(5) und damit die von G(L/Q). Durch vollstéindige
Induktion beweist man leicht

! I -1 1-2
1 (r s\ _(r (T T+ ])s
a=(51) = 1 ) g

fiir alle [ € N und A € AG(5).
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Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall 1:
Die Untergruppe U < AG(5) enthilt eine Matrix

o

mit sg # 0, eine echte Translation. Es sei

Durch Induktion zeigt man leicht

rs‘lsom_rsto—i—s
0 1 0o 1) \o 1 ’

Wegen r, sg # 0 durchlduft mrsg + s alle Elemente von Z/57Z. Also gilt

r s r i
<0 1>6U:><0 1>€U Vt € Z/5Z.

U:{(S i):rev, SEZ/5Z}

mit einer Untergruppe V von (Z/5Z)*.
Nun hat (Z/5Z)* = (2 mod 5) die Untergruppen Vo = (Z/5Z)*, V4 = (22 mod 5) = {£1 mod 5} und
Vo = {1 mod 5}. Damit ergibt Fall 1 die drei Untergruppen

No = AG(5)

N, = {(6 i):rz:l:lmodf),sEZ/BZ}

Ny, = {(é i):seZ/5Z}

mit |N;| = 10 und |Ny| = 5. Man rechnet sofort nach, dass die N; Normalteiler von AG(5) sind.

Damit hat U die Form

Fall 2:
Die Untergruppe U < AG(5) enthélt keine Matrix

o )
R(U) = {7«: 3 (g j) € U}

eine Untergruppe von (Z/5Z)*. Es sei R(U) = (rg) mit [(ro)| = lp und
o So
(v %) eu
(ro—1) - (P 402 4 g+ 1) s = (r2 —1) -5 =0
To So fo 1 0
(5 7) =61 @
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Annahme:
Es existiert ein [; <[y mit

1 l
A, = (Tg Sf) eU und A, # (TOO 51(’)

ro s\ H
BZAZI<OO 10> el,

+=(61)# 06 %)
o={(5 1))

Wir erhalten somit folgende Untergruppen:

)
)

mit s € Z/57Z. Es ist dabei ]U(,LS)\ =2 und \U(27S)| = 4.

Dann ist
aber wegen (2)

ein Widerspruch. Damit gilt

Zur Berechnung der Fixkorper kann man die Darstellung der Kérperelemente o € L als Linearkom-
bination der Basiselemente \5&9(5? mit 0 < g <4 und 1 < h <4 beniitzen.

a = ago+ 610,1\5/5 + ...+ a0,4(\5f2)4 +a10C + a1 \5/§C5 +...+ a174(\5/§)4C5
a2,0G3 + a1 V2G + ...+ aza(V2)' G + azoC + as1 V2 + .+ aza(V2)'E. (2.1)

Es seien N; die zu den N ; isomorphen Normalteilern von G(L/Q). Die Fixkorper LYi berechnen sich
wie folgt:
1 s
A= <0 1) € Ny

Fiir
oa(V2) = V2¢
oalC) = G-
Aus der Darstellung (2.1) folgt dann Q(¢5) € L™2. Wegen
[L72: Q] = (G(L/Q): N2) = 4 = [Q(¢): Q]

folgt LY2 = Q(¢5). Wegen N; D N fiir 0 < 4 < 1 muss LY ¢ LN = Q(v/2) erfiillt sein. Es ist
offenbar LYo = Q, und es bleibt nur noch L™ zu bestimmen. Wir betrachten

A_<_1 O> € N1 — Ny

ist

0 1

. ~1
und Ty, SOWie oa(Cs) =¢5 -
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Es sei a = ap,0 + CL170C5 + CL270C52 + CL370C:§’ S Q(C5) Dann ist
oala) =aoo +a10(—1— (s — GG — (3) + az (3 + az,08.

Aus 04() = « folgt, dass die Bedingungen a1 9 = 0 und a3 = ag gelten.
Man kann Elemente des Fixkorpers von o 4 auch durch Angabe direkt finden, indem man die Elemente
der Bahn eines Elements von o 4 summiert, d.h. die Spur des Elements bildet. Mit 0.4({5) = (5 L gilt

s = G5+ 0a(Cs) = G5 + G5 L (3)
Man findet, dass 15 Nullstelle des Polynoms g(X) = X 24 X —1ist. Es ist
X2hX-1=X—(G+EY) - (X —(E+&Y).
Somit ist LM = Q(n3) mit n5 = (5 + Cgl eR.

Der Fall 2 liefert fiinf zyklische Untergruppen der Ordnung 4, die jeweils eine Untergruppe der
Ordnung 2 erhalten.
Wir haben folgende Tabelle:

A D) Gy G EY ]G

e D6y 6y GG
SRR

A D6 YTy 6

Untergruppen: o i o o ”
v = v = v = U = Uy =
R IEIENI)
LV 92 | 0@z | ez | 0wre) | o)
%’ Q¥2,m) | Q¢ 1s) | QYR m5) | QY2 m5) | QY25 115)

Die Berechnung der Fixkorper kann mit der Darstellung (2.1) erfolgen.
Wir geben die Rechnung nur fiir den Fall U1(4) an. Die Automorphismen o 4; mit 1 < j <4 und

()

oa(V2) = V2,

op(V2) = V2,

UAS(\S/i) - %Cg
Damit folgt in (2.1) fir o € LU1(4) die Bedingung ap1 = a1,1 = a2,;1 = a3,1, und LU1(4) enthilt somit
das Element v/2(1+ (5 + (2 + ¢3) = —v/2¢5.
Damit gilt LV = Q(/2¢4).

haben folgende Wirkungen auf v/2:
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Wir erhalten schlieBlich folgende Diagramme mit der Zuordnung U — LU:

{id}
/] | | Voo
2 2 2 2 2
o U | v Uy U
| | | | | |
4 4 4 4 4
o o o o
|
N
|
N
|
No = G(L/Q)
sowie
L
/ / | | \ \
Q(\S/iv 775) Q(\s/igganf)) ‘ Q(wcgan5) Q(wcganf)) Q(%C57n5)
| | | | | |
Q(V2)  Q(V2¢) | Q(V2¢3) Q(V2¢)  Q(V2¢)
|
Q(¢s)
|
Q(Cé? 775)
|
Q
Beispiel 2.7.3. Es sei K ein Korper, ug,...,u, unabhingige Unbestimmte {iber K, si,...,s, die
elementarsymmetrischen Funktionen von uy, ..., u, und K(u1,...,u,) bzw. K(s1,...,s,) die Quo-

tientenkorper von Kuy,...,u,] bzw. Klsi,...,sy]. Nach Satz 2.6.3 ist K(u1,...,un)/K(S1,...,5n)
eine Galoiserweiterung.
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2.8 Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper

Definition 2.8.1. Es sei K ein Korper und n € N. Ein Zerfdllungskérper des Polynoms X" — 1
iiber dem Korper K wird mit K™ bezeichnet und n- ter Kreisteilungskérper iiber K genannt. Die

Nullstellen von X™ — 1 heifien die n- ten Einheitswurzeln von K, und ihre Menge wird mit E(™
bezeichnet. Wenn K = K gilt, sagt man, dass K alle n- ten Einheitswurzeln enthélt.

Beispiel 2.8.1. Zu jedem n € N enthélt C die n- ten Einheitswurzeln. Durch sie wird die Peripherie
des Einheitskreises in n Stiicke gleicher Lénge geteilt, woher auch der Name ” Kreisteilungskorper”
resultiert.

Beispiel 2.8.2. Ein beliebiger Korper enthélt stets die zweiten Einheitswurzeln, ndmlich -1 und 1.

Satz 2.8.1. Es sei p = char(K) und n € N beliebig.

i) Gilt p|n, also n = mp! mit m,l € N und p fm, so ist jede n- te Einheitswurzel eine m- te.

ii) Gilt p fn, so ist EM mit der Multiplikation in K™ eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Beweis. i) Nach Satz 2.7.6 ist die Abbildung ¢: K — K, z — 2 als I- te Potenz des Fro-
beniushomomorphismus ein Monomorphismus, also insbesondere injektiv. Fiir ¢ € E™ gilt
P(C™) = (Cm)pl = 1g =1(1), also (" = 1 wegen der Injektivitit von .

ii) Das Polynom f(X) = X" —1 und seine Ableitung f'(X) = nX" ! sind wegen p fn teilerfremd.
Nach Satz 2.4.1 ist f separabel und besitzt im Zerfallungskérper K™ genau n verschiedene
Nullstellen, d.h. [EM™| = n. Mit ¢,n € E®™ folgt stets ((n~1)" = ¢*(n")~' = 1k und damit
¢(n~t e EM . Da K ein Kérper ist, hat fiir d € N die Gleichung 2% = 1x héchstens d Losungen
z € E™ . Nach Satz 1.3.10 ist E(™ zyklisch.

O

Definition 2.8.2. Es sei n € N mit char(K) fn. Dann heifit ein erzeugendes Element der zyklischen
Gruppe E™ eine primitive n- te Einheitswurzel iiber K.

Satz 2.8.2. Es sei n € N mit char(K) /n. Dann gibt es genau ¢(n) verschiedene primitive n- te
Einheitswurzeln. Ist (, eine von ihnen, so sind die anderen durch C¥ mit 1 < k < n und ggT(k,n) =1
gegeben.

Beweis. Dies folgt aus den Satzen 2.8.1 und 1.3.8. 0

Definition 2.8.3. Es sei n € N mit char(K) Jn und ¢, € K eine n- te primitive Einheitswurzel
iiber K. Das Polynom

o,(X)= [ X-¢)eKkMx]
=1
ggTj(jJL):l

heifit das n- te Kreisteilungspolynom iiber K.

Satz 2.8.3. Es sei P der Primkorper von K und n € N mit char(K) fn. Dann ist ®,(X) € P[X].
Ist P = Q, so gilt sogar ®,(X) € Z[X].
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Beweis. Es bezeichne Ec(ln) die Menge aller Elemente von E( der Ordnung d. Dann ist

dln

eine Partition von E(™. Wegen d|n enthilt E(™ alle d- ten Einheitswurzeln, folglich ist Eén) die
Menge der d- ten primitiven Einheitswurzeln aus E(. Daher gilt

x"—1= J] x-w=]] [I &-w =]]2x). (+)

weE ™) din WEE((;L) din

Wir beweisen nun die Behauptung des Satzes durch Induktion nach n.
Firn=1ist ®;(X)=X - 1.
Es sei nun n > 1 und die Behauptung fiir alle d < n bewiesen. Dann folgt (%) aus

P (X) - f(X) =X" -1
mit
) = T ®a(X).
i

und f(X) € P[X] nach Induktionsvoraussetzung (fiir P = Q sogar f € Z[X]).

Das Polynom ®,,(X) kann aus X" — 1 und f(X) mittels "langer Division” gewonnen werden. Da der
Divisor f(X) normiert ist und seine Koeffizienten in P (und fiir P = Q sogar in Z) liegen, sicht man,
dass dies auch fiir alle in der Division auftretenden Koeffizienten der Fall ist. O

Beispiel 2.8.3. Es sei K = Q und p eine Primzahl. Dann ist

XP—1
Pp(X) = X _ 1

=14+ X+X?+...+XxPL

Fir n =6 ist
X6 -1 X6 -1
D1 (X) Po(X) - P3(X) (X—-1)-(X+1)-(X2+X+1)

Satz 2.8.4. Fiir alle n € N ist das n-te Kreisteilungspolynom ®,,(X) iber dem Korper Q in Q[X]
irreduzibel.

D6 (X)

Beweis. Es geniigt es, die Irreduzibilitat von &, (X) in Z[X] zu zeigen.
Wir nehmen das Gegenteil an: Es sei

P (X) = f(X) - 9(X) (1)

mit einem irreduziblen (und damit auch primitiven) f(X) € Z[X] und einem beliebigen ¢g(X) € Z[X].
Es sei ¢, eine Nullstelle von f(X) in Q™.

Es geniigt zu zeigen, dass wenn p eine Primzahl mit p Jn ist, ist ¢, ebenfalls eine Nullstelle von f(X).
Wir nehmen wieder das Gegenteil an und setzen

X" - 1= f(X) - e(X) (2)

mit einem normierten ¢(X) € Z[X]. Dann ist ¢§, Nullstelle von ¢(X), und damit ¢, Nullstelle des
Polynoms ¢(XP?). Nach Elemente der Algebra gilt f(X)|c(XP) in Q[X], und wegen der Primitivitét
von f(X) gilt sogar f(X)|c(XP) in Z[X], also

o(XP) = f(X) - h(X) 3)
fiir ein A(X) € Z[X].
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Wir ersetzen nun die Polynome in (3) durch Polynome in (Z/pZ)[Y], indem wir sdmtliche Koeffizi-
enten a durch die zugehorigen Restklassen a mod p ersetzen und erhalten damit

e(YP) = f(Y) - h(Y),
also mit Anwendung des Homomorphismus z — 2P
V)P = f(Y) h(Y).
Damit sind f(Y) und ¢(Y') nicht teilerfremd. Aus (2) folgt
Y™ — (1 mod p) = F(¥) - 2(Y).
Damit ist Y™ — (1 mod p) inseparabel, im Widerspruch zu gg7'(Y™ — (1 mod p),nY"™" 1) = 1. O

Satz 2.8.5. Fiirn e N ist Q) = Q(¢p) mit einer primitiven n- ten Einheitswurzel.
Dann ist QU /Q eine Galoiserweiterung mit [Q : Q] = p(n). Die Galoisgruppe ist durch

GQM/Q) ={o;: 1 <r <n, ggT(r,n) =1}

mit oj: Gy — ¢} gegeben. Es gilt G(Q™ /Q) = (Z/nZ)*.

Beweis. Nach Satz 2.2.2 sind siamtliche Isomorphismen von Q™ = Q(¢,) durch oj: Cn — aly)
gegeben, wobei a¥) die Nullstellen von ®,(X) = mg(n, X) sind.

Die Abbildung ¢: G(Q™ /Q) — (Z/nZ)* mit 1 (c;) = j mod n ist ein Isomorphismus, wie man leicht
nachrechnet. O

2.9 Auflésbare Gruppen

Der Name aufloésbar erklart sich aus der Anwendung auf Fragen der Auflosbarkeit von algebraischen
Gleichungen durch Radikale.

Definition 2.9.1. Es sei G eine Gruppe.

i) Unter einer Normalreihe von G versteht man eine Folge sukzessiver Normalteiler
G=No>Ni>---> N ={lg}, (%)

so dass NV; < N;_; ein Normalteiler von N;_; ist. Die Faktorgruppen N;_;/N; heiflen Faktoren
der Normalreihe.

ii) Die Gruppe G heifit auflosbar, falls es eine Normalreihe von G der Form (%) mit abelschen
Faktoren N;_1/N; gibt.

iii) Eine Normalreihe der Form (x) heifit Kompositionsreihe von G, wenn die Faktoren N;_;/N;
einfach sind.

Definition 2.9.2. Es sei GG eine Gruppe.

i) Fiir g,h € G heift [g, h] := ghg~'h~! der Kommutator von g und h.

ii) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe [G,G] = ({[g,h]: g,h € G}) heifit die
Kommutatorgruppe von G.
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Satz 2.9.1. Es sei G eine Gruppe.

i) Es gilt [G,G] = {[a1,b1] - - [ar,by]: ai,b; € G, € N}.
it) Esist |G, G] ein Normalteiler von G.
iii) Es sei N <G. Die Faktorgruppe G/N ist genau dann kommutativ, wenn [G,G] < N ist.

iv) Universelle Abbildungseigenschaft:
Es sei: G — G/[G,G], g — g|G,G] der kanonische Epimorphismus von G auf G/[|G,G].
Fiir jeden Homomorphismus ®: G — G von G in eine kommutative Gruppe G' existiert genau

ein Homomorphismus ®: G/[G,G] — G' mit ® = ® o), d.h.zu ® gibt es stets ein @, so dass
das Diagramm

?
G el
(G -
o
G/1G,q]

kommutiert.

Beweis. i) Nach Elemente der Algebra ist
(G, Gl ={g1---gihi" - byt g5 = [ag, b5, byt = [ej,dj), aj,bj,¢5,dj € G}
Es ist hj = (dejcj_ldj_l)fl = [dj,Cj].

ii) Es seien ¢ € [G,G] und g € G, woraus gcg~! = geg~lc e = [g, cJc € |G, G] folgt.
Damit gilt [G,G] < G.

iii) Es ist
G/N ist kommutativ < N(gh) = N(hg) Yg,h € G < Ng,h] = N Vg,h € G & [G,G] < N.

iv) Wir definieren ® durch

[ Geolee
- 9lG.Gl = 2(9)
Die Abbildung ® ist wohldefiniert, denn wegen Teil (i) gilt

911G, Gl = g[G,Gl = g, g1 € [G,G] = gy g1 = [a1,b1] - - [ar, br]
fir a;,b; € G. Daraus folgt nun
®(g; '91) = [®(a1), D(b1)] - - - [D(ar), ®(br)] = L

da G’ abelsch ist. Also ist ®(g;) = ®(g2). Die iibrigen Eigenschaften von @ sind klar.

Satz 2.9.2. Fir ecine Gruppe G sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Die Gruppe G ist auflisbar.

i) Es gibt ein n € N mit G = {1}.
Dabei ist G rekursiv durch G := G und GV .= [GD), GW)] definiert.
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Beweis. (i) = (ii):
Es sei G =Gy -+ > Gy, = {1} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.
Wir zeigen G C G; durch Induktion nach i.

1 =0:
Dies ist klar.
(1—1) =

Da G;_1/G; abelsch ist, folgt die Behauptung nach Satz 2.9.1 und der Induktionshypothese
Gi 2 [Gi—1,Gi1] 2 [T, G =GO,
(i) = (4):

Nach Satz 2.9.1ist G = GO s> GW ... > G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. O

Satz 2.9.3. Es sei G eine aufiosbare Gruppe. Dann gilt:

i) Jede Untergruppe U < G ist auflosbar.

ii) Ist ®: G — G’ ein Epimorphismus, so ist auch G' auflésbar.

Beweis. 1) Dies folgt sofort nach Satz 2.9.2 ii).

ii) Dies folgt wegen ®(G)® = &(G?) aus Satz 2.9.2.
O

Die néchsten beiden Sétze konnen als Erginzung zum Homomorphiesatz (Elemente der Algebra)
betrachtet werden.

Satz 2.9.4. (1. Isomorphiesatz)
Es sei G eine Gruppe, N <G und U < G. Dann ist UN <G, UNN <U und UN/N 2U/UNN.
Der Isomorphismus zwischen UN/N und U/U NN ist durch gN — g(UNN) fiir alle g € H gegeben.

Beweis. Es gilt

(UNY(UN)"' =UNN'U'=UNU =, UUN=UN,
<

also UN < G. Aus N <G folgt N<UN. Es sei : U — UN/N, g — gN fiir alle g € UN mit
Kern(®) = U N N. Die Behauptung folgt mit dem Homomorphiesatz aus Elemente der Algebra. [J

Satz 2.9.5. (2. Isomorphiesatz)
FEs seien G und G' Gruppen. Weiter sei ®: G — G’ ein Epimorphismus und K = Kern(®).

i) Die Normalteiler von G, die K enthalten, entsprechen eineindeutig den Normalteilern von G’
wie folgt:
Ist N die Menge der Normalteiler von G, die K enthalten, und N die Menge der Normalteiler
von G', so ist die Abbildung N — N', N — ®(N) bijektiv. Invers dazu ist die Abbildung
Vv:N' =N, N =& 1(N).
ii) Fiir jedes N € N hat man den Isomorphismus G/N = G'/®(N) durch die Zuordnung
gN — @(9)2(N)

fir alle g € G.
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Beweis. i) Wir zeigen zuniichst, dass ®(N)<G’ fir N<G und N D K gilt. Offenbar ist ®(N) < G'.
Es sei nun h € G’ mit h = ®(g) fiir ein g € G. Dann ist h®(N)h~! = ®(gNg~1) C ®(N), also
®(N) < G'. Wir behaupten nun, dass fiir N’ € N’ die Aussage ®~1(N') € N gilt.

Es gilt @ 1(N’) D ®71({e}) = K. Es seien g,h € ®~}(N’). Dann ist

D(gh™") = B(g)®(h) " € N,

und somit gh~! € @~ H(N’) bzw. @~ H(N') < G.

Fiir k € G ist ®(kgk™1) = ®(k)®(g9)® (k)1 € N, also kgk—! € ®~1(N’), woraus @~ }(N') e N
folgt.

Es sei 7: N — N/, N — ®(N). Die Abbildung 1 sei durch N’ — ®~1(N’) gegeben, also als
eine Abbildung von N’ nach A. Wir behaupten jetzt, dass 1) zu 7 invers ist.

Fiir N € N gilt (¢ o7)(N) = & 1(®(N)) D N. Fiir g € ®~1(®(N)) gilt ®(g) € ®(N), also

d(g) = ®(h) = & HP(N)) C N = & 1(®(N)) = N,
d.h. ¢ o 7 = idys, was zu zeigen war.

ii) Nach i) gilt ®(N) <« G’, d.h. die Faktorgruppe ®(N)/G" existiert.
Es sei § = Qo ® mit Q: G — G'/P(N) als kanonischer Epimorphismus. Somit ist 6 ein
Epimorphismus mit

Kern(®) = 671 (®(N)) = @~ H(Q(®(N))) = &1 (®(N)) = N.
Daher gilt G/N = G'/®(N) durch die Zuordnung gN — 6(g) = ®(g)@(N).
O

Satz 2.9.6. (Kirzungssatz)

Es sei K<G. Die Normalteiler von G, die K enthalten, entsprechen eineindeutig den Normalteilern
von G/K wie folgt:

Ist N die Menge der Normalteiler von G, die K enthalten, und N die Menge der Normalteiler von
G/K, so ist die Abbildung N — N', N — N/K bijektiv.

Ist N e N, soist G/IN = (G/K)/(N/K) durch die Zuordnung gN — (gK)(N/K) fir alle g € G.

Beweis. Es sei ®: G — G’ = G/K der kanonische Epimorphismus. Dann gilt ®(g) = gK fiir alle
g € GG, und die Behauptung folgt mit dem 2. Isomorphiesatz. O

Satz 2.9.7. Es sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und ®: G — G/N der kanonische
Epimorphismus.

i) Es seien

G/N:HODH1I>---I>H]€:{N} (1)

eine Normalreihe von G/N und
N =Ny Ny>---> Ny = {1} (2)
eine Normalreihe von N und G; := ®~1(H;) fiir 1 <i < k. Dann ist
G=Go>Gip>--->Gr=N=Ny>Ny>--->N = {1} (3)
eine Normalreihe von G. Es ist G;—1/G; = H;_1/H;.

i1) Die Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn N und G/N auflésbar sind.
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Beweis. i) Nach dem 2. Isomorphiesatz sind die G; = ®~1(H;) Normalteiler von G' mit N < Gj,
und es ist H;_1/H; = (Gi—1/N)/(Gi/N) = Gi_1/G; nach dem Kiirzungssatz.

if) "=
Dies folgt aus Satz 2.9.3.
RIS
Aus der Auflgsbarkeit von G/N und N folgt die Existenz von Normalreihen der Form (1) und (2)
mit abelschen Faktoren H;_1/H; und N;_1/N;. Wegen G;_1/G; = H;_1/H; ist dann (3) eine
Normalreihe von GG mit abelschen Faktoren, d.h. G ist auflésbar.

O

Satz 2.9.8. Fin endliche Gruppe G # {1} ist genau dann aufiésbar, wenn sie eine Kompositionsreihe
besitzt, deren Faktoren zyklische Gruppen von Primzahlordnung sind.

Beweis. 7<":
Dies folgt sofort aus der Definition der Auflosbarkeit.
” ?” :

Wir nehmen an, die Aussage sei falsch. Es sei G ein "kleinster Verbrecher”, d.h. G # {1} sei eine
Gruppe kleinster Ordnung, die zwar auflosbar ist, jedoch keine Normalreihe der beschriebenen Art
besitzt. Wir nehmen nun an, G sei einfach. Dann ist G {1} die einzige Normalreihe von G. Also ist
G abelsch, und damit nach Elemente der Algebra von Primzahlordnung, ein Widerspruch. Also ist
G nicht einfach, d.h. es gibt N <G mit {1} < N «G. Dann sind nach Satz 2.9.4 i) die Gruppen G/N
und N auflésbar, und da G der kleinste Verbrecher ist, besitzen G/N und N Kompositionsreihen,
deren Faktoren zyklisch von Primzahlordnung sind. Nach Satz 2.9.4 i) lassen sich diese zu einer
Kompositionsreihe von G zusammenfiigen, erneut ein Widerspruch. ]

Wir erwdhnen ohne Beweis den wichtigen

Satz 2.9.9. (Jordan-Holder)
Es seien

G = G0>G11>---I>GT:{1}
G = HovpHi>--->H;={1}

zwet Kompositionsreihen einer Gruppe G. Dann ist v = s, und die Faktoren beider Kompositionsrei-
hen sind bis auf die Reihenfolge isomorph, d.h. es existiert ein o € &, mit

Gi/Git1 = Ho(i)/Ho(i)11-

2.10 Auflosbarkeit durch Radikale

Definition 2.10.1. Fiir n € N und a € K bezeichne {/«a eine beliebige, fest gewihlte Nullstelle von
X™— « in einem Zerfillungskorper iiber K. Man nennt /« eine n- te Wurzel von « iiber K oder ein
Radikal vom Exponenten n iiber K. Ist X™ —« in K[X] irreduzibel, so heifit {/« irreduzibles Radikal
iiber K.

Das Symbol {/« ist im allgemeinen mehrdeutig und muss daher bei der jeweiligen Anwendung fixiert
werden. Der néichste Satz gibt eine Aussage iiber das Ausmafl der Mehrdeutigkeit.
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Satz 2.10.1. Es sei p = char(K) und a« € K* = K — {0}. Fiir ein n € N sei n = k- p® mit p [k,
falls p #£ 0 oder n = k fiir p = 0 ist. Ferner sei L ein Zerfillungskérper von X™ — a tiber K und
Ya € L fest gewihlt. Dann enthdlt L alle k- ten Einheitswurzeln, und simtliche verschiedenen n-ten
Wurzeln von o tiber K liegen in L und sind durch /o - (7 fiir j =0,...,k —1 gegeben, wobei ( eine
primitive k- te Einheitswurzel in L bezeichne. Insbesondere ist L = K({/«, ().

Beweis. Es sei 8 = {/a. Da das Polynom f(X) = X" —« € K[X] in L[X] linear zerfillt, tut es auch
o f(BX) = X" — 1.

Nach Satz 2.8.1 sind die verschiedenen Nullstellen von X™ — 1 durch ¢ mit j = 0,...k — 1 (fiir
eine primitive k- te Einheitswurzel ¢ € L) gegeben, die damit sdmtlich in L liegen. Folglich sind die
Nullstellen von f(X) die Elemente 3 - (7. O

Aus der Schule kennt man bereits die Losungsformel fiir die quadratische Gleichung. Das Polynom
f(X)=a2X?+ a1 X + ap € R[X] hat die Nullstellen

—a1 \/a% — 4dagas

2&2

a1 =

Die Nullstellen liegen also in der Radikalerweiterung R(v/D) von R, wobei D die Diskriminante

D = a? — 4agay ist. Der Kérper R(v/D) ist der Zerfillungskérper von f(X) iiber R. Dies motiviert
die folgende

Definition 2.10.2. Eine Erweiterung L/K mit L = K(%/B) fir m € N und ein 8 € K heifit
Radikalerweiterung. Es sei f(X) ein nicht konstantes Polynom aus K[X] und L ein Zerfallungskorper
von f(X) iiber K. Man nennt f(X) auflésbar iiber K, wenn es eine Erweiterung M /L gibt, fiir die
eine endliche aufsteigende Folge K = My € M; C ... € M, = M von Unterkérpern M; C M
existiert, so dass Mj1 = M;(™/B;) fir mj € N und ; € M gilt.

Ist zudem fiir jedes j das Radikal m«(/ﬂ?— iber M; irreduzibel, so heifit f(X) durch irreduzible Radikale
auflosbar.

Satz 2.10.2. Es sei n € N mit char(K) [n mit einem Kérper K, der die n- ten Einheitswurzeln
enthdlt. Dann gilt:

i) Ist L = K({/B) fir ein B € K, so ist L/K galoissch und G(L/K) zyklisch. Weiter gilt
|G(L/K)| = m mit m|n. Es gilt genau dann m = n, wenn /B diber K irreduzibel ist.

ii) Ist umgekehrt L/K galoissch mit zyklischer Galoisgruppe G(L/K) der Ordnung n, so gibt es
8 e K mit L=K(YB).

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir

Satz 2.10.3. (Unabhdingigkeitssatz)

FEs seien M und K Korper, n € N sowie o1,...,0,: M — K paarweise verschiedene Monomor-
phismen von Ringen. Dann gibt es zu jedem n- tupel @ = (ai,...,an) € K" — {0} ein « € M
mit

Zaj -0j(a) # Ok
j=1

Anders formuliert: aus verschiedenen Monomorphismen o1, ..., 0, ldsst sich nicht die Nullabbildung
kombinieren, sie sind tiber K linear unabhdngig.
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Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, etwa mit einem nichttrivialen @ € K™ und (nach
geeigneter Umnummerierung) einem r < n, so dass

> ajoj(a) =0 (1)
j=1

fiir alle o« € M gilt, d. h. die a; kombinieren aus den o; die Nullabbildung. Es sei » < n minimal mit
dieser Eigenschaft. Zunéchst ist » > 2, denn ansonsten wire aj0;(«) = 0, also o = 0. Es ist 01 # oy,
es gibt also ein 5 € M mit 01(8) # 0,(5). Ersetzen wir « in (1) durch Sa, so folgt

aro1(B)oi(a) + ... + aror(B)or(a) = 0. (2)
Wir multiplizieren (1) mit o,(3), subtrahieren das Ergebnis von (2) und erhalten

a1(01(8) — or(B)or(a) + ...+ ar—1(0r-1(8) — ov(8))or-1(a) + ar(0,(B) — 0r(B))or(a) = 0. (3)

=0

fiir alle « € M. Wegen a1 (01(8) — 0,(8)) # 0 widerspricht dies der Minimalitit von r. O

Beweis. (Beweis von Satz 2.10.2)
Es sei (,, eine primitive n- te Einheitswurzel in K.

i) OBdA sei § # 0. In L[X] haben wir die Zerlegung
X" == (X = /B - (X = /BG) - (X = ¥/BG7).

Dann ist L ein Zerfillungskorper des seperablen Polynoms X" — f iiber K, also ist L/K
galoissch. Da die Konjugierten von /B iiber K die Nullstellen von X" — 3 sind, folgt nun

G(L/K)={o1,...,0m} mit
Uj(’\L/B) = W'nj

mit m verschiedenen n- ten Einheitswurzeln n; € K. Wir betrachten den Momonorphismus

®— { G(L/K) — E™
oj — nj-

Die Injektivitdt von ® ist klar. Die Relationstreue folgt aus
(05 00%)(V/B) = 05(V/B-m) = 05(V/B) i = /B 15 - i

und damit
®(0j0o0y) = nink = ®(0;)P(0%).

Somit ist G(L/K) zu einer Untergruppe der zyklischen Gruppe E(™ isomorph. Damit ist
G(L/K) zyklisch mit Ordnung m|n. Es gilt ferner

/3 irreduzibel & X" — 8 € K[X] irreduzibel & X" — 8 = mg( /8, X)

mit deg(X"™ — 8) = n und deg(mg(/B, X)) = [L: K| = |G(L/K)| = m. Das Minimalpolynom
ist separabel, also ist /3 genau dann irreduzibel, wenn m = n gilt.
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ii) Es sei L/K galoissch und G(L/K) = (o) zyklisch vom Grad n. Fiir @ € L betrachten wir die
Langrangesche Resolvente

9 =9(a) = a+ o) + GoP(a) + ...+ (" Ha).
Nach dem Unabhéngigkeitssatz gibt es ap € L mit ¥(ag) # 0. Wir setzen Jp = 9(ap). Dann ist
Yo = g + Cuo(ag) + ... + o™ Hay).

bzw.
o(o) = o(a) + Cuo”(a0) + ... + ¢ o™ (o) = ¢, Mo
wegen 0" (ag) = ag und ¢ = 1. Es folgt induktiv o*(Jg) = ¢, *g. Also gilt
*(09) = Vo & nlk © of =id
und damit K () = L") = LU = L. Fiir g = 07 gilt
o™ (8) = o" (Vo) = (¢ 00)" = 95 = 8
fiir k= 0,...,n. Also gilt 8 € LCE/K) = K und L = K(/B).

O

Zum Versténdnis der folgenden Definition machen wir folgende Vorbemerkungen: Es sei f(X) € K[X]
ein separables Polynom und L ein Zerfallungskorper von f(X) iiber K mit dem Zerfall

f(X) =X —a1) (X —an) € L[X]
und der Nullstellenmenge N = {a1,...,a,}. Fiir ein 0 € G(L/K) ist die Restriktion o}, offenbar
eine Permutation von N, d.h. bis auf Isomorphie von der symmetrischen Gruppe S,,. Die Abbildung
o — G(L/K) — S(N)
N o= 0|

ist ein Homomorphismus von Gruppen. Das Bild ®(G(L/K)) =: G'(L/K) ist eine Untergruppe der
vollen Permutationsgruppe S(N) 2 S,,. Die Gruppen G'(L/(K) (bzw. G(L/K)) operieren von links
auf NV, womit N disjunkte Vereinigung seiner Bahnen ist.

Definition 2.10.3. Es sei f(X) € K[X] separabel sowie L ein Zerfillungskorper von f(X) tiber K.
Unter der Galoisgruppe von f(X) tiber K (Schreibweise G(f, K)) versteht man die Gruppe G(L/K)
oder die ihr zugeordnete Permutationsgruppe G'(L/K) der Nullstellenmenge von f(X) in L.

Der nichste Satz enthiillt einige Eigenschaften von G'(L/K):

Satz 2.10.4. Es sei f(X) € K[X] normiert und separabel mit deg(f) =n > 0 und der Nullstellen-
menge N C L in einem Zerfillungskorper L von f(X) diber K. Dann gilt:

i) Esist |G(L/K)| ein Teiler von n!.

ii) Es ist G'(L/K) die Menge aller Permutationen o € S(N') mit folgender Eigenschaft:
Fiir ein beliebiges Polynom h(X1,...,X,) € K[X1,...,X,] gilt

hai,...,an) =0= h(o(ai),...,0(an)) =0.
iii) Ist N ={B1,...,0-}U{71,...,7s}U... die Zerlegung von N in Bahnen unter G'(L/K), so ist
F(X) = g1(X)ga(X) - - mit
g(X) = (X =p1)-- (X =Br), g2(X) = (X =m) - (X =),
die Zerlegung von f(X) in irreduzible normierte Faktoren in K[X]. Insbesondere ist f(X) genau

dann in K[X)] irreduzibel, wenn N genau eine Bahn enthdlt. Man sagt dann, dass G(L/K) bzw.
G'(L/K) transitiv auf N operiert.
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Beweis. i) Wegen G'(L/K) < S, ist dies klar.

ii)

iii)

Jedes 0 € G(L/K) hat die genannte Eigenschaft wegen der Relationstreue bzgl. Addition
und Multiplikation. Es sei nun umgekehrt o € S(N) beliebig, so dass die Nullstelleneigenschaft
unter Anwendung von o in jedem n- stelligen Polynom h(X3, ..., X,) € K[X;,...,X,] erhalten
bleibt. Es ist noch zu zeigen, dass es einen K- Automorphismus 7 € G(L/K) mit 7,, = o gibt.
Da der Zerfallungskorper L von den Nullstellen aq, ..., a, erzeugt wird, gibt es fiir jedes 5 € L
ein Polynom hg(X7,...,X,) iber K mit hg(ou,...,a,) = B. Das gesuchte 7 definieren wir wie
iiber

7(B) == 1(hg(o(ar),...,o0(an))).

Dadurch wird die Wirkung der Permutation o auf den Erzeugern auf L fortgesetzt. Es ist
allerdings noch zu zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Wahl des Polynoms hg zu (3 ist.
Es seien also hg und h’ﬁ jeweils n- stellig tiber K mit 8 = hg(a1,...,0p) = h%(al, ..., ap). Dann
ist die Differenz d = hg — th ein n- stelliges Polynom mit d(a;, ..., a,) = 0. Nach der Wahl von
o ist auch d(o(a),...,0(an)) = 0, also 7(B8) = hg(o(ar),...,0(an)) = hy(o(ar),. .., 0(an)),
d.h. die Definition ist gerechtfertigt. Die Relationstreue von 7 folgt aus der Relationstreue der
Zuordnung K[X1,...,X,] = L, h — h(ai,...,a,) bzgl. der Addition und der Multiplikation.
Es sei nun |(o)| = m. Dann gilt auch 7" () = ho(c™(1),...,0™(ay)) = ha(ai, ..., apn) =
also 7™ = id, d.h. die Abbildung 7™! ist das Inverse zu 7 bzgl. der Operation o. Jedes o € K
wird durch das konstante Polynom hq(X1,...,X,) = a dargestellt, woraus die K- Linearitét
von 7 folgt. Ebenso wird jedes a; durch hj(X1,...,X,) = X; dargestellt, woraus 7 = o folgt.
Insgesamt ist 7 ein K- Automorphismus von L.

Es ist zu zeigen, dass g1(X), g2(X), etc. irreduzible Polynome in K[X] sind. Wir diirfen uns auf
91(X) beschrianken: durch jedes 7 € G(L/K) werden die Nullstellen 1, ..., 3, permutiert, also
g1(X) € LEE/E)[X] = K[X]. Angenommen, es ist g1(X) = g(X)g'(X) eine Zerlegung in K[X]
mit deg(g(X)) > 1, dann ist g(f;) = 0 fiir mindestens eine Nullstelle 5; von g1(X). Wegen
9°(X) = g(X) sind dann aber auch alle anderen Elemente der Bahn {51, ..., (.} Nullstellen
von g(X), woraus deg(¢'(X)) = 0 folgt, d.h. g;(X) ist irreduzibel.

O]

Satz 2.10.5. Es sei m € N, char(K) /m und L/K eine galoissche Erweiterung mit L™ C L.
Ferner sei 8 € L und By, ..., 0 ein volles System von Konjugierten zu 3 iber K in L. Dann ist

M= LB, W)

eine Galoiserweiterung von K.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei 8 # 0. Der Korper M ist Zerfillungskorper des Polynoms

hX) = (X" = B1)--- (X™ = Br) € L[X]

iiber L. Zunichst ist h(X) separabel, da seine Nullstellen die paarweise verschiedenen Elemente
¢k T{’/B? fr 1 <j <rund 1 < k < m mit einer primitiven m- ten Einheitswurzel (,, € L sind.
Wir zeigen zunichst h(X) € K[X]. Dazu sei L' = K(f1,...,5,), womit L’ Zerfillungskorper des
separablen Polynoms mg (5, X) € K[X] und damit nach Satz 2.7.1 iiber K galoissch ist. Es sei
o€ G(L'/K) und

.
X)=> ajx’m
=0

mit aj € L.
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Dann gilt

WO(X) =Y o(a) X = (X" = a(B) - (X™ = 0(B;)) = (X = B1) - (X™ = B;) = h(X),
j=0

da o das Konjugiertensystem der §; nur permutiert. Es folgt o(a;) = a; bzw. a; € LELE) — |

Also ist M Zerfallungskorper des separablen Polynoms h(X) € K[X] iiber K und folglich dann nach
Satz 2.7.1 galoissch. O

Wir kommen nun zum 1. Hauptkriterium. Obwohl es unter allgemeineren Voraussetzungen gilt,
behandeln wir es der Einfachheit halber nur fiir Kérper der Charakteristik null.

Satz 2.10.6. (1. Hauptkriterium,)
Es sei K ein Korper mit char(K) = 0. Ist ein separables Polynom f(X) € K[X] tber K auflésbar,
so ist G(f, K) im Sinne von Definition 2.9.1 i) auflésbar.

Beweis. Es sei L ein Zerfillungskorper von f(X) iiber K. Wir beweisen die Auflésbarkeit von
G(L/K) = G(f, K). Nach Definition 2.10.2 bedeutet die Auflésbarkeit von f(X) iiber K die Existenz
einer Erweiterung M /L und einer endlichen Kérperkette

mit M;1 = M;(™/B;) mit 3; € M; und m; € N. Diese Kette wird in zwei Schritten derart
abgedndert, so dass Satz 2.10.2 iiber zyklische Erweiterungen angewendet werden kann, und das
Endglied iiber K galoissch ist.

1. Schritt:

Um Satz 2.10.2 anwenden zu kénnen, fithren wir in die Korperkette (1) die nétigen Einheitswurzeln
ein. Dazu sei m = mqg - m1---my_1 und (,, eine primitive m~ te Einheitswurzel iiber M. Mit der
Abkiirzung L; = M;((y) wird aus (1) die Kette

KCK(m)=LyCILiC...CL, (2)

mit Lj+1 = LJ( m{/,@j) und Bj S Lj.

2. Schritt:

Wir erweitern die Korperkette (2) derart, dass ihr Endglied iiber K galoissch wird. Dabei wird
induktiv jedes L; durch ein L) O L; ersetzt, so dass L}/K galoissch ist. Im Fall j = 0 ist Ly = Lo
iiber K schon galoissch. Andernfalls sei L;- /K bereits galoissch, und wir adjungieren zu L;- sukzessive

m;- te Wurzeln von B](k) fir k =1,...,n;, wobei ,BJ(-I) = (3; ist und ﬂj(k) sémtliche Konjugierten von f3;
iiber K in L;- bezeichnet. Dabei liegen diese auch wirklich in L;, da dieser Koérper nach Konstruktion

iiber K normal ist. Wir setzen
- m</ (1) m</ (d)
.,j:d - ./7 < /BJ [ ﬁ] )

bzw. L’ = L, und erhalten die Kette

]7”]
/ / / / / /

wobei nach Satz 2.10.5 die Erweiterungen L’ /K galoissch sind. Damit ist auch jeweils L’/ L fiir
alle k galoissch. Dieser Korperfolge entspricht nach dem Hauptsatz der Galoistheorie die Folge von
Gruppen

G(Lj1/L;) > G(Ljyq /LS 1) > G(Lj iy /L) > .0 G( ;‘+1)/L;‘,nj—1) >G(Li1 /L) = {1} (4)
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Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie und Satz 2.10.2 sind die Faktoren

G(Lj11/L50) /G (L1 /Ly as1) = G(Lja11 /L )
simtlich zyklisch. Nach Definition 2.9.1 ii) ist G(L},/L}) fiir alle j auflésbar. Die Korperkette (2)
ist also durch die Kette (3) mit

KCLyCLic...cL;cl,C...CL, (5)

ersetzt worden, wobei L./ K jeweils galoissch und G (L’ /L}) auflésbar ist. Der Kette (5) entspricht
die Folge der Galoisgruppen

GLL /)b G(LL /L) & G(LL/TA) o ... G(LL/LL) = {1}, (6)
Nach Satz 2.9.5 ii) sind die Faktoren

G(Ly/Ly)/G(Ly [ Lj1) = G(Lj4 /L)

sdmtlich auflésbar. Das Startglied G(L,./K)/G(L,/Ly) = G(Ly/K) ist zyklisch, also trivial oder
auflosbar. Wiederholte Anwendung von Satz 2.9.7 ergibt, dass die Gruppe G(L./K) auflosbar ist.
Nach Satz 2.9.3 i) ist G(f, K) = G(L/K) auflésbar. O

Zum Beweis des zweiten Hauptkriteriums, der Umkehrung des 1. Hauptkriteriums, ben6tigen wir als
Vorbereitung folgenden Satz:

Satz 2.10.7. Es sei L/ K galoissch, sowie M eine Erweiterung von K, die mit L einen gemeinsamen
Oberkorper besitzt. Dann ist L(M)/M galoissch und G(L(M)/M) zu einer Untergruppe von G(L/K)
isomorph.

Beweis. Da L/K galoissch ist, ist L = K(aq,...,a,) Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X]
mit f(X) = (X —a1) - (X —a2) (X —ay). Es gilt auch f € M(X) mit L(M) = M(au,...,0n),
d.h. L(M) ist Zerfallungskorper von L(M) iiber M. Jeder M- Automorphismus o von L(M) ist auch
ein K- Automorphismus von L(M). Die Einschrankung o), ist ein K- Automorphismus von L. Da
L/K galoissch ist, ist 0|, ein K- Automorphismus von L. ]

Bei der Formulierung des zweiten Hauptkriteriums beschrinken wir uns wieder auf den Fall der
Charakteristik null.

Satz 2.10.8. (2. Hauptkriterium)
Es sei f(X) ein separables Polynoms in K[X| mit char(K) = 0, so dass G(f, K) auflosbar nach
Definition 2.9.2 ii) ist. Dann ist f(X) dber K auflésbar.

Bemerkung 2.10.1. Mit etwas mehr Aufwand ldsst sich zeigen, dass f(X) iiber K dann sogar durch
irreduzible Radikale auflosbar ist.

Beweis. Es sei L ein Zerfallungskorper von f(X) iiber K und |G(f, K)| = m sowie (,, eine primitive
m- te Einheitswurzel iiber L. Es sei K' = K((y,) bzw. L' = L({y). Nach Satz 2.10.7 ist L'/ K’
galoissch, und die Gruppe Gy = G(L'/K’) ist isomorph zu einer Untergruppe von G(L/K) = G(f, K).
Nach Satz 2.9.3 i) ist G auflosbar und besitzt daher nach Satz 2.9.5 eine Normalreihe

Go>Gip>...>Gr =2 A{1}.

deren Faktoren samtlich zyklisch und von Primzahlordnung sind, wobei wir ohne Einschrankung
|Go| > 1, also L’ # K’ annehmen.
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Es bezeichne nun
K=KyCK,C..CK,=1L

die Reihe der zugehorigen Fixkorper in L’. Nach dem Satz 2.7.5 ii) ist fiir 0 < j < r—1 die Erweiterung
Kjt1/K; galoissch und
G(Kj1/Kj) = Gj/Gj

zyklisch von Primzahlordnung, also etwa |G(Kj+1/K;)| = p;. Fir alle j gibt es nach Satz 2.10.2
jeweils ein 8; € K; mit K1 = K;(#%/B;). Nach Definition 2.10.2 ist damit f(X) iiber K auflosbar.
]

Das 1. und 2. Hauptkriterium lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:

Satz 2.10.9. (Hauptsatz iber die Auflosbarkeit von Polynomen)
Es sei char(K) =0 und f(X) € K[X] separabel. Dann gilt:

f(X) ist dber K auflosbar (Definition 2.10.2) <  G(f, K) ist aufloésbar (Definition 2.9.1).

2.11 Losungsformeln fiir Polynome zweiten und dritten Grades

Da die symmetrische Gruppe S, fiir n < 4 auflésbar ist, sind Polynome vom Grad kleiner gleich 4
iiber ihrem Koeffizientenkorper stets auflosbar. Die Konzepte der Galoistheorie erlauben dariiber hin-
aus, auch die zugehorigen Losungsformeln zu finden. Wir wollen dies fiir die Félle der Gleichungen
zweiten und dritten Grades in diesem Abschnitt illustrieren. Wir haben gesehen, dass die Galois-
gruppe des allgemeinen Polynoms n- ten Grades stets S, ist. Dies bedeutet: Sind X1,..., X, und Y
unabhéngige Unbestimmte iiber dem Kérper K und so,...,s, € K[Xi,...,X,] die elementarsym-
metrischen Polynome mit

Krat K(Xla . 7Xn)
Keym = K(s1,...,5n)
n n ‘ .
f) = v =x)=> (-1 8- Y,
=1 =0

dann ist K,q der Zerfillungskorper von f(Y) iiber Ky und G(f, Ksym) = G(Krat/Ksym) = Sn.
Im allgemeinen ist nach Definition 2.10.3 und Satz 2.10.4 die Galoisgruppe eines Polynoms vom
Grad n eine Untergruppe von S,. Die Galoisgruppe kann echt kleiner sein, etwa im Falle zyklischer
Erweiterungen. Die grofite echte Untergruppe von S, ist die alternierende Gruppe A, < S, der ge-
raden Permutationen. Die Diskriminante eines Polynoms gibt ein einfaches Kriterium dafiir, ob die
Galoisgruppe schon in A,, enthalten ist.

Satz 2.11.1. Es sei D(f) die Diskriminante von f(X) =" ,(-1)" a; - X""" € K[X]. Dann gilt

i) D(f) ist ein Element von K.

ii) Die Diskriminante lisst sich als Polynom in den Koeffizienten a; ausdriicken.

i) G(f,K) < A, & /D(f) e K
i) D(f) =0< f inseparabel
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Beweis. i) OBdA sei ag = 1, d.h. f ist normiert. Wir setzen

D(Xy,....Xa)= ] (Xi—X;)?

1<i<j<n

in K[X1,...,X,]. Ein 0 € S,, tauscht dann nur die Produktreihenfolge bzw. das Vorzeichen
unter dem Quadrat, d.h.

D(o(X1),...,oXn) = [] (Xow — Xo())? =D(X1...., Xn),

1<i<j<n

woraus D(X1,...,X,) € Kgym folgt. Nach Satz 2.6.1 ist D(Xq,...,X,) = g(s1,...,5n) € K,
also D(X1,...,X,) € K wegen s1,...,8, € K.

ii) Dies folgt aus 1).

iii) Wir betrachten das Vandermonde- Polynom

V() =V(e,...,on) = [ (ai—ay).

1<i<j<n

Offenbar ist V(f) = \/D(f) in L. Fiir ein o € 5, gilt

J(V(Oq, ey an)) = H (Ctg(i) - oza(j)).

1<i<j<n
Fiir ein Paar ¢ < j sei ¢/ = min{o(i),0(j)} bzw. j/ = max{o(i),o(j)}. Dann folgt

e o ay —aj,  falls (7,7) keine Inversion von o ist,
o 7%l T —(ap — ajr), falls (i, ) Inversion von o ist.

Also ist o(V(ag,...,an)) = (=11 - V(ay,...,an).
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt

Vie,...,an) € K & V(ay,...,an) € LK) ovo e G(f,K): (-1)19) =1 o G(f,K) € A,.

iv) trivial

Wir kommen nun zur

Losungsformel fiir das Polynom vom Grad 2:

Es sei K ein Kérper mit char(K) = 0 und f(X) = X? 4+ pX + ¢ € K[X] irreduzibel und normiert
vom Grad 2. Dann ist G(f,K) = Sy = Z/2Z und somit VD ¢ K nach Satz 2.11.2. In einem
Zerfallungskorper L sei f(X) = (X — a1) - (X — ag), woraus

D= (Oél - 042)2 = (061 + @2)2 —4doog = p2 —4q
und damit L = K(1/p? — 4q) folgt. Aus oy — g = £v/D = £+/p? — 4q und a; + az = —p erhalten

wir die bekannte Losungsformel
—pE VP —4q
5 .

12 =
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Losungsformel fiir das Polynom vom Grad 3:

Es sei K ein Kérper mit K©®) C K und char(K) = 0 und f(X) = X + by X% + 01 X + by € K[X]
irreduzibel und normiert vom Grad 3.

Ein erster Schritt zum Auffinden einer Formel fiir die Nullstellen von f(X) besteht in einer Verein-
fachung des Polynoms. Durch die lineare Substitution X := X™* — %2 erhélt man

by \ by \” b
f(X):<X*—32> +b2'<X*‘32> +b1-<X*‘32>+b0=<X*>3+pX*+q

. b3 203
mit p =b; — 5 und ¢ = 2—72—%{72 + bo.

Wir kénnen uns daher im folgenden auf die Betrachtung von Polynomen der Form
fX)=X*+pX +g¢

mit p,q € K beschrinken und betrachten die Galoisgruppe G(f, K). Nach Satz 2.10.4 ist G(f, K)
eine transitive Untergruppe von S3. Man sieht leicht, dass die einzigen transitiven Untergruppen von
S3 die alternierende Gruppe A3z sowie S3 selbst sind. Wir beschrinken uns auf den komplizierteren
Fall G(f, K) = Ss. Die sich hier ergebende Losungsformel wird dann auch fiir den Fall G(f, K) = Aj
gelten. Es sei L ein Zerféllungskorper von f(X) iiber K. Zur Bestimmung der Zwischenkérper L/Z/K
wenden wir den Hauptsatz der Galoistheorie an. Der einzige nichttriviale Normalteiler sowie die
einzige Untergruppe vom Index 2 ist A3 < .S3. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es damit
einen eindeutig bestimmten Zwischenkérper Z = LA mit [L: Z] = 2. Nach Satz 2.11.2 iii) ist
Z = K(v/D) ein solcher echter Zwischenkérper. Die weiteren nichttrivialen Untergruppen von Ss
sind sdmtlich Gruppen der Ordnung 2, die von den Transpositionen

(123 /(1 23 1 /1 23
M2=19 1 3)» ™M7\3 9 1) "¢ ™71 3 9

erzeugt werden. Wir erhalten den Untergruppenverband

{id}

NS

As (T23) | (T12) | {T13)

N

S3

mit Ag = 7Z/37 bzw. gleichbedeutend den Zwischenkérperverband

mit Z = K(v/D) vom Index 6/2 = 3 in L.
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Insbesondere ist L/Z vom Grad 3 und damit eine zyklische Korpererweiterung:
G(L/Z)= (o) mit ord(o)=3. (1)

Diese Erweiterung ldsst sich mittels der im Beweis von Satz 2.10.2 benutzten Langrangeschen Resol-
venten gewinnen.
Es sei 9 € L mit L/Z = K(v/D,v). Jeder der drei Automorphismen 7;; ist eine Fortsetzung des

Automoprphismus
7: K(V'D) = K(VD), VD — —VD.

Aus 7 und o bilden wir die Resolvente ¥g = v + (30 (70) + (30 (70). Wie im Beweis von Satz 2.10.2
ist i =0} € Zund L =K (vV/D,0;) jeweils fiir i = 0, 1. Aus der Relationstreue folgt

50:a0+a1\/5 und 54 :ao—(ll\/ﬁ

mit ag,a; € K. Wir betrachten nun Basen der Erweiterungen L/K und Z/K. Eine Basis fiir die
Erweiterung Z/K ist offensichtlich {1,+/D}. Eine Basis von L/Z ist {1,9;,9?} fiir i = 0 und i = 1.
Nach Satz 2.1.2 iii) sind B; = {1,9;,9?,v/ D,V D9;,v/D9¥?} Basen der Erweiterung L/K fiir i = 0,1
und damit

L= {(C[) + Cl\/5+ (CQ + 63\/5)191‘ + (64 + 65\/5)1912: Coy...,C5 € K}

Es sei nun
fX)=X?+pX+q=(X—ag) (X —a1) (X —ap)

mit a; € L fiir 0 < ¢ < 2. Dann gibt es eine eindeutige Darstellung
ao = (coo + co1V'D) + (co2 + co3V D)o + (coa + cosV' D)3 (2)

mit ¢p; € K. Der Automorphismus o aus (1) permutiert die Nullstellen oy zyklisch, und es ist
o(99) = (39y. Nach eventueller Umordnung ist o(ag) = az und o(as) = a;. Aus (2) folgt dann

a; = (coo +co1VD) + (coa + coaVD) (390 + (cos + o5V D) (3%
ay = (C()() + Co1 \/5) + (002 + 003\/5)C§190 + (604 + 605\/5)C319(2).

Wegen Sp,/ i (a0) = ap + a1 + g folgt cop = co1 = 0. Aus (2) und By = ag + a1V'D folgt dann

2
ap = (Co2+603\/5)' \ a0+a1\/5+ (CO4+CO5\/5)' \ (lo—I-a1\/5

2
ay = (3- (002 + 003\/5) . \3/ ag + al\/5+ C§ . (604 + 605\/5) . \3/ ag + al\/f?

2
Qg = C?%'(002+603\/5)' \ ao+a1\/5—|-§3'(004+005\/5)' \ a0+a1\/5.

Wir betrachten die Operationen der Automorphismen 7;; der Ordnung 2. Wegen Z = K (VD) # L{7ia)
ist Tij’Z =71: 7 — Z, D — —/D. Fiir das Minimalpolynom von ¥ iiber Z gilt

my,(X) = <X— ¥ a0+a1\/5> . <X— Y ao+a1\/5-C3> . <X— Y ao+a1\/5~C§>
= X3 - (ao + alx/ﬁ).
Nach Satz 2.2.2 sind die Elemente 7;; ( V ap + a1 \/5) Nullstellen von
miy?(X) = X*—7j(a0 +a1vVD)

= (X— 3a0—a1\/5>~<X— 3a0—a1\/5-C3>-<X— 3a0—a1\/5-(:§>.
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Daraus folgt

Tij <3 ap + al\/5> = (3 ap — a1x/5) .Cé(i’j)

mit [(i,7) € {0,1,2}. Wegen Tfj = id ist aber nur {(7, j) = 0 moglich, woraus sich

Tij (i/ao—I—al\/E) = i/ao —alx/ﬁ

ergibt. Nun sei

n= \3/(a0 +a1VD) - (ag — a1 VD).

Es folgt 7;;(n) = n fur alle ;. Da aber die Transpositionen die ganze Gruppe G(L/K) = S3 erzeugen,
gilt n € LEW/EK) = K. Wegen

{’/ao—i-al\/ﬁ- i’/a0+a1\/52€Z:K(\/5)

sowie

f/ao+a1/5-€/ao—a1@€K

2
\3/ ag — alx/ﬁ = (bo + bl\/ﬁ) . \3/ ag + alx/ﬁ
mit gewissen bg, b; € K.

Wir beobachten ferner, dass 7;; die Nullstellen a; und «; vertauscht und oy, mit k ¢ {7, j} fest lésst.
Damit folgt

folgt

oy = (602 + 003\/5) Y ag + a1\/5+ (d()4 + d05\/5) Y ag — a1\/5
a1 = (3 (co2+co3VD) - \fao +a1VD + 3 - (dos + dosVD) - \/ag — ax

g = C??'(002+C03\/5)' ¥ a0+a1\/5+C3'(d04+d05\/5)' Y ap — aq

:

S

mit dij € K. Fir A= (002 +Co3\/ﬁ>3 . (ao—i—al\/ﬁ) € Z sowie B = (d04+d05\/ﬁ>3 . (CLO —alx/ﬁ) ez
gilt dann

oy = \?)/Z'i‘@
ay = GVA+EVB
Qo = Cg\?/z‘i‘g?,@

Wir bestimmen nun A und B durch Berechnung der elementarsymmetrischen Funktionen der «;.
Es ist

Npjx(ag) = aponas = (VA+VB) - (VA+GEVB) - ((3VA+ VD)
GG (VA+VB) (VA+GVYB)-(VA+(GVYB)= A+ B.

Also folgt aus der Darstellung der Norm als Koeffizient im zugehorigen Minimalpolynom

A+ B = agajay = —q.
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Mit So(Xo,Xl,XQ) = XoX1 + X X9 + X1 X5 gilt ferner

so(ag,ar,a0) = (VA+VB) (GVA+GVB)+ (VA+VB) - (GVA+ GVB)
+(GVA+VB) - (GVA+(GVB)
= VA 0+ G+ Q)+ VB (1+G+Q) +3VAVB- (G + Q)
= —3VAVB

wegen 1+ (3 + (2 = 0. Also folgt

1
\3/2\3/> = 3 (apay + apag + ) = —g.

Eine elementare aber etwas ldngliche Rechnung ergibt fiir die Diskriminante
D = —4p® — 274°.

Daraus folgt

= —%—i—cx/ﬁ
- -2_.yD.
2
Einsetzen von (3) ergibt

2 3

q q p
A = — =+ =
2 + 4 + 27
2 3

q q p
B = -4 L
2 4 + 27

Wegen char(K) = 0 sind alle Briiche wohldefiniert.

Insgesamt folgt der

Satz 2.11.2. (Cardano)
Es sei K ein Korper mit char(K) = 0 und f(X) = X3 +pX + q € K[X].
Dazu sei (3 eine primitive dritte Einheitswurzel tber K und

2 3

q q p
A= T4y P
2 TVt

2 3

q q p
B = —2_L
2 5 o7

Die dritten Wurzeln /A und /B seien so gewdhlt, dass JAYB = —g gilt. Dann sind die Losungen

der Gleichung f(X) =0 durch

ap = ﬁ—F\S/E
ar = GVA+GVB
ay = (3VA+ VB

gegeben.
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