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1. Es sei p > 2 eine Primzahl, a ∈ Z mit p - a und ζp eine primitive p- te Einheitswurzel.

Weiter sei
p
√
ai 6∈ Q für i ∈ {1, . . . , p− 1} und L = Q( p

√
a, ζp). Zeige:

(a) Es ist L/Q eine Galoiserweiterung und [L : Q] = p · (p− 1).

(b) Es existiert ein Isomorphismus zwischen der Galoisgruppe G(L/Q) und

AG(p) =

{(
r s

0 1

)
: r ∈ (Z/pZ)∗, s ∈ Z/pZ

}
.

(c) Jede Untergruppe von G(L/Q) ist zu einer der Gruppentypen N(V ) bzw. U(r, s) isomorph,

wobei diese die Struktur

N(V ) =

{(
r s

0 1

)
: r ∈ V, s ∈ Z/pZ

}
mit einer Untergruppe V ≤ (Z/pZ)∗ und

U(r, s) =

〈(
r s

0 1

)〉
mit r ∈ (Z/pZ)∗ und s ∈ Z/pZ besitzen.

(d) Es sei p = 31 und a = 3. Finde Zwischenkörper Zi von L und Q, die folgendes erfüllen:

i. Z1 ⊂ R und [L : Z1] = 2

ii. [Z2 : Q] = 5. (14 Punkte)

2. Es sei p > 2 eine Primzahl und k ∈ Z.

(a) Es sei ggT (k, p) = 1. Zeige, dass ganze Zahlen x und y mit x2 + y2 ≡ k mod p existieren.

(b) Es sei ggT (k, p) = 1.

Zeige, dass für p ≡ 1 mod 4 die Kongruenz x2 + y2 ≡ k mod p genau p − 1 inkongruente

Lösungen besitzt und für p ≡ 3 mod 4 genau p+ 1 Lösungen.

(c) Es sei ggT (k, p) > 1.

Zeige, dass eine Lösung für p ≡ 3 mod 4 und 2p− 1 Lösungen für p ≡ 1 mod 4 existieren.

(d) Es sei q eine zu p verschiedene ungerade Primzahl, ζp eine primitive p- te Einheitswurzel sowie

Gp :=

p−1∑
m=0

ζm
2

p

die Gaußsche Summe. Zeige in Fq(ζp):

G2
p =

{
p für p ≡ 1 mod 4

(−1)(p−1)/2 · p für p ≡ 3 mod 4

(10 Punkte)


