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Weiter definieren wir N(α) :=
∏2

k=0 α
(k). Zeige:

(a) Für α ∈ R gilt α(1)α(2) ∈ R und N(α) ∈ Z.

(b) Für α, β ∈ R ist N(α · β) = N(α) ·N(β).

(c) Es gilt genau dann α ∈ R∗, wenn N(α) ∈ {−1, 1} ist.

(d) Für α ∈ R∗ und α > 1 gilt |α(1)| = |α(2)| < 1.

(e) Es sei α = a0 + a1
3
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2)2 ∈ R∗ und α > 1. Dann gilt ai ≥ 0 für i ∈ {0, 1, 2}.

Hinweis:

Betrachte die Ausdrücke α(0) + ζkα(1) + ζ2kα(2) für k ∈ {0, 1, 2}.
(f) Es gilt R∗ = {(−1)m · ηk : m ∈ {0, 1}, k ∈ Z} mit der Grundeinheit η = 1 + 3
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(g) Gib alle Lösungen der Diophantischen Gleichung x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 1 an. (12 Punkte)

2. Es sei K ein Körper mit char(K) = p mit einer Primzahl p. Weiter sei P der Primkörper von K.

Es sei L/K eine Körpererweiterung von K und fc(X) = Xp −X + c mit c ∈ L. Zeige:

(a) Die Abbildung ϕ : L→ L, x→ xp ist ein Körperisomorphismus.

(b) Ist fc(α) = 0 für ein α ∈ L, so ist auch fc(α+ r) = 0 für r ∈ P. (6 Punkte)

3. Es sei K ein Körper. Unter dem Körper K((X)) der formalen Laurentreihen über K versteht man

K((X)) := {f : Z→ K}.

Für f schreibt man auch
∞∑

n=−∞
f(n)Xn.

Addition und Multiplikation sind nach den bekannten Rechenregeln für Potenzreihen definiert.

Konvergenzüberlegungen spielen keine Rolle. Es sei K0 := {f ∈ K : f(n) = 0 für n 6= 0}.

(a) Zeige: K((X)) ist ein Körper.

(b) Bestimme [K((X)) : K0].

(c) Vergleiche die Charakteristiken char(K((X))) und char(K0). (6 Punkte)


