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1. Wir betrachten den Integrititsring R = I(3/2) := {ag + a1¥/2 + a2(¥/2)?: ag,a1,as € Z}.
Weiter sei ¢ = —% + %\/32 mit 2 = —1. Fiir @« = ap + a1 /2 + ag({s/ﬁ)Q S I(\J/E) seien

a® =
oV = ap+ar V2¢ + as \3/52(2 sowie
a® = ag+ayV2¢3 —|—a2\‘7§2c.

Weiter definieren wir N(a) := Hi:o alk). Zeige:

(a) Fiir a € R gilt aMa® € R und N(a) € Z.

(b) Fiir a, 8 € Rist N(a- 5) = N(a) - N(B).
(c) Es gilt genau dann a € R*, wenn N(a) € {—1,1} ist.
(d)

()

Fiir « € R* und a > 1 gilt [aM] = [a?] < 1.
Es sei a = ap + a1 v/2 + a2(¥/2)? € R* und a > 1. Dann gilt a; > 0 fiir i € {0,1,2}.
Hinweis:
Betrachte die Ausdriicke a(®) + ¢¥a(M + ¢%*a® fir k € {0,1,2}.
(f) Es gilt R* = {(~1)™ - n*: m € {0, 1}, k € Z} mit der Grundeinheit = 1 + V2 + 2.
(g) Gib alle Losungen der Diophantischen Gleichung a® + 2y% + 423 — 62yz = 1 an. (12 Punkte)
2. Es sei K ein Korper mit char(K) = p mit einer Primzahl p. Weiter sei P der Primkérper von K.
Es sei L/K eine Korpererweiterung von K und f.(X) = XP — X 4 ¢ mit ¢ € L. Zeige:
(a) Die Abbildung ¢: L — L, x — «? ist ein Kérperisomorphismus.
(b) Ist fe(c) =0 fiir ein o € L, so ist auch f.(a+r) =0 fur r € P. (6 Punkte)

3. Es sei K ein Korper. Unter dem Korper K ((X)) der formalen Laurentreihen iiber K versteht man

K((X)):={f:Z - K}.

Fiir f schreibt man auch

Z f(n)X™.

Addition und Multiplikation sind nach den bekannten Rechenregeln fiir Potenzreihen definiert.

Konvergenziiberlegungen spielen keine Rolle. Es sei Ky := {f € K: f(n) = 0 fiir n # 0}.

(a) Zeige: K((X)) ist ein Korper.

(b) Bestimme [K((X)): K.

(c) Vergleiche die Charakteristiken char(K ((X))) und char(Kj). (6 Punkte)



