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Kapitel 0

Historische und thematische
Einfiihrung in Operations Research

(OR)

Der Begriff des Operations Research entstand in den 40er Jahren des 20.
Jahrhunderts (genauer zu Beginn des 2. Weltkriegs) aus Untersuchungen von
Mathematikern, Technikern und Militdrexperten in England und den USA
zur Verbesserung der Wirksamkeit militérischer Operationen (z.B. Zusam-
menstellung und Streckenfithrung von Schiffkonvois, Radartechnik, U-Boot-
Bekdmpfung u.a.). Der dafiir gepriagte Begriff des OR wurde auch fiir den zivilen
Bereich ibernommen, in dem die Entwicklung im Wesentlichen vorangetrieben
wurde.

Namen von Wissenschaftlern, die wesentliche Forschungsbeitriage zum OR
geliefert haben, sind:

e . W. Kantorowitsch und F.C. Koopmans: Pioniere der Linearen Opti-
mierung; Nobelpreis fiir WiWi 1975 fiir ihre Beitrdge zur Theorie der
optimalen Ressourcenverwendung. Arbeiten z.B. tiber ,Beste Auslas-
tung von Maschinen®, ,Zuschnitte mit geringstem Abfall“,  Optimale
Verteilung von Giitern fiir den Transport®

e F. L. Hitchcock: erste Arbeiten zum Transportproblem

e G. B. Dantzig: Simplexverfahren (generelles Losungsverfahren fiir Lineare
Optimierungsprobleme)

e J. v. Neumann / O. Morgenstern: Begriinder der Spieltheorie

Je nach Typ des zugrunde liegenden Optimierungsmodells wird OR in folgende
Gebiete unterteilt:

e Lineare Optimierung
— lineare Zielfunktionen, lineare Nebenbedingungen

— grofite Bedeutung im Bereich der Fertigungstechnik (Produktions-
programm, Mischungs-, Verschnitt-, Transportoptimierung)



— Losungsmethode: Simplex-Algorithmus
e Graphentheorie und Netzplantechnik

— graphische Veranschaulichung von Organisationsstrukturen und Pro-
jektablaufen

— Modelle und Verfahren zur Bestimmung
x kiirzester Wege
« maximaler / minimaler Flisse in Graphen (z.B. Versorgungslei-
tungen)
* Netzplantechnik: Methode der Planung; dient (zugleich) der Uber-
wachung und Kontrolle von betrieblichen Ablaufen und Projekten

e Ganzzahlige (lin.) und kombinatorische Optimierung
— Variablen diirfen nur ganze Zahlen oder Bindrzahlen (0/1) annehmen

— Anwendung:
x Investitionsprogrammplanung
« Zuordnungsprobleme (Maschinen auf Plitze mit Ziel: kostenmini-
maler Transport zwischen den Fertigungsplatzen)
« Reihenfolgeprobleme (z.B. Bearbeitungsreihenfolge von Auftrégen)
* Gruppierungsproblem (z.B. Zusammenfassung dhnlicher Kunden-

gruppen)
e Dynamische Optimierung
— Modell besteht aus einzelnen Stufen (z.B. Zeitabschnitte)

— Gesamtoptimierung wird durch stufenweise rekursive Optimierung
ersetzt

— Anwendung;:
* Bestellmengen
* Losgroflenplanung
x Investitionsplanung

e Nichtlineare Optimierung

— Zielfunktion und/oder Nebenbedingungen sind nichtlinear (speziell:
sog. konvexe Optimierung)

e Warteschlangentheorie

— untersucht Abfertigungssteuerung von Service- und Bedienungs-
stationen (z.B. Bankschalter, Maschinen, vor denen sich Auftrage
stauen)



e Simulation

— Untersuchung (,,Durchspielen) einzelner Alternativen bzw. System-
varianten im Rahmen komplexer stochastischer (Optim.-) Modelle

— Anwendungen:
* Warteschlangensystem
x Auswertung stochastischer Netzplane
* Analyse von Lagerhaltungs- und Materialflusssystemen



Kapitel 1

Lineare Optimierung

1.1 Beispiele linearer Optimierungsprobleme

Es sollen zunéachst einige Beispiele typischer linearer Optimierungsprobleme
dargestellt werden.

Beispiel 1.1 (Produktionsproblem: Beispiel P)
Zwei Produkte I und II sollen unter Verwendung der Produktionsfaktoren A,
B und C hergestellt werden. Verfahrensbedingt miissen gewisse Kapazititen

eingehalten werden; bekannt sind der Faktoreinsatz und der Gewinn (fiir 1
Stiick).

IT | Kapazitat
A 2 10 60
B 6 6 60
C 10 5 85
Gewinn | 45 30

Wie viele Stiicke sollen von jedem Produkt hergestellt werden, um einen mog-
lichst groflen Gewinn zu erzielen?

Seien x1 und xo die Anzahl der Sticke von Produkt I bzw. II. Dann lautet das
mathematische Optimierungsproblem:

45x1 + 30x9 — max
unter NB:  2z1+ 1029 < 60
6x1+ 629 <60
10x1 4+ Hxg <85
120, 1020

Als optimale Losung ergibt sich leicht 7 =7 und 25 = 3. Der maximale Gewinn
ist 405.



Beispiel 1.2 (Diét- oder Mischungsproblem)

Es soll ein ,,alkoholisches Getrank“ aus drei Fliissigkeiten A, B und C hergestellt
werden. Fiir das Getrank bestehen Beschrankungen bzgl. seines Gehalts an
Alkohol, Aromastoffen und Zucker. Die Zutaten diirfen ferner nicht beliebig
gemischt werden.

Gehalt
A B C | minimal maximal

Alkohol 9 14 0 7 12
Aromastoffe | 1 8 0 3 -
Zucker 3 7 20 3 6
A 1 0 0 0.4 -

B 0 1 0 - 0.5

C 0 O 1 - 0.6

Preis 5 2 0.25

Wie kann man aus den Fliissigleiten A, B, und C ein moglichst kostengiinstiges
alkoholisches Getrank herstellen, das die angegebenen Mindest- und Hochstbe-
standteile enthalt?

Seien x1, 2 und x3 die von den Fliissigkeiten A, B und C zu benutzenden
Mengen. Dann lautet das mathematische Optimierungsproblem:

51+ 2x9+0.25x3 — min
unter NB: 7 < 9x1+ 14x9 < 12
3 < 21+ 8x9
3 < 3r1+ Tro+ 20z3 < 6
04 < x7
9 S 0.5
T3 < 0.6
r1+x9+ 23 = 1

2120, 29 >0, 23>0

Einige der Ungleichungen sind redundant!

Entsprechend diesem speziellen Mischungsproblem ergibt sich das allgemeine
Mischungs- oder Diatproblem:

Gegeben seien die Nahrungsmittel Ny, Na,..., Ny,. Jedes Nahrungsmittel enthal-
te m verschiedene Grundsubstanzen G1,Go,...,G,,, und zwar enthalte 1 kg des
Nahrungsmittels N; (1 < j <n) a;; Gramm der Grundsubstanz G; (1 <7 <m).
1 kg des Nahrungsmittels INV; koste ¢; € (1 <j <n). Es wird verlangt, dass



jedes ,Menii“ von der Grundsubstanz (G; mindestens b; Gramm enthalten soll
(1<i<m).

Bezeichne z; den Anteil des Nahrungsmittels /V; an einem ,Menii“ (1 <j <n)
und

r=(21,...,2n), b=(b1,...,0m), c=(c1,...,cn)
aill o Aln
A=
aml - Amn

Dann ergibt sich das allgemeine Mischungsproblem zu

ch — min

unter NB: Az >0
x>0, Z:Cizl
7

Beispiel 1.3 (Transportproblem)
Die Raffinerien R1,..., R,, einer Olgesellschaft beliefern die Tanklager 711, ...,T},
unter folgenden Bedingungen: Die Raffinerie R; kann hoéchstens a; Einheiten
eines bestimmten Produkts (z.B. Heizol, Benzin) liefern (1 <i < m); das
Tanklager 7; bendtigt mindestens b; Einheiten (1 < j <n). Der Transport von
R; nach Tj kostet c;; € pro Einheit.

Sei z;; die von R; nach T} zu transportierende Menge. Sollen die Gesamt-
transportkosten minimiert werden, dann lautet die Aufgabe: (i: Raffinerien, j:
Tanklager)

m n

Z Z CijTij — min

i=1j=1

n
unter NB: Za:ijga,-, 1<:<m
j=1

m
doxy>bj, 1<j<n
i=1

75 >0, 1<i<m,1<j<n

Ein zulassiger Transportplan existiert, falls gilt:

n

m
Zai Z ij
i=1

j=1



Beispiel 1.4 (Matrixspiele)

Sei A eine (m, n)-Matrix, die sog. Auszahlungsmatrix eines 2-Personen-Nullsummen-
Spiels. Zwei Spieler S7 und Se wéhlen gleichzeitig eine Zahl i € {1,...,m} bzw.
j€{l,...,n} und Sy hat dann einen gewissen Betrag a;; an Si zu zahlen.
Eine Strategie von Sy ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung z = (z1,...,2,)
mit Y7 g z;=1,2; >0, 1<j<n (x; gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der

Sy die Zahl j wéhlt). Der Spieler Sy ist bestrebt, seinen erwarteten Verlust v
moglichst klein zu halten (unabhéngig davon, wie Sy spielt).

Die Optimierungsaufgabe lautet dann:

v — min
unter NB: Az <wve, e=(1,...,1)eR™

n

> wj=1

j=1

veER, 2;>20,1<j<n

Das minimale v heifit Wert des Spiels.

Ist A eine positive Matrix (dann ist v > 0), so fiihrt die Variablentransformation

z= %x zu dem aquivalenten linearen Optimierungsproblem
n

Z Zj — max
j=1

unter NB: Az <e
z > 0.

(Beispiele Quelle: Rieder Vorlesungsskript)



Beispiel 1.5 (Verschnittproblem)

Rohmaterial
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In einer Schreinerei seien aus groflen Pressspantafeln zum Bau von Regalen
eine Anzahl kleinerer Platten zu schneiden, wobei moglichst wenige Tafeln
zerschnitten werden sollen. Bei der Erstellung der Schnittmuster ist (aus tech-
nischen Griinden) zu beachten, dass Schnitte durchgehend und parallel zu den
Seitenkanten erfolgen (Guillotine-Schnitte). Die hier vorzunehmende Verschnitt-
optimierung zerfallt in drei Teile:

(i) Systematische Erzeugung von Schnittmustern

(ii) Formulierung und Lésung eines linearen Optimierungsproblems, das einem
Produktionsproblem entspricht (vgl. Bsp. P) mit den Tafeln als Rohstoffen
und den Platten als produzierten Giitern. Variablen sind die jeweiligen
Anzahlen der Tafeln gemafl dem jeweiligen Schnittmuster. Die Gesamtzahl
der verarbeiteten Tafeln ist zu minimieren unter der Beachtung der Zahl
der benotigten Platten.

(iii) Geeignete Erzeugung einer zuléssigen ganzzahligen Losung aus der opti-
malen Losung des linearen Optimierungsproblems, da die Tafeln jeweils
vollstandig verschnitten werden.



Beispiel 1.6 (Investitionsentscheidungen)
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Das Management eines Unternehmens habe zu Beginn des ersten Jahres den
mittelfristigen Plan fiir die Verwendung der Uberschiisse in dem anschlieBenden
Dreijahreszeitraum aufzustellen. Hierbei sei bei bekannten Daten tber die
zukiinftige Marktentwicklung zu entscheiden, welcher Anteil der Uberschiisse
jedes Jahr fiir Investitionen verwendet werden soll. Ziel dieser Investitionsstra-
tegie ist die Maximierung der Summe aus Vermogen und Gewinnentnahmen
bis zum Ende des dritten Jahres (der Einfachheit halber seien hier steuerliche
Gesichtspunkte und Zinseffekte aufier Acht gelassen).

Bezeichnen wir mit z; (j =1,2,3) den Wert des Vermégens zum Bilanzstichtag
(am 1.1.) des Jahres j und mit G;(z;) den Gewinn, der mit diesem Vermogen
im Jahr j erwirtschaftet wird, so ist bei der Entscheidung tiber die Hohe u;
der Gewinnentnahme die Bedingung

0<u; <Gj(z;) (j=1,2,3)
zu beachten. Der nicht enthommene Gewinn steht fur Investitionen zu Ver-

fiigung, sodass das Vermégen (ohne Berticksichtigung von Abschreibungen)
gemaf

rj1=12j+Gj(x5) —u; (j=1,2,3)
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fortzuschreiben ist (x4 ist der Wert des Vermégens am Ende des Dreijahreszeit-
raumes). Als Zielbedingung erhalten wir damit

3
Z uj + x4 — max.
J=1

Dieses Maximierungsproblem, das darin besteht, eine optimale Folge voneinan-
der abhangiger Entscheidungen in den drei Jahren zu bestimmen, ist typisch
fiir viele Planungsaufgaben. Auf der Basis des momentan erreichten Zustands
(in unserem Beispiel das Vermégen zum Bilanzstichtag) und der Kenntnis
bzw. Prognose fiir die zukiinftige Entwicklung ist jeweils eine Entscheidung
(Hohe der Gewinnentnahme) zu treffen, die den Folgezustand bestimmt und
mit Kosten oder Gewinn verbunden ist. Derartige sequenzielle Entscheidungs-
probleme fiir in der Zeit ablaufende steuerbare Prozesse werden als dynamische
Optimierungsprobleme bezeichnet, wenn sie sich in der Form

n
Z gj(a:j,uj) + h(l”n_H) — max
j=1

unter NB: x4 = fj(zj,u), (G=1,....,n)

Tj, Uj, Tyl yzuldssigt (j=1,...,n)

darstellen lassen. Die Zulédssigkeit der Variablen x;, u; und z,41 wird dabei
durch weitere Restriktionen beschreiben.

(Beispiele Quelle: Neumann/Morlock; Operations Research)
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Beispiel 1.7 (Beispiel K)

In einem Kraftwerk werden zur Energiegewinnung Kohle und Ol in drei verschie-
denen Sorten verbrannt. Es miissen mindestens 40.000 kWh/Tag produziert
werden. Pro Tonne Ol ergeben sich (bei allen drei Sorten) 3.000 kWh und
pro Tonne Kohle 2.000 kWh. Umweltvorschriften erlauben maximal 120 kg
Schadstoffaussto3/ Tag. Aufgrund von Tests kann man bei Kohle mit 30 kg,
bei Ol der Sorte 1 mit 15 kg, der Sorte 2 mit 10 kg und der Sorte 3 mit 5 kg
Schadstoff/Tonne rechnen. Die Kosten betragen bei Kohle 20€/t, bei Ol Sorte
1,2,3 jeweils 90€, 96€, 105€/t.

Welche Mengen m;, mg, m3 an Ol der Sorten 1,2,3 und Kohle my soll man
verbrennen, um die Kosten/Tag moglichst gering zu halten?

Dies fiihrt auf folgendes lineare Optimierungsproblem:

12



Beispiel 1.8 (Beispiel L)

Ein Landwirt will 100 ha Land z.T. mit Kartoffeln und z.T. mit Getreide

bepflanzen. Dabei soll gelten:

Kartoffeln | Getreide | verfiigbar
Anbauskosten (T €/ ha) | 1 2 110 T€
Arbeitstage/ha 1 4 160 Tage
Gewinn (T €/ha) 1 3

Wie viel ha Land soll der Landwirt mit Kartoffeln bzw. Getreide bepflanzen,
damit sein Gewinn maximal wird?

Bezeichne: 1 = # ha mit Kartoffeln

LOP:
NB:

To = # ha mit Getreide

1+ 319 — max in Standardform: x4+ 329 — max

r1+2r9 <110
r1+4x9 <160
1+ 29 < 100
120, 292>0

NB: x1+4+2x2+4y; =110

r1+4x9 41y = 160

1 +x2+y3 =100
2122>0,y1232>0

)T

Setzen wir x := (r1,%2,y1,Y2,y3)  , so konnen wir das LOP in der Standardform

auch schreiben als:

F(z)=c"z — max
unter NB: Az =0b, >0
0

1 2
mit A=[1 4 0], ¢ =(1,3,0,0,0)
11 1

o O =
O = O

I Offenbar bilden a? = (1,0,0)", a* = (0,1,0), a® = (0,0,1)7 eine Ba-
sis von A = y1,y2,y3 sind Basisvariablen, z1, 22 sind NBV und z° :=
(0,0,110,160,100) ist eine Basislosung des LOP, die wegen 110 > 0, 160 > 0,
100 > 0 eine zuléssige Basislosung ist und damit eine Ecke von Z

IT Es gilt F(2%) = 0= 20 ist sicher nicht optimal (z.B. F((1,1,0,0,0)) = 4
und (1,1) € 2)

III Austauschschritt: Ausgehend von der Ausgangsecke z° finde eine neue
(benachbarte) Ecke x! mit F(z!) > F(a2V)
Eine neue Ecke erhalten wir, indem wir einen SV von A, der zur Basis
von 20 gehort, gegen einen anderen SV von A austauschen, sodass wieder
m linear unabhéngig SV von A, d.h. eine neue Basis von A und damit
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eine neue Basislosung des LOP rsp. ZBL und damit Ecke von Z erreicht
wird.
Mit anderen Worten: ,Wir tauschen eine BV gegen eine NBV aus.”

Frage: Welche der bisherigen NBV soll BV werden?

Eine bisherige NBV zur BV zu machen bedeutet, ihren Wert > 0 zu machen
(ibrige NBV bleiben auf dem Wert 0).

Da (in unserem Beispiel) die Koeffizienten der NBV x; bzw. x5 in der Zielfunk-
tion die Werte ¢y =1 bzw. co = 3 haben, wird der Wert der Zielfunktion bei
VergroBerung von 9 schneller grofler als bei .

= wahle x9 als neue BV

Andert x9 seinen Wert x5 > 0, so dndern auch die bisherigen BV ihre Werte:
Betrachten wir die Restriktionen Ax = b und 16sen diese Gleichungen nach den
alten BV auf, so gilt:

y1 =110 —x1 — 2z9
yo = 160 — 1 — 4o (%)
Y3 = 100—$1—ZB2

Woraus folgt: wenn xo grofler wird = y1, y2, y3 werden kleiner
Wegen 31 >0, y2 >0, y3 >0 und 21 =0 (NBV) ergeben sich aus (x)

110

< —=0955
160

T < e =40
xo < 100

Da alle 3 Ungleichungen gelten miissen, folgt
r9 < min{55, 40, 100} =40

d.h. der groBtmogliche Wert der neuen BV x5 (unter Einhaltung der NB) ist
40.

29 =40 =>yp =0

d.h. y2 wird (wenn z2 neue BV wird) zur NBV.
= a?, a3, a® sind neue Basis (beachte: a?, a®, a® sind lin. unabh.) und es ergibt
sich

xTr9 = 40

y1 =110—80=30

ys = 100 —40 =60

14



= 2! =(0,40,30,0,60) ist zulissige Basislosung des LOP
& 2! ist Ecke von Z

F(z') = 4120 > F(29)

Um von ! ausgehend einen weiteren Austauschschritt vorzunehmen (sofern x!

nicht optimal) bringen wir das Gleichungssystem Az = b und die Zielfunktion

in die gleiche ,zweckméfige“ Form, wie sie beim 1. Austauschschritt vorlag,
d.h.

1. Jede Gleichung enthélt genau 1 BV und zwar mit dem Koeffizient 1 und
diese BV tritt in keiner anderen Gleichung auf

2. Die Zielfunktion ist als Funktion der NBV gegeben

Diese Form erreichen wir durch elementare Umformungen, wie wir sie vom

GauB-Algorithmus kennen (beachte: elementare Zeilenoperationen dndern die
Losung eines LGS nicht!)

Start-System:

NBV NBV BV BV BV

x1 T2 Y1 Y2 Y3 b
1 2 1 0 0 110 Z1 — 0.522
1 4 0 1 0 160 23— 0.2529
1 1 0 0 1 100 0.2529
F: 1 3 0 0 0 0 F—0.7529
NBV BV BV NBV BV
71 T2 Y1 Y2 Y3 rS
1 1
5 0 1 —5 0 30
1 1
v 1 0 i 0 40
3 1
g 0 0 —3 1 60
F: 3 0 0 -2 0 -120

Auflésen der Gleichungen nach den neuen Basisvariablen ergibt:

1 1
y1 =30— 371 + 5Y2
1 1
x9 =40— AR (%)
3 1
= 60— "z + -
Y3 4x1+4y2

15



Mit (xx) folgt, wenn wir F' durch die neuen NBV ausdriicken:

13
F(z) =21+322 =120+ 721 — 790 = F(z) =120

Hieraus erkennen wir, dass fiir den nachsten Austauschschritt nur x; als neue
BV in Frage kommt (bei y2 > 0 wiirde F' abnehmen).

Aus (xx) ergibt sich (analog zum Vorgehen im ersten Austauschschritt)
r1 <60, 1 <160, 1 <80

sodass der grofite Wert, den die BV 21 (unter den NB) annehmen kann, 60 ist.
Fiir 21 = 60 ist y; = 0, sodass y; zur neuen NBV wird.a!, a?, 3 sind linear
unabhédngig und damit eine neue Basis von A.

Fiir z9 und ys, die weiterhin in der Basis bleiben, folgt (mit z1 = 60 ist y; = 0)
aus (xx)

79 =40 —15 =25
y3 = 60—45=15

= 22 = (60,25,0,0,15) ist zuldssige Basislésung des LOP
& 22 ist Ecke von Z

F(2%) =21+ 319 =604 3-25 = 135

Driicken wir F' mit Hilfe der NBV y; und yo aus, so erhalten wir

1 3 1 1
F(z) =120+ a1 — Sy = 135 — ~y; — =
(x) O+ @1— 13 =135—Ccy— S
Jede VergroBerung der NBV (auf Werte > 0) wiirde jetzt zu einer Verkleinerung
des Wertes der Zielfunktion fithren, sodass offenbar in 2% = (60,25,0,0,15) die

optimale Losung liegt mit

max F(x)=135 VzeZ

Der Landwirt sollte also 60 ha seines Landes mit Kartoffeln und 25 ha mit
Getreide bebauen, um einen maximalen Gewinn von 1357T%€ zu erzielen.

y1 =y2 = 0 und y3 = 15 besagen, dass bei der optimalen Losung die verfiigharen
Geld- und Zeitressourcen ausgeschopft sind, wahrend 15 ha Land unbebaut

bleiben.

16



Schematische Darstellung:
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1.6.2 Der Simplex-Algorithmus

Gegeben sei ein LOP in Standardform:

F(:r;):ch—>maX rnitx:(zl,...,xn,yl,...,ym)TER”””
und ¢ = (c1,...,¢n,0,...,0)T e R™F"
unter NB: Az =b, wobei A€ R™* (M) | c R™ Rg(A)=m<m+n

z > 0.

Zusétzlich soll (zunéchst) gelten, dass b > 0.

Das LOP schrieben wir dann in ein sogenanntes Simplextableau:

BV || x1 T2 | .. T Y1 lY2 | . | Ym r.S
a1 | a2 | ...l apn | L]0 |...] 0 by
as1 | asg | ... | a9y | O | 1 |...] O b
ami | @m2 | -l amn | O | O | ... 1 bm

F |l —ci|—co|...| o | 0|0 |...] 0 ||[0=F(2")

1. Startecke:
Da b; >0 fiir i = 1,...,m folgt, dass 20 = (2) eine erste zulassige Basis-
16sung (evtl. entartet, falls b; = 0 fiir irgendein i), also eine Startecke
ist.

2. Optimalitatskriterium:
Eine zuldssige Basislosung (Ecke) eines LOPs ist so lange nicht optimal,
wie sich in der letzten Zeile (Zielfunktionszeile) des Simplextableaus noch
negative Koeffizienten befinden.

3. Austauschschritt:

a) Stehen in der Zielfunktionszeile noch negative Koeffizienten, so wéhle
unter diesen den (einen) kleinsten aus: —cy,. Die zugehorige Spalte
im Tableau heiflit Pivotspalte. Sie legt die neue BV fest.

b) Es gibt zwei Moglichkeiten:

i. Enthalt die Pivotspalte keine positiven Koeffizienten, so hat das
LOP keine optimale Losung (Fipax = 00)

18



ii. Enthalt die Pivotspalte positive Koeffizienten a;, > 0, so bilde

fur diese al_’;' und bestimme:
]

bi,

Aigko

b.

min{ Li=1,...,m, ik >0} =
Ak

Die durch dieses Minimum festgelegte Zeile ig heiit Pivotzeile.

Die Zahl a;,;, im Schnittpunkt von Pivotspalte und Pivotzeile

heifit Pivotelement.

c¢) Durch elementare Zeilenoperationen (mit der Pivotzeile), angewendet
auf das gesamte Tableau, inklusive der Zielfunktionszeile, wird in
der Pivotspalte der ig—te Einheitsvektor erzeugt. Dadurch wird wy,
zur neuen BV und simultan y;, zur NBV.

Damit ergibt sich als neues Tableau:

‘BV H 1 ‘ 9 “xko“ Tn ‘yl‘yg‘...‘ Yio “ym H r.S

&11 &12 0 dln 1 0 g1 0 61

dgl &22 0 dgn 0 1 g 0 82

aiol diOQ 1 dion 0 0 Gig 0 Bio

amt | Gm2 | .| O | ol @mm | O] O] gm |...] 1 bim
Flle e |0 | éalolol.|gn|l...]o0 Yo%y
0%0

Offenbar bleiben die tibrigen BV y1,...,yiy—1,Vig+1,---,Ym als BV
erhalten, neue BV ist xy,.

Losen wir das lineare Gleichungssystem nach den BV auf (und setzen
dabei die NBV = 0) so erhalten wir

xl:...:xk()_lzmk()+1:...:.Z'n:(), yZ-O:O,
Jikozbio,yj:bj fir j=1,...,m, j # 1o

ist eine neue zulissige Basislosung (Ecke) ! von Z.

Ferner gilt: F(x!) =0+ Dig%ho -, 0, d.h. der Wert der Zielfunktion wird

. Gigko
grofler.

. Der Algorithmus wird so lange wiederholt, bis das Optimalitatskriterium

erfiillt ist (oder der Algorithmus im Austauschschritt abbricht).
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1.6.4 Die zwei-Phasen Methode

Wir betrachten nun ein beliebiges LOP der Form

S
I
[}
—
N
1
=
Q@
"

unter NB: A7

N —

o INITIV

SN

Durch Einfihren von , geeigneten® Schlupfvariablen erhalten wir die Standard-
form SF.

= F=c¢"z — max
SF { NB: Ax =0,
mit ¢ = (8), x= (;), A= (A|S), wobei S die Matrix der Schlupfvariablen ist.

Dabei diirfen jetzt auch:
e Schlupfvariablen mit negativen Vorzeichen (bei NB mit >)

e Schlupfvariablen mit Wert 0 (bei NB mit =)

auftreten.

= 2=1(0,...,0,y1,...,Ym) " fithrt i.A. zu keiner zulissigen Basislosung (evtl.
sogar zu keiner Basislosung).

,Abhilfe* durch: 2-Phasen-Methode:

~

(formal) Anwendung des Simplex-Algorithmus auf ein erweitertes Pro-
blem.

Dies fiihrt zu einer ersten zuldssigen Basislosung. Danach kann man in der
zweiten Phase den primalen Simplex-Algorithmus auf das (wieder reduzierte)
Problem anwenden.

Vorgehen:
1. Erste Phase: Bestimmen einer 1. ZBL (= Startecke)

a) Zu jeder Nebenbedingung in S/F, die keine Schlupfvariable mit
positivem (>0) Vorzeichen besitzt, fiigen wir (auf der linken Seite
der NB-Gleichung) eine , kiinstliche* Variable 7; > 0 hinzu.
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b) Wir fiigen dem Tableau eine zusétzliche Zeile mit einer weiteren
Zielfunktion Y an:

?:Zg}j—)min & —?:—Zg]j — max.
J J

c¢) Auf das so erweiterte Problem wird der primale (!) Simplex-Algorithmus
angewendet, so lange bis alle §; (die sich zu Beginn in der Basis
befinden!) die Basis verlassen haben.

Wichtig: Sobald ein g; die Basis verlassen hat, wird es aus der
weiteren Rechnung ausgeschlossen (~ Spalte streichen!)

2. Zweite Phase: Haben alle yj; die Basis verlassen und gilt dabei Y* =0,
so ist eine 1. ZBL des LOPs ist gefunden.
Weiter mit primalen Simplex-Algorithmus (angewendet auf das nach der
ersten Phase erhaltene Tableau ohne ;, 17)

Bem. Haben alle §; die Basis verlassen und gilt Y* 40, dann hat das
Ausgangsproblem keine Losung, da Z = 0.
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Satz 1.22 (Schwacher Dualitétssatz)
Gegeben sei ein primales LOP (L) mit dualem Problem (D) geméafl Definition
1.21. Ferner seien

Zr={zeR": Az <b, x>0}
Zp={ueR™: Alu>e, u>0}

die zugehorigen zulassigen Bereiche. Dann gilt

(i) Fir x € Zp und u € Zp ist stets

F(x)=c z<b u=G(u).

(ii) Falls fir ein 2* € Zp, und u* € Zp gilt
F*=F@") =c'z*=b"u* = Gu*) = G,

so ist x* eine optimale Losung von (L) und u* eine optimale Lésung von

(D).

Beweis.
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Satz 1.23 (Starker Dualitétssatz)
Gegeben sei ein primales LOP (L) mit dualem Problem (D) geméafl Definition
1.21. Dann gilt:

(i) Hat eines der beiden Probleme (L) oder (D) eine optimale Losung x* bzw.
u*, so auch das andere und es gilt F'(z*) = G(u").

(ii) Hat eines der beiden Probleme keinen zulassigen Punkt (d.h. gilt Z; =0
oder Zp =), so hat keines der beiden Probleme eine Losung.

(iii) Besitzen beide Probleme (L) und (D) mindestens einen zuldssigen Punkt
(d.h. gilt Zp # 0 und Zp #0), so besitzen beide Probleme eine optimale
Losung und die Funktionswerte im Optimum sind gleich.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt unter Verwendung des Lemmas von Farkas.

Satz 1.24 (Komplementarititssatz)

Gegeben sei ein primales LOP (L) mit dualem Problem (D) geméfl Definition
1.21. Ferner seien x € Zy, und u € Zp mit zugehorigen Schlupfvariablen g; bzw.
v; fiir welche gilt:

y=b—Ax >0, yeR™
v:ATu—czo, veR".

Dann sind z* und u* genau dann optimale Losungen von (L) bzw. (D), wenn
sie die sog. Komplementaritatsbedingungen erfiillen:

yiu; =0firi=1,...,m

rivr =0 fir j=1,...,n
dh. (y)Tu* + (z*) Tv* =0.

Bewess.
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Bemerkungen:

1. Der Komplementaritatssatz wird auch als ,,Satz vom komplementaren
Schlupf* bezeichnet. Er besagt: z* und u* sind optimale Lésungen von
(L) bzw. (D) genau dann, wenn gilt

x5 > 0= Schlupfvariable der j-ten NB von (D) v; =0 und umgekehrt
und

u; > 0= Schlupfvariable der i-ten NB von (L) y; = 0 und umgekehrt.

2. Die Variablen z; (j =1,...,n) des primalen Problems und u; (i=1,...,m)
des dualen Problems werden als Strukturvariablen von (L) bzw. (D)
bezeichnet.

3. Aus dem Komplementaritatssatz ergibt sich, dass die Strukturvariablen
aus (L) mit den Schlupfvariablen aus (D) korrespondieren und umgekehrt,
sodass im Optimaltableau von (L) auch die optimalen Werte von (D)
enthalten sind (und umgekehrt). Betrachten wir die Werte in der Zeile
der Zielfunktion im optimalen Tableau, so gilt:

a) Der Wert, der bei der j-ten Strukturvariable in der Zielfunktionszeile
von (L) steht, entspricht dem Wert der j-ten Schlupfvariable in (D).

b) Der Wert, der bei der i-ten Schlupfvariable in der Zielfunktionszeile
von (L) steht, entspricht dem Wert der i-ten Strukturvariable in (D)
(Schattenpreise).

Entsprechendes gilt fiir die Werte in der Zielfunktionszeile im optimalen
Tableau von (D).

(Beachte: Bei den Basisvariablen steht in der ZF-Zeile jeweils der Wert
0.)
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Okonomische Interpretation der Dualitéit:
Wir betrachten erneut die Produktionsplanung (vgl. Abschnitt 1.6.2).

F(z1,22) = 621 + 429 — max
unter NB:  x; +2x9 <8 (Laufzeit Maschine A)
3r1+x9 <9 (Laufzeit Maschine B)

BV |x1 x9 1S BV |y 1 | .S
yi |1 2] 8 x| -3 2| 3
y | 30 1|9 Smempdle 2 1)
F |6 4]0 ZF | 8 % |2

= 2" =(2,3), y1 =y2 =0 (d.h. volle Auslastung der Maschinen A und B)

Ein Investor sei an der Ubernahme der Firma interessiert. Um eine Ubernahme
zu kalkulieren, versieht er jede Ressource (pro Einheit) mit einem Preis, den er
zu zahlen bereit ist, dem sog. Schattenpreis.

uq: Preis fiir 1 Std. Laufzeit bei Maschine A

u9: Preis fiir 1 Std. Laufzeit bei Maschine B

= Der ,Preis“ fiir die tagliche Produktion ist G(uj,u2) = 8uj + 9ug und der
,Preis® pro Einheit von P betragt u; + 3ug und fir Po: 2u; 4 ue.

Damit die Ubernahme fiir den bisherigen Besitzer attraktiv ist, miissen diese
»Preise” hoher sein als der damit bisher erzielte Gewinn (pro Einheit), d.h.

up+3ug > 6 und 2uj+ug >4
Ziel des Investors: G — min unter den Angebotsrestriktionen, d.h.

G — min
unter NB: w1 +3ug > 6
2u1+ug > 4
ur, U Z 0
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Definition
Gegeben sei ein Matrixspiel (5,7, A).

(i) Ein Vektor p=(p1,...,pm)’ €ER™mit 0<p; <1 (1<i<m)und X7 p; =
1 heiflit gemischte Strategie des Spielers P;.

(i) Ein Vektor ¢=(q1,...,qn)  €ER"mit 0<¢; <1 (1<j<n)und ¥} ¢j=1
heiffit gemischte Strategie des Spielers Ps.

(iii) Die Spezialfélle p;, =1 und p; =0 (i # ip) fiir ein ip, 1 <ip < m bzw.
¢jo=1und ¢; =0 (j # jo) fir ein jo, 1 < jo < n heiBen reine Strategien.

(iv) P={peR"™: 0<p;<1(1<i<m), Y% pi=1}und Q={¢eR": 0<
qj <1 (1<j<n), X7_1q¢; =1} heiBen gemischte Strategiemengen
der Spieler P; und Ps.

Bemerkung

(i) P, @ sind keine endlichen Strategiemengen.

(ii) P, @ sind konvexe Mengen.

Definition
Ist (S,7,A) ein Matrixspiel mit gemischten Strategiemengen P und @), dann
heif3t
m n
E(p.q) =Y. paijgi=p' Aq
i=1j=1

der Erwartungswert des Spiels. Das Spiel (P,Q, F) heifit (die zu (S,T,A)
gehorige) gemischte Erweiterung.

Bemerkung

(i) E(p,q) ,ersetzt“ A bei gemischten Strategien
= (P,Q, E) ist ,neues* (zu (5,7, A) gehoriges) Spiel mit Strategiemengen
P, @ und Auszahlung F

(ii) E(p,q) stellt den durchschnittlich zu erwartenden Gewinn fir P; dar,
wenn P die gemischte Strategie p € P und P» die gemischte Strategie

q € @ spielt.
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Optimale Strategien bei gemischten Erweiterungen

Voraussetzung: Rationales Verhalten von P; und P»

Ziel von Pi: E(p,q) moglichst grofl
Ziel von Py: FE(p,q) moglichst klein

Daraus folgt:

e P, wird Strategie p* € P so wahlen, dass E(p,q) moglichst grofi wird,
wobei er einkalkuliert, dass P, auf Minimierung von E(p,q) abzielt
= P; strebt an:

FE = in &/
E r]gleag(rqrgg (p.q))

~ p*: Maximin-Strategie von P;
e P wird Strategie ¢* € () so wéhlen, dass E(p,q) moglichst klein wird,

wobei er einkalkuliert, dass P; auf Maximierung von E(p,q) abzielt
= P strebt an:

E :=mi E
min(max E(p,q))

~ ¢*: Minimax-Strategie von P

Fir Matrixspiele mit gemischter Erweiterung gilt nun (mit den Bezeichnungen
von oben):

Hauptsatz fiir Matrixspiele

Bei einem Matrixspiel (5,7, A) mit gemischter Erweiterung (P, Q, E) existieren

fiir beide Spieler stets optimale Strategien p* € P, ¢* € (), sodass gilt:
E*=E(p*,q)=E=F

d.h.

max(min E(p,q)) = min(max E(p,q))

Definition
Der Wert E* := E(p*,¢*) = E = E heifit Wert des Spiels.
Das Spiel heifit fair, wenn E* =0 gilt.
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Durchfiihrung des Simplex-Algorithmus fiir Matrixspiele mit gemisch-
ter Erweiterung

Allgemein kénnen wir zur Losung von Matrixspielen (5,7, A) mit gemischter
Erweiterung (P,Q, E) wie folgt vorgehen:

Schritt 1: Wéahle A > 0 so, dass A+ AD > 0 gilt und ersetze A durch A=A+\D

mit
1 .-+ 1

D =

Schritt 2: Lose das LOP (L):

Das zugehorige Simplextableau lautet dann:

BV | q1 . Gn | T.S
(7 1
: (aij+ ) Simplere Alg. Losung: ¢*, p*, 2*
Ym
-z | -1 o -11 0

Schritt 3: Riicktransformation auf Losung p*, ¢x, E*:
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Kapitel 2

Differentialgleichungen

2.1 Beispiele fiir das Auftreten von DGLen in
okonomischen Modellen

2.1.1 Wachstum einer Population

(a) N'(t)=a-N(t) fiur t >0,
Anfangswert N(0) = Ny (= Anzahl der Individuen zu Begin der Beobach-
tung)
mit N(¢): Bevolkerung zur Zeit ¢, a > 0: konstante Wachstumsrate.
Losung: N(t) = Ny-e*

(b) N'(t) =«(t)- N(t) fur t >0,
Anfangswert N(0) = Ny
mit a(t): variable Wachstumsrate.
Losung: N(t) = Ny-eA® mit A(t) = [¢a(u)du

2.1.2 Renten- und Tilgungsrechnung

K'(t)=r(t) - K(t)—1(t) fur t >0,

K (0) = P Barwert

mit K (t): Restkapital zum Zeitpunkt ¢, r(¢): variabler Zinssatz, I(t): Renten-
/Tilgungsfluss.

Losung: K (t) =P . [P— J(t)] mit R(t) = [Er(u)du, J(t) = [{ I(u)e B du,
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2.1.3 Preisfestsetzungsmodell von Evans (1930)

Nachfrage D(t) und Angebot S(t) seien linear vom Preis P(t) anhéngig:
D(t)=a+a-P(t), a<0
S(t)=06+0b-P(t), b>0.
Die Preisénderung sei proportional zum Nachfragetiberschuss:
P'(t)=~(D(t)=5(t), v>0 = P'(t)=(a=b) P(t)+v(a=p).

Anfangswert: P(0) = Pj.
Losung: P(t) = —‘;:g +(Py+ %) . e(a=b)t

2.1.4 Markttrend und Verbrauchernachfrage

In einem Markt, wie z.B. dem Immobilien- (oder Aktien-) Markt, versuchen
die Verbraucher Vorteile aus dem ,, Trend* zu ziehen. Ihre Nachfrage richtet
sich nicht nur nach dem momentanen Marktpreis aus, sondern auch daran, wie
schnell der Preis in der Vergangenheit gestiegen oder gefallen ist und ob diese
Anderung sich verlangsamt oder beschleunigt. (Nachrichten: ,Nach Aussagen
des Statistischen Bundesamtes hat sich der Preisanstieg im letzten Monat
verlangsamt.“)

Betrachten wir den Preis als Funktion der Zeit P = P(t), so wird der Preisanstieg
durch P'(t), die Anderung (Geschwindigkeit) des Preisanstiegs durch P”(t)
beschrieben.

Sei die Verbrauchernachfrage z.B. gegeben durch

¢ = qP(t) =9—6P(t)+5P'(t) — 2P"(t).

So entspricht dies einer linearen Nachfragefunktion, modifiziert durch die
Beriicksichtigung eines Trends.
Die Angebotsfunktion ¢° sei gegeben durch

¢® =q¢°(t) = —=3+4P(t)— P'(t)— P"(¢t).

Soll sich der Markt (fiir alle t) im Gleichgewicht befinden, so muss ¢” = ¢°
gelten, woraus sich fiir den Gleichgewichtspreis P die folgende DGL ergibt:

P"(t)—6P'(t) +10P(t) = 12,

oder allgemeiner

P"(t) =aP'(t)+BP(t) — .
Dies ist eine sogenannte lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.
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2.1.5 Logistisches Wachstum

Ein verfeinertes Modell zur Beschreibung von Wachstumsprozessen (z.B. von
Populationen) wird durch folgende DGL beschrieben.

Y (t)=a-y(t)- (0-y(t)

mit Konstanten a,b > 0. Hierbei handelt es sich um eine sogenannte separierbare
DGL.
Losung: y(t) =b- (14c-e~)~! mit einer Konstanten c.

2.1.6 Das Neoklassische Wachstumsmodell von Solow

Das Nettosozialprodukt Y einer Volkswirtschaft werde mit den Produktionsfak-
toren Kapital K und Arbeit A geméafl einer Cobb-Douglas-Funktion beschrie-
ben:

Y=Yt)=K®)*AH", ac(0,1), (1)

wobei alle Groflen als zeitabhéngig aufgefasst werden.

Das Modell von Solow geht von folgenden Voraussetzungen aus:

(i) Die Bevolkerung und damit das Arbeitsangebot A(t) wachse mit konstan-
ter Rate b> 0, d.h. es gilt A'(t) =b- A(t) bzw.

A(t) = Age®
(mit vorgegeben Konstanten Ag, b > 0).

(ii) Die zeitliche Anderung des Kapitalstocks K'(t) ist gleich der Nettoinves-
tition I(t), d.h.

(iii) Die Nettoinvestitionen sind zu jedem Zeitpunkt proportional zum je-
weiligen Nettosozialprodukt (mit konstantem Proportionalitétsfaktor s
(0 < s < 1), der sogenannten durchschnittlichen Investitions- bzw. Spar-
quote)

I(t)=s-Y(t).
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Gesucht ist die Funktion K(t).
Betrachten wir das Sozialprodukt und den Kapitalstock als ,,pro-Kopf-Gréfien,
bezogen auf die Bevélkerung A(t), so ergibt sich aus ([I):

L= @ wo=tor @
\:?y/(; =:k(t)

= K(t)= : - _

Wegen , gilt

und wegen , gilt

sodass folgt
K (t)=s-(k(t)*—b-k(t).

Dies ist eine sogenannte Bernoullische Differentialgleichung.

Wie man an den Beispielen bis sieht, treten in den verschiedensten
Bereichen der Okonomie bei der Modellbildung die verschiedensten Typen von
Differentialgleichungen auf.
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2.2 Definition, Satz von Picard-Lindelof

Definition 2.1

1. Es sei M c R™*2 eine offene Menge und F : M — R gegeben.
Eine Gleichung der Form

F(:z:,y,y',...,y(m)) =0 (2.1)

mit einer m-mal differenzierbaren Funktion y (y =y(x)) heiit eine ge-
wohnliche Differentialgleichung (DGL) m-ter Ordnung in impli-
ziter Form.

2. Es sei M c R™*! eine offene Menge und f : M — R gegeben.
Eine Gleichung der Form

y(m) =f (x,y,y', .. ,y(m_l)) (2.2)

heifit eine gewohnliche Differentialgleichung (DGL) m-ter Ord-
nung in expliziter Form.

3. Eine explizite Differentialgleichung m-ter Ordnung heifit linear, falls f line-
ar ist, d.h. es existieren ein Intervall / C R und Funktionen a,,—1,...,a9,9:
I — R, sodass gilt

Y a1 (@)y ™Y o ra(2)y +ag(2)y = glz), el (23)

Falls g(z) =0V 2 € I gilt, heifit die DGL homogen, sonst inhomogen.
Falls ag,...,am—1 Konstanten sind (auf I), heifit die DGL eine lineare
DGL m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

4. Eine Differentialgleichung m-ter Ordnung heifit autonom, falls F' bzw.
f bzw. g,aq,...,amn—1 nicht von  abhingen.

Bemerkung: Die Bezeichnung homogene bzw. inhomogene DGL gilt in analo-
ger Weise auch fiir nichtlineare DGLn.

Definition 2.2
Ein Intervall I C R zusammen mit einer Funktion y : I — R heifit eine Losung
der DGL (2.1, falls fur alle z € I gilt

(m,y(m)y’(:ﬂ),...,y(m)(x)> € M und
F(x,y(x),y’(a:),...,y(m)(x)) =0Vazel

Analog fur (2.2) und (2.3)).
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Existenzsitze fiir Differentialgleichungen:

Satz 2.3

Eine explizite DGL m-ter Ordnung y™ (z) = f(z,y,v/,...,y™ 1) mit m An-
fangswerten y(¥) (x0) =y» (v=0,1,...,m—1) besitzt lokal, d.h. in einer Umge-
bung Us(z0) (6 > 0), genau eine Losung, falls die Funktion f(z,y,y/, ...,y 1Y)
stetig und stetig differenzierbar ist.

Bewers. vgl. Literatur: Satz von Picard-Lindelof. U

Bemerkung:

2.3 Lineare DGLn 1. Ordnung

Wir betrachten explizite DGLn 1. Ordnung
y = f(x,y) mit f: R— R,

wobei R = [a,b] X [¢,d] eine Teilmenge des R? ist.
Ist zusétzlich ein Anfangswert y(zg) = yo vorgegeben, sprechen wir von einem
Anfangswertproblem (AWP).

Aus Satz ergibt sich speziell fiir die Losung expliziter DGLn 1. Ordnung:
Satz 2.4
Die Funktion f: R — R sei stetig und (zg,y0) € R sei ein innerer Punkt von R.

(1) Dann gibt es ein 6 > 0 und eine differenzierbare Funktion y(x), sodass
y(z) in I =[xg— 0,20+ 0] N[a,b] eine Losung der DGL ' = f(x,y) mit der
Anfangsbedingung y(xg) =y ist.

(2) Ist f(x,y) in R zusétzlich partiell differenzierbar nach y und fy stetig auf
R, so ist die Losung des Anfangswertproblems eindeutig bestimmt.

Beweis. vgl. Literatur: Satz von Peano (1), Satz von Picard-Lindelof (2). O
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2.4 Lineare DGLn m-ter Ordnung

2.4.1 Eigenschaften der Losungen, Losungsstruktur

Wie wir in Abschnitt 2.3.2 bereits gesehen haben, gilt bei linearen DGLn
1. Ordnung fir die Loésungsstruktur, dass sich die allgemeine Loésung der
inhomogenen DGL zusammensetzt aus der allgemeinen Losung der homogenen
DGL plus einer speziellen Losung der inhomogenen DGL. Dies gilt auch fiir
lineare DGLn m-ter Ordnung.

Im Einzelnen gelten folgende Sétze:

Satz 2.6
Sind y1, yo Losungen der homogenen linearen DGL m-ter Ordnung
Y™ a1 (2)y "+ tay(2)y +ag(z)y =0, zelcCR (2.8)

dann sind auch y; +y2 und ay; (o € R) Losungen von (2.8)).
Beweis. Nachrechnen (1) O

Bemerkung
Aus diesem Satz folgt sofort das sogenannte Superpositionsprinzip:
Sind y1,...,ym Losungen der homogenen Gleichung ([2.8)), so ist auch

m
y(@) = () (c, eRfurv=1,...,m)
v=1

wieder eine Losung von ([2.8]).

Hilfssatz
Sind y1,y2 Losungen der inhomogenen linearen DGL

Y™ a1 ()" 4 tay(2)y ag(x)y=g(z), zelCR  (29)

so ist y; —yo eine Losung der zugehorigen homogenen DGL.

Uber die Struktur der Losung einer linearen inhomogenen DGL m-ter Ordnung
gibt der folgende Satz Auskunft.
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Satz 2.7

Es bezeichne L, die Menge aller Losungen der homogenen DGL (2.8) und es
sei yp(x) eine partikulére Losung der inhomogenen DGL (2.9)). Dann ist die
Losungsgesamtheit von (2.9)) gegeben durch

L=y+Ly={y=yn+up: yn € Ln} (2.10)

Beweis. vgl. Literatur. 0

Wie sich die Menge der Losungen der homogenen DGL beschreiben lésst, besagt
der folgende

Satz 2.8
Sind y1(x),...,ym(x) Losungen der homogenen linearen DGL ([2.8)) und sind
fiir ein xg € I die Vektoren

y1(zo) y2(zo) Ym(z0)
y1 (o) Ya (o) Ym(0) .
. , : R : cR
" (zo) )\ 8"V (ao) g™ (o)

linear unabhéngig, dann hat jede Losung y(x) € £}, die Form

mwzig%w,xawm

mit Koeffizienten ¢, e R (v =1,...,m).
m
Die Funktion y(z) = Y ¢,yy(x) bezeichnet man dann als allgemeine Losung

v=1

der homogenen DGL ([2.8)).

Bemerkung

1. Sind y1,. .., ym Losungen der homogenen DGL ({2.8)) und sind die Vektoren

yv(2)
Yy (@)
y" (@)
fir v=1,...,m und z € [ linear unabhéangig, so heiflen die Funktionen
Y1,---,Ym linear unabhangig auf 1.
Man sagt dann, dass yi,...,¥n ein Fundamentalsystem der DGL ([2.8])

bilden.
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2. Zur Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit der Lésungen von ([2.8)
betrachtet man die sogenannte WRONSKI-Determinante

y1() y2(z) Ym ()
W det 1z yé@) Y ()
V@) W@ -y (@)

Gilt Wy # 0 fiir alle z € I, so sind die Losungen y1, ...,y linear unab-
hangig und bilden folglich ein Fundamentalsystem der DGL.

3. Man kann zeigen, dass fiir alle x € I entweder W, =0 oder W, # 0 gilt.
Daher gentigt es, Wy, fiir ein z¢ € I zu betrachten.

4. Die m ,freien“ Konstanten in der allgemeinen Losung einer homogenen
linearen DGL m-ter Ordnung werden durch m Anfangsbedingungen
festgelegt.

Definition 2.9

1. Eine konstante Losung y(z) = y* einer (nicht notwendigerweise linearen)
DGL m-ter Ordnung heifit stationér oder eine Gleichgewichtslosung.

2. Eine Gleichgewichtslosung y* heifit (global) stabil, falls gilt
y@) =y (2 o)

fiir jede Losung y der DGL.

Bemerkung
Eine Konstante y* ist offenbar genau dann eine Gleichgewichtslosung einer
DGL F (y,y’,...,y(m)) = 0 m-ter Ordnung, wenn gilt F'(y*,0,...,0) =0.

Satz 2.10
Eine Gleichgewichtslosung y* einer linearen DGL ist genau dann stabil, wenn
yp(z) = 0 (z — o0) fir jede Losung yp, () der zugehorigen homogenen DGL.
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2.5 Lineare DGLn m-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten, autonome DGLn
m-~ter Ordnung

Wir beschéftigen uns zunachst mit DGLn vom Typ
m—1
g™ 3 a,y) =b, (2.11)
v=0

wobei a, € R fir v=0,....m—1und b € R.

2.5.1 Die homogene Gleichung

m—1
g™+ 3" a4,y =0, (2.12)
v=0

wobei a, € R fir v =0,....m—1.

Erinnerung: Fiir eine DGL y/ +ay = 0 erster Ordnung sind die Losungen gegeben
durch y(z) = ce™**, wobei ¢ € R.

Losungsansatz fiir (2.12): y(z) = e* mit einer Zahl A € C.

Einsetzen in die DGL:

m—1 m—1
g™ £ 3 4,y =M AT ST @\ | = eMP(V) =0
v=0 v=0

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn P()\) =0 gilt.

Definition 2.11

Fir eine homogene lineare DGL m-ter Ordung heifit P(A) = N\ +
S ta, Y das zugehorige charakteristische Polynom und P(\) = 0 die
zugehorige charakteristische Gleichung.

Es gilt folgender Satz iiber die Losung einer linearen homogenen DGL m-ter
Ordnung.

Satz 2.12
Die allgemeine Losung von (2.12) ist gegeben durch
y(x) = cyi(x)+caya(z) + ... + emym(x), o €eR1<v<m

wobei y1(x),...,ym(z) jeweils Losungen von (2.12)) sind, die sich wie folgt be-
rechnen:
Ist A eine n-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so sind
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- falls N ER : A gert g2 gnolehe

- falls A € C\ R, wobei A=a+if

e cos(fx), e“sin(fx)
ze® cos(fx), re*sin(fx)

2" Le cos(fx), " e sin(fx)

linear unabhéangige reellwertige Losungen.

Beweis. Aus dem Losungsansatz folgt, dass y(z) = e genau dann Losung von
(2.12) ist, wenn A eine Nullstelle von P(A) ist. Ist A =a+if € C\R, so folgt,
dass auch A Nullstelle von P(\) ist. Es sind

A = (0BT — 0T (co5(Bx) + isin(Bx))
sowie
M = ela=iB)r e (cos(fx) —isin(px))
Lésungen von (2.12). Nach Satz [2.6) sind also auch
; (e)‘x + e)‘x) = e cos(fx) und 212 <e>‘w - e)‘x> = e sin(fx)
(reellwertige!) Losungen.

Ist A n-fache Nullstelle: Losungen in DGL einsetzen und nachrechnen. Die
lineare Unabhangigkeit wird mittels der Wronski-Determinate nachgewiesen.[]
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2.6 Die inhomogene DGL

Methode der unbestimmten Koeffizienten
Losungsansatze

Storfunktion b(x)

Ansatz fiir y,(x)

ag+ar1x+...+ampc™

Ag+Aiz+...+ Apz™, falls 0 keine Nullstelle von
P(X) ist

(Ao+ A1z + ...+ Apa™) - 2", falls 0 eine r-fache
Nullstelle von P(X) ist

agcos B+ bgsin fx

Ag cos fx+ Bgsin Sz, falls i keine Nullstellen von
P()) sind

(Apcosfx+ Bosinfz) - ", falls +i r-fache Null-
stellen von P(\) sind

ek (ag + a1z 4 ...+ ama™)

ek (Ag+Arz+...+ Apa™), falls k keine Nullstelle
von P(\) ist

e’“(Ao +Ajz+4.. .+ Apaz™) 2", falls k eine r-fache
Nullstelle von P(\) ist

e**(ag cos Sz + by sin Sz)

e**(Agcos Bz + Bysin fx), falls a+if keine Null-
stellen von P(\) sind

e**(Agcosfx + Bysinfz)a", falls a £ r-fache
Nullstellen von P(\) sind

[(ao+a1z+ ...+ am,x™)cos fz+

+(bo+bix+...+bp,yx™2)sin fx]

(A0 + ... + Apa™)cosfr + (Byp + ... +
B, z™)sinfz, falls +if keine Nullstellen
von P()\) sind

[(Ag + ... + Apa™)cosfxr + (Bp + ... +
B, x™)sinpz] - 2", falls +if r—fache Nullstellen
von P()) sind

e“(ao+arz+...+am, ™) cos Pz

+(bo+brx+ ...+ bmyx™2)sin fx]

e*[(Ag + ... + Apz™)cosfx + (By + ... +
Bp,x™)sin fz], falls a£if keine Nullstellen von
P(\) sind

e*[(Ag + ... + Apz™)cosfx + (Byg + ... +
Bp,x™)sin Sz - x”, falls a+4f r—fache Nullstellen
von P(\) sind

m = max(my,ma)

P()) ist das charakteristische Polynom der (zugehérigen) homogenen DGL
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Liegen Linearkombinationen solcher Storfunktionen vor, so wéhlt man als
Losungsansatz fiir y,(z) eine entsprechende Linearkombination der Ansatzfunk-
tionen.
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