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1. Im Gegensatz zu zyklischen Gruppen bestehen Erzeugendensysteme nichtzyklischer Gruppen aus
mehr als nur einem Element. Wir wollen ein Erzeugendensystem fiir die Gruppe G = ((Z/2016Z)*, -)

bestimmen. Dazu beniitzen wir die Konzepte der vergangenen Abschnitte.

(a) Zeige, dass G nicht zyklisch ist.
(b) Die Mindestgréfe eines Erzeugendensystems der Gruppe ((Z/nZ)*,-) mit n = 2¢- p* ... pp*

mit n > 2 ist durch
k, falls € < 2

gle, k) =1 k+1, fallse=2
k+2, fallse>2
gegeben. Bestimme die Mindestgrofie eines Erzeugendensystems von G.
(c) Der ”Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen” besagt, dass jede endliche abelsche Gruppe
zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen isomorph ist. Dabei existiert eine eindeutig
bestimmte Darstellung mit g(e, k) Faktoren, wobei fiir die Gruppenordnung m; der jeweiligen

Faktoren
g(e,k)

Gl = ] m
=1

sowie m;1|m; mit my = kgV (f, o(p"), ..., p(pp")) mit

1, falls e < 2
= 2, falls e =2
2¢72, falls € > 2
und Mg k) > 2 gilt. Bestimme daraus my, ..., my( ) und die Zerlegung von G.

(d) Bestimme fiir alle 1 < j < k Primitivwurzeln modulo pjo-‘j.
(e) Gib ein Erzeugendensystem von ((Z/2°Z)*,-) an.

Fiir die in Teilaufgabe b) gefundene Struktur von G als Produkt zyklischer Gruppen verwenden wir

nun Untergruppen von G. Dazu bendtigen wir Elemente a; € G mit ord a; = m; fir 1 < i < g(e, k).

(f) Zeige ordagis 101 < 24.
(¢) Bestimme g(e, k) Elemente y; € G, deren Ordnung der Gruppenordnung m; entspricht.
Hinwezs:
Fiir Kongruenzen = = a; mod ¢ mit ordg, a; = o fiir 1 < ¢ < r gilt ordga = kgV(o1,...,0,)
fiir das nach dem Chinesischen Restsatz modulo ¢ = ¢ - - - ¢, eindeutig bestimmte x = a mod gq.
(h) Priife, ob (y;,) N {ys,) = {1} mit 1 < iy < iz < g(e, k) gilt.
Andernfalls bestimme neue Werte y; und wiederhole das Vorgehen.

(i) Gib ein Erzeugendensystem von G an. (12 Punkte)



2. Es gilt 10007 € P, F3 = 257, Fy = 65537 und 10001 = 137 - 73.
(a) Berechne folgende Legendre- Symbole:
. 7837
. 10001
(b) Uberpriife die Losbarkeit folgender Kongruenzen:

i. 22 =17 mod 10007
ii. 22 =27 mod 257
(c) Zeige, dass 23 = 11 mod 23 16sbar ist und gib die Losungsgesamtheit an. (8 Punkte)
3. Esseipel.
(a) Fiir welche p ist 5 ein quadratischer Rest modulo p?

(b) Es sei x € Z und p|(202? — 1). Zeige, dass p = 1 mod 5 oder p = 4 mod 5 gilt.

(c¢) Folgere aus den Teilaufgaben a) und b), dass unendlich viele Primzahlen existieren, deren

Darstellung im gewohnlichen Dezimalsystem auf die Ziffer 9 endet. (4 Punkte)



