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Kapitel 1

Charaktere und Gleichverteilung auf
Gruppen

1.1 Gruppen und ihre Charaktere
Durch die analytische Zahlentheorie zieht sich wie ein roter Faden die Idee der Gleichverteilung von
Folgen auf Gruppen und das Studium der Gleichverteilung durch Charaktere dieser Gruppen.

Definition 1.1.1. Es seien (G, o) und (H,*) Gruppen mit den Verkniipfungen o und *. Eine Abbil-
dung ®: G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls

®(g1092) = P(g1) x P(g2)

fiir alle g1, g2 € G gilt (Relationstreue).

In dieser Vorlesung wird die Gruppe G stets abelsch und H stets H = C* = {z € C: |z| = 1} mit der
Multiplikation sein. Ist die Gruppe G endlich, so versteht man unter einem Charakter x von G einen
Homomorphismus y: G — C*. Auch fiir unendliche Gruppen G kann der Begriff des Charakters
definiert werden, falls die Gruppe G eine topologische Gruppe ist. Ein Charakter y von G ist dann
ein stetiger Homomorphismus x: G — C*.

Wir werden den Begriff der topologischen Gruppe in dieser Vorlesung nicht benttigen, da wir nur we-
nige Beispiele von unendlichen Gruppen betrachten. In jedem Fall wird klar sein, was unter Stetigkeit
zu verstehen ist.

Satz 1.1.1. Es sei (G, o) eine endliche Gruppe. Fiir jeden Charakter x von G und fir alle g € G ist
dann x(g) eine |G|- te Finheitswurzel. Insbesondere gibt es nur endlich viele Charaktere von G.

Definition 1.1.2. Es sei e(a) := e?™ie.

Wir schlieflen diesen ersten Abschnitt mit einer Liste der Beispiele, mit der wir uns in dieser Vorlesung

beschiftigen werden:

Beispiel 1.1.1. (i) Es sei ¢ € N und (Z/qZ,+) die Gruppe der Restklassen modulo ¢ mit der
Addition als Verkniipfung. Fiir m € {0,1,...,q — 1} ergeben sich die Charaktere

em,q: L/qZ — C*, rmod ¢ — e (T) .



(ii) Es sei ¢ € N und G = (Z/qZ,-)* die Gruppe der zu q teilerfremden Restklassen modulo ¢
bzgl. der Multiplikation. Die Charaktere von (Z/qZ,-)* heifien Dirichletcharaktere modulo g.
Thre Konstruktion ist komplizierter. Wir geben ein Beispiel: Es sei ¢ eine Primzahl. Zu einem
Primzahlmodul existiert immer eine Primitivwurzel, so besitzt etwa ¢ = 7 die Primitivwurzel
r=3. Esist (Z/7Z,-)* die zyklische Gruppe

(Z/7Z,-)* = {3" mod 7,3 mod 7,...,3° mod 7} .

Ein Dirichletcharakter y kann nun dadurch definiert werden, indem man fiir x(3) eine beliebige
sechste Einheitswurzel wéhlt: wir setzen x,,(3) = e (%) Wegen der Relationstreue ist xn,
vollsténdig durch x,,,(3%) = e (%”) bestimmt.

Nun zu unendlichen Gruppen:

(iii) Es sei G = (C*,-). Jedes z € C* hat eine Darstellung z = e(a), wobei a durch die Forderung
a € [0,27) eindeutig bestimmt ist. Fiir n € Z ist die Abbildung

en: C*— C*, e(a) — e(na)
ein Charakter von G. Die Forderung der Stetigkeit ist offenbar erfiillt.
(iv) Essei G = (R, +). Fiir v € R ist die Abbildung
ev: R—C* t — e(vt)

ein Charakter.

Wir werden (zum Teil in Ubungsaufgaben) zeigen, dass wir in den Beispielen stets séimtliche Cha-
raktere der jeweiligen Gruppen beschrieben haben.

1.2 Gruppe der Charaktere, Orthogonalititsrelation

Bis auf weiteres sei nun (G,-) mit G = {g1,...,9n} eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem
Element e.

Definition 1.2.1. Es sei G die Menge aller Charaktere von G. Es seien x1, y2 € G zwei Charaktere
von G. Dann definieren wir das Produkt x; - x2 durch (x1x2)(9) = x1(g9) - x2(g) fiir alle g € G. Man
sieht unmittelbar, dass x1 - x2 wieder ein Charakter ist.

Satz 1.2.1. Es ist G eine endliche Gruppe bzgl. der Multiplikation von Charakteren.

Beweis. Der Charakter yg: G — C*, g — 1 ist offenbar ein neutrales Element der Multiplikation.
Das Inverse zum Charakter x € G ist der konjugiert komplexe Charakter x: G — C*, g — x(g), da

x(9) o x(g) = Ix(g)| =1 fiir alle g € G ist. M

Definition 1.2.2. Das neutrale Element yo der Gruppe G heiBt der triviale Charakter von G. Bei
Dirichletcharakteren, im Fall (G = (Z/qZ,-)*), spricht man auch vom Hauptcharakter. Ein y € G
mit y # xo heiit auch nichttrivialer Charakter.

Wir wollen nun die Anzahl der Charaktere |G| bestimmen. Dazu bendtigen wir zunichst

Lemma 1.2.1. Fir g € G — {e} gibt es stets ein x € G mit x(g) # 1.



Beweis. Es sei U = (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G, also U = {e, g,...,g™ '},
somit |[U| =m. Essei G =U-hy UU-hg U...UU - h die Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen
der Untergruppe U. Dann hat jedes | € G eine eindeutige Darstellung [ = ¢* - hy. Wir definieren dann
den Charakter x durch x(I) =e (%) Man sieht dann leicht, dass x ein Charakter der Gruppe G ist.

Esist x(g9) =e (L) # 1. O
Satz 1.2.2. (i) Firx € G ist

_JIGl, falls x =Xxo
20 { 0, Jalls x# xo.
(i) Fir g € G ist

(|G|, falls g=e
X%;;X(g) N { 0, falls g +#e.

Beweis. (i) Der Fall x = xq ist klar.
Falls x # xo ist, gibt es ein g, € G mit x(gy) # 1. Mit g durchléuft auch g, - g alle Elemente

von G. Damit ist
D oxlg) =D xlgc-9) = x(9:x) D x(9)-

geG geG geG
Wegen x(gy) # 1 folgt > x(g) = 0.

(ii) Der Fall g = e ist klar.
Ist g # e, so gibt es nach Lemma 1.2.1 ein xy € G mit x4(g) # 1. Mit dem Charakter x
durchléuft nun auch x4 - x alle Elemente von G. Damit ist

D x(9) =Y (e )(9) = xe(9) D x(9)-
xeé xeé xeé

Wegen xg4(g) # 1 folgt >- .4 x(g9) = 0.

Satz 1.2.3. Es ist |G| = |G].

Beweis. Es ist

DD x@) = _xl0)+ D> x@.

xeG 9€G ge@ x#xo0 g€G

Nach Satz 1.2.2 (i) verschwindet die Doppelsumme. Also ist

> xlg) =16l (1)

xeG 9€G
Weiter ist
DD Xl = xe)+ > x(9).
xeG 9€G xe@G g#e ye@

Nach Satz 1.2.2 (ii) verschwindet auch diese Doppelsumme. Also ist
> D x(9=1G (2)
xEGQGG

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O



Definition 1.2.3. Es sei F(G,C) = {f: G — C} der Vektorraum iiber C aller Funktionen vom
Grad n. Wir definieren E}, fiir 1 < k£ <n durch

_ 1 fir g=g
Ei(g) = { 0, sonst

und nennen B := {Fy,..., E,} die ”Standardbasis” von F(G, C). Wir definieren auf F'(G,C) durch

1 -
(f:h) = & > fg)h(g)

geG

fiir alle f,h € F(G,C) ein inneres Produkt.

Satz 1.2.4. Es ist dim F(G,C) =n und f = Zf(gk)Ek.
k=1
Mit dem inneren Produkt (-,-) ist F(G,C) ein unitdrer Vektorraum.

n
Beweis. Man sieht unmittelbar, dass fiir ff = Z cp By, dann f(gi) = ¢, gilt.

k=1
Damit ist klar, dass die obige Form die einzige Darstellung von f als Linearkombination der Ej, ist.

Also ist B eine Basis und dim(F(G,C)) = n.
Die Eigenschaften eines inneren Produkts werden leicht nachgepriift. ]

Aus Satz 1.2.2 (i) folgt nun leicht, dass G eine Orthonormalbasis von F(G,C) ist.

Satz 1.2.5. (i) (Orthogonalititsrelation 1. Art:)
Es seien x1, X2 € G. Dann ist

_ )1 falls x1=xe
(s x2) = { 0, sonst,

das heifst

_ [ 1G], falls x1=x
ZXl(Q)XQ(Q)—{ 0. P

sonst.
geG

(ii) (Orthogonalititsrelation 2. Art:)
Es seien g1,92 € G. Dann ist

> ot = { G ol =0

/ 0, sonst.
x€G

Beweis. (i) Wir wenden Satz 1.2.2 (i) fiir den Charakter x = x1x2 an. Es ist genau dann x = xo,
wenn xi = X2 ist.
(ii) Nun wenden wir Satz 1.2.2 (ii) fiir g = g1g5 ' an.

O]

Bemerkung 1.2.1. Der Teil (ii) von Satz 1.2.5 kann aus Teil (i) erhalten werden, wenn in Teil (7)

die Gruppe G durch die Gruppe G ersetzt wird und man beachtet, dass G mit G durch g(x) := x(9)
identifiziert werden kann.



Satz 1.2.5 besagt, dass G eine Orthonormalbasis (ONB) des Vektorraums F(G, C) ist. Soweit ist es
moglich, jedes f € F(G,C) als Linearkombination der x auszudriicken:

F=>Y_F00x oder f=> fOx)x (1)

xEC J=1

falls G = {X1,...,Xn} ist.
Wie auf jedem unitédren Vektorraum koénnen die Koeffizienten beziiglich einer ONB durch Bildung
des inneren Produkts erhalten werden. Dann folgt aus (1):

n

(foxe) =D F0G) (s xi) = FOw)-

Jj=1

Definition 1.2.4. Es sei f € F(G,C).
Fiir x € G heiflen die inneren Produkte (f, x) die (verallgemeinerten) Fourierkoeffizienten von f.

Die Summe Z f (x)x heifit (verallgemeinerte) Fourierreihe von f.
x€G

Die obige Diskussion ergibt folgenden

Satz 1.2.6. Es wird f € F(G,C) durch seine Fourierreihe dargestellt:

F=>fox
x€G
Satz 1.2.7. Fir f € F(G,C) gilt die Parsevalsche Gleichung:

ST P =D If 0P

geG XEG

Beweis. Es ist nach Satz 1.2.6:

Z\f(g)\Q = <Z (x1)x1, Z f(X2)X2>

9e@ x2€@

= > foa)fe) xaxe) “ Z|f

x1,X2€G xeG

Wir kommen nun zu den unendlichen Gruppen in unseren Beispielen:
G=(C*-) mit G={e,:nel},

wobei e,,: e(a) — e(na).
Es stellt sich zunéchst die Frage nach den Orthogonalitétsrelationen. Im Falle der endlichen abelschen
Gruppen basieren diese auf Satz 1.2.2 (i):

Fiir x € G ist
Z { |G|, falls x = xo
gGGX 0, falls x # xo



Wir erhalten ein Analogon fiir den Fall G = (C*, ), wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

L e(na) do = 1, fir n=0, d.h.e, trivialer Charakter
0 10, fir n#£0

Daraus ergeben sich leicht ” Orthogonalitdtsrelationen 1. Art”:

1, fir ny=mno

1
/0 e(na)e(—ngar) da = { 0, fiir ni #ne

Das innere Produkt zweier Funktionen auf G sollte also als

1
(f.9) = /0 f(a)g(a) da

definiert werden. Es bleibt die Frage nach der Menge der Funktionen, die betrachtet werden. Will
man mit dem Riemann- Integral auskommen, so muss man sich natiirlich auf Riemann- integrierbare
Funktionen beschréinken. In der reellen Analysis, wo man das Lebesque- Integral zur Verfiigung hat,
wihlt man den Vektorraum L?(C*), den Vektorraum der Lebesque- integrierbaren Funktionen f mit
endlicher L2- Norm:

1
/ |f(a))? do < 0.
0

Man erhélt die klassische Theorie der Fourierreihe:
Es sei f € L?(C*). Die Fourierreihe von f ist

S f(n)e(na)

n=—oo

mit den Fourierkoeffizienten

. 1
fo) = [ f(@)e(=na) do.

Die Frage, ob f durch die Fourierreihe dargestellt wird, ist hier wesentlich komplizierter als bei
endlichen Gruppen. Es gilt stets Konvergenz im quadratischen Mittel, d.h.

2
da = 0.

1
lim
N—oo 0

N ~
f@)= 3 fn)e(na)
n=—N

Die punktweise Konvergenz kann jedoch nur unter starken Zusatzbedingungen, némlich stetige Dif-
ferenzierbarkeit, garantiert werden. Es gibt Beispiele fiir nur stetige Funktionen, bei denen sie nicht
gilt.

Die ”Orthogonalitétsrelationen 2. Art” sind:

lim N~! Z e(n(ag —ag)) = { é’ falls a1 = s

N—o0 sonst.
—N<n<N

Esist G = (R, +) mit G = {e,: v € R}, wobei e,: R — C*, t — e(vt).
Die ”Orthogonalitétsrelationen 1. Art” sind hier:

o1 [T 1, falls 11 =uvs
lim /_Tem(t)euz(t) dt—{ 0. somst.




An die Stelle der Fourierreihe tritt das Fourierintegral

/_ Z f(t)e(xt) dt
= [ 1we-

1.3 Gleichverteilung auf Gruppen

mit der Fouriertransformierten

Definition 1.3.1. Es sei (G, o) eine endliche Gruppe, (g5)5%, mit g, € G eine Folge von Gruppen-
elementen. Fiir g € G und z > 0 sei

N(z,g) = {n < z: gn =g}
Die Folge (gy) heiit gleichverteilt auf G, falls fiir alle g € G
lim 2 'N(z,9) = |G|}

T—00

gilt, d.h. die Folge (g,,) nimmt jeden moglichen Wert asymptotisch gleich oft an.

Eine Grundidee der analytischen Zahlentheorie ist, die Gleichverteilung von Folgen auf Gruppen zur
Grofle von Charaktersummen in Beziehung zu setzen.

Satz 1.3.1. FEs sei (G,0) eine endliche Gruppe mit Charaktergruppe G, dessen neutrales FElement
der triviale Charakter xo ist. Es sei (gn)o2, eine Folge von Elementen von G. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (gy) ist gleichverteilt auf G.
(i) Fir jeden Charakter x # xo gilt:

lim 27! Zx(gk) = 0.

T—$00
k<z

Beweis. (i) — (ii) :
Es sei x # xo. Dann ist

Tim a7ty x(ge) =) lim ety x(g) = Y x(g) lim ' N(z,9) = |é > x(g) =0.

k<zx geG k<x meG

9k=9

(13) — (4) :
Es sei g € G. Nach den Orthogonalitéitsrelationen 2. Art (Satz 1.2.5 (ii)) ist

ZI—ZW’ZX% ‘G’ZXOQk > x(g) |G’ngk

<z xel k<z k<z X7X0 k<z
9k=9g

Wegen xo(g) = 1 und wegen (i) folgt:

o S 1 1 _
Tim 27 N(,9) = |G‘xlbngox S 1+ > x() |G\ Tim 27t x(ge) |-
k<z X7X0 k<z



Kapitel 2

Riemannsche Zeta-Funktion,
Dirichletsche L- Reihen und
Primzahlverteilung

2.1 Einleitung

Die Primzahlen standen seit jeher im Mittelpunkt des Interesses vieler Mathematiker. Euklid konnte
um 300 v.Chr. die Existenz von unendlich vielen Primzahlen beweisen. Zur feineren Untersuchung
fithrt man die Primzahlzdhlfunktion

n(x) = |{p < z:pprim}[ =) 1

p<w

ein. Hierbei gilt die Konvention, an die wir uns auch kiinftig halten wollen, dass der Buchstabe
p unter einem Summen- bzw. Produktzeichen bedeutet, dass die Summe bzw. das Produkt nur
iiber Primzahlen erstreckt wird. Der Primzahlsatz, der 1792 von Gaufl vermutet, aber erst 1896 von
Hadamard und de la Vallée-Poussin unabhéngig voneinander bewiesen werden konnte, besagt, dass
lim ﬂ =
r5% 7/ log(x)
ist. Die Beweise von Hadamard und de la Vallée-Poussin waren funktionentheoretischer Natur und
beruhten auf der Beziehung zwischen Primzahlen und der Riemannschen Zeta-Funktion. Diese Bezie-
hung wurde als erstes von Euler im 18. Jahrhundert entdeckt, der die Zeta-Funktion nur als Funktion
einer reellen Variable betrachtete:

Definition 2.1.1. Die Riemannsche Zeta-Funktion (oder kurz Zeta- Funktion) ist durch

o

((s)=> n"*
n=1

fiir s > 1 definiert.

Satz 2.1.1. (Euler)
Die Zeta-Funktion besitzt fir s > 1 die Produktdarstellung

o=

p

10



Bemerkung 2.1.1. Dieses Produkt wird auch Eulerprodukt genannt.

Beweis. Die Produktdarstellung ist eine Folge des Fundamentalsatzes der Arithmetik: jede natiirliche
Zahl n € N lasst sich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen:

n— H p®)
p
mit a(p) € Ny und a(p) > 0 nur fiir endlich viele p. Wir betrachten nun das Produkt

Hl_l =[J@+p " +p > +--).

p—S
p<y p<y

Da die endlich vielen geometrischen Reihen in dem Produkt absolut konvergieren, darf das Produkt
ausmultipliziert und die Summanden beliebig angeordnet werden.

[ = X0

p<y

wobei in Y/ sdmtliche Produkte von Primzahlpotenzen p?j mit p; <y vorkommen. Nach dem Fun-
damentalsatz der Arithmetik ergibt sich

1 _
H 1_p_s :Z//n 57

<y

wobei in X" sdmtliche natiirlichen Zahlen n vorkommen, die nur Primfaktoren p < y besitzen,
insbesondere auch alle n < y. Damit folgt

o0

1 _ _
| S e
n=1

p<y n>y

also

1 , 1 =~ _,
Hlipfs:yhﬁnolol_l[lipfszzn :C(S)'
p P<y n=1

O]

Riemann betrachtete 1859 die Zeta-Funktion erstmals als Funktion der komplexen Variablen s € C,
und zeigte unter anderem, dass sich ((s) auf ganz C meromorph fortsetzen lidsst. Er stellte aufler-
dem einige Vermutungen auf, die zum Teil 1894 von v. Mangoldt bewiesen wurden. Die berithmte
Riemannsche Vermutung bleibt bis heute unbewiesen. Im Jahre 1896 bewiesen dann Hadamard und
de la Vallée-Poussin den Primzahlsatz unter Verwendung der analytischen Eigenschaften von ((s).
Wir werden in diesem Kapitel die grundlegenden analytischen Eigenschaften der Riemannschen Zeta-
Funktion besprechen und dann den Beweis des Primzahlsatzes geben. Wir werden dabei jedoch nicht
der Methode von Hadamard und de la Vallée-Poussin folgen, sondern im wesentlichen eine Methode
von Edmund Landau beniitzen. Zunéchst werden wir einige elementare Hilfsmittel besprechen.

Wir werden auch Verallgemeinerungen der Riemannschen Zeta- Funktion behandeln, die sogenannten
Dirichletschen L- Reihen:

Es sei x ein Dirichletcharakter der Gruppe (Z/gZ,-)*. Dann kann y durch die Festsetzung

[ x(nmod q) fiir (n,q) =1
xm) = { 0 fir (n,q) > 1

zu einer Funktion auf den ganzen Zahlen y: Z — C gemacht werden. Diese Funktion nennen wir
Dirichletcharakter modulo gq.

11



Unter der Dirichletschen L- Reihe L(s, x) versteht man dann (zunéchst fiir s > 1)
o0
Lis) = xm)n~.
n=1

Die Riemannsche Zeta- Funktion ergibt sich als Spezialfall fiir ¢ = 1 und x(n) = 1 fiir alle n € N.
Beispiel 2.1.1. Es sei ¢ = 10 und x mod ¢ sei durch x(7) = i definiert. Dann haben wir

n |1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
xm)[1 0 =i 0 00 ¢« 0 -1 0 1 0

und somit
L(s,X)=1"%—i-3 " 4+i- 7595 4+1175—4-13°4i-17°5-19°4+....

Dirichletsche L- Reihen spielen eine zur Riemannschen Zeta- Funktion analoge Rolle fiir die Verteilung
der Primzahlen in den arithmetischen Folgen a mod gq.

2.2 Die Verwendung der Symbole O und o

Der Primzahlsatz
7(x)
im ———— =
r5% 7/ log(x)
lésst sich auch folgendermafien formulieren: Fiir x > 2 gilt
x

= R
(@) = s + )
wobei fiir das Restglied R(x)
, R(x)
lim ———— =
3% 3/ log (@)
gilt. Der Term % heifit Hauptglied. Beziehungen der Form

Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied,

wobei das Hauptglied explizit bekannt ist, wiahrend fiir das Restglied eine Abschéitzung gegeben ist,
spielen eine zentrale Rolle in der analytischen Zahlentheorie. Zur Vereinfachung der Formulierung hat
Edmund Landau die nach ihm benannten O- und o- Symbole eingefiihrt. Diese alternative Beziehung
wird mittels dieser Symbole folgendermaflen formuliert:
__Z B
7T(33) = m +o (log(m)) = m . (]. + 0(1)) ($ — OO)

Definition 2.2.1. Es seien f(x) und g(x) zwei Funktionen, die fiir geniigend grofie positive  definiert
sind, und es sei f(z) beliebig komplex, g(z) > 0, eventuell nur fiir geniigend grofie . Dann soll

f@)=0(g(x)) baw. f(z) = o(g(x)) (z— o0)
bedeuten, dass fiir geniigend grofie z und fiir passendes A > 0

/(@)

F@) < A-glw) bowe. SR

gilt. Analog mogen die Beziehungen
f(x)=0(g(z)) bzw. f(z)=o0(g9(x)) (x—a+) oder (z— a—)

definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

12



Beispiel 2.2.1. Es gilt
1
/ 1 1
Bemerkung 2.2.1. Manchmal hingt die im O- Symbol implizierte Konstante auch noch von anderen
Parametern ab. Diese kénnen dann in Indexform an das O- Symbol angehéingt werden, etwa O(f(z)).

2.3 Abelsche partielle Summation und Eulersche Summenformel

Satz 2.3.1. (Abelsche partielle Summation)

Es seien a < b reelle Zahlen und c1,ca, ... komplexe Zahlen. Es sei ¢(x) = Z Cp-

a<n<z
Dann gilt:

(i) (diskrete Version)
Es seien fi,... fn komplexze Zahlen mit (Af), = fot1 — fn. Dann gilt:

Z Cnfn = C(b)f[b] - Z C(Tl) (Af)n :

a<n<b a<n<b—1

(ii) (kontinuierliche Version)
Es gilt

b
S enfa=e)0)— [ 01 @)t

a<n<b
Beweis. (i) Es ist

S oedn = 3 (e —cn—1)fu= 3 emfu— S cn)fun

a<n<b a<n<b a<n<b a<n<b—1

= C(b)f[b] - Z c(n) (fat1 — fa) -

a<n<b—1

Dies beweist Teil (7).

(ii) Es seien die Voraussetzungen von Teil (i7) erfiillt. Zudem setzen wir f, := f(n).
n+1
Fir t € [n,n+1) ist ¢(t) = ¢(n), und es ist fr41 — fn = / f'(t) dt, also

n

n+1
e(n) (fuss — fi) = / (1) /(1) dt. (1)

AuBerdem ist

Damit folgt aus (z), (1) und (2)

(6]
Y enfn = C(b)f(b)—(C(b)f(b)—C([b])f([b]))—/ c(t)f'(t) dt

a<n<b

b
= B)f() - / () ' (t) dt.
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Satz 2.3.2. (Eulersche Summenformel)
Es seien a < x reelle Zahlen. Die Funktz’on g [a,z] — C sei stetig und (stiickweise) stetig differen-

zierbar auf [a,x]. Wir setzen Py(x) := x — [x] — 1/2. Dann ist
> gn) = / w) du +/ Py(u)g' (u) du — g(z)Py(z) + g(a)Py(a).
a<n<z
Beweis. Ubungen. 0

2.4 Dirichletsche Reihen

Bevor wir nun zur Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion als Funktion der komplexen Varia-
blen s € C kommen, wollen wir die allgemeine Funktionsklasse diskutieren, der die Zeta-Funktion
angehort: die Dirichletschen Reihen.

Definition 2.4.1. Eine Dirichletreihe ist eine unendliche Reihe der Form

o
= E apn”*®
n=1

mit a, € C und s € C.

Es stellt sich sofort die Frage nach dem Konvergenzbereich von D(s) und nach den analytischen
Eigenschaften, insbesondere der Holomorphie, von D(s) in diesem Bereich. Im Zusammenhang mit
Dirichletschen Reihen ist die Schreibweise s = o + it mit 0 = R(s), t = J(s) tiblich (oder, falls eine
Folge vorliegt, s; = o + it;).

Satz 2.4.1. Es sei
oo
n=1

in s konvergent, dann konvergiert D(s) gleichmdflig in dem Winkelraum |arg(s — sp)| < %7‘( — 9 fir
festes § > 0. Die Funktion D(s) ist in der Halbebene {o > oo} holomorph.

Beweis. Mit partieller Summation (Satz 2.3.1) folgt

g apn_® = E apn” %on%07

M<n<N M<n<N
N
= N°7° E apn~ % —/ g ann ™% | (so — s)u** " tdu.
M<n<N v \M<n<u

Es ist |[N*07%| = N?077 < 1. Wegen der Konvergenz von ) a,n ™% ist

fiilr M > My(e) groB genug und jedes u > M, und damit

Noo—5 . g a,n *| < €
M<n<N

im Winkelraum | arg(s — so)| < 37 — .
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Es ist

1
—s—1 o—op—1
(50 = s)u™ ™| < 2 (o = o0u”
und damit
N
/ g apn” %0 (so—s)uso_s_ldu < ,E M9 < ,E .
)\ sin(d) sin(J)

Damit folgt der erste Teil des Satzes. Jede kompakte Teilmenge von {s = o +it : o > o¢} ist fiir
ein geniigend kleines § > 0 im Winkelraum | arg(s — so)| < 37 — & enthalten. Die Reihe

[ee]
5
n=1
ist damit in {o > 0} kompakt konvergent und damit holomorph. O
Satz 2.4.2. Zu jeder Dirichletreihe
o
D(s) = Z apn”?
n=1

gibt es stets ein o, € RU {£oo}, so dass D(s) fir alle s = o + it mit o > o, konvergiert und fiir
o < o, divergiert.

Beweis. Man setze
0, = inf {0 €R:3s =0 +1it, Z anpn”® konvergiert} ,
und die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz. 0

Definition 2.4.2. Der Wert o, heiit Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D(s).

Die Fille 0. = 00 konnen eintreten:

Beispiel 2.4.1. Die Dirichletreihe

konvergiert fiir kein s € C, hat also die Konvergenzabszisse 0. = co. Dagegen konvergiert

oo
E e "n"?
n=1

fiir alle s € C und hat die Konvergenzabszisse 0, = —oo. Auch alle Dirichletpolynome
o0
> ann”,
n=1

wobei a, # 0 nur endlich oft auftritt, haben die Konvergenzabszisse 0. = —oc.
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2.5 Arithmetische Funktionen und ihre Erzeugenden Dirichlet- Rei-
hen

Definition 2.5.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f: N — C von den natiirlichen
Zahlen in die komplexen Zahlen.

Eine arithmetische Funktion f heifit additiv, falls f(mn) = f(m) + f(n) fir ggT(m,n) =1 ist bzw.
multiplikativ, falls f(1) =1 und f(mn) = f(m)f(n) fir g¢7(m,n) =1 ist. Vollstdndig additiv bzw.
vollstandig multiplikativ heifit f, falls die Gleichungen f(mn) = f(m)+f(n) bzw. f(mn) = f(m)f(n)
auch ohne die Zusatzbedingung ggT'(m,n) = 1 gelten.

Im folgenden werden einige Beispiele arithmetischer Funktionen definiert:

Definition 2.5.2. 1. In der Analysis vorkommende Besipiele vollstdndig additiver bzw. multipli-
kativer Funktionen sind logn bzw. n® fir a € R.

1, falls n=1,
e(n) = 0

sonst

2. Die Funktion

ist vollsténdig multiplikativ.
3. Die Funktion 1 mit 1(n) := 1 fiir alle n € N ist ebenfalls vollstdndig multiplikativ.

4. Sei Q(n) = > a,a die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n (mit Vielfachheit
gezéhlt) und w(n) := Zp‘n 1 die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n. Dann ist {2
vollstandig additiv und w additiv.

5. Die Eulersche (- Funktion ist multiplikativ.

6. Die Mobiusfunktion y ist durch

(n) = (—1)“™ falls n quadratfrei ist,
a B 0, sonst
definiert. Wir werden zeigen, dass p multiplikativ ist.

7. Die Teilerfunktion 7(n) := 3_,,, 1, die Anzahl der (positiven) Teiler von n, ist, wie wir zeigen
werden, multiplikativ.

Definition 2.5.3. Es seien f und g arithmetische Funktionen. Unter der Faltung f xg von f und ¢
versteht man die arithmetische Funktion

(Fx9)m) = f(d)g (%)

dn
Unter der Summe f + g von f und g versteht man die arithmetische Funktion
(f +9)(n) = f(n) +g(n).
Beispiel 2.5.1. Esist 7(n) =3_,, 1 =24, 1(d) - 1(%), also 7 = 1% 1.

Satz 2.5.1. Die Menge A aller arithmetischen Funktionen bildet mit der Addition und der Faltung
als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Finselelement e.
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Beweis. Die Menge A bildet offenbar unter der Addition von Funktionen eine abelsche Gruppe. Das
Distributivgesetz f * (g + h) = (f x g) + (f * h) ist klar.
Es bleibt die Kommutativitat und Assoziativitit der Faltung zu zeigen, sowie dass € Einselement ist:

e Esist (fxg)(n) =>4, f(d)g(§). Durchléuft d alle Teiler von n, so auch d = 1%. Also ist

(Fx9)m) =3 f () 9(d) = (g% ().

d'|n
e Seien f, g, h arithmetische Funktionen. Dann ist

(Frx)m) = Y (Fxg)d-n(5)

din di|d

> f(d)g(da)h(ds).
d1,da,d3
didad3=n

d=d1d2,5=d3

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir (f x (gxh)) (n). Also ist (f xg) xh) = fx(gxh).
e Esist (exg)(n) =g, e(d)f(Z) =€e)f(n) = f(n). Alsoist ex f = f.

Satz 2.5.2. Die Faltung zweier multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.

Beweis. Es seien f,g € A multiplikativ und F' = f % g. Sei gg7'(m,n) = 1. Dann ist

F(mn)= Y f(d)g(da).
dy,d2
dido=mn

Wir schreiben di = ejes mit ey = ggT'(dy,m) und es = ggT'(dy,n) sowie analog do = eges mit
es = ggT'(da,m) und eq = ggT'(da,n). Dies ist bei gegebenem d; und do auf genau eine Art moglich.

Dann ist ejes3 = m und egeqy = n.
Also ist wegen der Multiplikativitdt von f und g

F(mn) = > flewedglesed) = D fler)f(ea)g(es)g(ea)

€1,€2,€3,€4 €1,€2,€3,64

€1e3=Mm,e2€4="n €1e3=Mm,e2€e4="n

= > flegles) > flea)g(es) = F(m)- F(n).
€1,e3 €2,64
ejez=m €exeq4=n

Satz 2.5.3. Die Teilerfunktion ist multiplikativ.

Beweis. Aus Satz 2.5.2 ergibt sich mit 7 = 1x1 ein Beweis fiir die Multiplikativitit der Teilerfunktion.
O
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Beispiel 2.5.2. Es sei o;(n de Es ist 0, = fx 1 mit f(n) =n*.
dn
Nach Satz 2.5.2 ist o multiplikativ.

Satz 2.5.4. Esist ux1 =c¢.

Beweis. Nach Satz 2.5.2 ist p* 1 multiplikativ. Es bleibt, die Werte von p 1 fiir Primzahlpotenzen
zu bestimmen: Fiir o > 1 ist

(n*1)( Zu( >:1+u(p)=0-

Also ist px1=ce. O

Satz 2.5.5. (Mobiussche Umkehrformel)
Es seien f und g arithmetische Funktionen. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

(i) F Zf ) fiir alle n € N
dln
n "
(i) f(n dzlj,u (E) fir allen € N
Beweis. 7="":

Nach der Definition der Faltung haben wir F' = 1 x f. Daraus folgt nach Satz 2.5.1 und 2.5.3
prF=px(1xf)=(puxl)xf=exf=F
Also st 3y, u(d)F(3) = f(n).

” <:77:
Es ist also pu* F' = f. Dann ist

frl=1x(uxF)=(1*pu)xF=exF =F,
also >y, f(d) = F(n). O

Satz 2.5.6. (2. Mdébiussche Umkehrformel)
Die Funktionen F und G seien auf [1,00) definiert. Dann sind folgende Beziehungen dquivalent:

(i) F(x ZG( )fiir:zrzl

n<x

(i) G(x Zu (%) firx>1

n<x

Beweis. "="":
Fir z > 1 gilt

Sar (2) = S 5 0(5) = X0 (F) 5

n<z n<x m<z/n <z mn==k

Nach Satz 2.5.4 hat die innere Summe den Wert (k). Daher ist

> um)F (5) = Gla).

n<z

18



R ¢77:
Fir xz > 1 gilt

S6(5)-% ¥ wor () - XF (7) X s

n<zx n<zr m<z/n k<zx mn=k

Sa (%) = F(a).

n<x

Wie oben folgt dann

Definition 2.5.4. Es sei f eine arithmetische Funktion. Fiir alle s € C, fiir die
o0
F(s)= " )
n=1

konvergiert, heift F'(s) die Erzeugende Dirichletreihe von f.

Satz 2.5.7. Es scien f, g, h arithmetische Funktionen, so dass h = f x g ist. Die zugehdrigen Erzeu-
genden Dirichletreihen seien F, G und H. Falls F und G in sg € C absolut konvergieren, so ist fiir
dieses so auch H absolut konvergent, und es ist H(so) = F(s0)G(s0).

Beweis. Nach dem Grofien Umordnunggsatz ist

F(s0)G(s0) = (Z f(kr)k‘”) (Z g(m)m‘”) =Y ( > f(k)g(m)(km)‘s°>
k=1 n=1

m=1 km=n
o
= Y hmn~ = Hiso),
n=1
und letztere unendliche Reihe ist absolut konvergent. O

Ist die Funktion f multiplikativ, so kann die Erzeugende Dirichletreihe von f unter gewissen Voraus-
setzungen als sogenanntes Eulerprodukt dargestellt werden.

Satz 2.5.8. Es sei f eine multiplikative Funktion und s € C. Ist
(0.9}
Fls) =Y floyn
n=1

absolut konvergent, so ist

Fis) =] (Z f <pa>pas> .

a=0
[ee]
Beweis. Aus der absoluten Konvergenz von Z f(n)n™?* folgt die Konvergenz von Z Z ! f (pa)p_as‘
n=1 p a>1

und daraus die Konvergenz des unendlichen Produkts M := H <1 + Z f (pa)pa5> :

P
Es sei pT(n) der grofite Primfaktor von n. Dann gilt fiir alle z > 1

S fmn - I (1 S f(p‘“)p‘“s>
n=1 a=1

p<z

a=1

S fyn] < S )
(n)>z

p+ n n>x

Daraus folgt die Behauptung fiir x — oo. O
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Bemerkung 2.5.1. Ist f vollstdndig multiplikativ, so nimmt das Produkt die einfache Form

(-5)

p

an.

Definition 2.5.5. Es sei ¢ € N. Eine arithmetische Funktion x: N — C heifit Dirichletcharakter
modulo g, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) x#0
(ii) x(n + q) = x(n) fiir alle n € N
(iii) x(n) =0< (n,q) > 1
(iv) x(mn) = x(m) - x(n) fiir alle m,n € N.

Der Dirichletcharakter yo mit

[ 1, falls (¢,n) =1,
Xo(n) = { 0, falls (¢g,n) >1

heiflit Hauptcharakter modulo q.

Ein Dirichletcharakter y modulo ¢ kann zu einer Funktion y: Z — C durch folgende Festsetzung
fortgestzt werden:

Fiir z € Z wéhle k, so dass z 4+ kg € N und setze x(z) = x(z + kq).

Satz 2.5.9. Es sei g € N. Dann ist x: N — C genau dann ein Dirichletcharakter modulo q, wenn

(i) x(n+q) = x(n) fir allen € N
(i) x(n) =0 fir alle n mit (n,q) > 1 und

(iii) wenn die Funktion ~ x: (Z/qZ,-)* — C, die durch x(n mod q) = x(n) definiert ist, ein Cha-
rakter der Gruppe (Z/qZ,-)* ist.

Es gibt ©(q) Dirichletcharaktere modulo q.

2.6 Die Riemannsche Zeta-Funktion und Dirichletsche - Reihen

Definition 2.6.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo g.
Die zu x gehorige Dirichletsche L- Reihe L(s, x) ist durch

L(s,x) = > x(n)n"*
n=1

fiir ¢ > 1 definiert. Im Spezialfall ¢ = 1 erhélt man die Riemannsche Zeta-Funktion

o0

((s) =Y n*
n=1
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Satz 2.6.1. Es sei g € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Die Dirichletsche L- Reihe L(s, x)
stellt fiir o > 1 eine holomorphe Funktion dar. Sie besitzt dort das Eulerprodukt

1
ISTI )
Sop L x@p
Insbesondere ist L(s,x) # 0, und es ist
oo

L(s,x)™" = u(n)x(n)n”*.
n=1

Beweis. Die Reihe
o0
>’
n=1

konvergiert fiir o > 1. Die Existenz des Fulerprodukts wird dhnlich wie in Satz 2.1.1 bewiesen.
O

Satz 2.6.2. Die Riemannsche Zeta-Funktion lisst sich meromorph auf den Bereich {o > 0} fortset-
zen. Die einzige Singularitdt ist ein Pol erster Ordnung in s =1 mit Residuum 1.

Beweis. Anwendung der Eulerschen Summenformel (Satz 2.3.2) fiir R(s) > 1 und einem beliebig
kleinen € > 0 ergibt

C(s) = in_s = /100 u” % du + 8/100 Py(w)u™* "V du+ (1 —€)™* - Py(1 — ¢

—€ —€

oo o0 1 1 ©qy—|u| -1 1
= / u_sdu+s/ Po(u)u_s_ldu—l—:—i—s/ ﬁdu+f

Wegen |Py(u)| = |u — |u] — 3| < 1 ist die Folge
N 1
/ e 1 ) =5 du
1 us—l—l

in der Halbebene R(s) > 0 kompakt konvergent. Also stellt

o0
s/ Py(u)u="1 du
1

eine in R(s) > 0 holomorphe Funktion dar. Die iibrigen Summanden sind dort ebenfalls holomorph,
aufler in s = 1, da dort S_% einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 aufweist. O

Satz 2.6.3. Es sei q € N und x ein Dirichletcharakter modulo q.

(i) Ist x = xo der Hauptcharakter modulo q, so konvergiert die Dirichletreihe L(s,xo) fir o > 1.
Es st
L(s,x0) = ¢(s) - [J(1 —p7).
pla
Dann lisst sich L(s, xo) auf den Bereich {o > 0} meromorph fortsetzen. Die einzige Singularitit
ist ein Pol erster Ordnung mit Residuum

Reso—1 L(s,x0) = [[1 —p7").
rlg

(ii) Ist x # Xo, so konvergiert L(s,x) fir o > 0 und ist dort auch holomorph.
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Beweis. (i) Es gilt

L(s,x0) = [[1=xop ) =]JC-p) " =]]C-p"- ][]0 -p"

peP pl4 peP plg

= () - [Ja-»).

plg
Die iibrigen Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion.
(ii) Abelsche partielle Summation ergibt (zunéchst fir o > 1)

o0

St = [ ot | et ©
n=1 1 n<t
Es sei mg <t < (m + 1)g. Dann ist
m—1
> x(n) = xm)+ > x(n)
n<t k=0 kq<n<(k+1)q mq<t<(m+1)q
Wegen
x(n) =0
kq<n<(k+1)q
folgt

Damit ist (%) fiir o > 0 konvergent.

2.7 Primitive Charaktere und Gaufische Summen

Definition 2.7.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo g. Es sei ¢*|¢ und x* ein Dirich-
letcharakter modulo ¢*. Man sagt, x wird von x* induziert, wenn x = xox* mit dem Hauptcharakter
xo mod q ist.

Unter dem Fiihrer von x versteht man den kleinsten Teiler ¢* von g, fiir den x von einem Charakter
modulo ¢* induziert wird. Ist ¢* = ¢, so heiflt x primitiv.

Wir beginnen mit einem Kriterium fiir Primitivitét.

Satz 2.7.1. Es set ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ist x genau dann nicht
primitiv, wenn es einen Teiler ¢* von q mit ¢* < q gibt, so dass x(1 + kq¢*) = 1 fir alle k mit
(1+ kq*,q) =1 gilt.

Beweis. 7="":

Es sei x mod ¢ nicht primitiv und x habe den Fiithrer ¢* < ¢, und es gelte x = xox* mit einem
Dirichletcharakter x* mod ¢*. Dann ist x(1 + kq*) = xo(1 + kq*)x*(1 + kq*). Falls (1 + kq¢*,q) =1
gilt, haben wir xo(1 + k¢*) = 1 und x*(1 + k¢*) = 1, also x(1 + kq¢*) = 1.
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” @77:

Es sei ¢*|¢g mit ¢* < ¢ und x(1 4 kq*) = 1 fiir alle k¥ mit (1 + kq¢*,q) = 1.

Weiter sei (¢,q) = (¢ + kq*,q) = 1. Es existiert das multiplikative Inverse ¢ mit ¢¢ = 1 mod ¢ mit
(¢,¢) = 1. Dann ist ¢(c + kq*) = 1 mod ¢* und x(¢) = x(c) ™!, sowie

1 = x(e(c +kq") = x(c) " 'x(e + kq").
Damit haben wir gezeigt, dass aus (¢, q) = (¢ + k¢*,q) = 1 die Aussage
x(e) = x(c+kq) (1)
folgt. Wir definieren nun x* mod ¢*. Es sei (¢, ¢*) = 1 und py, ..., p; simtliche Primzahlen, fiir die pj|q
und p; fq* gilt. Dann gibt es k1, ...,k mit ¢+ kj¢* = 1 mod p;. Es sei k die nach dem Chinesischen

Restsatz existierende Losung des Systems

k = ki modp

k = k;mod p;.
Dann ist (¢ + kq*,q) = 1. Wir setzen x*(c) = x(c + kqg*). Damit ist x* wohldefiniert, da x(c + kq*)

nach (1) unabhéngig von k ist. Man priift leicht nach, dass x* ein Dirichletcharakter modulo ¢* ist
und dass x = xox* mit dem Hauptcharakter yo mod g ist. O

Beispiel 2.7.1. Es sei ¢ = 15. Der Dirichletcharakter modulo 15 sei durch

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
x(n)j1 -1 0 1001 -1 0 0 -1 0 1 -1
gegeben. Weiter sei x* mod 3 durch
n 1 2 3

x(n) |1 -1 0

gegeben. Dann ist x = xox* mit xo als dem Hauptcharakter modulo 15. Damit hat x den Fiihrer 3
und ist nicht primitiv.

Beispiel 2.7.2. Es sei ¢ = 8. Die vier Dirichletcharaktere modulo 8 sind durch

n 1 2 3 4 5 6 7
xXon)[1 0 1 0 1 0 1
xim) [T 0 1 0 -1 0 -1
x2(n) |1 0 -1 0 1 0 -1
x3(n)|1 0 -1 0 -1 0 1

gegeben. Der Hauptcharakter xg hat den Fiihrer 1 und ist damit nicht primitiv. Charakter x» hat
den Fiihrer 4. Er ist ein primitiver Dirichletcharakter modulo 4 aber nicht modulo 8. Schlielich sind
x1 und x3 primitive Dirichletcharaktere modulo 8 und haben somit Fiihrer 8.
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Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo ¢g. Durch die Definition x(n mod q) = x(n) erhalten
wir die Funktion
X: Z/qZ — C.

Nach Satz 1.2.6 kann die Funktion y und damit auch x als Linearkombination der Charaktere der
Gruppe (Z/qZ,+) dargestellt werden, der Fourierreihe von x.
Man kann also die Charaktere y der multiplikativen Gruppe (Z/qZ,-)* als Fourierreihe mit den

Charakteren
mn
€m,q: mmod g —e <)
q

der additiven Gruppe (Z/qZ,+) schreiben. Dies ist im Fall der primitiven Charaktere besonders
einfach.
Zur Vorbereitung zeigen wir folgenden

Satz 2.7.2. FEs sei ¢ € N, x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q und q¢*|q mit ¢* < q und
(I,q*) = 1. Dann gilt

Beweis. Es sei
0<m<g—1
m=l mod ¢*
und 7 = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1. Dann ist
X > xtm)y= > x(rm)=S6,

0<m<g—1 0<m<qg—1
m=l mod ¢* m=l mod ¢*

da mit m auch rm alle Restklassen, die kongruent [ mod ¢* sind, durchléuft. Ware S # 0, so wire
x(r) =1 fiir alle » = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1, und damit wire y nach Satz 2.7.1 nicht primitiv. [

Definition 2.7.2. (i) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo g.
Unter der Gaufischen Summe 7(x) verstehen wir

(ii) Es heifit

die Ramanujan- Summe.

Bemerkung 2.7.1. Offenbar ist ¢,(1) = 7(xo) mit dem Hauptcharakter xo mod g.

Satz 2.7.3. Es seien q,n € N. Dann ist

co(n) = > d-p(q/d).

dl(g;n)
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Beweis. Es gilt mit m = Id und d' = ¢/d

ww = T (M) $ (M) Tun-Suw 3 (1)

m mod q m mod ¢ dlm dlq I mod q/d
(m,q)=1 dlq
In
= > plg/d)- > e <d,> = Y ulg/d)d.
&g l mod & &'|(am)

O

Wir kommen nun zur angekiindigten Darstellung von primitiven Charakteren x mod ¢ als Fourier-
reihe bzgl. der Gruppe (Z/qZ,+).

Satz 2.7.4. FEs sei g € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ist

(i) [7(x)| = ¢"/*
1) Fiir alle a € Z qilt
(i) g

K@) =0 3 ) ().

Beweis. (i) Fiir (n,q) = 1 haben wir

m mod q m mod q

da mit m auch nm alle Restklassen modulo ¢ durchléuft. Somit ist

P = S x-S Xum-e<m”>.e(_”>

n mod ¢ m mod ¢ q q
(m—1)n
= 3 a3 o .
q
m mod q n mod ¢q
(n,g)=1

Die innere Summe ist die Ramajunan- Summe ¢,(m — 1). Nach Satz 2.7.3 haben wir

rOP = > x(m)- > d-plg/d) =Y _d-plg/d)- > x(m).
m mod ¢ dlq d|q m mod ¢
dm—1 m=1 mod d

Wegen der Primitivitit von x verschwindet nach Satz 2.7.2 die innere Summe aufler fiir d = ¢,
wo sie den Wert 1 hat. Damit gilt [7(x)|* = q.

Es sei (a,q) = 1. Dann haben wir

=Y, X()‘€<ZL>= > x(am)~e<T>=x(a)-m§d X(m)e<am>

m mod ¢ m mod q q

Daraus folgt die Behauptung, da 7(%) # 0 nach (i) gilt. Fiir (a,q) > 1 verschwinden beide
Seiten.

O]
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2.8 Die Poissonsche Summenformel

Satz 2.8.1. Die Funktion f:[0,1) — C sei stetig, es gelte f(0) = f(1), und f habe die Fourierkoef-
fizienten f(n) mit

> 1f)] <o
Dann gilt
N ~
Jim 0 f(n) - e(on) = f
n=—N
gleichmdfig auf [0,1).
Beweis. Ubungen. O

Satz 2.8.2. Es sei f: R — C zweimal stetig differenzierbar, und es gelte f(x) = f(x +1). Dann gilt

N
lim ZN f(n) - e(an) = f(a)

N—o00
gleichmdfig in o

Beweis. Partielle Integration ergibt

e(—nt)
—2min

]:} + ! /01 f'(t) - e(—nt) dt

1
foy = [ g0 eonyae= {50 .
1 ! 1!
Also gilt
£ 1 ! "
< —- .
fo0l < gz [ 17001
Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.8.1. O

Definition 2.8.1. Es sei f: R — C integrierbar mit

/OO F(0)] dt < oo,

Dann nennt man f: R — C, .
fo = [ 10)- e(-ntyae

die Fouriertransformierte von f.

Satz 2.8.3. (Poissonsche Summenformel)

Es sei f: R — C zweimal stetig- differenzierbar, und mit einer Konstanten C' > 0 gelte
1

1+ 22

[f@+ 1 @]+ (@) <C-

Dann gilt

Yo fmy= > fn).

n=—oo n=—oo
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Beweis. Die Funktion

Z f(z+n)

n=—oo

besitzt offenbar die Periode 1. Wegen der Bedingung (1) konvergiert auch

i M (z + k)

k=—0oc0

gleichméBig fir m = 0, 1,2. Also ist F'(x) zweimal stetig-differenzierbar.
Nach Satz 2.8.2 konvergiert die Fourierreihe Sp(x, N) gleichméBig gegen F'(zx), also gilt

o0 o

F(z) = Y F(ne(nz)= »_ ( /0 1F(t)e(—nt)dt>-e(nx)

n=—oo n=—0oo

= ( / f(t+Ek)e (t+k))dt> -e(nx)

o k+1
= Z (k:Zoo | e (—nt)dt>-e<n:c>

= 3 ([ semar) e = 3 o
Die Behauptung folgt durch Einsetzen von x = 0. O

Satz 2.8.4. Die Funktion erfiille die gleichen Voraussetzungen von Satz 2.8.3. Weiter sei v € (0,00)

und u € R. Dann gilt .
s (N un
S smrw =3 F(5) e ()
Beweis. Wir setzen g(x) = f(vz + u). Offensichtlich gilt
lg(@)| + 19" ()] + |g" ()| < C-

Mit der Substitution w = vz + u folgt

ily) = /wgu e(—zy) dy—/ f(vz + ) - e(—ay) da

1
1422

- (- (2
) [ (et )
Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.8.3. O

2.9 Die Gamma-Funktion

Definition 2.9.1. Die Gamma-Funktion I' ist iiber
[o@)
I'(z) :/ t* et at
0

mit *~! = exp((z — 1) log(t)) definiert.
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Satz 2.9.1. Die Gamma-Funktion T'(z) ist fir ®(z) > 0 holomorph, und auf ganz C meromorph
fortsetzbar. Sie besitzt Pole in den Stellen {0,—1,—2,—3...}. Es sind Pole erster Ordnung, das
Residuum in —n ist % Die Funktion T'(z) geniigt der Funktionalgleichung I'(z + 1) = z - T'(2),
und es ist I'(n+ 1) = n! fir n € No.

Beweis. Die Folge

n
In:/ t*le tdt
1

n

ist fiir R(z) > 0 kompakt konvergent und besitzt daher eine holomorphe Grenzfunktion I'(z).
Durch partielle Integration erhalten wir fiir ®(z) > 0

I‘(z—f—l)-/ te tdt = [—tze_t]go—i—z-/ et dt = 2 - T(2)
0 0

und damit durch Induktion
M(z+n+1)

I'(z) = . 1
(2) z-(z4+1)---(2+n) (1)
Die rechte Seite ist nun meromorph fiir ®(z) > —(n+1) und ist dort holomorph bis auf die Nullstellen

{0,—1,—2,...} des Nenners, die Pole erster Ordnung konstituieren. Da n beliebig gew#hlt werden
kann, ergibt sich die meromorphe Fortsetzbarkeit in die gesamte komplexe Ebene. Es ist

r(1):/ e tdt =1,
0

woraus mit (1) die Darstellung I'(n + 1) = n! fiir n € Ny folgt. Das Residuum des Pols in z = —n
ergibt sich aus (1) zu

Res (T) = lim <(z+n)-z [z+n+1) ) (="

(z41)---(2+n) Y

Beweis. Fiir ®(z) > 0 haben wir

|F(z)|§/0 \tz—l\e—tdt:/o tRE et gt = D(R(2)).

Daher ist I'(z) in jedem Vertikalstreifen {z: 6 < R(z) < b} mit 0 < § < b beschrénkt. Aus der

Rekursion
I(z4+n+1)

F =
RSV R
folgt dann, dass I'(z) auch auf jeder Menge der Gestalt

{210 <R(z) b, [3(2)] = 1) (1)
beschriankt ist. Wir betrachten nun die Funktion

f(z) =TET1-2) -

™

sin(7z)

im Vertikalstreifen V = {z: 0 < R(2) < 2}.
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In der Menge Vi = V N {S(z) > 1} der Gestalt (1) ist f(z) beschrinkt. Die Funktionen

™

I'(z)I'(1—2) und

sin(7z)

haben in den Stellen z = 0, 1, 2 Pole erster Ordnung mit denselben Residuen. Damit ist f im Verti-
kalstreifen V' holomorph in V sogar beschriankt, da V — V; kompakt ist. Da f die Periode 2 besitzt
ist f auf ganz C holomorph aber auch beschréinkt und daher nach dem Satz von Liouville konstant.
Wegen f(—z) = —f(z) bleibt nur f(z) = 0, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 2.9.3. Die Gamma-Funktion I'(z) hat keine Nullstellen, d.h. ﬁ ist eine ganze Funktion.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 2.9.1 und 2.9.2. 0

2.10 Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion und der
Dirichletschen L- Reihen

Definition 2.10.1. Es sei ¢ € N und y ein primitiver Dirichletcharakter modulo ¢q. Wir setzen

5(x) = { 0, wenn q # 1,

11, wenng=1

und k = 1 - (1 — x(—=1)). Die Thetafunktion 6(y, x): (0,c00) — C ist durch
2

0(y,x) = Y _ x(n)n"exp (—ﬂn2y>
nez q
fiir y > 0 definiert. Fiir a € Z sei
0(y.q;a) = Y nexp <—7m2y>
n=a mod ¢q q

und

wobei 7(x) die GauBlsumme aus Definition 2.7.2 ist.

Satz 2.10.1. Es sei ¢ > 1 und x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q. Die Funktion 6(y, x)
erfillt fir y > 0 die Funktionalgleichung

0y, x) = e(x)y "> 0 (y",X) (1)
sowie die Abschdtzungen
1
0(y,x) =04 | — 2
0 =0,() )
fiir y — 0% und
)
0y, x) = Og (¢777) (3)

fir y — oco.
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Beweis. Wir beginnen mit der Berechnung der Fouriertransformierten f (n) von

f(z) = exp (—72y/q)

Wir erhalten

[e.9]

/OO exp (—7r$2y/q) ce(—zu)dr = / exp (—7rx2y/q - 2m’xu) dx

—00 —00

) 2% 0o : 2
/ exp <—7Ty'<:c2+wq~x>> dx:/ exp L (J:—quq) +<uq
-0 q Y -0 q ) )

& Yy iug 2 mq
/ exp —-(x—}—) T
—00 q Yy Yy
00 . 2
exp (—7ru2 . q) . / exp L (ﬂs + ZUC]) dx
Yy —00 q Yy
ocotiuq/y
exp (—7ru2 . q) . / exp <—7T:C2 . y) dx
) —oo+tiugq/y q

))

exp (—7ru2 . q) / exp <—7r;r2 : y) dr = \/E - exp <—7Tu2 . q> : / exp(—m2?) dz
Yy —00 q Yy Y —00

\/E ( 2 Q>
Z.exp | —mu” - =
Yy )

mit dem Cauchyschen Integralsatz und der Substitution z = \/Qx

Die Fouriertransformierte von

g(z) =z - exp (—mz’y/q)

ergibt sich zu

g(u)

o0

/ T - exp (—mczy/q) ce(—zu)dx = / T - exp (—7T:U2y/q - 27m':cu) dx

—00 —0o0

oS . 2
exp (—mﬂ . q) . / T - exp _T. (3: + wq) dx
Yy —00 q Yy
00 . . 2
Yy —00 Yy q Yy

x
)
iugq & Y Tugq 2
—-/ exp | ——- (:c—i—) dz
Yy —00 q Yy

(cre ) St [ (crt ) e i (5) o ()
—exp | —mu’- =) - — - exp | —mx®-Z | dv = —iu | = cexp | —mut= |,
) ) —ootiuq/y q ) )

da das erste Integral verschwindet und das zweite mittels f (u) berechnet werden kann.
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Wir konnen nun Satz 2.8.4 anwenden. Fiir k = 0 erhalten wir

0(y,q,a) = Zexp< m(gm + a)? > qum+a ;Zf<?>e(fz>

meZ meZ meZ
1 b 1
= Z exp ( 7Tm2y*1q*1) -e (am) =—" e (a) 0 (,q,b) .
meZ q 1y b mod ¢ q Y
Fiir k = 1 erhalten wir
0(y,q,0) = Z(qm+u)-e><p< qm+a2y> > glgm+a)
mEZ MEZ
1
- Ly <m> e <M> <Q> (—rm2y~lq 1) e <am>
q mel. q Y me q
= iy 22 exp ( ) < 0, )
) ,

b mod ¢
Diese beiden Aussagen fiir K = 0 und £ = 1 kdnnen wir zu
b 1
0(y,q,a) =i "y 22N 6<a>0<,q,b)-
b mod q Yy
mod g
zusammenfassen. Wir haben dann

0(y,x) = Y x(n)n"-exp <7rn21q/)= > x(a)-6(y,q,a)

neL a mod ¢

= iy RN 0y g h) s Y x(a)e<aqb>.

b mod ¢q a mod g

Nach Satz 2.7.4 (mit X statt x) ist

Also gilt
0(y,x) =)y "2 0 (y1,%),

d.h. die Aussage (1).
Es sei z, = —logn + 7m2%. Wegen x(0) = 0 folgt

00y, ) <2+ exp(—2zy).

n=1

Fiir y > yo gilt 2,41 > 2, + 1 fiir alle n € N und damit

Zexp —zpn) < exp(—z1) <1+Ze_k>: (‘%»
n=1

also die Aussage (3).
Schliefilich folgt daraus mittels der Funktionalgleichung (1) auch die Aussage (2).
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Definition 2.10.2. Es sei ¢ € N mit ¢ > 1 sowie x ein primitiver Dirichletcharakter modulo ¢. Unter
der vollstdndigen L- Reihe verstehen wir

A(s,x) = (ﬁ)s/z-r (ﬁ“) L(s, ).

™

Satz 2.10.2. Es sei g > 1 und x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q. Dann ist fir o > 1

q\*/2 1 o stn_
(*) A(s,x):Q'/O Oy, X)y 2 'dy.

s

Beweis. Es sei 0 > 1 und M > 1 beliebig. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz von

N

Z x(n)n" exp (—7m2y>
n=—N q
gegen 0(y,x) auf [M~1, M] gilt

M & M
str_ K s+ d
/ 0y, )y = Ldy = Y x(n)n / exp <—7m2?;) y =Y (1)

M-1 M-t Y

n=—oo

Aus den Schranken 6(y, x) = Oq(y_%) fiir y — 07 bzw. 0(y, x) = Oy(exp(—7y/q) fiir y — oo folgt

M fe'e)
. stk d s+kK d
im [ o0 - /O v 5000, @)

m—0o0 M-1

Wir fithren nun den Grenziibergang auf der rechten Seite von (1) im Integral aus:

Es sei § = §(0) so gewihlt, dass 3(o + k)(2 — &) > 1 ist, was wegen o > 1 auch mdglich ist. Nun

schétzen wir
M71
5+r€_1 _ﬂ,nQE
Y 2 e q dy
0

1
ab. Fir 1 <n < M2 erhalten wir
-1

M
M stk 2y 1 1

/ Yz —1,-mn*y dy < ML _M7(5(0+H)71) -0 (M—E(O"Hi))’
0

und damit

>

nSMl/(Qfé)

—0, (Mﬁ‘%(”“)) =0 (3)

M71
/ yHTH*l exp <—7m2‘y) dy
0 q
1

1
fir M — oo wegen 5—5 — ¢ < 0. Fiir n > M?2-% erhalten wir




durch Abschitzung der Faktoren der Integranden. Es folgt

Zl (/OM_l y " Lexp (—7m2z> dy) =0 (4)

n>M?2-38

fiir M — oo. Weiter strebt

o o0 s+kK ’I’L27Ty o+kK M
S E PP S
n=1

gegen null fiir M — oo. Aus (3), (4) und (5) folgt

oo

I Z M st n?mry J i o ste_y n?my d (6)
m e —— = e — .
M;OO < Y Xp q Y 2 J, Y Xp q Y

M—l

Ebenso zeigt man
2 2

M [e’)
. sth_ 1 n-my stk _q n Ty
1 =" — dy = — dy. 7
i E /Mly2 eXp< . > y E /O y 2 eXp< . > y. (7)

—oo<n<—1 —oco<n<—1

Daraus folgt

/ yE Ty dy = D x(n)n”/ Y5 exp <—n27r‘z> dy
0 < 0

und damit die Behauptung. O

Satz 2.10.3. Es set ¢ € N mit ¢ > 1 und x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q. Dann kann
L(s,x) zu einer ganzen Funktion analytisch fortgesetzt werden. Die vollstindige L- Reihe A(s,x)
erfillt die Funktionalgleichung

A(SaX) = E(X) : A(l - SaY)'

Beweis. Nach Satz 2.6.3 ii) ist L(s, x) fiir ¢ > 0 holomorph. Wegen der Schranken

0(y.x) = O, (2)

0(y.x) = O, (e7™/7)

fir y — 0™ und

33



fiir y — oo von Satz 2.10.1 ist die Folge

M stK_q
Oy, xX)y = " dy
Mfl

mit M € N in ¢ > 0 kompakt konvergent. Somit ist

oo str
I(s,x) ::/0 0y, x)y 2z 'dy

in o > 0 holomorph. Aus der Funktionalgleichung

0y, x) = e(x)y " 20(y~",X)

von Satz 2.10.1 ergibt sich mit der Substitution v = %

1 s+n_ 1 s —K _ — —
/09(3/7><)y2 Ydy = 6(X)/0 y*/2R2=320(y 71 X)) dy
— €(X)/ u3/2+n/2fs/2u726(ujy)du
1
= <) [ a0, ) du
1

Damit haben wir fiir o > 0
I(s,x) = /1 fy, x) dy

mit
1 —s+kK - =\, L=
Flyx) = y (E(X)y(1 920y, %) + 0(y, X)y > )

Wegen |0(y, x)| = [6(y,X)| = O(e~™/9) fiir y — oo konvergiert die Folge

M
/ fly,x)dy
-M

mit M € N kompakt auf C, womit I(s, x) auf C holomorph ist. Wir haben

Q010 =50 [ (@0 000 + 080w T ) L =T = 150 ()

Nach Satz 2.10.2 folgt mittels Anwendung von () mit Y anstelle von x:

q\ /2 1 1 — q\ /2
(£)" Alsx) = 510520 = 5600T0 = 5,30 = (£) €A = 5,%).
T 2 2 T
Da die T'- Funktion keine Nullstellen besitzt, ist auch L(s, x) eine ganze Funktion. O

Definition 2.10.3. Die vollstéindige Zeta- Funktion ist durch &(s) = I' () 7%/2¢(s) definiert.

Satz 2.10.4. Die vollstindige Zeta- Funktion (s) kann in die gesamte komplexe Ebene C meromorph
fortgestzt werden. Ihre einzigen Singularititen sind Pole erster Ordnung in s = 0 und s = 1. Die
vollstindige Zeta- Funktion erfillt die Funktionalgleichung £(s) = £(1 — s).
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Beweis. Die Grundideen sind schon im Beweis von Satz 2.10.2 enthalten. Wegen des Pols in s = 1
sind jedoch kleine Anderungen notwendig. An die Stelle von (y,x) = > o0 X(n)e(—wn%) tritt
die Theta- Reihe

o

0(y) = e(—m’y).

n=—oo

Wegen e(—n0%y) = 1 konnen die Schranken 6(y, x) = O,4(e~™4) fiir y — oo nicht auf §(y) iibertragen
werden. Eine solche Schranke gilt jedoch fiir 1(y) = 3(6(y) — 1), némlich

Y(y) =0 (™)
fiir y — oo. An die Stelle der Gleichung

q K/2 1 > stk _
(;) Als,x) =5 /O Oy, x)y > " dy.
tritt die Gleichung
€)= [ vy 1)
Anwendung der Poissonschen Summenformel auf 6(y) ergibt die Funktionalgleichung
1 1
o) = ()
VY \Y
fir y > 0, woraus die Funktionalgleichung
1 1
2¢(y +1:-<2¢<)+1> 2
() 7 " (2)

folgt. Gleichung (1) wird aufgespalten

1 0
C(S)Z/O ¢(y)y5/2‘1dy+/1 P(y)y* >t dy,

und in das erste Integral wird die Funktionalgleichung (2) eingesetzt. O

Es bleibt noch der Fall nicht primitiver Charaktere zu betrachten.

Satz 2.10.5. Es seiq € N mit ¢ > 1, ¢*|q und x = xox™* mit dem Hauptcharakter xo mod q und den
primitiven Charakteren x* mod ¢*. Dann haben wir

L(s,x) = L(s,x") - [[(1 = x*(0)p™).
plg

Beweis. Nach Satz 2.6.1 haben wir fiir o > 1
Lis,x) = [Ja-xep ) ' =][a-x®p " ] O-x"®pr
p p p: x(p)=0

= L(s,x) - [0 =x*)p™)
pla
O

Satz 2.10.6. Es seiq € N mit ¢ > 1, ¢*|q und x = xox* mit dem Hauptcharakter xo mod q und den
primitiven Charakteren x* mod ¢*. Dann kann L(s,x) meromorph auf ganz C fortgestzt werden. Ist
q* > 1, soist L(s,x) auf C holomorph. Ist ¢* =1, so ist die einzige Singularitit von L(s,x) ein Pol
erster Ordnung in s = 1.

Beweis. ohne Beweis. O
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2.11 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe

Entscheidend fiir den funktionentheoretischen Beweis des Primzahlsatzes ist die Moglichkeit, die Ko-
effizientensummen von Dirichletreihen durch Kurvenintegrale auszudriicken, die wir hier behandeln
wollen.

Satz 2.11.1. FEs sei
o
D(s) = Z apn”®
n=1
fiir o > 1 absolut konvergent. Mit einer fiir x > xg monoton wachsenden und positiven Funktion
®(x) und einer Konstanten C' > 0 sei |a,| < C - ®(x) fir alle n < x. Es sei

o0

Z lan|n™ =0 ((c —1)7%)

n=1
fiir o — 17 und fiir ein festes a > 0 sowie ¢ > 1, & > 1, x ¢ Z sowie T > 0. Dann gilt

n<z —iT

fiir T — oo, wobei ||x|| den Abstand von x zur nichsten ganzen Zahl bedeute.

Zur Vorbereitung beweisen wir

Satz 2.11.2. (Perronsche Formel)
Es seic>0,T >0 undy > 0. Dann gilt fir T — oo

1 /c-‘riT Y e — 1+0 (7T_|lag(y)|> , fallsy >1
2mi c—iT S O (m) falls 0< y < 1.

Beweis. Es sei y > 1. Fiir U > 0 ist nach dem Residuensatz

1 c—iT s c+iT , s —U+iT , s -U—iT s s
(/ yds—l—/ yd5+/ yds—{—/ yds)zResS:o(y>:1,
2mi \J-v—ir 5 e—iT $ cril S —U+iT 8 s

wenn im positiven Sinn iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

—U+iT ;s c c
Ca< g [ var=o(myigy)
ds| < — - YWdo=0 ———
/c-l—iT s T J_w T - |log(y)|

und analog
c—iT s c
Yy Yy
ds| =0
‘/UzT S (T‘ |10g(y))
bzw.
—U+1T ys
‘/ Zds|=0(Ty V) — 0
—_U—iT S U—o0
Also ist

1 c+iT ys ( yc )
— Zds=1+0( ——F—— ).
210 Joir 8 T - [log(y)|
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Es sei 0 < y < 1. Fiir U > 0 ist nach dem Cauchyschen Integralsatz
1 c—iT c+iT . s U+iT | s U—iT _ s
</ v ds+/ yds—i—/ yds—i—/ yds)—O,
2mi \Ju—ir s il $ cHil 8 U+iT S
wobei wiederum iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist
U+iT | s 00 c
ol = 2 a0 (i)
—ds| < = YWdo=0——"——
cHT S T J. T - |log(y)|
c—iT c
[r54] - orta)
U—irT S T - |log(y)|

U+iT U
/ Y sl = 0<T y ) 0,
U—iT S |log(y)| ) U—oo

woraus die Behauptung folgt. d

Beweis. (Beweis von Satz 2.11.1)
Wegen der gleichméfligen Konvergenz von

o
E apn”*®
n=1

auf [¢ — T, c +iT] erhalten wir mit der Perronschen Formel

1 c+iT ) 0 1 il s 76 |an |
— D(s)—ds = nl|l=— —) ds) = n — . (1
27i J it () s & nz:; “ <27ri /ciT (n) S) Z an +0 (T nz:l ne - |log(%)| (1)

n<x

Wir spalten die Summe

Yo = i -
' ne-log ()|

n=1
in ¥ = 31 4 X9 4 X3 mit
|an|
21 - Z c z
n<t n-- \10g(ﬁ)|
|an|
ooy el
2 e Tlog(®)]
|an|
A -
2, 7 o]

auf. Fiir n < § und n > 2z ist |log(%)[ > log(2), also

Y1+ = (Z \an]> ((c=1)7) (2)

nach Voraussetzung. Wir kommen zum schwierigsten Teil, der Abschétzung von 3. Es sei N eine
natiirliche Zahl, die x am néchsten liegt. Fiir N < n < 2z sei r = n— N. Wir haben wegen x < N+%

die Abschitzung
n N+r r—1
I (f)>1 —log[1+-—2).
ez Og(N—i—%) og< N—l—é)
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Im folgenden seien ¢y > 0 und ¢; > 0 feste Konstanten. Aus dem Mittelwertsatz schlieffen wir, dass
log(1 4 u) > cou fiir 0 < w <1 ist und erhalten

1 1
r— = r— = r
1() 1+ 2 > 2 > c—.
g( N >_CO Z C1

1
2

=
+
N[

Also haben wir

. Zz
N<n<2zx ne ‘ log(n)| 1<r<2z

Analog folgt

Fir n = N erhalten wir

n (N ®(2x) - x'c
wl BT, ] 5
Ne-[log()l Ne - [log(1 + )| ]
Aus den Abschétzungen (1) bis (5) folgt die Behauptung des Satzes. O

2.12 Der Primzahlsatz und der Primzahlsatz fiir arithmetische Pro-
gressionen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine scharfere Version des Primzahlsatzes

(&) ~ log x

beweisen. Der Beweis beniitzt analytische Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion ((s).

Eine noch allgemeinere Fragestellung ist die Verteilung der Primzahlen auf arithmetischen Progres-
sionen a mod ¢, die eng mit den Eigenschaften der Dirichletschen L- Reihen L(s, x) mit den Dirich-
letcharakteren y mod g zusammenhéngt.

Die Uberlegungen, die zum Beweis des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen fithren, kénnen
weitgehend durch nur leichte Abiéinderung der entsprechenden Uberlegungen fiir den Beweis des
Primzahlsatzes gewonnen werden. Eine Ausnahme bildet der Nachweis der grundlegenden Tatsache

L(1,x) # 0 fiir x # Xo.
Definition 2.12.1. Es seien a,q¢ € N und z > 1. Wir setzen

7T(£7Q7 a) = Z 1,

p<w
p=a mod q

die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich x in der arithmetischen Progression a mod gq.
Definition 2.12.2. Die Funktion A: N — R,

A(n) = logp, falls n = p™ fiir eine Primzahl p
- 0  sonst,

heifit von- Mangoldtsche- Funktion. Die summatorischen Funktionen

P(x) = ZA(n) bzw. ¥(x) = Zlogp

n<x p<lzx
heiflen Tschebyscheffsche 1- Funktion bzw. Tschebyscheffsche - Funktion.
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Fiir den Fall der arithmetischen Progressionen fithren wir folgende Verallgemeinerungen ein:

Definition 2.12.3. Es seien a,q € N, x € R und x ein Dirichletcharakter modulo q. Wir setzen

U(z,q,0) = Y Aln)

n<x
n=a mod ¢q

b, x) = Y x(n)A(n)

n<x

Iz, q,a) = Y logp.

p<z
p=a mod q

Satz 2.12.1. (i) Es ist (x) = 9(z) + O(z'/?(log z)?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) m(x) = gz T 0 (logx) fir x — oo (Primzahlsatz)
(b) Y(z) =2z +o(x) firx— oo
(c) ¥ x) =x+o(x) firxz— co.

(i) Es seien a,q € N. Es ist ¢(z,q,a) = 9(z,q,a) + O(z'/?(log )?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) m(x,q,a) = ﬁ- Togz 70 (logx> fir x — oo (Primzahlsatz fir arithmetische Progressionen)
(b) Y(x,q,a) = ﬁ~m+o(x)furx—>oo
(c) ¥(x,q,a) = ﬁ -z +o(x) firz — oo.

Beweis. Der Teil (i) ist ein Spezialfall von (ii). Daher geniigt es, (ii) zu beweisen.
Es gilt

¢(x7Q7 ) .Z' yq, Q Z Z logpé (1'1/2+...+x1/k0)10gx,

p<zx
p =a mod ¢

wobei ko so gewihlt ist, dass 1 5 < x/k0 < 2 ist. Es ist kg = O(logz) fiir  — oo. Also folgt

U(z,q,a) — Iz, q,a) = O(x"*(log 2)?),

woraus sofort a) < b) folgt.

Es bleibt also noch a) < ¢) zu zeigen.

a) = c):

Mit Abelscher partieller Summation (Satz 1.3.1) ist

ﬂ(xvqaa) = Z 10gp=77($,q,a)logm—/ Mdt

ot 1/2 3

p=a mod q

Es ist

1/2

/ Wdt:/ Wdtg/ Wdt+0(/ “(t’q’“)dt)=0< . >
2t szt sz 1 a2t g

Also folgt ¥(z,q,a) = =~ + o () aus a).
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c) = a):
Wiederum gilt mit Abelscher partieller Summation

1 9 Tyt 9 Toodt

rwga)= Y (B2 Yed, UGy, Vned o fod),

= log p log 32 t(logt) log 3/2 (log?)
p=a mod q

Dabel ist

1/2

/m dt _/Z dt +/x dt _O<x>
32 (logt)? — Jij2 (logt)? * Joa2 (logt)? — ~ \(logz)? )

Satz 2.12.2. (i) Firo > 1 gilt

¢(s) _ -
— = An)n™°
)~ 2 A
(ii) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt fir o > 1

oo

i X)) = Zx(n)/\ n)yn~*
n=1

Beweis. Teil (i) ist der Spezialfall ¢ =1 von (ii). Es geniigt daher wieder, (ii) zu beweisen.
Wir betrachten das Eulerprodukt

L(s,x) = [J(1 = x)p )"

p

zunéichst fir s € R mit s > 1. Es sei Log die auf C\(—o0, 0] definierte holomorphe Funktion, die fiir
s € (0,00) die Bedingung Logs = log s erfiillt. Es existiert ein s, so dass fiir alle s > s

Z|arg1— )<

gilt. Aus dem Eulerprodukt folgt fiir s > sq

Log L(s, x) Zlog (1— ).
Differenzieren ergibt
L'(s, x) x(p )(logp s .-
7’:— e - — 1 m—ms__ ml m—s'
o)) e Zx ogpz > > x(™) logp(p™)
p p m=1

Nach dem groien Umordnungssatz ist

L'(sx) <

= =—) A(n)n~®

L(s, x) ;
fiir s € [sg, 00).
Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen gilt dies aber fiir alle s = o + it mit o > 1. O
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Satz 2.12.3. Es sei a,q € N mit (a,q) = 1 sowie xo der Hauptcharakter.

(@) Es ist w($7Q7a) = ﬁ ’ ZX modqmw(mv)()'

(i) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Y(z,q,a) = ﬁ + o(x) fir alle a mit (a,q) = 1.
() $(x) = 2+ o (x) und $(a,x) = 0 (x) fiir alle x # xo.

Beweis. (i) Nach den Orthogonalititsrelationen 2. Art (Satz 1.2.5 (ii)) gilt

S X @) = S X @) Y xmAm)

SO(C]) x mod g x mod g n<lx
1
= Aln) | —= (a)x(n) | = A(n)
nzgz ©(q) szodqx X :nzgmd
= @Z)(‘T’(L )
(ii) a) = b):
Es gelte ¢(x,q,a) = (q) + o(x) fur alle @ mit (a,q) = 1.
Dann ist ¥ (z) = >, =1 ¥(@,¢,a) + O(1) = z + o(z) und
- waA(n) = X @) 3 AM+OM) =5 3 X(@) + o) = ofa).
n<z (a,9)=1 n<x ¥ q) a mod ¢
a mod ¢ n=a mod q
b) = a):

Es sei ¢¥(z) = z + o (z) und ¥(z, x) = o (x) fiir x # xo. Dann gilt fiir (a,q) =1

baga) = Y A=Y Am— 3 X@x®)

= = ©(q)

n=a mod q

= (p(lq) > xo(m)A(n) + sp(lq) 3 X@w(z,x) = T4 ola).

XFX0 @(Q)

O]

Bemerkung 2.12.1. Satz 2.12.3 (ii) ist im wesentlichen das Gleichverteilungskriterium (Satz 1.3.1)
fiir die Folge (p; mod ¢) auf der Gruppe (Z/qZ,-)*, wobei p; die j- te Primzahl mit p; fq ist. Anstelle
der Folge (p; mod ¢) betrachtet man die mit Gewichten logp; versehene Folge (p; mod ¢), die noch
durch die n = p™ mit m > 1 leicht verédndert wird.

Wir wenden nun Satz 2.11.1 iiber die Koeflizientensumme einer Dirichletreihe auf die Dirichletreihe

o0

X)) =3 x(m)A(n)n-
n=1

an, deren Koeffizientensumme gerade ¢ (x, x) ist.

D(s) =—
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In Zukunft schreiben wir bei den logarithmischen Ableitungen % bzw. %l die Argumente (s, x) nur
noch einmal.
Wir werden den Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen

x
Q/)(ZE, q, CL) ~
©(q)
mit einem schérferen Restglied beweisen, was auch ein schirferes Restglied im Primzahlsatz fiir
m(x,q,a) zur Folge hat. Dabei muss nun allerdings die einfache Ndherungsfunktion @ durch den

Integrallogarithmus

Todt
liw) = [ =
o logt

ersetzt werden. Obwohl im einfachen Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen eine Abhéngigkeit
der im O- Term impliziten Konstanten von ¢ zugelassen wére, wollen wir im Hinblick auf spétere
Anwendungen darauf verzichten.

. Dann ist

Satz 2.12.4. Es seix =m+ 3 firm € N und c = c(z) = 1 +

log

1 c+iT L S z - log 72
P(x,x) = 277i/ciT <_L(S’X)> ?dS +0 <T> .

Die im O- Term implizierte Konstante ist von q unabhdngig.

Beweis. Wir wenden Satz 2.11.1 mit a,, = x(n)A(n) auf
L .
D(s) =~ (s.3) = 3 x(mA(m)n~
n=1

mit der Koeffizientenbeschrinkung ®(x) = logz an. Fiir o > 1 gilt

D ann”" < ) Almn™7 = —(é/(o) =0 (=17
n=1 n=1

fir o0 — 1%, da —%(s) in s =1 einen Pol erster Ordnung besitzt. Es kann also o = 1 im Satz 2.11.1
gewdhlt werden. Die drei Restglieder des Satzes sind alle durch

o (x : 101%(95)2)

beschrankt. O

Wir werden im folgenden den Integrationsweg [c — T, ¢+ iT'] zu einer geschlossenen Kurve ergéinzen,
die ein Rechteck R im positiven Sinne berandet, und zwar zur Kurve

vy=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT|U[a —iT,c —iT|

fir a < 1 < ¢. Im Falle x # xo wird der Integrand —%(3, X)L eine Singularitit im Inneren des
Rechtecks R haben. Im Falle x = xo wird die einzige Singularitdt des Integranden —%(5, X0) - ‘%S im
Inneren des Rechtecks R der Pol in s = 1 sein. Das Integral

1 r x®
— —— —d
ori /. ( L (S’X)> s O
wird dann durch den Residuensatz ausgewertet. Dazu muss sichergestellt werden, dass L(s, x) im In-

neren von R keine Nullstellen besitzt, d.h. zum Beweis des Primzahlsatzes benttigt man die Existenz
einer nullstellenfreien Zone, welche wir im folgenden diskutieren wollen.
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Wir wissen nach Satz 2.1.1, dass ((s) und nach Satz 2.6.1, dass auch L(s,x) # 0 fiir 0 > 1 gilt.
Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin im Jahre
1896 war die Tatsache, dass ((s) auch auf der Geraden o = 1 keine Nullstellen besitzt. Diese Tatsache
reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes aus, liefert jedoch nur die Asymptotik. Der Beweis fiir
¢(1 4+ it) # 0 beinhaltet jedoch auch die Grundidee fiir den Beweis des Primzahlsatzes.

Definition 2.12.4. Es sei yo der Hauptcharakter. Dann sei

|1, falls x = xo
Eg:x) = { 0, wenn x # Xo-

Satz 2.12.5. FEs sei ¢ € N, x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und M € N. Dann gilt fir alle
s=o+it mitoc>—-—-M

L(ou) = Blg.) - 20 = Ou (451 72).

Beweis. Aus der Eulerschen Summenformel (Satz 2.3.2) erhalten wir

Z(qm—i—a)*s = / (qu+a)5du—qs/ (qu+a)*'Py(u)du— = -a”*
m=0 0 0

a—s+1 a5

00 o
= _— - P .
P 5 qs/O (qu+ a) o(u) du

Wir definieren die Funktionen P, fiir I € N durch P/, (u) = P;(u) sowie

/OlPl(u)duzo

und erhalten durch wiederholte partielle Integration

/Ooo(qu+a)_s_1po(u)du = [;.Q(S—kl)(qu—{—a T 2] le P(0 q st

FgM (54 1) (s + M) - / (qu+ )M du,
0

also
S (gmta)® = Cfl - Fy(0) - ¢
m=0
s e (s 00 [ (qu @) M Py ()
wobei

H(s) := / (qu+a) " M=1Py(u) du
0
eine fiir ®(s) > —M holomorphe Funktion darstellt. Wir erhalten

—s—1

o0
Z qm + a) S—C;_l = Op (M- |s[MHY).
m=0
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Wegen

— fiir x # xo
a=1
erhalten wir
’ a=st1 q)
> x(a) = E(q,x) - =+ h(g,x, 9)
s—1 1
a=1
mit
|1 fir x =xo0
E(q,x) = { 0 fitr y % 0

und einer holomorphen Funktion h(q,x,s) mit h(g,x,s) = O (qM +2). Insgesamt erhalten wir fiir
R(s) > -M

q
L(s,x) = E(g,x) - (p(_) = O (Js|™+1-¢M*2),
also die Behauptung. O

Satz 2.12.6. (Borel-Carathéodory)
Die Funktion f sei auf einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s| < R enthilt, holomorph. Es sei
f(0) =0 und R(f(s)) < M fir alle |s| < R. Fir |s| <r < R gilt dann

2Mr
Fel < 2
, 2MR
<
’f (S)’ — (R _ 7,)2
Beweis. Wir zeigen zunéchst
) _ 2m
RIS R @
fiir alle £ > 1. Die Substitution s = R - e(6) ergibt mittels der Cauchyschen Integralformel
[ rweopan= 5L [ 6% = 0 =0 ®)
0 € N 211 |s|=R 5 S N -
Fir £ > 0 haben wir
1 R—k
/ F(R-e@)e(k0)dd = 2 [ f(s)sF1ds =0 (3)
0 2mi Jis|=r
und 1 k k (k)
R —k—1 R*f(0)
. — = — = . 4
| r@-coe-roya - = | SO = (4)
Indem wir eine Linearkombination von (2),(3) und (4) bilden, erhalten wir fiir beliebige ¢ € R
1 RE.e(=a) - FB) (0
/ F(R- e(0))(1 + cos(r(k + ¢))) db = T ;2, S70)
0 .
und 1 pk (k)
lpk . o(—@). 0 1
§R<2 el lﬁ) LA )> SM/ (1 + cos(2m(kb + ¢)))do = M (5)
: 0

fiir alle k£ > 0.
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Wir wihlen ¢ so, dass e(—¢)f*
folgt weiter

~
(=)
~
I
=
Z
—
(=)
=
—
n
E
-,
—e
@
Q
—_
@
—-
(@]
=
o
=
OS]
—~
—
~—
S
—
o]
-+
oL
&
B
=
&
=
»n
—
ot
~
>
o
»n
—~
—_
~—

> k 2Mr
k<oMm (1) =

sowie

%1 (8) () k1 N
oy O < S (1) - 2

O]

Bemerkung 2.12.2. Zum besseren Verstéindnis der folgenden Sétze ist folgende Vorbetrachtung
niitzlich: Es sei f ein Polynom mit (mdglicherweise mehrfachen) Nullstellen o1, ..., 0, d.h. es gelte
f(s) =c(s—01) (s — om). Differenzieren des Logarithmus ergibt

O )
o) =2 *)

P
Jj=1 e

Es sei nun eine Kreisscheibe |s —sg| < § gegeben, so dass |sg— ;| < § fiir 1 < j < kund [sg—o;| > §
fir k +1 < j < m gilt. Dann folgt aus (x) fiir |s —so| < }

/ k _
f(S)_Z 1 §4(m k)‘
fls) = s—oj r
]_
Nun lésst sich dieses Ergebnis auf Funktionen verallgemeinern, die nicht notwendigerweise Polynome
sind und moglicherweise auch unendlich viele Nullstellen haben. Der néchste Satz gibt eine teilweise
Antwort unter gewissen Bedingungen.

Satz 2.12.7. Es sei f holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst. Es sei
M > 1 so gewdhlt, dass

’ f(s) <M

f(s0)

auf der Kreisscheibe |s — so| < r erfillt ist. Dann gilt mit einer absoluten Konstante A >0
f(s) “s—o r

fiir |s — so| < %, wobei o alle Nullstellen von f mit |0 — so| < § entsprechend ihrer Vielfachheit

durchlduft.

Beweis. Die Funktion

s§—0

ist fiir |s — so| < r holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < & von null verschieden.
Auf dem Rand [s — so| = 7 gilt |s — o] > § > [so — ¢, und damit

‘g<s> .‘HSO—Q

9(s0) s—0

<6M

= ' i 8)

' f(s)
f(s0)

nach Voraussetzung.
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Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreisscheibe |s — sg| < r. Wir

setzen h(s) = Log < ;((sso))> ’

wobei Log die holomorphe Funktion sei, die aus log: (0,00) — R durch analytische Fortsetzung
hervorgeht. Dann ist A(s) holomorph fiir |s — so| < §. Zudem ist h(sg) = 0 und R(h(s)) = M. Nach
Satz 2.12.6 ist

W ()] <

fiir [s — so| < 7, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 2.12.8. Die Funktion f sei holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < 7
umfasst. Es sei
’ f(s)
So)

I
mit M > 1 fiir |s — so| <7, und f habe keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < r: R(s) > R(so)}.

Dann gilt
_ f/(30)> A-M
§R(f(so) ST

Hat f eine Nullstelle oo auf der Strecke zwischen so — 5 und sg, so gilt

" <J;/((j§))> < ;”M 50 i 2

<eM

Dabei ist A eine absolute Konstante.
Beweis. Nach Satz 2.12.7 gilt

() < 2 M)

lo—s0|<5

Aus R(—-) > 0 fiir alle o in der Summe folgt die Behauptung. O

s0—¢@

Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin war der
Nachweis, dass die Riemannsche Zetafunktion keine Nullstellen auf o = 1 besitzt.
Wir beginnen mit dem Beweis dieser Tatsache.

Satz 2.12.9. (Hadamard und de la Vallée-Poussin)
Fiir t # 0 ist (1 +1it) # 0.

Beweis. Wir verwenden die Ungleichung
3+ 4cos(f) + cos(20) >0 (1)

fiir alle 6 € R.
Angenommen ((s) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 in s = 1 4 i fiir ein 7 € R und eine
Nullstelle der Ordnung mo > 0 in s = 1 + 2i~. Fiir 0 > 1 sei
!/ / !/
= 32(5) + 44—(3 + i) + C—(s + 2i7).

©(s) c c
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Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

3 4m1 meo
= — h
SO(S) 571+571+571+ (5)

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s). Es folgt

lim (R(p(0))) = .

o—1+

Andererseits ist nach Satz 2.12.2
p(o) =— i A(n)n=° (3 +An~ 4 n_%) ,
n=1
also wegen (1)
R(p(0) = — > Aln)n~ (3 -+ 4cos(y log(n) + cos(2y log(n))) < 0
n=1

ein Widerspruch. O

Dieser Satz lasst sich auch auf Dirichletsche L- Reihen ausdehnen.

Satz 2.12.10. Es sei x% # xo oder t > 0. Dann gilt L(1 + it,x) # 0.

Beweis. Angenommen L(s, x) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m1 > 1 in s = 1+ 4y und L(s, x?)
besitzt eine Nullstelle der Ordnung msy > 0 in s = 1 + 2iy. Dann kénnen L(s, x) bzw. L(s, x?) keine
Polstellen in s = 1 4+ iy bzw. s = 1 + 2i~y besitzen, da « # 0 oder aber x # xo bzw. x? # X0 ist.

Wir setzen , . .

L L , .
P(5,x) = 37 (5, x0) + 47 (s +i7,X) + 7 (s + 207, x?).

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

3 4my mo

plax)=——g+t gt -7 Th

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s, x). Es folgt

lim (R(p(o,x))) = .

o—1t

Andererseits ist nach Satz 2.12.2

0 . .

R(p(0)) = =D Aln)xo(n)n ™" - R (3x0(n) + 4x(n)n~? + x(n)*n*7) <0

n=1
ein Widerspruch. ]
Die Nullstellenfreiheit von ¢(s) bzw. L(s, x) auf o = 1 reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes bzw.
des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen aus. Man erhélt allerdings nur die Asymptotik.
Will man Aussagen mit Restglied, so benétigt man nullstellenfreie Zonen links der Geraden o = 1.

Diese Ergebnisse konnen durch eine Erweiterung der in den Sétzen 2.12.7 und 2.12.8 enthaltenen
Grundideen erreicht werden.
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Definition 2.12.5. Fiir ¢ € N und ¢t € R sei £ = logq + log(|t| + 2).
Es sei x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und 7" > 0. Mit N(7',x) bezeichnen wir die Anzahl der
Nullstellen ¢ = 8+ iy von L(s,x) mit 0 <y < T und 0 < 5 < 1.

Satz 2.12.11. Es sei q € N, x ein Dirichletcharakter modulo q, T' > 0 und M € N.
Esist N(T+1,x) — N(T,x) = O(L) Fiir alle s =0 + it mit o > —M gilt

sog=2+4T und r = 4(M + 3) an. Es ist

1 1
[f(s0)] = |(s0 = )P i =%
E[\l—x(p)p | H1+p 2

p

Nach Satz 2.12.5 sind die Voraussetzungen von Satz 2.12.7 mit x = 4(M + 4)L erfiillt.
Satz 2.12.7 ergibt fir |s — so| < M + 3 dann

o0+ SEP T L = ou )

wobei g alle Nullstellen von L(s, x) mit |o—so| < 2(M +3) entsprechend ihrer Vielfachheit durchlauft.
Wir wenden (1) zunéchst mit s = sp und m = 2 an. Wegen
L E(q.x)

f(so,x) =O0(1) und

erhalten wir

rl Y | =ow 2)

p—
lo—sol>10 0 ¢

1 %—g) 2-p
(50 - Q> (!50 — o 50 — o

BEsist 2 — 3> 1 und |sgp — o|? < 100, also
(-1 )> L.
sp—o/) — 100

Aus (1) folgt schlielich fir |s — so| < M + 1 die Abschétzung

Fir o= 6 + iy ist

Mit (2) folgt

L E(g,x) 1 1)
f(«S,X)WLﬁ— Z —— | =O0m(£L) +On Z s—o = Om(L).
lo—s0|<1 1<|o—s0|<2(M +3)
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Satz 2.12.12. (Nullstellenfreie Zone fiir Dirichletsche L- Reihen)

(i) Es sei x> # xo oder |t| > 1. Dann gibt es eine absolute Konstante co > 0, so dass

L(s,x) #0 (%)
fiir o >1—=2coL™ Y gilt. Fiir o >1—coL™! ist
L/
L (50 =02, (¢

(ii) Es sei x* = xo0. Dann gibt es eine absolute Konstante c; > 0 mit der folgenden Eigenschaft:
Es sei 0 < 6 < ¢1. Dann gilt fir alle Nullstellen o = B + iy mit |y| >

0
RL’

wobei R > 0 eine absolute Konstante ist. Fir o > 1 — & gilt

log q

B<1-—

/

—(5,X) = O(£2).

Beweis. (i) Wir nehmen an, g9 = Sy + iy sei eine Nullstelle der Ordnung my > 1 von L(s, ),
wobei v9 > 0, fp =1 — g—: mit dy > 0 und £, = log ¢ + log(y + 2) gelte. Wir setzen

/ / /

L 2
h(87X) - Sf(87XO) + 4f(sa><) + f(S)X )
und og = 1+ %. Wir haben fiir ¢ > 1
L/ g/ CI
TEx0) =) +0 > (ogp)p® Y pm | = 7 (9)+0(loga)
pla m>0
und damit
U oL 1
f(UOaXO)——UO_1+ (£)- (1)

Wir wenden nun Satz 2.12.8 mit sy = o¢ + z"yo, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + ivy,x) bzw.
sy = o0+ 2ivo, r = 1/2 sowie f(s) = L(s+2iv, x*) an. Im folgenden bedeuten c; stets absolute
positive Konstanten. Wegen

. 1 -1 C1
|L(o0 +iv0, X)| = 1;[ T5p o0 > ((o0) = oo —1
bzw. 1
. C1
L 2 2)| > >
haben wir
10| <o b, [ < on
f(s0) f(s0)
mit K < coL. Satz 2.12.9 ergibt
L 1
—R ( (00 + Wo;X)) <cL — (2)
oo — Bo
sowie
L/ . 2
—R( (00 +2i70,x7) | < el 3)
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Aus (1), (2) und (3) erhalten wir

3 4 L2 15dy  16dy L
h > — - = L. (- —_— ) - == . (4
R(h(oo, X)) > p S — c4Ly 1a2 < C + A > caL 1 caly. (4)
Aus der Darstellung
R(h(o0, x Z A(n)n™xo(n) - (3 + 4 cos b, + cos(26,,)
mit x(n) = cos B, + isin b, erhalten wir
R(h(o0,x)) < 0. (5)

Fiir hinreichend kleine dy stehen (4) und (5) im Widerspruch, womit (*) bewiesen ist.

Es sei nun s = o + it mit 0 > 1 — ?. Nach Satz 2.12.11 haben wir

—E(s,x) _ E(g, x) _ Z i@ + Oum(L).

L s—1
o0: L(0,x)=0
1S(0)—tI<1
Nach (*) haben wir
1
=0(L).
|s = ol @
Die Anzahl der Summanden ist < N(t+1,x) — N(t — 1, x) = O(£) nach Satz 2.12.11. Daraus

folgt ().

(ii) Wir kénnen x # xop annehmen, da ansonsten L(s,x) in s = 1 einen Pol erster Ordnung hat.
Wir nehmen an, g1 = (51 + i71 sei eine Nullstelle der Ordnung my > 1 von L(s, x), wobei

s=p1+iv7, 11 = lggsq mit dq < lund f1 =1— 1Zgz gelte. Wir setzen

Wir wenden nun Satz 2.12.8 mit s; = o1 + iy1, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + iy1,x) bzw.
s) = o1+ 2iy1, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + 2iv1,x?) - (s — 1) an. Satz 2.12.8 ergibt

R (L/( + )) <ol
— o1 + i1, cs L —
1T, X 5 )
sowie
L/
—%< (o1 + 2iv1, x )) <L+ :
o1 —1
Wir erhalten
3 4 1

> _
R(h(o1,x)) 2 = —7 + S

was im Widerspruch zu R(h(o1, x)) < 0 fiir gentigend kleine da steht.

Satz 2.12.13. FEs sei a € R die Konvergenzabszisse von

o0
n=1
mit a, > 0 fiir alle n € N. Dann ist F(s) an der Stelle s = « nicht holomorph.
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Beweis. Nach Satz 2.4.1 ist F'(s) fiir 0 > o holomorph und nach Weierstra§ darf F'(s) dort differen-

ziert werden. Somit gilt
o

F®)(s) = Z(—l)kann_S logh n

n=1

fir alle £ € N und ¢ > «. Fiir ein 09 > « gilt daher die Entwicklung

— (—1)F e o0 1k
= Z x (s —00) Zann log” n.
k=0 ’ n=1

Wiére F(s) nun an der Stelle s = o holomorph, so miisste diese Entwicklung auch fiir ein s = o mit
o < « konvergieren. Also miisste fiir ein passendes o < «

oo 1 o
Z i (o0 — o)F Z ann~ % logh n

k=0 n=1

konvergieren. Diese Doppelreihe hat positive Glieder, kann also beliebig umgeordnet werden. Somit

gilt
_ 1
Zann UOZ '(00 —U) loghn = Zann g0
n=1
womit auch diese Reihe konvergieren Wurde im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 2.12.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.12.13 kann trotzdem

lim F(o) < oo

oc—at

sein, so gilt etwa fiir a, = log™2n mit n > 2 zum einen o = 1 und zum anderen

E:

Satz 2.12.14. Fir x% = xo und o > 1 gilt

Cs) - Lis,x) = 3 ann™
n=1

mit ap € R und ap > 0 sowie a,2 > 1.

log n

Beweis. Es gilt

() L0 =[] <1—;)_1-H (1— X[ff))_l,

peP peP

wobei x(p) nur die Werte 0 und +1 annehmen kann.
Fir x(p) = 1 gilt wegen o > 1

N(-2) () ke 2

pEP

fiir x(p) = -1




und fiir x(p) =0

M(O-2) () = b b

peP peP

Durch Multiplikation von Produkten aller drei Typen entsteht eine Dirichletreihe mit nichtnegativen
Koeffizienten a,. Zudem gilt a,2 > 1, weil in allen drei Féllen die Koeffizienten von p~2™* positiv
und grofer gleich 1 sind. O

Satz 2.12.15. Fiir x> = xo gilt L(1,x) # 0 und sogar L(1,x) > 0 fiir x # xo.

Beweis. Es ist nur der Fall x # xo zu betrachten, da ansonsten L(1,xo) = oo gilt. Die Reihe aus
Satz 2.12.14 hat die wegen a,2> > 1 in s = 1/2 divergente Teilreihe

(o9}
E a,2n” %,
n=1

also ist auch die urspriingliche Reihe selbst fiir 0 < % divergent. Fiir ihre Konvergenzabszisse o
gilt somit 3 < o9 < 1. Andererseits ist aber ((s) - L(s, x) an der Stelle s = 0p wegen Satz 2.12.13
nicht holomorph. Da aber sowohl ((s) als auch L(s, x) fiir 3 < o < 1 holomorph sind, muss oo = 1
sein. Dann kann aber s = 1 keine Nullstelle von L(s, x) sein, denn sonst wire auch ((s) - L(s, x) bei
s = 1 holomorph, da eine Nullstelle der Ordnung m > 1 von L(s, x) den Pol erster Ordnung von ((s)
kompensieren wiirde. Also gilt L(1,x) # 0 und aus

L(1,x) = lim (0 —1)-((0) - L(o,X)

o—1+

sowie der Nichtnegativitit der a, folgt L(1,x) > 0. O

Satz 2.12.16. (Primzahlsatz fir arithmetische Progressionen)
Es sei g € N und (a,q) = 1. Dann haben wir fiir feste Konstanten cy > 0

(i) $(a.q.0) = S5 + Oy (a - exp(—co(log ) /%)

(ii) w(z,q,a) = @%q) li(z) + O, (x - exp(—co(log x)l/z))

Beweis. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo gq. Wir kénnen O.B.d.A. x = m + % mit m € N
annehmen. Nach Satz 2.12.4 ist

1 c+iT I/ s » ,
Ve x) = 27 /C_Z.T (_L(SaX)> %ds +0 <a:((])jga:)>

Nach Satz 2.12.12 gibt es absolute positive Konstanten ¢; und co, so dass

mit ¢ = ¢(z) =1+

1
logz®
L(s, x) # 0 fiir

201

21 oela( £ 2) @

mit [¢| > 1 und fir
o >1—clt] (2)

mit |¢| < 1 gilt. Nach Satz 2.12.15 ist L(1,x) # 0. Aus (1), (2) und Satz 2.12.15 folgt die Existenz
einer Konstanten c¢(g) > 0 mit L(s, x) # 0 fiir

4de(q)
72 et + 2)
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und ,

S (s, < (log1)?

fiir
_2c(g)
log(|t] +2)°

Wir ergéinzen den Integrationsweg [c — ¢T, ¢ + iT] zur geschlossenen Kurve

o>

p=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT|U[a —iT,c —iT)

mit a = 1 — lf)g]%,. Fiir x = xo wenden wir den Residuensatz und fiir x # xo den Cauchyschen

Integralsatz an und erhalten

1 L 8 ! x5
= _= Y ds = E ‘Ress1 [ ——=(s,x) - — ) = E(g,x) - 2.
o w( L(s,x)) - ds = E(qx)  Res 1< 7 (50 8) (¢:x) -z
Aus der Abschitzung
L/
Y50 =0,

aus Satz 2.12.12 erhalten wir

a+iT L 5 x(logT)Q
Lo (o) 5ae = 0 (57)
c—iT I/ s :c(logT)2
[ (re) 5 = o (F57)

Ty z° log x 3
/aiT <_L(S’X)> 5 ds = Oy <x - exp (—c(q) ]OgT(log T) >> )

Die ersten beiden Restglieder sind in 7" monoton fallend, wihrend das letzte Restglied dort monoton
wéchst. Das optimale Restglied wird erreicht, wenn T so gew#hlt wird, dass beide etwa gleich grof3
sind, d.h. wenn

sowie

1
=1 exp (_o;x) & logT = (log z)'/?

gilt. O

N8

2.13 Der Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz

Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen besagt, dass fiir ¢ € N und (a,q) =1

1
w(x,q,a) = —— -li(z) - (1 + o1
( ) () (z) - (1+0(1))
gilt. Anders formuliert: zu jedem € > 0 gibt es ein xg = z¢(q, €), so dass fiir alle x > z9
(r,0,0) ~ — - 1i(2)| < e i)
m(x,q,a) — —— -li(z)| <e-li(z
v(q)

gilt. Die Schwiche dieser Aussage liegt nun darin, dass wir keinerlei Kontrolle dariiber haben, wie
genau rg von g abhéngt. Bei gegebenem € kénnte zy als Funktion von ¢ sehr schnell wachsen, z. B.
zo(e,q) = xo(€) - e**. Die Abhiingigkeit von ¢ wird nun in den Sitzen von Page- Siegel- Walfisz und
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Bombieri untersucht. Auch diese Sédtze machen Gebrauch von nullstellenfreien Zonen Dirichletscher
L- Reihen, deren Abhéngigkeit vom Modul ¢ nun kontrolliert werden muss. Diese Abhéngigkeit wurde
in Satz 2.12.12 bereits verfolgt, nicht aber in Satz 2.12.15. Aus L(1, x) # 0 folgt lediglich die Existenz
einer Umgebung U von s = 1 mit L(s, x) # 0 fiir s € U. Wir haben jedoch keine Kontrolle iiber die
Grofle dieser Umgebung in Abhéingigkeit von ¢. Dieser Mangel soll nun behoben werden.

Satz 2.13.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ¢ibt es eine absolute
Konstante co > 0, so dass im Gebiet [t| <1 und o > 1 — Toeq hdchstens eine Nullstelle von L(s, x)
liegt, die 1m Falle threr Existenz reell und einfach ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass absolute positive Konstanten ¢y und c¢; existieren, so dass fiir
q > qo die Dirichletsche L- Reihe L(s, x) im Gebiet

g:{s:a+it:a>1—co, It < L } (1)
log q log g

hochstens eine einfache Nullstelle hat. Wegen

2 (o.x0) = $(5) + Oogg) = - + Oftogq)

—(s =2(s ) =— o

7 (5 x0) = gq o gq

kénnen wir x # xo annehmen. Nach Satz 2.12.12 kénnen wir ferner auch y? = o annehmen. Nach
Satz 2.12.11 haben wir

L 1
—f(s,x) = Z 37+OM(£)7
0: L(0,x)=0
[S(0)—t<1

d.h. es existiert eine absolute Konstante C' > 0 und R(s, x) mit |R(s, x)| < CL und

_g(s,x) - Y L iRe (2)

8 —
o: L(o,x)=0
IS (e)—tI<1

Wir wihlen nun ¢y = 1072C sowie ¢; = 1072¢y und nehmen an, L(s, ) habe die zwei Nullstellen
01 = B1 + iy sowie g9 = B + iy mit §; > 1 — locgq sowie |y;| < gﬁv wobei dabei die Méglichkeit
eingeschlossen ist, dass p; = g9 gilt und somit p; eine mehrfache Nullstelle ist.

Wir wenden (2) mit s = 0g = 1 4+ 2% an und erhalten

log g
L 1 1 1 1 3 loggq
—%f(Uo,X) = o0 — Bo ‘ 72 + o0 — Ba : 2 + R(R(00, X)) = 5 ¢ (3)
1+ (o0—pB1)? 1+ (o0—pB2)?
Andererseits ist
r = _ ¢ 1 logg
J— —_— = A g0 = —_—— < - 1 . 4
R (o) = 3o A" =~ (a0) < 5 <24+ O (4)

Die Aussagen (3) und (4) stehen fiir ¢ > go im Widerspruch.
Wir nehmen ferner an, L(s, x) habe eine nichtreelle Nullstelle g; in G. Dann ist wegen x? = o auch
01 € G im Widerspruch zu (1). O

Definition 2.13.1. Es sei ¢ € N, x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢y fest. Die einzige
moglicherweise existierende einfache reelle Ausnahmenullstelle o* von L(s, x), fiir die die Abschétzung

oc*<1-— 1ocgoq nicht gilt, heifit auch Siegel- Nullstelle von L(s, x).

54



Bemerkung 2.13.1. Es wird vermutet, dass Siegel- Nullstellen nicht existieren. Man hat die we-
sentlich schirfere verallgemeinerte Riemannsche- Vermutung:

Ist L(s,x) = 0 mit 0 < R(0) < 1, so gilt R(c) = 1.

Ein berithmter Spezialfall (¢ = 1) ist die Riemannsche- Vermutung (Bernhard Riemann 1859):

Ist ¢(s) =0 mit 0 < R(0) < 1, so gilt R(o) = 1.

Die Riemannsche Vermutung ist zur Abschitzung

m(x) =li(z) + O <m1/2+5)

fiir alle € > 0 dquivalent. Aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung folgt

li(z
m(x,q,a) = 90((613 + O (x1/2+6 log2 q)

fiir alle ¢, a mit (a,q) = 1.

Wir wollen nun im folgenden eine Abschéitzung fiir den Mindestabstand der Siegel- Nullstelle ¢* von
L(s, x) zum Punkt 1 herleiten, dem Satz von Siegel. Dariiber hinaus wird unter anderem folgen, dass
es eine solche Nullstelle hichstens fiir einen Charakter y mod ¢ geben kann.

Als Vorbereitung zeigen wir

Satz 2.13.2. Es seien q1,q2 > 0 und x1 bzw. x2 reelle primitive Charaktere modulo q1 bzw. qo mit
X1 # x2. Es sei F(s) = ((s)L(s, x1)L(s, x2)L(s, x1x2). Dann gilt mit absoluten positiven Konstanten
c1,c9,c3 und firl —c3 <o <1

mit A = L(1,x1)L(1, x2) L(1, x1x2)-

Beweis. Wir nehmen an, es sei x1x2 = Xo mit dem Hauptcharakter xo mod ¢1g2. Daraus folgt
x1(n) = x2(n) fir alle n mit (n,q1g2) = 1. Dann induzieren x; und y2 denselben Dirichletcha-
rakter modulo ¢g;¢o. Damit sind ¢; und g2 beide Fiihrer von x1x2, also gilt g1 = g2 und damit auch
X1 = X2 im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt also x1x2 # xo. Damit ist L(s, x1x2) in o > 0
holomorph und ebenso F'(s) bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum A. Die Funktion

A

9(s) = Fls) - ——

(1)

ist somit in o > 0 holomorph. Fiir o > 1 gilt
o0
F(s) = Z bpn*
n=1

mit b, > 0. Dies wird wie die analoge Aussage fiir ((s) - L(s, x1) in Satz 2.12.14 bewiesen. Aus

erhalten wir

mit a,, >0, a9 > 1und |s —2| <1
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sowie

6(3) = F(5) = —— =3 (am—A) - (2~ )™ (3)

mit s — 2| < 1. Da nach (1) die Funktion g(s) in ¢ > 0 holomorph ist, gilt (3) auch in |s — 2| < 3.
Weiter gilt fiir |s — 2| = 2

¢(s) =0(1) und =0(1)

und nach Satz 2.12.12
L(s, x1)L(s, x2)L(s, x1x2) = O ((q1g2)**)

mit einer absoluten Konstanten c4 > 0. Damit folgt

9(s) = O (q192)) (4)

fiir |s —2| = 2 und auch fiir |s —2| < 2 nach dem Maximumprinzip. Aus (2), (3) und (4) folgt mittels
der Cauchyschen Integralformel

om = < sl () )

3

5 ist und finden fiir

mit m = 0,1,2,.... Wir wihlen nun ¢g > 0 so, dass 2 — (1 —cg) = 1 + ¢ <
1 —cg <o <1 wegen (3)

Flo) = 24 Y (an-2-2-0)"+ ¥ (an—N)-(2-0)"

7= 0<m<M m>M
(2 _ O')M -1 OdM
S T W e A c
> T c7(q162) T

mit o = Z - (14 ¢g) < 1. Wir withlen M so groB, dass das letzte Glied kleiner  fiir alle ¢; > 2 und
alle g > 2 wird. Dies kann etwa mit M = [cglog(q1g2)] erreicht werden, wobei cg > 0 eine absolute
Konstante ist. Weiter gilt dann im Bereich 1 —cg <o <1

(2 — U)M =exp (M -log(2 — o)) < exp (cslog(q1g2) - co(1 — o)) .
Hieraus folgt mit c¢3 = ¢ und ¢y = cgcyg die Behauptung. O

Satz 2.13.3. Es seien ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Fiir e > 0 gibt es qo(€), so dass
fiir ¢ > qo(€) die Aussage L(o,x) # 0 fir o >1—q ¢ gilt.

Beweis. Ist x ein Dirichletcharakter modulo g mit Fiihrer ¢*|q, so gibt es einen primitiven Charakter
x* mod ¢* mit x = x*xo, wobei xg der Hauptcharakter modulo ¢ ist. Nach Satz 2.10.5

L(s,x) = L(s,x") - [[(1 = x*(0)p™*).
plg

Das endliche Produkt

[Ta=xwr—)

plq
hat nur fiir 0 = 0 Nullstellen. Daher haben L(s, x) und L(s, x*) in der Halbebene o > 0 dieselben
Nullstellen. Wegen 1 — (¢*)™¢ < 1 — ¢~ ¢ geniigt es daher, die Behauptung fiir primitive Charaktere
zu beweisen. Ferner kann nach Satz 2.12.12 (i) angenommen werden, dass y reell ist.
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Es seien y1 mod ¢; und y2 mod g9 primitive reelle Charaktere, und F' sei wie in Satz 2.13.3 definiert.
Fir 1 —e¢; <01 < 1sei L(o1,x1) = 0. Nach Satz 2.13.2 folgt

1 A

. c2(1—0o1)
2 1—o (q192) <0.

Mittels Abelscher partieller Summation folgt leicht

L(1,x1) - L(1,x1x2) = O(log*(q12)) < (q1¢2)"

fiir q1, g2 > q(€) bei beliebigem € > 0.
Aufgrund der Giiltigkeit von L(1,x) > 0 fiir x = x1 und x = x1x2 nach Satz 2.12.15 folgt

(1 —01) - (qugg) @) (1)

| =

L(LXQ) >

fiir g1g2 > q(¢€), was wir im folgenden voraussetzen. Wir nehmen an, es sei 1 — o1 < cq€, wobei ¢4
spéter noch genauer bestimmt wird. Dann folgt aus (1)

. (1 _ 0'1) . (Q1QQ)_€(1+CQC3).

| =

L(l, XZ) >
Setzen wir jetzt ¢4 = c; ! und wihlen wir go groB, g2 > ¢4(€, 1), so dass

(1=01)- a7 > q;°

N =

wird, so folgt aus (1)
L(1,x2) > a3 (2)

fiir g1g2 > q(€) und q2 > ¢h(e, q1).
Wenn es also ein x; mod ¢; mit L(oq,x1) = 0 fiir ein o7 mit 1 — ¢5e < 01 < 1 gibt, so folgt aus (2)

L(1,x) > q (3)

fiir ¢ > max{gy(e,q1),q(¢)/q1} = ¢'(e).
Fiir 1 — ¢4 <o <1 und q > ¢”(¢) ergibt sich nach dem Mittelwertsatz

L(o,x) = L(1,x) = (1 —0) - L'(7,x) (4)

mit ¢ <& < 1. Mit Abelscher partieller Summation zeigt man, dass fir 1 —¢ % <7 <1

L' (7, x) = O(log*(2q)) (5)

gilt.
Aus (4) und (5) folgt
Lo, x)| > ¢~ + O(g *log®q) > 0
fir 1 — g% < o < 1 und fiir hinreichend grofe q.
Damit ist die Behauptung mit 4e statt ¢ beweisen, wenn es im Bereich 1 —c4e < o < 1 eine Nullstelle

einer beliebigen L- Funktion bzgl. eines beliebigen Moduls ¢; gibt. Wenn alle L(s, x) # 0 sind, so
folgt die Behauptung wegen cqe > ¢~ ¢ fiir ¢ > ¢"(e). O
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Satz 2.13.4. (Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz)
Es sei A > 0 beliebig grof, ¢ € N und (a,q) = 1 sowie 1 < q < (logz)?. Dann gibt es eine absolute
Konstante ¢ > 0 mait

(i) ¥(z,x) = Oa (z - exp(—c(log z)'/?))

(ii) P(x,q,a) = SE5 + Oa (x - exp(—c(log z)'/?))

(iii) w(z,q,a) = :;((:3 4+ 04 (x - exp(—c(log x)1/2)).

Beweis. (i) Im folgenden sei y stets ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢ < (log z)4. Wir kénnen
O.B.d.A. auch z = m+3 mit m € N annehmen. Wir setzen ¢ = 1—1—10;6 und T' = exp((log z)'/?).
Nach Satz 2.11.1 haben wir

P(x,x) = L /CCHT <—L/(s,x)> . %S ds + O (x - exp (—(logm)l/2 log? x)) . (1)

27 S ip L

Nach Satz 2.12.12 (i) gibt es eine absolute Konstante ¢y > 0, so dass L(s, x) # 0 und

Y (5,20 = 00z )

firo>1-— locgo und 1 < [¢| < T. Nach Satz 2.13.1 gibt es eine absolute Konstante ¢; > 0, so

x

dass im Gebiet o > 1 — (2 und [t| < 1 die Funktion L(s, x) héchstens eine reelle Nullstelle

lo

besitzt. Fiir diese Nullstelle o(x) gilt nach Satz 2.13.3

o(x) <1—¢ 1/, (3)
falls ¢ > qo(A) gilt. Wir ergénzen den Integrationsweg [c —iT, ¢ + iT] zur geschlossenen Kurve

C=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT|U[a —iT,c —iT]

mit @ =1 — 222 mit ¢z = min{cy, c1}. Aus Satz 2.12.11 folgt, dass auch fiir ¢ = a und [¢| < 1

die Abschétzung
L/

7 (8,x) = O((log z)?) (4)

gilt. Aus (1) bis (4) erhalten wir mit |[J] < 2

L/ S L/ S
b = Resecr (=5 500+ ) #Respcogy (6000 )+ Ol expl—cllog ) )

= E(q,x) -z — Yz - exp(—(logz)'/?)) + Oa(x - exp(—c(log z)*/?)),
wobei der von o () herriirende Term nur dann aufftritt, falls o(x) existiert. Damit ist (i) gezeigt.
(ii) Dies folgt aus (i) mittels der Orthogonalitétsrelation.

(iii) Dies folgt aus (ii) durch Abelsche partielle Summation.
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2.14 Das Grofle Sieb

Satz 2.14.1. Es sei f auf [o — §/2, 0 + /2] stetig differenzierbar. Dann haben wir
04—1-5/2 1 1 ,
f@I< [ 5 ]+ g1 )] d
a—4§/2

Beweis. Es sei g auf [0, 1] stetig differenzierbar. Dann ist

| g wdn =gl = [ atwydu=o-ge) - [ o) &

sowie

1

1 1
/ (u—1) - ¢ (u) dus = [u- g(u)]} — / g(u)du + g(z) — g(1) = —z - g(x) - / g(u)du + g(z). (2)

T

Addition von (1) und (2) ergibt

1 T 1
g(x) = / g(u) du —i—/ u- g (u)du +/ (u—1)- ¢ (u)du.
0 0 T
Damit gilt
1 ! 1,
g{5) = le@l+3-lg(u)ldu (3)
0

Wir wenden nun (3) mit g(z) = f(a — /2 + éx) an und erhalten die Behauptung. O

Definition 2.14.1. Im folgenden seien a, € C, M +1 <n < M + N und

M+N

S(a)= Y ane(na).

n=M+1

Satz 2.14.2. (Das Grofle Sieb)
Es sei S(a) wie in Definition 2.14.1, 6 > 0 und aq,...,ag € [0,1] mit ||a, — as|| > d fir r # s.
Dann gilt

R M+N
DIS(en)P < (N 43571 D fanl”
r=1 n=M+1

Beweis. Voraussetzung und Folgerung von Satz 2.14.2 bleiben unveréndert, wenn die Koeffizienten
an, durch a,, - e(Ln) mit beliebigem L € Z ersetzt werden. Daher kénnen wir O.B.d.A.

S(a) = Z an - e(na)

mit k = 2] annehmen.
Wir wenden Satz 2.14.1 mit f(a) = S(«)? an und erhalten

2 artof2q 2, 1 /
|1S(ar)|” < < [S@W)”+ 5 - [S(u)| - [5'(u)] du,
ar—36/2 o 2

wobei die Grenzen a, — 0/2 bzw. a; + d/2 modulo 1 zu verstehen sind.
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Wegen ||a, — as]| > 6 fiir r # s sind die Intervalle [a,, — §/2, o, + /2] paarweise disjunkt, und wir
erhalten

SIS < / 571 1S +15(w)] - |S'(u)] du

< s /0 K ()|2du+</ 1S (u |2du>1/2~</01|S'(u)|2du>1/2.

Parsevals Gleichung ergibt

1 k
/ |S(u)]?du = Z lan|?  sowie
0 n=—=k
1 k k
/ 1S'W)Pdu = > (2mn)? - |an]® < (27k)* - ) Jan]’.
0 n=—k n=—
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 2.14.3. Es sei S(a) wie in Definition 2.14.1 und Q € N. Dann gilt

Ty s (2 )' V430 3l

q<Q a=1 n=M+1
(a,q)=1

Beweis. Wir wenden Satz 2.14.2 an, wobei ay, ..., a, die der Gréfle nach geordneten Fareybriiche %
mit (a,q) = 1 sind. Es ist dann
a;  a a1qe — a2q1 1 1
lor — ol = |— — —| = = =k
D) q192 ag — Q

Satz 2.14.4. (Das Grofle Sieb fiir Charaktersummen)
Es sei an, € C, x ein Dirichletcharakter modulo q und QQ > 1. Weiter sei

M+N
T(x) = Z anx(n).
n=M+1
Dann ist
M+N
Yo X TP SV 4307 3l
q<Q xmodq n=M+1

wober Z* die Summe tiber alle primitiven Charaktere modulo q bedeute.
x mod ¢

Beweis. Um Satz 2.14.3 anwenden zu konnen, ersetzen wir daher nun die multiplikativen Charaktere
x: (Z/qZ,-)* — C durch die additiven Charaktere e, q: (Z/qZ,+) — C. Nach Satz 2.7.4 haben wir
fiir primitive Dirichletcharaktere y mod ¢ mit der Gauschen Summe 7 ()

() = ()3 x(a) e ()

a=1

mit |7(x)| = ¢'/?



Wir erhalten

a=1 q
und damit
* 1 o I A\ |
STl = Y S\ () <. Zx<a>.s<q>
x mod g x mod ¢q la=1 x mod g |a=1
2 1 : az
- ! (Zx(m)-S())'(ZX(az) s(—))
q x mod ¢ \a1=1 q as=1 q
1 a ay ao — v(q) 2 a\|?
=~ D S()s(=7) X xe) xle) == IS (-
q . q q 4 q - q
ai,a2 x mod q a
Damit gilt
. o\ |2 M+N
IETDINUCLED DS s() S(N+3Q)- S anl?
Q x mod g q<Q@Q a mod q q n=M+1
a,q)=1
nach Satz 2.14.3. ]

Satz 2.14.5. Es seien Q > 1, ap, b, € C und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt

Z Z max Z Z ambpx(mn)

q<Q X mod ¢ 1<m<M 1<n<N
1/2 1/2
= 0| M+AV*N+@V2 Y aml > ba*]  log(2MN)
1<m<M 1<n<N

Beweis. Esseia € R, 3>0,¢>0,T>1,s =0 +it, y1 = e*P und yo = e*#. Nach Satz 2.12.2
(Perronsche Formel) haben wir

LTy s ds { 1+ 0 (T Y (B—al)"!), falls|a <5 (1)
270 Joir s N O(T B~ |a))™) falls |a| > S.

Da der Integrand auch fiir s = 0 stetig ist, gilt (1) auch fiir ¢ = 0, und wir erhalten

/T o SI(B) [ 7+ O(T7H(B—a)7Y), falls |a] <
L t T o 'B-le)7)  falls o] > B

Wir setzen 8 = logu und erhalten

T sin(tlogu
Z Zam ”X mn /TA(LX)B(LX)(t;tg) ( -1 Z |am

m=1n=1

g | ) @)

mit

M
= Z amXx(m)m™" bzw. B(t,x) anx n~t.
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Wir nehmen O.B.d.A. u =k + % mit k€ Zund 0 < k < MN an. Dann ist

mit absoluten Konstanten ¢y, c; > 0 und
sin(tlogu) = O(min{1, |t|log(2M N)}).

Damit ist die rechte Seite in (2)

T
MN
o [ 1t st imin {4 1o b ae+ 5T S o 3)
-T | | m<M n<N
Nach der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung folgt
1/2 1/2
> o 2 AwBe| < | X YT AR || X s Y B
<Q 7 x mod ¢q =Q ? x mod g =Q 7 x mod ¢q

und nach Satz 2.14.4

Z Z < (M +3Q% Z lam|?  und

q<Q x mod ¢ 1<m<M
> g2 1B < (N+3Q%) ) bl
q<Q x mod ¢ 1<n<N
Also folgt
/ Z Z A(t,x)B tx)mm{| n log(QMN)} dt
q<Q x mod g
1/2 vz
1
< (M+Q)PN+@)2 D laml? > [bal? / min {,log(2MN)} dt.
m<M n<N =T |t|
Daraus und aus (2) sowie (3) folgt die Behauptung von Satz 2.14.5. O

2.15 Satz von Bombieri

Satz 2.15.1. (Satz von Bombieri)
Es sei A > 0 fest. Dann haben wir fir z'/?(logz)™4 < Q < z!/2

max max
a: (a,q)=1 y<z

1/’(?%‘1, a) - y‘ S xl/QQ(logx)E)'
e ©(q)

Bemerkung 2.15.1. Aus Satz 2.15.1 folgt, dass fiir die meisten y < z'/?(logz)~4 die Grofe

max 1max
a: (a,q)=1 y<z

Y
Y(y,q,a) — go(q)’

wesentlich kleiner als —£~ ist.
v(q)

Diese Tatsache folgt aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung fiir alle ¢ < z'/2 (logz)~4.
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Beweis. (Beweis von Satz 2.15.1)

Wir wollen die Sdtze des vorigen Abschnitts anwenden. Dazu miissen wir das Problem auf eine
Aussage iiber primitive Charaktere reduzieren. Wir zeigen zun#chst, dass Satz 2.15.1 aus folgender
Aussage folgt:

> g 2 maxll 0l =0 (@ + 27/ + 210 (log(Qa)")) M

q<Q X mod q

Wir haben

Wir setzen zum einen
X)), wenn 0
V) = { Y(y x_) X f X
Y(y,x) —y, wenn x = Xo

und zum anderen

_ o Y
E(y7q7a) - ¢(y7Q7 ) SO(Q)
E(y,q) = maxFE(y,q,a)
E(w.q) = maxE(y,q).
Dann ist .
E(y,q,a) = 2@ > x(@) ¢/ (y,x) (2)

X
und deshalb

|E(y, q,0)| < w(lq) - Z ' (%)

Der Charakter x mod g werde vom primitiven Charakter y; mod ¢; induziert. Dann ist

log y
! _ ! — 59
Vyxa) =¥ = Y al)lgp=0 Z{logp] log p
<y plg
plg

= O (logy) > logp | = O(log(qy)?).
plg

Deshalb gilt

E(y,q,a) = O(log(qy)*) + O <s0(1q) : ZX: W(%m)l) (3)

Wir sammeln alle Beitridge, die von einem festen primitiven Charalter stammen. Ein primitiver
Dirichletcharakter y mod ¢ induziert Charaktere nach Moduln, die Vielfache von ¢ sind. Deshalb
ist die linke Seite von Satz 2.15.1

0(Qlog(Qx)) + Y 3 max [(y, )l | >~ (4)

g<Qx mod ¢ 7= S% )
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Es ist (k) > @(k)p(q) und

kZSz‘p(l]‘z)Spl;[z<l+Pil+p(pl—l)+m) :H<1_119>_1 <1+p(p1—1)>0(10g2)'

Deshalb ist der zweite Term in (4)

(long > max v/ (y, X )

q<Q x mod q -
und es geniigt zu zeigen, dass
Z Z max v/ (y, x)| < 2'/*Q(log x)’
q<Q x mod q -
fiir z1/2(logz)~4 < Q < x'/? gilt. Aus (1) erhalten wir
Z Z max];b Y, x)| < (% + /6 —|—x1/2U) (log Uz)*.

U<q<2U (px mod q

Wir setzen U = 2%, summieren iiber & fiir (logz)4 < 2¥ < @ und erhalten

Z Z max]w Y, X)| < ( (logx)™ A4 250108 Q —i—acl/QQ) (log Qz)™.

(logz)4<¢<Q xmodq B

Nach Satz 2.13.4 (i) gilt auch

Z Z max|1/1 v, x)| < <:1:(log:r)_A +2°/%10g Q —|—x1/2Q> (log Q)™

q<(logz)4 x mod g

Somit zeigen (5), (6) und (7), dass Satz 2.15.1 aus (1) folgt.

Im folgenden wollen wir noch (1) beweisen.
Es ist (Ubungsaufgabe)
¥(y,x) = S1+ S2+ 53+ S4

$1= 3 A(n)x(n)

n<U

mit

t<UV | t=md r<¥
m<U -t
A<V
Ss= | D u(dlogh | x(n)
n<ly \ hd=n
<V
Si= Y. A(m) > w(d) | x(mk).
U<m<% V<k§% dlk
d<v
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Zum Beweis von (1) schéitzen wir nun die Summen

IEDD ﬁ > maxls;

<@ xmodg "
fiir 1 <j <4 ab.
e j=1:
Aus elementaren Primzahlabschétzungen folgt S; = O(U) und damit
¥ =0UQR?). (13)
o j=2:

Es ist So = S5 + S5 mit

S = =S| 3 u@Am) | S xrt) und

t<U | t=md r<¥
m<U -t
d<v
Sy o= = > | D uldAm) x(rt).
U<t<UV | t=md r<d
m<U -t
a<v

Zur Abschitzung von S wenden wir die Ungleichung von Pélya- Vinogradoff an (Ubungsaufgabe):
Ist x # xo ein Dirichletcharakter modulo ¢, so ist

M+N
> x(n)=0(¢"*logq). (14)
n=M+1
Weiter beachten wir, dass
> A(m) =logt
mlt
gilt. Wir erhalten fiir ¢ > 1
Sy < (logU) > | ehi(r)| = O(¢"*Ulog?(qU)). (15)
t<U |r<¥

Fiir ¢ = 1 ergibt sich die triviale Abschitzung
S} = O(zlog?(xU)). (16)

Zur Abschiitzung von S§ wenden wir Satz 2.14.5 an und erhalten

q *

S Y me| Y| w@am | (1] o
q<Q viq x mod ¢ y= U<t<UV t=md r<¥

M<t<2M \m<U,d<V ¢

1/2 1/2
ni2 (L 2\ /2 2
< (M+@Q)? (4@ > log?t do1
M<t<2M T’S%

< (Q*z? 4+ QM2 + QUVPV? 4 1) (log z).
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Wir setzen M = 2F, summieren iiber k und erhalten
> 4 37 max| 85| < (Q%Y? + QeU~Y? + QUVAVI2 1 1) (log x)?.
— »(a) y<e
9<Q x mod ¢q

Die Aussagen (15), (16) und (17) ergeben schliefilich

Yo < (Q2U 4 QeUY2 + Qz2U2V1/2 1 1) (log )2

e j=23:
Es ist

Sy =Y u(d)x(d) Y (logh)x(h).

d<v h<

ale

Durch partielle Summation ergibt sich
Y a dw
> (ogh)x(h) = | > x(d) | log - ~ / > x(h) | = = 0(¢"*log(qy))
h<¥ h<Y 12 \ h<w v
—d —d
mit ¢ > 1 nach (14). Fiir ¢ = 1 schétzen wir trivial ab. Wir erhalten

Y5 < (QY2V + x)log?(Vx).

o j=4:
Wir wenden wieder Satz 2.14.5 an und erhalten

Do max) 3 3 ou@ | xmk)

0= P\ tnod ¢ =7 | Umer varzx \ i
M<m<2M
1/2 1/2
1/2
< @ (@ )T 3 A 2] loga
M<m<2M k<&

Wir verwenden die Abschéitzung

Z (k)% = O(ulog3 u),

k<u
setzen M = 2!, summieren iiber [ und erhalten
2y < (Q%x? + QeU? + QuV Y2 + 2)(log z)™.

Wir fassen nun die Abschétzungen der 3; fiir 1 < j < 4 zusammen:
Wir wéhlen V = U und

U— 223Q~1, falls 223 < Q < z1/?
- 213, falls U = 21/3.

Wir erhalten (1) und damit den Beweis von Satz 2.15.1.
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