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Kapitel 1

Orthogonale Lateinische Quadrate,
affine und projektive Ebenen, endliche
Korper

1.1 Einfiihrung

Orthogonale Lateinische Quadrate treten vermutlich zum ersten Mal im Eulerschen Offiziersproblem
(Euler, 1782) auf.

Demnach entstammen 36 Offiziere sechs Regimentern, sechs aus jedem Regiment. Von jedem Regiment
ist jeder der sechs Dienstgrade genau einmal vertreten. Die Offiziere sollen nun so in einem Quadrat
antreten, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte sowohl jedes Regiment als auch jeder Dienstgrad genau
einmal vertreten ist.

Zur Analyse dieser Frage numerieren wir sowohl die Regimenter als auch die Dienstgrade mit 1 bis 6
durch und stellen uns eine Lésung des beschriebenen Problems vor.

Wir betrachten zwei Matrizen A und B. Die i- te Zeile und j- te Spalte von A enthalte die Regiments-
nummer, die ¢- te Zeile und j- te Spalte von B die Nummer des Dienstgrades des dort stehenden
Offiziers:

A: B:
% Regimentsnummer a;; Dienstgradnummer b;;
1- te Zeile Q;j 1- te Zeile bij
j- te Spalte J- te Spalte

Welche Eigenschaften miissen die Matrizen A und B besitzen?

Jedes Regiment, also jede Zahl von 1 bis 6, soll in einer gegebenen Zeile bzw. Spalte genau einmal
vertreten sein, d.h. A muss ein sogenanntes Lateinisches Quadrat sein.
Dasselbe gilt fiir die Dienstgrade und damit fiir 5.




Definition 1.1.1. Eine Matrix vom Typ (n,n), deren Elemente einer Menge von n Symbolen ent-
nommen sind, heiflit Lateinisches Quadrat der Ordnung n, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes
Symbol genau einmal vertreten ist.

Definition 1.1.2. Unter dem Hadamard- Produkt zweier Matrizen A = (a;;) und B = (b;j) vom Typ

(n,n) versteht man C = (aij, bij)1<i<n-
1<j<n

Beispiel 1.1.1. Es seien die Matrizen

gegeben. Dann ist

(1,1) (2,2) (3,3)
c=1[23 3,1 (1,2
3,2) (1,3) (2,1

Definition 1.1.3. Zwei Lateinische Quadrate A und B heiflen orthogonal, wenn in ihrem Hadamard-
Produkt jedes der n? moglichen Paare genau einmal vorkommt.

Das Eulersche Offiziersproblem lisst sich nun so formulieren:
Konstruiere zwei orthogonale Lateinische Quadrate der Ordnung 6.

Wie schon Euler vermutete, besitzt jedoch das Existenzproblem fiir orthogonale Lateinische Quadrate
der Ordnung 6 keine Losung. Das Eulersche Offiziersproblem ist somit unldsbar.

Das Konzept der orthogonalen Lateinischen Quadrate hat in neuerer Zeit in der Planung von Expe-
rimenten praktische Bedeutung gewonnen. Dieses Konzept wurde zuerst von dem Statistiker Ronald
Fischer eingefiihrt. Das Prinzip soll anhand eines Beispieles angedeutet werden:

Davies (The Application of Variance Analysis to some Problems of Petroleum Technology, Technical
Paper, Institute of Petroleum, London, 1945) hat orthogonale Lateinische Quadrate der Ordnung 7
zum Test von sieben Benzinsorten beniitzt.

Zum Test wurde ein Auto verwendet, das in jedem Experiment {iber eine feste Versuchsstrecke von 20
Meilen gefahren wurde.

Es ergeben sich nun folgende Probleme:

Die Beurteilung der Qualitdt eines Benzintyps kann stark von den Verkehrsbedingungen und der
Fahrweise abhéngen. Die Fahrweise eines Fahrers wiederum wird durch die Verkehrsbedingungen und
andere Faktoren wie Tageszeit usw. beeinflusst.

Um derartige Abhéngigkeiten weitgehend auszuschalten, werden an das Experiment folgende Forder-
ungen gestellt: Das Auto wird 49mal gefahren. Es werden dabei sieben Fahrer verwendet. Jeder fihrt
das Auto siebenmal. Jeder der sieben Fahrer soll jeden der sieben Benzintypen einmal beniitzen. Jeder
der sieben Fahrer soll an jedem der sieben Wochentagen und in jeder Tagesperiode genau einmal fahren.

Der Plan des Experiments wird durch eine (7, 7)- Matrix ausgegeben, deren Zeilenindex den Wochen-
tag und deren Spaltenindex die Tageszeit angibt. Die Eintrige geben das Paar (Fahrer, Benzintyp)
wieder, mit dem die Fahrt durchgefiihrt wird.



Diese Matrix wird nun aus einem Paar von orthogonalen Lateinischen Quadraten der Ordnung 7
konstruiert.

1 23 45 6 7 2461357
23456 71 35 7 2 461
345 6 71 2 4 6 1 3 5 7 2
A=14 56 7 1 2 3 und B=|5 7 2 4 6 1 3
5 6 71 2 3 4 6 1 3 5 7 2 4
6 71 2 3 4 5 72 46 1 3 5
712 3 456 1 357 2 46

1.2 Designs

Definition 1.2.1. Ein balanciertes unvollstdndiges (Block)- Design (BIBD) mit den Parametern
(v,b,7,k, ), also kurz ein Design D(v,b,r, k,\), ist ein Paar (D,B), wobei D eine Menge von v
Objekten und B eine Menge von b Teilmengen von D ist, die Blocke genannt werden, so dass jeder
Block genau k verschiedene Objekte enthélt, jedes Objekt in genau r verschiedenen Blécken vorkommt
und jedes Paar von verschiedenen Objekten {a;,a;} zusammen in genau A Blocken vorkommt.

Beispiel 1.2.1. Es sei D ={1,2,...,7} und B = {Bjy,..., By} mit den Blocken

Bl = {375?677}’ BQ = {134363 7}, B3 = {17275a 7}a B4 = {1327376}7
Bs = {2,3,4,7}, Bs={1,3,4,5}, Br={24,5,6).

Wie man nachpriifen kann, tritt jedes Objekt in genau vier Blocken auf und jedes Paar von Objekten
in genau zwei Blocken. Also ist (D, B) ein Design D(7,7,4,4,2).

Satz 1.2.1. Fir ein Design D(v,b,r, k,\) gilt:
b-k = wv-r
r-(k—1) = X-(v—1).
Beweis. Wir zéhlen die Menge M; = {(P,B): P € D,B € B,P € B} auf zwei Arten ab. Da jeder
Block k& Objekte enthilt, ist |[M;]| = b- k. Da jeder Punkt in r Blocken vorkommt, ist [M1| = v - 7.

Nun wird die Menge My = {(P1, P2, B): P, # P, € D,B € B, P;, P, € B} auf zwei Arten abgezihlt.
Zu jedem P; € D gibt es r Blocke mit P} € B. Diese enthalten zusammen - (k — 1) Objekte P, # Ps.
Also ist [Ma| = v -7 - (k —1). Da andererseits jedes von den v - (v — 1) Paaren (Pp, P») jeweils in A
Blocken enthalten ist, gilt: |[Ma| =X -v- (v —1). O

1.3 Affine und projektive Ebenen

Der allgemeine Begriff der (endlichen oder unendlichen) affinen Ebene stellt eine Verallgemeinerung
der in der Linearen Algebra betrachteten Ebenen

K?={%=(z,y): z,y € K},

wobei K ein Korper ist, dar.
Die Elemente Z = (x,y) von K2 heilen Punkte der affinen Ebene, Teilmengen g der Form

g={Zo+t-y:te K}

mit 7 # 0 heiBen Geraden.
Die affine Ebene K? ist endlich bzw. unendlich, wenn der Koérper K endlich bzw. unendlich ist.



Waihrend in der Analysis die unendlichen affinen Ebenen iiber den Koérpern R oder C die Hauptrolle
spielen, tun dies in der Kombinatorik die endlichen affinen Ebenen iiber endlichen Koérpern.

Mit Methoden der Linearen Algebra beweist man leicht folgende Tatsachen iiber die affine Ebene
E = K2

o Al:
Zu je zwei verschiedenen Punkten P;, P, von E gibt es genau eine Gerade g, so dass P, P» € g.

o A2:
Ist g1 eine Gerade, P ein Punkt mit P ¢ g1, so gibt es genau eine Gerade g» mit P € g5 und
g2 N g1 = 0, die Parallele zu g; durch P.

o A3:
Zwei Geraden schneiden sich stets in keinem oder in einem Punkt.

o A4:
Die affine Ebene E enthélt vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.

Eine affine Ebene kann nun auch definiert werden, ohne einen Koérper zugrunde zu legen:

Definition 1.3.1. Eine affine Ebene ist ein Paar (E, G) bestehend aus einer Menge E, deren Elemen-
te Punkte genannt werden, und einer Menge G von Teilmengen von E, Geraden genannt, so dass die
Axiome A1 bis A4 erfiillt sind.

Aus jeder affinen Ebene (E, G) kann nun eine Struktur mit einer einfacheren Axiomatik, eine sogenann-
te projektive Ebene, konstruiert werden. Man sieht leicht, dass die Parallelitit eine Aquivalenzrelation

auf der Menge G und somit eine Partition von G in Aquivalenzklassen, Parallelscharen genannt, ergibt.

Es sei eine affine Ebene (E, G) gegeben. Wir vergrofiern E, die Menge der Punkte, durch Hinzunahme
der Menge U der Parallelscharen, unendlich ferne Punkte genannt. Ein unendlich ferner Punkt @ liegt
genau dann auf einer Geraden g, wenn g € (), d.h. wenn g der Parallelenschar @ angehort.

Zu den Geraden von G fiigen wir die unendlich ferne Gerade U, die Menge aller unendlich fernen
Punkte hinzu.

Das Paar (P,G') mit P=EUU und G’ = G U {U} erfiillt dann folgendes System von Axiomen:

e Pl:
Zu je zwei verschiedenen Punkten Pp, P, von P gibt es genau eine Gerade ¢ € G’, so dass
Pla P2 €g.

o P2:

Zwei verschiedene Geraden schneiden sich stets in genau einem Punkt.

o P3:
Es enthélt P vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.

Definition 1.3.2. Eine projektive Ebene ist ein Paar (P,G’) bestehend aus einer Menge P, deren
Elemente Punkte genannt werden, und einer Menge G’ von Teilmengen von P, Geraden genannt, so
dass die Axiome P1 bis P3 erfiillt sind. Ist (E,G) = (K?2,G) eine affine Ebene iiber einem Korper
K, so konnen die Punkte der durch Erweiterung von [E entstehenden projektiven Ebene P durch
homogene Koordinaten beschrieben werden.




Wir identifizieren dazu mittels der Abbildung ®: E = K? — K? die Punkte von E mit Geraden in K3
durch den Ursprung (0,0,0). Die Abbildung ® ist wie folgt definiert:

Ist P = (x,y), so ist ®(P) die Gerade durch den Ursprung (0,0,0) und den Punkt (x,y,1). Dieser
Punkt gehort der Ebene E* = {(z,y,1): z,y € K} an, die zur xy- Ebene parallel ist.

Das Paar (®(E), ®(G)) ist dann eine affine Ebene, die zu E ”isomorph” ist. Wie man leicht sieht, sind
die Geraden in ®(G) die Mengen, die aus den Geraden von festen Ebenen durch (0,0, 0) bestehen.
Es vermittelt ® also Abbildungen zwischen folgenden Objekten:

P Punkt von E = K% =¢ ®(P) (Punkt von ®(E): Gerade durch (0,0,0))

g Geradevon E = K? =4  ®(g) (Gerade von ®(E): Menge von Geraden in einer Ebene durch (0,0, 0))

Wir ergénzen nun ®(E) durch Hinzunahme der unendlich fernen Punkte und der unendlich fernen
Geraden Y. Wir definieren als unendlich ferne Punkte die Geraden des K2 durch (0,0,0), welche
die Ebene E* nicht schneiden. Dies sind die Geraden, die in der zy- Ebene verlaufen, also die Ge-
raden von der Form g = {(ux,uy,0): u € K}. Wir fiigen ferner die Menge U als neue Gerade, die
unendlich ferne Gerade hinzu. Dann erfiillt das Paar (P,G') mit P = ®(E) UH und G’ = ®(G) U {U}
die Axiome einer projektiven Ebene.

Die homogenen Koordinaten eines Punktes P von P ist die Menge aller von (0,0,0) verschiedenen
Punkte des K°, die auf der Geraden ®(P) liegen, also gerade die Menge {(ux,uy,u): u € K\{0}}.
Die homogenen Koordinaten sind somit nur bis auf den Proportionalitdtsfaktor u # 0 bestimmt.

Satz 1.3.1. Ist K ein endlicher Kérper von q Elementen, so besteht die projektive Ebene (P, G) iber
K aus ¢*> + ¢+ 1 Punkten. Es gibt ¢> + ¢+ 1 Geraden, von denen jede (q+ 1) Punkte enthdlt. Durch
jeden Punkt gehen (q + 1) Geraden. So ist (P,G) mit den Punkten als Objekten und den Geraden als
Blécken ein Design D(¢> +q+1,¢* +q+ 1,¢+1,q+ 1,1).

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir zunéchst den Fall einer allgemeinen endlichen projek-
tiven Ebene, der kein Kérper zugrunde liegen braucht.

Satz 1.3.2. Es sei (P, G) eine endliche projektive Ebene. Dann gibt es eine natirliche Zahln > 2, die
Ordnung von P genannt, so dass folgendes gilt: (P,G) hat n? +n+ 1 Punkte und n? +n +1 Geraden.
Jede Gerade enthdlt (n + 1) Punkte; durch jeden Punkt gehen (n+ 1) Geraden. So ist (P,G) mit den
Punkten als Objekten und den Geraden als Blocken ein Design D(n®>+n+1,n2+n+1,n+1,n+1,1).

Beweis. Nach P3 gibt es vier Punkte Py, P>, Q1,Q2 in (P, G), von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Es sei ¢ die Gerade durch P; und @)1, weiter go die Gerade durch P, und )2 sowie r die Anzahl
der Geraden durch P,. Jede dieser Geraden schneidet g; in genau einem Punkt. Umgekehrt gibt es
zu jedem Punkt ) von g; genau eine Gerade durch P, die g; in Q) schneidet, womit r Punkte auf ¢;
liegen. Dies gilt auch fiir jede andere Gerade, die nicht durch P, geht. Da in unseren Uberlegungen P,
durch Q2 ersetzt werden kann, enthélt auch jede Gerade, die nicht durch Q)2 geht, genau r Punkte. Also
haben alle Geraden auBer moglicherweise go genau r Punkte. Wir kénnen in unseren Uberlegungen
das Tripel (g2, P2, Q2) durch das Tripel (g1, P1,Q1) ersetzen und erhalten, dass alle Geraden aufler
moglicherweise g1 dieselbe Anzahl an Punkten enthalten. Da es aber mindestens sechs Geraden gibt,
nédmlich die Verbindungsgeraden der Punkte Py, P>, 1, @2, enthalten alle Geraden r Punkte.

Wir haben anfangs gezeigt, dass die Anzahl der Geraden durch P, gleich der Anzahl der Punkte auf
g1 ist. Da in dieser Uberlegung das Paar (P»,g;) durch ein beliebiges Paar (P, g) mit P ¢ g ersetat
werden kann, gehen durch jeden Punkt r Geraden.

Wir setzen n =1r — 1.

Es sei P € P beliebig. Jeder Punkt von P\{P} liegt auf genau einer der n + 1 Geraden durch P. Jede
dieser Geraden enthilt genau n von P verschiedene Punkte. So enthilt IP insgesamt n? +n + 1 Punkte.
Indem man in jeder der vorausgehenden Uberlegungen die Begriffe "Punkt” und ” Gerade” vertauscht
(Dualitiitsprinzip) erhélt man, dass P auch n? + n + 1 Geraden enthélt. O]



Beweis. (Beweis von Satz 1.3.1:)

Der K3\{(0,0,0)} enthilt ¢*> — 1 Elemente. Je (¢ — 1) dieser Elemente gehéren zu derselben Geraden
durch den Ursprung, also zum selben Punkt der projektiven Ebene.

Damit enthélt P somit q = ¢%> + ¢ + 1 Punkte. Der Rest der Behauptung folgt aus Satz 1.3.2. [

Beispiel 1.3.1. Es sei K = {0,1} der Koérper mit zwei Elementen. Dann liegt auf jeder Geraden
durch (0,0,0) genau ein Element aus K3\{(0,0,0)}.
Dabher ist

P= {{(0,0,1)},{(0,1,0)},{(0, 1, 1)}, {(1,0,0)},{(1,0, 1)}, {(1,1,0)}, {(1, 1, 1)}}
= {Pl,PQ,Pg,P4,P5,P6,P7}.

Liegen zwei Punkte auf einer Geraden, so liegt auch jeder der durch eine beliebige Linearkombination
der homogenen Koordinaten dieser zwei Punkte dargestellte Punkt darauf. P hat damit folgende
Geraden:

g1 = {P1, P, P3}, go={P1, Py, P}, g3 ={P1,Fs, Pr}
ga = {P, Py, Ps}, g5 ={P, P5,Pr}, g6 = {P3, Ps, P}
gr = {Ps, Py, P}

Beispiel 1.3.2. Wir haben K = {0,1, —1} mit den Verkniipfungstafeln

+]0 1 -1
11 A1
010 1 -1 und [ 1] 1 -1
111 -1 P
11-1 0 1 1

Wir listen zunéchst die homogenen Koordinaten der dreizehn Punkte auf:

P {(0,0,1),(0,0, =)}, Po:{(0,1,0),(0,=1,0)},  P3:{(0,1,1),(0,~1, 1)}

By {(0,-1,1), (0, —1)}, P+ {(1,0,0), (= 100)} Pe:{(1,0,1), (=1,0,=1)}

Pro {(1,0,-1),(=1,0,1)}, Ps:{(1,1,0),(=1,=1,0)},  Fy:{(1,-1,0),(=1,1,0)}

Py : {(1,1,1),(~ 1,— ,—1)}, Pu:{(1,1,—1),(—1,—1,1)}, Pio: {(1,-1,1),(~1,1,-1)}
Py {(L-1L-1), (-1, 1,1}

Die Geraden sind gegeben durch:

g1 = AP, P, P3, P}, go={P1,P5, Ps, Pr}, g3 =1{P1, s, P, P11}

g1 = {P1, Py, Pia, P13}, g5 = {2, P5, P, Py}, g6 = { P2, Fs, Pro, P12}
gr = {P, P, P, Pis}, gs = {3, P5, Pro, P13}, go = {P3, Ps, Py, P11}
gio = {P3, P, Ps, Pia}, gi1 = {Pys, Ps, P11, P12}, g12 = {Ps, Ps, Ps, P13}
913 = {P4, Pr, Py, Pio}.

Beispiel 1.3.3. (Projektive Ebene der Ordnung 4):
Diese wird mittels des Korpers K = Fy konstruiert. Es ist Fy = {0, 1,¢,¢+ 1}. Die Rechenoperationen
in F4 ergeben sich aus den beiden Grundregeln 1 +1=0und t> =t-t =t + 1.



Daraus ergeben sich folgende Additions- und Multiplikationstafeln (mittels der Assoziativ- und Dis-
tributivgesetze):

+ 0 1 t t+1 1 7 P
0 0 1 t t+1 1 . |
1 1 0 t+1 t und
t t t+1 ot
t £oot+l 0 1 f1 | b4l ¢ ]
t+1|t+1 t 1 0

Dabei ist 0 das neutrale Element der Addition und 1 das der Multiplikation, und es gilt 0-a = a-0 =10
fir alle a € Fy.

Wir geben nun die homogenen Koordinaten der 21 Punkte von P(F4) an:

Py : {(0,0,1),(0,0,¢),(0,0,t + 1)}, P, :{(0,1,0),(0,¢,0),(0,t+1,0)}
P3:{(0,1,1),(0,t,t),(0,t +1,t+ 1)}, Py : {(0,1,1),(0,t,t+1),(0,t+1,1)}
Ps:{(0,1,t +1),(0,¢,1),(0,t + 1,t)}, Ps : {(1,0,0), (t,0,0), (t +1,0,0)}
Pr:{(1,0,1),(¢,0,t), (t+1 0,t+ 1)}, Ps:{(1,0,¢),(t,0,t +1),(t +1,0,1)}
Py : {(1,0,t+1),(¢,0,1), (t +1,0,¢)}, Py :{(1,1,0), (¢,t,0),(t+ 1,6+ 1,0)}
P {(1,1, 1),(t,t,t),(t+1 t+1,t+ 1)}, Po:{(Q,1,t),#tt+1),(t+1,t+1,1)}
Py {(L,L,t+1),(t,4,1),(t+1,t+1,8)}, Pug:{(1,t,0),(¢t,t+1,0),(t+1,1,0)}
Pis: {(1,t,1), (t,t+1,0),(t+1,1,t + 1)}, Pig: {(1,t,0),(t,t+ 1,6+ 1), (t+1,1,1)}
P {1t t+ 1), (tt+1,1),(t+1,1,t)}, Pis: {(1,t+1,0),(t,1,0),(t+1,t,0)}
Prg: {(1,t+1,1), (¢, 1,8),(t+ 1,6, ¢+ 1)}, Poo: {(1,t+1,t),(¢,1,t+1),(t+1,t,1)}
Py : {(1 t+1 t—|—1) (t,l,l) (t+1 t t)}

und die ersten 14 der 21 Geraden:

g1 ={P1, P2, P, Py, Ps}, g2 = {P1, Ps, P, P, Py}

g3 = {P1, Pro, P11, P12, P13},  ga = {P1, P14, P15, Pig, P17}
g5 = {P1, P1g, P19, Pao, Po1}, g6 = { P2, Ps, Pro, P14, P1s}
g7 = {P2, P7, P11, P15, Pio},  gs = {P», P, P12, Pis, Pao}
g9 = {P, Py, P13, P17, Po1},  g10 = {P3, Ps, P11, Pis, P21}
g11 = {Ps3, Pr, Pro, P17, Pao},  g12 = {Ps, Ps, P13, Pia, P1o}
913 = {Ps, Py, P12, P15, Pig}, 914 = { Py, Ps, P12, P17, P1o}.

Die Bestimmung der restlichen sieben Geraden ist Ubungsaufgabe.

1.4 Projektive Ebenen und Orthogonale Lateinische Quadrate

Definition 1.4.1. Fiir n € N und n > 2 sei N(n) die maximale Anzahl von paarweise orthogonalen
Lateinischen Quadraten (OLQ) der Ordnung n.

Satz 1.4.1. FEs ist
N(n)<n-—1.

Beweis. Es sei M eine Menge von [ OLQ

der Ordnung n.



Die Anderung der Namen der Elemente in einem einzelnen Quadrat A®*) #ndert nichts an der Or-
thogonalitit. Somit kénnen wir annehmen, dass die ersten Zeilen in allen A®*) die Form (1,2,...,n)
haben. Im Hadamard- Produkt zweier A®*) kommen daher die Paare (1,1),...,(n,n) alle genau ein-
mal in der ersten Zeile vor. Die Elemente agi) miissen somit alle untereinander verschieden und auch
von 1 verschieden sein. Daher ist [ < n — 1. O

Es stellt sich die Frage, fiir welche n die maximale Anzahl N(n) =n—1 von OLQ) tatséchlich erreicht
wird.
Der nichste Satz zeigt, dass dies dquivalent zur Existenz einer projektiven Ebene der Ordnung n ist.

Satz 1.4.2. Es sein > 2. Es gilt genau dann N(n) = n— 1, wenn eine projektive Ebene der Ordnung
n existiert.

Beweis. Wir nehmen die Existenz einer projektiven Ebene der Ordnung n an und konstruieren hieraus
eine Menge von n — 1 orthogonalen Lateinischen Quadraten. Diese Konstruktion kann auch ”umge-
kehrt” werden, womit sich beide Existenzaussagen als dquivalent erweisen.

Es sei (P, G) eine projektive Ebene der Ordnung n und L eine beliebige Gerade von P. Nach Satz 1.3.2
enthéilt L genau n + 1 Punkte, die wir als U, V, W1,...W,,_1 benennen. Durch jeden dieser Punkte
gehen nach Satz 1.3.2 auler L noch n weitere Geraden. Die (jeweils von L verschiedenen) Geraden

durch U seien uy,...,u,, die durch V seien vy,...,v, und die durch Wi mit 1 < k < n — 1 seien
wk,l, e ,wk’n.

Das k- te lateinische Quadrat A®*) = (al(f)) wird nun folgendermaflen konstruiert: Es gibt genau eine
Gerade wy,; von den Geraden wy 1, ..., wy, durch Wy, die durch den Schnittpunkt von u; und v; geht.

Wir setzen dann: AZ(-?) =1l
Die paarweise Orthogonalitiit der so konstruieren A*) folgt leicht aus den Eigenschaften von (P,G).
O]

1.5 Mobiussche Umkehrformel, endliche Korper

Definition 1.5.1. Eine arithmetische (oder auch eine zahlentheoretische) Funktion ist eine Abbil-
dung f: N — C von den natiirlichen Zahlen in die komplexen Zahlen. Eine arithmetische Funktion f
heifit additiv, falls f(mn) = f(m) + f(n) fir gg7(m,n) = 1 ist bzw. multiplikativ, falls f(1) = 1 und
f(mn) = f(m)f(n) fir ggT(m,n) = 1 ist. Sie heit vollstindig additiv bzw. vollstindig multiplikativ,
falls die Gleichungen f(mn) = f(m) + f(n) bzw. f(mn) = f(m)f(n) auch ohne die Zusatzbedingung
99T (m,n) =1 gelten.

Im folgenden werden einige Beispiele arithmetischer Funktionen definiert:
Definition 1.5.2. 1. Die Funktion

(n) = 1, falls n=1,
W=7 0, sonst

ist vollstédndig multiplikativ.

2. Es sei Q(n) := 3 ), a die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n (mit Vielfachheit
gezéhlt) und v(n) := 7, 1 die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n. Dann ist £
vollstandig additiv und v additiv.
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3. Die Mobiusfunktion y ist durch

[ (=1)*™) falls n quadratfrei ist,
uin) = { 0 sonst

definiert. Wir werden zeigen, dass p multiplikativ ist.

4. Die Teilerfunktion 7(n) := _;,, 1, die Anzahl der (positiven) Teiler von n, ist, wie wir zeigen
werden, multiplikativ.

Definition 1.5.3. Es seien f und g arithmetische Funktionen. Unter der Faltung f x g von f und g
versteht man die arithmetische Funktion

(f *9)(n Zf g(5)-

Unter der Summe f + g von f und g versteht man die arithmetische Funktion
(f +9)(n) = f(n) + g(n).
Beispiel 1.5.1. Es ist 7(n) = > 4, 1 =>4, 1(d) - 1(7), also 7 = 1% 1.

Satz 1.5.1. Die Menge A aller arithmetischen Funktionen bildet mit der Addition und der Faltung
als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Finselelement e.

Beweis. Die Menge A bildet offenbar unter der Addition von Funktionen eine abelsche Gruppe. Das
Distributivgesetz f x (g + h) = (f xg) + (f = h) ist klar.
Es bleibt die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Faltung zu zeigen, sowie dass € Einselement ist:

e Esist (fxg)(n) =>4, f(d)g(§). Durchléuft d alle Teiler von n, so auch d’ = §. Also ist

(f*xg9)(n Zf(d,) = (g% [)(n).

d'|n

e Es seien f, g, h arithmetische Funktionen. Dann ist

d|n
d
: ;%f (g <d>h<d>
d:dldj%:ds dl%dg f(d1)g(d2)h(ds).
didads=n

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir (f x (gxh)) (n). Alsoist (f*xg) xh) = fx(gxh).

e Esist (exg)(n) =2 g, €(d)f(F) =€(1)f(n) = f(n). Alsoist ex f = f.

Satz 1.5.2. Die Faltung zweier multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.
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Beweis. Es seien f,g € A multiplikativ und F = f % g. Weiter sei ggT(m,n) = 1. Dann ist

F(mn)= Y f(d)g(da).
dy,d2
dida=mn
Wir schreiben d; = ejey mit e; = ggT'(dy, m) und ea = ggT'(d1,n) sowie dy = ezeq mit e3 = ggT'(d2, m)
und eq = ggT'(da,n). Dies ist bei gegebenem d; und ds auf genau eine Art méglich. Dann ist ejes = m
und esey = n.
Also ist wegen der Multiplikativitdt von f und g

F(mn) = > f(ere2)g(eses) = > f(e1) f(e2)g(es)g(ea)

€1,€2,€3,64 €1,€2,€3,64
€1€3=M,€2€4=" €1e3=m,eg2eq4=n

= Y flen)gles) DY flea)glea) = F(m)- F(n).
e1,e3 €2,€4
eijez3=m ezeq4=n

Satz 1.5.3. Die Teilerfunktion ist multiplikativ.

Beweis. Aus Satz 1.5.2 ergibt sich mit 7 = 1% 1 ein Beweis fiir die Multiplikativitdt der Teilerfunktion.
O

Beispiel 1.5.2. Es sei oi(n) := de. Es ist oy = f 1 mit f(n) = n*: Nach Satz 1.5.2 ist oy,
dln
multiplikativ.

Satz 1.5.4. Esist ux1 =c¢.

Beweis. Nach Satz 1.5.2 ist % 1 multiplikativ. Es bleibt, die Werte von p = 1 fiir Primzahlpotenzen
zu bestimmen: Fiir o > 1 ist

«

(n*1) (p*) = Zu(pﬂ) =1+ p(p) = 0.
3=0

Also ist px1=¢e. O

Satz 1.5.5. (Mobiussche Umkehrformel)
Es seien f und g arithmetische Funktionen. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

1. F(n)=>_ f(d) fir allen € N

dln

2. f(n) = Zu(d)F (g) fiir alle n € N.

dn

Beweis. "=":
Nach der Definition der Faltung haben wir /' = 1 x f. Daraus folgt nach den Sétzen 1.5.1 und 1.5.3

prF=pxxf)=(pxl)xf=exf=F

Also st Y, u(d)F(3) = f(n).
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” @77:
Es ist also ux F' = f. Dann ist

frl=1x(pxF)=(1 pu)xF=exF =F,
also 3y, f(d) = F(n). O

Wir kommen nun zur Konstruktion endlicher Kérper. Die einfachsten sind die von Primzahlordnung.

Satz 1.5.6. Es sei p eine Primzahl. Dann ist der Restklassenring (Z/pZ,+,-) ein Kérper mit p
Elementen.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des multiplikativen Inversen ergibt sich aus der Tatsache der
elementaren Zahlentheorie, dass die Kongruenz ax = 1 mod p fiir a Z 0 mod p genau eine Losung
modulo p hat. Alle anderen Korpereigenschaften sind unmittelbar klar. O

Die Koérper der Ordnung p™ mit einer Primzahl p und n € N mit n > 2 werden nun als Restklassenringe
des Polynomrings (Z/pZ)[x] konstruiert.

Definition 1.5.4. Unter einem Polynomring K[z] iiber einem Koérper K versteht man

Klx] := {f(w):Zal,x”:al,eK, U:O,...,neNo}.

v=0
Definition 1.5.5. Ein Element f(z) = >/, a,2” € K[z]| heiBt normiert, falls a,, = 1 ist. Weiter
heifit f irreduzibel, falls f # 0 und f # ¢ - h fiir alle g, h € K[z] mit degg > 1 und degh > 1 gilt.

Satz 1.5.7. (Division mit Rest)
Es sei g € K[z] und g # 0. Dann existieren zu jedem f € K|[z| eindeutig bestimmte q,r € K|x] mit
f=q-g+r mitdegr <degg.

Beweis. Der Beweis folgt mittels der aus der Analysis bekannten ”langen Division”. O
Satz 1.5.8. (Euklidischer Algorithmus)
Es sei f,g € K[z] mit g # 0 und degg < deg f. Dann ezistieren s,t € K[x] mit fs+ gt = 1.

Beweis. Der Euklidische Algorithmus besteht aus einer wiederholten Anwendung der Division mit
Rest (Satz 1.5.7).

f=q-g+ro mit degrg<degg (1o #0)
g=q-ro+r1 mit degr; <degry (r1 #0)
ro=gqz2-r1+7r2 mit degry <degry (r2 #0)

Th—2 =qn Th—1+7Tn mit deg T < deg Tn—1 (Tn 7é 0)
Tn—1 = Qqn+1 " Tn-

Dieses Schema tritt auch beim Euklidischen Algorithmus in der elementaren Zahlentheorie auf.
Wie dort beweist man die Existenz von s und ¢, so dass fs + gt = 1 gilt. O

Satz 1.5.9. Es seien f,g,h € K[z|, wobei f und h teilerfremd seien. Weiter gelte f|(gh).
Dann folgt f|g.

Beweis. Nach Satz 1.5.8 gibt es s,t € K[z| mit hs + ft = 1. Daraus folgt f|(ghs + gft) = g. O
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Satz 1.5.10. (Findeutigkeit der Primfaktorzerlegung)
Es sei f € Klx] normiert mit deg f = n € Ny. Dann ezistieren bis auf die Reihenfolge eindeutige,

normierte, irreduzible fi; € Klx] mit
n T

F=T11T1I (%)
k=11=1
mit deg fr; = k und vy, > 0 sowie r1 + 2r9 + ... + nr, = n.

Beweis. Existenz:

Die Existenz beweisen wir mittels Induktion nach n = deg f:

n =0

Dann ist f =1 und die Behauptung () gilt mit dem leeren Produkt.

n—n+ 1

1. Fall: f ist irreduzibel: Dann gilt (x) mit n =1, 7, = 1 und f1; = f.

2. Fall: f ist reduzibel: Dann ist f = gh mit 1 < deg f,degg < n. Nach Induktionshypothese gilt die
Behauptung fiir ¢ und h und somit auch fir f.

Eindeutigkeit:

Wir nehmen an, es gidbe ein f mit zwei verschiedenen Darstellungen

m k
f:Hg,, und f:Hh#.
v=1 p=1

Wir betrachten dasjenige Polynom, fiir das max{m, k} minimal ist. Aus gi|h; - - hy folgt h, = cgy fiir

ein v. Damit ergibt sich
m T

fgl_l = ngzc‘ Hhu
v=2 pn=1
HFV

O]

Satz 1.5.11. (Euxistenz des irreduziblen Polynoms)
Es sei K ein endlicher Kéorper mit |K| = q. Dann gilt: Die Anzahl my(n) aller normierter und
irreduzibler Polynome aus K[z] vom Grade n € N ist

mq(n) Z%Zu(%) q* > 0.

din

Beweis. Jedes normierte Polynom f € K[z] hat die Form f(z) = ag + a1z + ... + ap_12" ! + 2™
Fiir jedes ag,...,a,_1 gibt es ¢ Auswahlmoglichkeiten und somit gibt es ¢" normierte Polynome vom
Grad kleiner gleich n.

Nach Satz 1.5.10 besitzt jedes normierte Polynom f eine eindeutige Darstellung der Form

fZHka;z

k=11=1

mit deg fi; = k und 7 > 0 sowie 71 + 2r3 + ... + nr, = n mit irreduziblem fi;. Nach einem grundle-
genden Anzahlproblem der Kombinatorik (Kombinationen mit Wiederholungen) gibt es

<7rq(k) :;rk — 1)

Méglichkeiten, 7, irreduzible Polynome aus 7, (k) solchen Polynomen (moglicherweise mehrfach) aus-
zuwéhlen.
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Man stelle die Auswahl dar, indem man 7y(k) + rp — 1 Zellen durch (k) — 1 Striche markiert. Wir

erhalten
"= ) H <7Tq +rk_1>

ri+..+nrp=n k=1

r; >0

Diese Gleichungen werden mit Erzeugendenfunktionen behandelt. Wir beniitzen die Binomialreihe
oo oo
oN—a AV a+v—-1\ ,
(1—2) _Z<V>( 1)Vx _Z< , )x
v=0
.. . 1
fiir [z| < 1. Dann folgt fiir || <

L iy e —1ey Y H(”q e
1—qr :lq

n=1ri+...+nrp=n k=1

o (i( —:1/ 1>ka> _ ﬁ<1 _ gy,

k=1 k=1

Mit der Logarithmusreihe

fir |z| < 1 folgt

ST = o () = Eomon () - iwq%)ifj y

n=1 k=1 k=1 v=1
= Z = Z d - 7q(d)
n=1 dn

und damit ¢" =3, d - m4(d) fiir alle n € N. Mit der Mébiusschen Umkehrformel (Satz 1.5.5) folgt

o o) = S ()

dn
wegen 1 +q+...+¢" ! = % und somit 7y (n) > 0. O

Definition 1.5.6. Es sei K ein Korper und f, g € K|z|. Unter der Restklasse g mod (f) versteht man
gmod (f):=={g+h- f: h € K[z]}. Unter dem Restklassenring K[x]/(f) versteht man die Menge der
Restklassen mit der Addition und der Multiplikation, die folgendermaflen definiert sind:

gmod (f)+hmod (f) = (g+h)mod (f)
gmod (f)-hmod (f) = (g-h)mod (f).

Man sieht leicht, dass das Ergebnis der Verkniipfungen von der Auswahl der Reprisentanten un-
abhéingig ist.

Satz 1.5.12. Es sei K ein endlicher Kérper mit |K| = q, und fo € K|x] sei ein irreduzibles Polynom
mit deg fo = n € N. Dann ist der Restklassenring R = K|x|/(fo) ein Korper mit ¢" Elementen.
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Beweis. Jedes r € R ist eindeutig darstellbar in der Form r(z) = ag + a1z + ... + ap_12"* + (fo).
Da es fiir jedes der a, fiir 0 < v <n — 1 genau ¢ Moglichkeiten gibt, folgt |R| = ¢".

Alle Korperaxiome sind klar mit Ausnahme der Existenz des multiplikativen Inversen.

Es sei nun g mod (fy) € R\{0}. Nach Satz 1.5.8 (Euklidischer Algorithmus) gibt es s,t € K[z] mit
sg + tfo = 1. Dann ist aber (s mod (fy)) - (¢ mod (fp)) = 1 mod (fo). O

Satz 1.5.13. Es sei ¢ = p™ eine Primzahlpotenz. Dann gibt es einen Korper Fq mit ¢ Elementen.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 1.5.6, 1.5.11 und 1.5.12. O

Satz 1.5.14. Es seiq = p™ eine Primzahlpotenz. Dann gibt es q—1 paarweise OLQ und eine projektive
Ebene der Ordnung q.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 1.3.1, 1.4.2 und 1.5.13. O
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Kapitel 2

Verallgemeinerte Designs, weitere
Konstruktionsmethoden fiir
Orthogonale Lateinische Quadrate

2.1 Der Satz von Mc Neish

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass wir fiir n = p" die maximale Anzahl N(n) = n — 1 von
paarweisen OLQ erhalten kénnen. Der Satz von Mc Neish erméglicht nun zwar nicht die Maximalzahl,
aber immer noch viele OLQ zu erhalten, die paarweise orthogonal sind, wenn in der Primfaktorzerle-
gung von n nur grofle Primzahlpotenzen vorkommen.

Satz 2.1.1. Es sein =1-m mitl,m € N. Dann gilt N(n) > min{N (), N(m)}.

Beweis. Es seien k = min{N(l), N(m)} sowie AN = (ag;)), AR = (agf)) mit 1 < 4,5 <[ paarweise
verschiedene OLQ der Ordnung ! und BM) = (bgjl-)),...,B(k) = (bgf)) mit 1 < 4,7 < m paarweise
verschiedene OLQ der Ordnung m. Fiir 1 < h < k wird die Matrix C") als die folgende (I-m x [ -m)-
Matrix

@, B®) (@B, B"M) ... (@), B®)
(@™ B®Y (@M B®y . (M, B™)
mit h = 1,..., k definiert, wobei die Teilmatrizen iiber
(@, 0"y (a6 @l e)
h h h h
(a(h) B(h))': (a('j)7 él)) (az(j)ﬂb;,Z)) (z(’j)vbg,r)n

g :
(h) 40

h h
(az’j ’ m,1) (az(j)u bgn,)m)
gegeben sind. Man iiberpriift leicht, dass die CM) paarweise orthogonal sind. ]

Satz 2.1.2. (Mc Neish)
Es sein =p]"---p!" die kanonische Primfaktorzerleqgung von n. Dann ist

> min {p)" —1}.
N(n) = min {p;" —1}
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Beweis. Wiederholte Anwendung von Satz 1.5.12 ergibt N(n) > minj<;<, N(p]").
Die Behauptung folgt dann aus Satz 1.5.13. O

2.2 Orthogonale Lateinische Quadrate und Orthogonale Schemata

Probleme iiber OLQ werden oft {ibersichtlicher, wenn man sie in der Sprache der orthogonalen Sche-
mata formuliert.

Definition 2.2.1. Es sei n € N und M eine Menge von n Symbolen.

Zwei Zeilenvektoren @ = (1,...,2,2) baw. ¥ = (y1,...,¥y,2) der Linge n? mit z;,y; € M heiflen
orthogonal, wenn unter den geordneten Paaren (z;,y;) fiir 1 < i < n? jedes Paar (u,v) € M? genau
einmal vorkommt.

Definition 2.2.2. Es sei n € N und M eine Menge von n Symbolen.
Ein orthogonales Schema OS(n,s) der Ordnung n und Tiefe s ist eine Matrix mit s Zeilen und n?
Spalten, deren Eintrdge Symbole aus M sind, so dass jedes Paar von Zeilen orthogonal ist.

Folgende Tatsache ist unmittelbar klar:

Satz 2.2.1. Ist eine s xn%- Matriz ein OS(n, s), so bleibt diese Eigenschaft auch nach einer beliebigen
Permutation der Zeilen oder Spalten oder einer Umbenennung der Elemente einer einzelnen Zeile
erhalten.

Satz 2.2.2. Es seien k,n € N mit n > 2. Es existiert genau dann ein OS(n,k + 2), wenn es eine
Menge von k paarweise verschiedene OLQ der Ordnung n gibt.

Beweis. Wir fithren nur eine Richtung des Beweises.
Es sei ein OS(n, k + 2) gegeben. OBdA nehmen wir an, dass die Menge der Symbole M ={1,...,n}
ist. Durch Permutation der Spalten kénnen wir dann ein OS(n, k+2) erhalten, dessen erste zwei Zeilen

7 und vy die Form
11 ....12 2 ... 2 ... nn ...n
1 2 ...n1 2 ... n ... 1 2 ... n

haben. Es seien 3, ..., U)o die iibrigen Zeilenvektoren. Wir konstruieren die Lateinischen Quadrate
AW = (al(f)) mit 1 <j<kund1<I,i<n wie folgt:

Fir 1 < 1,i < n sei s(l,i) die eindeutig bestimmte Spalte, deren erste beiden Komponenten den
Spaltenvektor (I,7)T bilden. O

2.3 Verallgemeinerte Designs

In Kapitel I hatten wir Designs mit fester Blockgrofie betrachtet. In der Folge lassen wir auch unter-
schiedliche Grofie von Blocken zu.

Definition 2.3.1. Ein (pairwise balanced design) BIB(v, k1, ..., km, ) ist ein Paar (D, B), wobei D
eine Menge von v Objekten und B eine Menge von Teilmengen von D ist, die Blocke genannt werden.
Die Grofle der Blocke sind durch die Zahlen k; mit k; < v gegeben und jedes Paar von Objekten tritt
in genau A Blocken auf.

Die Menge der Blocke mit k; Elementen heiflen die i- te equiblock component.

Ein clearset ist eine Vereinigung von equiblock components, in denen zwei verschiedene Blocke disjunkt
sind. Wir schreiben BIB(v, k1, ...k krg1, ..., kn), falls A = 1 und die ersten r equiblock components
einen clearset bilden.
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Satz 2.3.1. Falls es ein BIB(v,k1,...kp;kryt1, ..., kn) gibt, gilt

N(v) > min{N(1),.... N(k); N(kri1) — 1, ..., N(km) — 1}.

Beweis. Es sei
c=min{N (k1) +2,...,N(ky) +2; N(kyy1) + 1,..., N(kpn) + 1}.

Nach Satz 2.2.2 gibt es orthogonale Schemata A; = OS(k;, ¢) fiiri = 1,...,r und orthogonale Schemata
D; = OS(ki,c+1) fiir i = r 4+ 1,...,m. Die Matrix D; ist eine Matrix vom Typ (¢ + 1) x k? mit den
Elementen 1,... k;.

Wir verschieben nun die k; Spalten mit einer ”1” in der ersten Zeile an den Anfang und nummerieren
die Elemente in den restlichen Zeilen so um, dass die ersten k; Spalten von D; die folgende Form
haben:

11 ... 1
1 2 ... kK
1 2 ... k
Aus D; mit i = r+1,...,m bilden wir Matrizen A;, indem wir die erste Zeile und die ersten k; Spalten

von D; streichen.

Die A; sind folglich Matrizen vom Typ ¢ x (k? — k;), welche in jedem Paar von verschiedenen Zeilen
alle Spalten (u,w)” mit v # w und u,w = 1,..., k;, aber keine Spalten (u,u)” hat.

Es seien S1,955,...,S, die Blocke des BIB. Die Elemente 1,...,k; von A; ersetzen wir durch Umbe-
nennung durch die Elemente der Blocke St, Ss, ..., S, und erhalten die Matrizen B;.

Es sei E eine Matrix, deren Spaltenzahl die Anzahl der Objekte des BIB ist, die nicht in dem clearset
vorkommen, in der jede Spalte eines dieser Elemente ¢- mal enthélt. Durch Aneinanderreihen bilden
wir die Matrix C' = (By, Ba, ..., By, E).

Wir behaupten nun, dass C' ein OS(v, ¢) ist.

Dazu betrachten wir zwei Zeilen U, und ¥). Es seien u # w zwei verschiedene Objekte des BIB. Dann
gibt es genau einen Block S;, der sowohl u als auch w enthélt, und in den zugehorigen B; wird eine
Spalte (u,w)” in den zwei Zeilen ¥, v, sein. Es kommen u und w in keiner Spalte der B; mit i # j
und in keiner Spalte von E vor.

Es sei u ein Objekt des clearset, und es sei u € S;. Dann gibt es in den Zeilen v}, und 4}, von B; eine
Spalte (u,u)T. Ist u nicht im clearset, so gibt es in E in den Zeilen @), und o} eine Spalte (u,u).
Folglich sind 0}, und @} zueinander orthogonal und C ist ein OS(v, ¢).

Infolgedessen gibt es nach Satz 2.2.2 nun ¢ — 2 OLQ, und der Satz ist bewiesen.

Illustration:
clearset: Blocke der equiblock- components zu k; mit 1 <7 < r:

A; = oS

mit ¢ Zeilen.
Blocke der equiblock- components zu k; mit r 4+ 1 <7 < m:

11 1|z «x x
D; = )
1 2 U k;
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mit ¢ + 1 Zeilen und

r T ...x T
A; =
Uber A; — B; werden die Elemente {1,...,k;} in Elemente des Blocks S; umbenannt. Dann ist
B By By E

L) HEEWEEG

Der erste Vektor ist dabei in genau einem Block wegen der clearset- Eigenschaft.

Die Vektoren (u,w)? sind fiir Paare u # w in S; enthalten.

Der gestrichene Vektor wurde beim Ubergang von D; zu A; entfernt.

SchlieBllich ist der letzte Vektor fiir u nicht aus dem clearset. O

Definition 2.3.2. Ein BIB heifit auflésbar mit r Replikationen, wenn die Menge B der Blocke so
in r Teilmengen, Replikationen genannt, aufgeteilt werden kénnen, dass fiir jede Replikation R jedes
Objekt des BIB in genau einem Block von R enthalten ist.

Beispiel 2.3.1. Es sei K ein Kérper mit |K| = ¢. Die affine Ebene (K2,G), wobei G die Menge der
Geraden von K? ist, ist ein Design D(¢?,¢*> + ¢,q + 1,¢,1) mit der Blockmenge G. Dabei ist (K2, G)
auflosbar mit ¢ + 1 Replikationen, wobei die Replikationen aus den Geraden einer Parallelenschar be-
stehen. Jedes Objekt, d.h. jeder Punkt, ist in genau einem Block, also einer Geraden, einer Replikation,
d.h. einer Parallelenschar enthalten.

Wir betrachten nun noch weitere Verallgemeinerte Designs, die group divisible designs:

Wiéhrend bisher der Parameter A, der angibt, in wievielen Blocken ein Paar von Objekten gemeinsam
vorkommt, konstant war, treten nun fiir verschiedene Paare verschiedene Werte von A- insgesamt zwei
verschiedene- auf. Der Wert 0 kann auch auftreten.

Definition 2.3.3. Ein group divisible design GD(v; k, m; A1, A2) ist ein Tripel (D, B,G), wobei D eine
Menge von v Objekten, B eine Menge von Teilmengen von D, Blocke genannt, und G eine Partition
von D in Teilmengen von je m Objekten, Gruppen genannt, ist, so dass folgendes gilt:

1. Jeder Block enthilt £ Objekte.

2. Zwei Objekte derselben Gruppe treten zusammen in A\; Blocken auf, wihrend zwei Objekte von
verschiedenen Gruppen zusammen in Ao Blocken auftreten.

Wir werden hier nur den Fall A1 = 0 und A9 = 1 verwenden.

Definition 2.3.4. Ein aufloésbares GD(v; k, m; A1, A2) mit r Replikationen ist ein GD(v; k, m; A1, \2),
wenn die Menge B der Blocke so in r Teilmengen, Replikationen genannt, aufgeteilt werden kénnen,
dass fiir jede Replikation R jedes Objekt des GD in genau einem Block von R enthalten ist.

Satz 2.3.2. Wenn k < N(m)+ 1 gilt, dann ezistiert ein auflosbares GD(km;k, m;0,1) mit m Repli-
kationen.

Beweis. Wegen k < N(m)+1 existiert ein OS(m, k+1). OBdA konnen wir annehmen, dass die Menge
der Symbole {1,2,...,m} und dass die letzte Zeile von der Form

1,...,1,2,....2,....om,...,m

ist.
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Als Abschnitt A, mit 1 < r < m bezeichnen wir nun die Teilmatrix aus den Spalten mit unterstem
Element r. Daraus erhalten wir eine Matrix M vom Typ (k, m?) mit r Teilmatrizen M, mit 1 <r <m
wie folgt:

Wir streichen jetzt die letzte Zeile und ersetzen die Zahl i in der j- ten Zeile durch das Paar (i, 7).
Nun geht M, aus den Spalten des Abschnitts A, hervor, und wir konnen das gewiinschte Design
GD(km; k,m;0,1) konstruieren.

Die Objekte des GD sind die Paare (7, j) der Matrix M. Thre Anzahl ist km. Die Blocke des Designs
sind die Spalten von M. Die r- te Replikation ist die Menge der Spalten der Teilmatrix M,..

Die jo- te Gruppe ist die Menge der Paare (i,j) mit der zweiten Koordinate j = jg. Objekte mit
derselben zweiten Koordinate, d.h. aus derselben Gruppe, treten nie gemeinsam im selben Block auf.
Wegen der Orthogonalitéit der j- ten und j'- ten Zeile des OS treten Objekte mit verschiedenen zweiten
Koordinaten ¢ und j’ zusammen in genau einem Block auf.

Jedes Objekt (7, 7) tritt in der r- ten Replikation, d.h. in der Teilmatrix M, wegen der Orthogonalitét
der j- ten und der untersten Zeile des OS genau einmal auf.

Damit hat das Design die gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 2.3.3. Es ezistiere ein auflésbares GD(v; k,m;0,1) mit m Replikationen. Weiter sei 1 < z < m.
Dann gilt N(v + x) > min{N(m),N(z), N(k) —1,N(k+ 1) — 1}.

Beweis. Wir konstruieren nun aus den Objekten, Blocken und Gruppen des Designs GD(v; k, m;0,1)
ein BIB(v + x;z,m; k, k + 1) wie folgt:

Wir machen aus den Blocken der Grofie k der i- ten Replikation mit 1 < ¢ < x einen Block des BIB
der Grofle k + 1, indem wir ein neues Objekt Y; hinzufiigen.

Die Blocke der restlichen Replikationen lassen wir unverdndert und definieren sie ebenfalls als Blocke
des BIB der Grofle k. Die Gruppen G; des GD machen wir zu Blécken des BIB der Grofle m. Schlief3lich
machen wir die neuen Objekte Y7,...,Y, zu einem Block Y = {Y1,...,Y,} des BIB.

Wir haben zu zeigen, dass wir auf diese Weise ein BIB(v + x;x,m; k, k + 1) erhalten.

Es ist klar, dass die Anzahl der Objekte v + z und die GroBe der Blocke x, m, k bzw. k + 1 ist. Es ist
auch klar, dass die equiblock- component- Blocke der Grofle m, die aus der Gruppe G bestehen, und
die equiblock- component der Grofle z einen clearset bilden.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Paar (u,w) an Objekten in genau einem Block auftritt.

Fall 1:

Es sind u und w Objekte des GD und gehoren nicht zur selben Gruppe. Nach Definition des GD gibt
es genau einen Block B des GD mit u,w € B.

Fall 2:

Es sind v und w Objekte des GD und gehoren zur selben Gruppe. Dann gibt es genau einen Block,
namlich Y, zu dem uw und w gehéren. Das Paar (u,w) tritt in keinem der Blocke des BIB und auch
nicht in {Y7,...,Y,} auf.

Fall 3:

Es gilt w € GD und w =Y; mit 1 <7 < z. Es gibt dann genau einen Block B,, der i- ten Replikation
mit u € B,,. Dann ist das Paar (u,w) in dem Block B, U {Y;} enthalten und in keinem anderen.

Fall 4:

Es sei v = Y; und w = Y; mit i # j. Dann ist (u,w) im Block Y, enthalten.

Damit ist alles bewiesen. O
Satz 2.3.4. Es sei k < N(m)+ 1 mit 1 <x < m. Dann gilt
N(km + z) > min{N(m),N(z), N(k) —1,N(k+1) —1}.

Beweis. Nach Satz 2.3.2 existiert ein GD(km; k,m;0,1). Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.3.3,
wenn wir v = km setzen. ]
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Bemerkung 2.3.1. Satz 2.3.4 erlaubt es, untere Schranken fiir N(m) zu erhalten, indem man n in
der Form n = km + x schreibt, wobei die in der Primfaktorisierung von k, k + 1, m und x vorkom-
menden Primzahlpotenzen sémtlich grofl sind. Dies ist ein rein zahlentheoretisches Problem, das mit
Siebmethoden, die wir im néchsten Abschnitt besprechen wollen, behandelt werden kann.

Beispiel 2.3.2. Es sei n = 1300 = 22 - 5% - 13. Der Satz von Mc Neish ergibt N(n) > 22 —1 = 3. Nun
ist n =31-41+ 29. Satz 2.3.4 ergibt

N(n) > min{N(41), N(29), N(31) — 1, N(32) — 1) = 28.
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Kapitel 3

Siebmethoden

3.1 Grundlagen aus der elementaren Primzahltheorie

Definition 3.1.1. Die Primzahlzdhlfunktion 7(z) ist durch

r(z)=[{peP:p<al =31

p<z

definiert. Der Summationsindex p bedeutet hier und im folgenden, dass iiber Primzahlen summiert
wird.

Schon Euklid wusste, dass 7(z) — oo fiir z — oo gilt. Gaufl vermutete um 1792 die Giiltigkeit des
sogenannten Primzahlsatzes:

(5= o00) dh Tim &) _
z—oo /log x

m(x)

- log

Dies konnte jedoch erst 1896 von Hadamard und de la Vallée- Poussin gezeigt werden.

Wir werden den Beweis in dieser Vorlesung nicht geben. Uns geniigen schwéchere Ergebnisse, die
mit denen von Tschebyschew zusammenhéngen, der 1850 zuerst die wahre Groflenordnung von 7 (z)
bestimmte.

Satz 3.1.1. Es gibt Konstanten c1 > 0 und co > 0, so dass fiir alle x > xq

X

<m(z) < co

C1

‘ log ' log

gilt.
Beweis. Ubungen. O
Ergebnisse der Analytischen Zahlentheorie haben die Form
”Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied”
oder ”Unbekannte Funktion < Explizite Funktion”.

Zur Vereinfachung der Formulierung hat Edmund Landau die nach ihm benannte O- und o- Symbole
eingefiihrt.
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Definition 3.1.2. Es seien f(z) und g(z) zwei Funktionen, die fiir geniigend grofie positive x definiert
sind, und es sei f(z) beliebig komplex, g(z) > 0 eventuell nur fiir geniigend grofie . Dann soll

f(xz) = O(g(x)) baw. [f(x) =o(g(x)) (x — o0)

bedeuten, dass fiir geniigend grofie x folgendes gilt:

|f(z)] < A-g(x) fiir passendes A >0 bzw.

Analog mo6gen die Beziehungen
f(x) =0(g(x)) bzw. f(z)=o0(9(x)) (z—a’) oder (z—a)
definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

Satz 3.1.2. Der Primzahlsatz kann in der Form

m(x) = Tog +o <logx> (x = 00) oder auch w(x)= gz (14+0(1)) (z— o)

geschrieben werden.

Satz 3.1.3. (Mertens)
Es gilt

Z logp _ logz 4+ 0O(1) (z — o0).
p<z

Beweis. Essei N = [z], und wir untersuchen die Primfaktorzerlegung von N!. Es sei N! =[] _ p'®),

Zur Bestimmung des Exponenten (p) beachten wir, dass von den Zahlen 1,..., N genau [%} durch

p teilbar sind, [1%} durch p? usw. Damit gilt

¥(p) = [$]+[;]++

; 7] =5 -0 o ()

mit 7(p) = }gg;. Somit folgt wegen m(z) = O (lozx)

1
log N! ::U-Z %8P + O(z).

p<z

Mittels der Stirlingschen Formel log N! = N -log N — N + O(log N) folgt

1
xz o8P =zlogz + O(z)

p<z

und damit

1
Z 98D _ logz + O(1).
p<z

O
Von Interesse ist auch die Summe qu %. Diese erhilt man, indem man aus der Summe Zp<w lof)p
die ”Gewichte” logp entfernt. Eine Methode zur Entfernung oder Hinzufiigung regulidrer Gewichte
liefert die Abelsche Partielle Summation.
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Satz 3.1.4. (Abelsche Partielle Summation)

Es seien a < b reelle Zahlen und c1,,co, ..

gilt

i) diskrete Version:
Es seien fi1,..., fn kompleze Zahlen mit (Af)n = fat1 — fn. Dann gilt

D cafa=cOfp— Y, cm)(Af)n

a<n<b a<n<b—1

i1) kontinuierliche Version:

Es sei f auf [a,b] stetig differenzierbar. Dann ist

a<n<b

Beweis. 1) Es ist

Yooeafu = D () —cln=1))-fo= D cm)fa— D cn)fap

i)

a<n<b a<n<b a<n<b

= c(b)fy — Z c(n)(fatr1 — fn)

a<n<b—1

Dies beweist (i).

. komplexe Zahlen. Weiter sei c(x) = >, <, cn- Dann

b
> eadn) = c)f6) - [ el O

a<n<b—1

Es seien die Voraussetzungen von Teil ii) erfiillt. Zudem setzen wir f,, := f(n). Firt € [n,n+1)

ist c(t) = c(n), und es gilt
for=f= [ " ar,
also
() (Fu — £ = [ s

Auflerdem ist
b

e(b)F(b) — e([B]) fy = /[b RCTECID

Damit folgt aus i), (1) und (2)

(0]
Y cnfa=c(O)f(0) = (c(b).f(b) — (DS ([B]) —/ c(t)f'(t) dt

a<n<b

Satz 3.1.5. Es gibt eine Konstante b € R mit

1 1
Z:loglogx—i-b—i-O( >
P log

p<w
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Beweis. Wir wenden Satz 3.1.4 ii) mit

logp _
e = b fallsn=peP
0 sonst

und f(t) = 10}% - sowie @ = 3 an. Wir erhalten
[ Z logp 1
b i b logp
lo 1 * lo dt
= (X L)
e P gz  Jsp \iZ P | tloght
Nach Satz 3.1.3 ist >_ logp = logt + r(t) mit r(t) = O(1). Also gilt
1 1 Toodt ot
Zf = (logx—l—r(;v))-1 +/ 5 t+/ (; dt
p<z P ogx  J3so tlog 3/2 tlog”t
3 e t 1
1+r<x)+loglog:c—loglog+/ r(g dt+0< )
log x 2 3/2 tlog”t log

1
= loglogx+b+ O (>
log x

mit

3 r(t)
b=1-loglo —i—/ dt.
& g2 3/2 thth

3.2 Formulierung des allgemeinen Siebproblems

In den Bezeichnungen folgen wir hier weitgehend dem Buch von Halberstam und Richert. Auch die
Ergebnisse sind diesem Buch entnommen.

Siebmethoden werden verwendet, um die Anzahl der Glieder einer endlichen Folge A von ganzen
Zahlen abzuschétzen, die durch keine Primzahl p aus der Primzahlmenge P teilbar sind, die unter
einer Schranke z > 1 liegen.

Definition 3.2.1. Es sei A eine endliche Folge ganzer Zahlen, die gegebene Werte mehrfach annehmen
kann. Es sei P eine Menge von Primzahlen und z > 2 mit z € R. Die Menge aller Primzahlen sei P.
Dann definieren wir

S(A;P,z)=|{a € A: pla, pe P =p >z}
und P(z) = Hp <. p- In den Anwendungen wird die Folge A gewo6hnlich von einem Parameter abhéngen,
der gegen unendlich strebt.
Man kann Ergebnisse iiber S(A; P, z) unter Angaben sehr allgemeiner Art iiber die Folge A erhalten.
Wir werden die Art dieser Informationen in der Folge beschreiben.
Fiir eine quadratfreie Zahl d sei Ay = {a € A: a = 0 mod d} die Teilfolge der durch d teilbaren Zahlen.
Uber A benétigen wir Informationen der folgenden Art:
Fiir X > 1 und eine multiplikative Funktion wqg setzen wir

d
r = 4] — <049

X
d

fir pu(d) # 0.
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Von dem Restglied 4 wird gewiinscht, dass es (wenigstens im Mittel) klein ist. Dann liefert X eine gute

Approximation fiir die Méchtigkeit von A, wihrend Approximationen fiir Ay durch WOTW)X gegeben

sind.

Beispiel 3.2.1. Es sei A = {n: 2 —y < n < z} mit 1 < y < z. Dann liefert S(A,P, z) obere
Schranken fiir die Anzahl der Primzahlen im Intervall [z — y,y]. Falls z > z1/2 ist, ergeben sich auch
untere Schranken. Setzen wir X = y, wo(p) = 1 fiir alle p € P und wy(d) = 1 fiir quadratfreie d, so
erhalten wir |ryg| < 1.

Beispiel 3.2.2. Essei A = {n?+1: n < 2}. Die Teilbarkeit von n?+1 durch ein quadratfreies d hiingt
nur von den Restklassen von n mod d ab. Es sei d = 2p; - - - p,- die Zerlegung von d in Primfaktoren
mit € € {0,1} und 2 < p; < p2 < ... < p,. Nach dem Chinesischen Restsatz ist die Kongruenz

n? 4+ 1=0mod d (1)
zum System der Kongruenzen
n? + 1= 0mod 2°
n? 4+ 1= 0mod p;
: (2)
n?+1 =0 mod p,
dquivalent.
Fiir eine ungerade Primzahl p hat n? +1 = 0 mod p zwei Losungen modulo p, falls (_71) =1 gilt, also

im Falle p = 1 mod 4. Andernfalls besitzt n? + 1 = 0 mod p keine Lésung modulo p, falls <_71> =-1

gilt, also fiir p = 3 mod 4. Fiir p = 2 hat n?> + 1 = 0 mod p die eine Lésung n = 1 mod 2.
Die Anzahl [(d) der Losungen von (1) ist somit durch

I(d) = 0, falls p|d fiir eine Primzahl p = 3 mod 4
| 2" sonst,

gegeben. Letzteres bedeutet damit d = 2p; -+ - p,, € € {0,1} und p; = 1 mod 4 fiir 1 <i <.
Nun lésst sich das Intervall [0,z] in [%] Teilintervalle I, = [(k — 1)d, kd) mit 1 < k < [%] der Lénge d

und im Falle § ¢ N ein Teilintervall I = [[%] ,x) der Lénge kleiner d einteilen. Jedes I mit
1<k< [g] enthilt [(d) Elemente von Ay, wihrend ;1 weniger als d enthilt. Somit folgt
T
Ad = |3 - 1d) + 6a (3)

mit 0 < 03 < d. Als geeigente Wahl fiir den Parameter X und die multiplikative Funktion wy ergibt
sich somit X = x und wy = I(d). Aus (3) ergibt sich somit fiir ry = [Ag| — % - X schlieBlich |ry| < d.
Beispiel 3.2.3. Essei A= {n-(n+2): n <z}. Fiir z=xz"? ist S(A,P, z) = m(z) + O(/z), wobei
mo(x) = [{p < . — 2: p+ 2 € P}| die Anzahl der Primzahlzwillinge kleiner gleich « bedeute. Fiir
z < x'/2 ergeben sich obere Schranken fiir 7o ().

Es sei d = 2p; - - - p, die Zerlegung von d in Primfaktoren mit € € {0,1} und 2 < p; < pa < ... < py.
Wiederum ist nach dem Chinesischen Restsatz die Kongruenz

n? 4 2n =0 mod d (1)

zum System der Kongruenzen
n? + 2n = 0 mod 2¢
n? 4+ 2n = 0 mod p;

n? 4+ 2n = 0 mod p,

dquivalent.
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Nun hat n - (n + 2) = 0 mod p die eine Losung n = 0 mod 2 fiir p = 2 und sonst die zwei Lésungen
n = 0 mod p und n = —2 mod p. Die Anzahl [(d) der Losungen von (1) ist somit 2". Wie im vorigen
Beispiel 3.2.2 teilen wir das Intervall [0, ] in [2] Teilintervalle I, = [(k — 1)d, kd) mit 1 < k < [2]
der Lange d und moglicherweise ein zusétzliches Intervall der Lange kleiner d ein.
Jedes I mit 1 < k < [2] enthélt /(d) Elemente von Ag, wihrend Iy héchstens [(d) enthélt. Somit
folgt
x

Ad = 5] - 1) + 6 (3)
mit 0 < 6y < I(d). Als geeigente Wahl fiir den Parameter X und die multiplikative Funktion wq ergibt
sich somit X = z und wp = I(d) = 2", wobei r die Anzahl der ungeraden Primfaktoren von d darstellt.

3.3 Einschluss- Ausschluss- Prinzip, Einschluss- Ausschluss- Unglei-
chungen

Das Sieb des Erathosthenes, das einfachste Sieb, das wir im néichsten Abschnitt behandeln werden,
ist eine zahlentheretische Version des Einschluss- Ausschluss- Prinzips. Danach werden wir das Reine
Brunsche Sieb behandeln, ein leistungsfihigeres Sieb, das auf der Einschluss- Ausschluss- Ungleichung
beruht.

Satz 3.3.1. FEs seien k,v € N. Dann gilt
" v v—1
= —1)™ = (=1)k1 ).
o) = 3 (1) =0 (720)

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k& durch.
Induktionsanfang: k = 1:
Die Behauptung folgt wegen

=g () =) (3

Induktionsschritt: k£ — k + 1:
Es gelte die Induktionyhypothese fiir ein £ € N. Zudem gilt

ARERGY
und damit
o k+1) = (_1)’€<Z> o) = (<1 ((Z) - <Z:D> - (_1)k<” . 1>.

Fiir den Rest von Abschnitt 3.3 treffen wir folgende Annahmen:
Es sei M eine endliche Menge von Objekten, My, ..., M, seien Teilmengen von M. Es sei S die
Menge der Objekte von M, die keiner der Teilmengen M; angehéren.

Satz 3.3.2. (Einschluss- Ausschluss- Prinzip)
Es gilt

[SI= M+ (=D > My NN M.
k=1

(1K)
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Bevor wir Satz 3.3.2 beweisen, fragen wir uns, was wir erhalten, wenn wir die Summe auf der rechten
Seite nicht iiber sdmtliche k, sondern nur iiber 1 < k < ¢ mit ¢ € N und t < r erstrecken.

Definition 3.3.1. Es sei t € Ny mit ¢ < r. Unter der Einschluss- Ausschluss- Summe F(t) verstehen
wir

B(t) = M[+> (=D)F > M. nM,l.

k=1 (J15e57k)

Wir werden nun sehen, dass wir fiir ungerade Werte von t eine untere Schranke und fiir gerade Werte
von t eine obere Schranke fiir |S| erhalten.

Satz 3.3.3. (Einschluss- Ausschluss- Ungleichungen)
Es sei s € Ng. Dann haben wir

BE(2s+1) < |8 < E(2s).

Beweis. (Beweis der Sétze 3.3.2 und 3.3.3)
Es sei M = {ry,...,m}. Fiir 1 <i <Isein(r;) die Anzahl der Mengen M; mit r; € M;. Wir erhalten
durch die Anderung der Summationsreihenfolge

B(t) = M+ (=D > My n..nM
k=1

(j11-~~7jk)
l

— Z 1+ Z (-1)F. Z 1

i=1 1<k<min{n(r;),t} (15-23%)
TiEMjl m...m/vljk

Es gibt (”(l:i)) Moglichkeiten, aus den n(r;) Mengen, die r; enthalten, die k& Mengen M, ..., M,
auszuwéihlen. Deshalb erhalten wir fiir die innere Summe

s ()

(J15+53k)
TiEMjl ﬂ...ﬂMjk

und somit
! n(r;)
Et)=> |1+ > (—1)k-< k)
=1 1<k<min{n(r;),t}
Es sei n(r;) > 1. Nach Satz 3.3.1 ist
1\t _1\k . n(r;) _(_1\2t. n(r;) —1
S EETD DIV () ) B T (|
1<k<min{n(r;),t}

Dies verschwindet aber fiir ¢ > n(r;) und ist ansonsten nichtnegativ. Dies beendet den Beweis. t
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3.4 Das Sieb des Erathosthenes

Satz 3.4.1. (Sieb des Erathosthenes)
Mit den Definitionen und Bezeichnungen von Abschnitt 3.2 haben wir

S(AP,2) = ) p(d)lAd.
d|P(2)

Beweis. e Beweis nach dem Einschluss- Ausschluss- Prinzip:
Esist S(A,P,z) =|{me A:m & Ay, Vpe P, p <z}, wobeip <pz <...<p,die Primzahlen
von P kleiner z seien. Damit ist nach Satz 3.3.2 (Einschluss- Ausschluss- Prinzip)

SAP,2) =[A[+ D (=D)F > A, N NA, . (1)
k=1

(J15e57k)

Wir setzen d = pj, -+ pj,. Dann ist Ay, N...NA, = A und (—=1)* = u(d). Aus (1) erhalten
wir

SAP,2) = 3 u(d)]Adl

d|P(z)
e Zahlentheoretischer Beweis:
Es gilt
AP = Y 1= S =Y ud) Y 1= 3 uld)Ad
acA: (a,P(z))=1 acA dla d|P(2) acA d|P(2)
d|P(z) a=0 mod d

O

Beispiel 3.4.1. Essei A = {1,...,100}. Wir wenden Satz 3.4.1 mit z = 6 und P = P an und erhalten
so eine obere Schranke fiir 7(100). Es ist

S(APz) = > u(d)Ad
d|P(z)

= |A| - |A2| — |As| — [As] + | Ag| + |A1o| + [A15] — A0l
100 —50—-33—-20+16+10+ 6 — 3 = 26.

Damit gilt 7(100) < S(A,P, 2) + 7(6) — 1 = 28.

Mit etwas mehr Rechnung kénnen wir auch den genauen Wert von 7(100) bestimmen. Hierzu beachten
wir, dass jede zusammengesetzte Zahl n einen Teiler kleiner gleich n'/2 besitzt.
Es ist damit 7(100) = S(A, P, z) + 7(10) — 1, und wir erhalten

d|P(z)

= |A] = |A2| = [As] — |As] — |A7| + [ Ag| + [Aro] + |Ara] + [Ass| + [A21| + [ Ass|
—|Aso| — |Aaz| — |Azo| — |Aios] + |A210]
= 100—-50—-33—-20—-14+16+10+6+4+2—-3—-2—-1=22.

Damit folgt 7(100) = S(A,P,10) 4+ 7(10) — 1 =25
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In Anwendungen sind wir an Situationen interessiert, in denen A von einem Parameter x abhéngt.
Fiir £ — oo wird auch A — oo gelten. Wir bendtigen Informationen der Art, wie sie in Abschnitt 3.2
beschrieben wurden. Wir orientieren uns auch den den in Abschnitt 3.2 eingefiithrten Bezeichnungen.
Zudem treffen wir noch folgende Definitionen:

Definition 3.4.1. Die arithmetische Funktion w sei durch

| wo(p) firpeP
wip) = { 0 fuirp g P

sowie w(1) =1 und w(d) =[], ;w(p) fir u(d) # 0 definiert. Weiter sei

fiir u(d) # 0 sowie

W(z) = H (1 _ W(ﬁ))

p

Bemerkung 3.4.1. Gehoren sdmtliche Primfaktoren von d zu P und ist u(d) # 0, so haben wir
w(d) = wp(d) und Ry = ry.

Satz 3.4.2. Fiir z > 2 gilt

S(A,P,Z) = +€ Z ’Rd|
d|P(z

mit |6] < 1.
Beweis. Nach Satz 3.4.1 haben wir

SAP.2) = 3 wld)Ad.

d|P(z)

Wir verwenden nun die Approximation
d

mit dem ”Hauptglied” w( ). X und dem "Restglied” R4 und trennen die Beitrdge der Hauptglieder
und der Restglieder. Wir erhalten

S(A,P,2) Z d) + Y u(d)- Ry

d|P(z d|P(2)

Es sei f(d) = u(d)@. Dies ist eine multiplikative Funktion. Damit ist auch die Faltung f x 1 mit

(f*x1)(n) = p(d)

dln

multiplikativ.
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Also gilt

d|P(z) p|P(z) dlp p<z
Wegen |p(d)| =1 ist
> wdRa| < > |Ral,
d|P(z) d|P(z)

also
S(A,P,2)=XW(z)+06- >  |Rql.
d|P(z)

Satz 3.4.3. Es gibt eine Konstante Cy > 0, so dass

0= e (140 (e2))

fir z — oo gilt.

Beweis. Wir haben

Aus der Taylorreihe

fur |z| < 1 folgt

1 1
log(l—)-l-
p p

Damit ist nach dem Majorantenkriterium die unendliche Reihe

1 1
Zlog(l—) + -
> p p

konvergent, und wir haben nach (2)

(e i) ) -ovel?)

p<z

Aus (1) erhalten wir

logV(z):—Z;—l—q—l—O(i)

p<z
und nach Satz 3.1.4

1
logV(z)—loglogz—b+cl+O< >
log 2z

Die Behauptung folgt durch Exponentation, wenn wir Cy = e ~? setzen. O
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Bemerkung 3.4.2. Es kann gezeigt werden, dass Cyp = ¢~ mit der Euler- Mascheronischen- Kon-

stante
N g
= 1 — —log N
’ N;f%o( z °g>

k=1
gilt.
Beispiel 3.4.2. Es sei A= {n: z—y <n <z}, wobei 1 <y < z. Fiir z > 2 wollen wir eine Aussage
iiber S(A, P, z) erhalten. Nach Beispiel 3.4.1 empfiehlt sich die Wahl X = y und wy(p) = 1 fir alle p.

Wir erhalten fiir rq4 = |Ay4| — WOTM)X dann |rg| < 1. Nach Definition 3.4.1 ist wegen P = P dann
wo(p) = w(p) und Ry = r4. Es ist

1
Wi(z)=V(z) = H (1 — > .
p<z p
Damit erhalten wir nach den Sétzen 3.4.2 und 3.4.3 mit 6|, ]¢'| <1
Coy 1 I o
S = XW(z)+0- Ryl=—= (1+0(— 027,
AP =X W +0- Y Rl =P (140 (1)) +

d|P(z)

Wir erhalten nur dann ein nichttriviales Ergebnis, wenn 27(?) < y gilt. Ist y = =z, so ist dies fiir
zo = clog xloglog = erfiillt, und wir erhalten

X
r(2) < S(AP,2) = O <1oglogx> ,

ein Ergebnis, das wesentlich schwécher als Tschebyschews Ergebnis w(z) = O (1 O“’gx) ist. Andererseits

erhalten wir fiir y > 2 mit einem festen € > 0 fiir die Anzahl der Primzahlen im Intervall (z — y, z)

die Grofle w(z) — 7(x —y) = O (@)'

3.5 Das Reine Brunsche Sieb

Definition 3.5.1. Fiir d € N bedeute v(d) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von d, also
v(d) =Y 1.
pld

Satz 3.5.1. (Reines Brunsches Sieb, allgemeine Version)
Es sei s € Ng. Mit den Bezeichnungen von Abschnitt 3.2 haben wir

> w(d)]Ad < S(AP2) < Y p(d)]Adl.
d|P(z) d|P(z)
v(d)<2s+1 v(d)<2s

Beweis. Es ist
S(AP,z)=|{me A:mg ANpe P, p<=z}.

Es seien p; < pa < ... < p, die Primzahlen von P kleiner z. Dann ist nach Satz 3.3.3 (Einschluss-
Ausschluss- Ungleichungen)

2s+1 2s
A+ DR Y Ay, NnAy, [ SSAP2) S A+ (DR Y A, N..nA, .

(1)
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Wir setzen d = pj, -+ pj,, woraus A, N...NA, = Ag und (—=1)* = u(d) folgt. Dann folgt die
Behauptung direkt aus (1). O

Um eine schirfere Aussage zu erhalten, nehmen wir noch an, dass fiir die Menge Ay Approximationen
der in Abschnitt 3.2 beschriebenen Art gegeben sind. Fiir die multiplikative Funktion w setzen wir
zusétzlich voraus, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

w(p) < Ao (o)
und ) .
w(p
0 < 7 < 1- Ail (Ql)

mit positiven Konstanten Ag und Aj.

Zur Vorbereitung des Beweises des Hauptresultats treffen wir zunéchst eine Definition und beweisen
ein Lemma:

Definition 3.5.2. Es sei 7 € N und d|P(z). Wir setzen

(r) o 1, falls V(d) <r
X" (d) = { 0 sonst

und o (n) = > din p(d)x")(d) sowie
e
d- Iy (1 N %)

g9(d)

Weiter sei Bj eine Konstante mit

1
Zi < loglog z + By
p<zp

fiir alle z > 2. Nach Satz 3.1.4 gibt es eine solche Konstante.
Lemma 3.5.1. FEs sei d|P(z) und v(n) = v. Dann haben wir

r r(V— 1
> @) = (V1)
dn

Insbesondere haben wir fir v(n) < r dann o (n) = 0.

Beweis. Die Anzahl der Teiler von n mit v(d) = m ist (). Fiir solche Teiler ist dann p(d) = (—1)™.
Damit gilt
(r) _ _1\ym v —(_1\ v
St = Y (1) = ar (1)
din m=0
nach Satz 3.3.1. O

Satz 3.5.2. (QQ), (Ql)
Es sei z > 2 und \ so gewdhlt, dass 0 < et <1 und ro = [% - (loglog z + Bg)] + 1. Dann gibt
es Konstanten 6 und 0" mit |6] < 1 und |0'| < 1, so dass

(ApA1/N)-(loglog z+Bo)
S(A,P,2) = XW(z) - (1+9<)\61+’\) e e R > +0- > |Rd

d|P(z)
v(d)<ro+1

gilt.

34



Beweis. Es sei s € Ny und r € {2s,2s + 1}.
Wir spalten die untere Schranke » = 2s+1 und die obere Schranke r = 2s von Satz 3.5.1 in Hauptglied
und Restglied auf, indem wir die Approximation

beniitzen. Wir erhalten

mit

bzw.

Wir formen zunéchst Zg) um

Al = (d)X+R
> ud)Agl =X - Z +Z
d|P(2)
v(d)<r
(r) w(d
X = 2 @y
d|P(z
S = 3wl
d|P(z)

Es wird dabei angestrebt, einen Vergleich zwischen dem Term X - Z(HT) in (1) und dem Term XW(z)

zu erhalten, der sich beim Sieb des Erathosthenes als Hauptglied ergibt.
Zunéchst ergibt die Mébiussche Umkehrformel

Einsetzen von (2) ergibt

2y =

also

Doy =

(d) = 3 u(d/5)o”

sld

w(d) d
D=4 = Z Z <5)
d|P(z s|d
w(9d)
é > ut i > o
t|P(2)/5 8P (2
w(9d) oa(6) =
56 Tys (1- p)

1<6|P(z)

& w(p)

g p|P<z>/6< P >

(1+ Y o )
1<6|P(=

5)) : (4)

Als néchstes wollen wir nun eine Schranke fiir den ”Fehler im Hauptglied” erhalte. Mit Lemma 3.5.1

folgt

> dd)g(d)

1<d|P(2)

IN

OOT (T) % (Zg(p

v(P(z))

m=r

) -

(T) 1<cqu:(z>) g(d)

v(d)=m

%- (Zg(p

)) - exp (Zg(p)> :
p<z

p<z



folglich
T 1 '
Y. Vdgld)| < - (Z g(p)> - exp <Z g(p)> : (5)
1<d|P(z) p<z
Es sei nun A mit 0a < A - e < 1 gegeben. Damit ist nach der Definition von 7

S gp) < Ao (6)

p<z

Indem wir die Schranke ri < ( ) fiir r € N beniitzen, die durch Umformen aus (1 + %)T < e entsteht,
erhalten wir mit r = rq

(Zg )r exp(Zg ) ( >TO.()\.rO)To.e>\7’0:()\.el-f')‘)m. (7)

p<z p<z

Es gilt auch

D gp) <A (ro+ 1),

p<z

Durchfithrung der obigen Rechnungen fiir r = rg + 1 ergibt

ro+1
mﬂ (Zg ) - exp (Zg@))s(x-em) " (8)

p<z p<z

Wir wenden nun Satz 3.5.1 an und erhalten mit (1)

XYy asur < x Yy

mit {r1,re} = {ro,r0 + 1} und mit (7) und mit (8)

xw(z)-(1- (1 el+>‘>m) — YIRS SAP2) < XW() (14 (1 €1+’\>T )+ > IR
(Derart i
Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.5.1. Essei A ={n:n <z} und P =P.

Nach Beispiel 3.2.1 sind geeignete Approximationen durch X = x und w(d) = 1 gegeben.

Die Bedingungen (€): w(p) < Ap und (©1): 0 < % <1- A% sind mit Ag = 1 und A; = 2 erfiillt.
Wir wihlen A = 1 und z = exp <2—1010§i§x> und erhalten 79 = [10(loglog z + By)] + 1. Es sei d|P(z)
und v(d) < ro+ 1. Dann gilt

1 1
d < 2"t < exp <2010goi>zx - (10loglog z + By) + 2) = 0(%/%)
und damit
Y |Ral = 0@*5).
d|P(z)
v(d)<ro+1
Weiter ist

W(z) = Co -<1+o

log =

1 B log x
<logz>> =0 <loglog:c> '
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Damit folgt aus Satz 3.5.1

W(w)_O(x.loglogx>.

log

Dies ist wesentlich schérfer als das aus dem Sieb des Erathosthenes erhaltene Ergebnis

aber immer noch schwécher als das Tschebyschewsche Resultat

m(z) =0 <10§x> .

Beispiel 3.5.2. Es sei A ={n-(n+2): n <z} und P = P. Nach Beispiel 3.2.3 ist eine geeignete
Wabhl fiir die Parameter X und die multiplikative Funktion w durch X = z und

|1 firp=2
w(p)—{ 2 fiirp > 2

log ©

mit z = ¢
loglog x’

gegeben. Es gilt dann |Ry| < d.

Die Bedingungen (£2p): w(p) < Ap und (21): 0 < % <1- A% sind mit Ag = 2 und A; = 3 erfiillt.

Wir wihlen A = 1 und z = exp (ﬁlo?iﬁx) und erhalten o = [30(loglog z + By)] + 1. Es sei d|P(z)
und v(d) < ro+ 1. Dann gilt

1 logz
d<zotl < — >~ .(30logl By) +2) =03
< < oxp (1o E D (0logloga + )+ 2) = Ot
und damit
> |Ral=0(@*?).
d|P(z)
v(d)<ro+1
Es ist
w(p) 2 2 1
W(Z):H(1>= H <1>:O exp Zlog(l =0 5
p<z p 2<p<z p 2<p<z p log <
fiir z — oo. Damit ergibt sich fiir my(z), die Anzahl der Primzahlzwillinge kleiner gleich x
log log z)?
mo(z) = O <x . (OgOng)> '
log” x

Dieses war historisch der erste Erfolg der Brunschen Methode.

Als Folgerung haben wir

Satz 3.5.3. Es gilt



Beweis. Partielle Summation ergibt

Nun ist

und

3.6 Kombinatorische Siebe

Das Sieb des Erathosthenes und das Reine Brunsche Sieb sind Beispiele Kombinatorischer Siebe.
Als Vorbereitung zur Behandlung des Brunschen Siebes, das auch in diese Kategorie fillt, wollen wir
hier ein paar allgemeine Prinzipien der Kombinatorischen Siebe behandeln.

Allen Kombinatorischen Sieben gemeinsam ist die Anwendung von Ungleichungen

> udxe(d)Adl £ S(A,P2) < Y uld)xi(d)]Adl (1)
d|P(z) d|P(z)

mit x, € {0,1}.
Die Ungleichungen (1) beruhen auf Ungleichungen fiir die Funktionen o,, die durch

ou(n) = 3 nd)x (d) (2)

din

mit o, (1) = x,(1) =1 fiir v = 1,2 definiert sind.
Im einfachsten Fall, dem Sieb des Erathosthenes, wird x1(d) = x2(d) = 1 fiir alle d|P(z) gew#hlt, und
wir erhalten

o1(d) = o2(d) = op(d) := Zﬂ(d) _ { (1) firn=1

d|n

sonst.

Im allgemeinen Kombinatorischen Sieb sind die Ungleichungen fiir 01 und o9 durch

o2(d) < oo(d) < o1(d) (3)

fir alle d|P(z), d.h. o2(d) <0 < 01(d) fiir d > 1 und o2(1) = 01(1) = 1 gegeben.
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Aus den Ungleichungen (3) folgen dann die Ungleichungen (1) durch Anderung der Summationsrei-

henfolge:
> uld)xw(d) Adl >N uld)xu(d)

d|P(z) acA dla

> S(A,P,z) firv=1
= Z ou((a, P(z)) { < S(A,P,z) firv=2.

acA
d|P(z)

Wir wollen nun Bedingungen formulieren, aus denen die Ungleichungen (1) und (3) folgen:

Definition 3.6.1. Fiir d|P(z) sei ¢(d) der kleinste Primfaktor von d|P(z). Wir setzen ¢(1) = oc.
Fir 2 < z; < z sei
zl, H p -

peEP
z1<p<z

Es sei P4 = {pec P:p fd}.

Die Funktionen x,(d) fiir v = 1,2, welche fiir alle d|P(z) definiert sind, mogen die folgenden Bedin-
gungen (KS) erfiillen:

Definition 3.6.2. (KS):
o (I): xu(d) =0 oder x,(d) =1, falls d|P(z)
o (I (1) =1
e (III): Aus x,(d) =1 folgt, dass x,(t) =1 fiir alle t|d mit d|P(z) (Teilergeschlossenheit).
o (IV): Aus x,(t) =1, u(t) = (—1) folgt, dass x,(pt) = 1 fir alle pt|P(z) fiir p < ¢(t).
Verfahren, in denen die Siebfunktionen S(A, P, z) durch die Ausdriicke

> ud)xw(d)| Adl

d|P(z)

abgeschitzt werden, heiflen Kombinatorische Siebe.

Satz 3.6.1. Die Funktionen x,(d) fir v = 1,2 mdgen die Bedingungen (KS) aus Definition 3.6.2
erfillen. Dann gilt

> uld)xa(d)| A < S(AP,2) < > uld)xa(d)] Adl-

d|P(z) d|P(z)

Beweis. Mittels der Mobiusschen Umkehrformel erhalten wir

S @y @A = 3 !Ad!Zu< ) = S ) S ult)As.

d|P(z) d|P(z) éld 8| P(2) t|P(z)/§
Mit
S(AP.z) = Y uld)Ad
dIP(2)
erhalten wir daraus
SAP.2) = Y wdxu(d]Ad — Y 0u(d)S(As,PD, 2). (1)
d|P(z) 1<d|P(z)
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Zur Umformung der zweiten Summe in (1) beniitzen wir folgende Rekursion. Fiir 2 < z; < z sei

SAPz)=> > 1=> Y 1=> SA,PY ), (2)

t|Ps, - acA t|Psy 2 ac Ay t|Py 2
(a,P(21))=1 (a,P(2)/t)=1
(a,Pzy )=t
Weiter haben wir
a,(0)= > pOxe®)+ D wla@Dxulg®) = > u@)- () = x(g@®)). (3)

16/q(5) 116/q(5) 116/q(5)

Zur Behandlung der zweiten Summe in (1) setzen wir d = ¢(d) - 0 und ¢(d) = p. Aus der Definition
von ¢(0) ergibt sich dann die Bedingung p < ¢(d). Mit (3) erhalten wir

S adS(ALPD. ) = 3T T 84, PP )Y () —x(pD))

1<d|P(z) S|P (2 )p\P(,?) 15
p<q
= 2 > ul —x) - > S(Ap, PP 2)
I|[P(2) p|P(z) t|P(z)/1
p<q(l) p<q(t)
= Z Z (pl))'S(Aplap(pl)vp)a
U|P(z) p|P(z)
p<q(l)

wobei im letzten Schritt die Rekursion (2) benutzt wurde.
Damit ergibt sich aus (1)

S(AP,z) = > uldxu(dAal = D Y n — Xu(pd)) - S(Apa; P, p).
d|P(z) d|P(2) p|P(2)
p<q(d)

Dabei kann die Menge P®% | die sich aus dem vorigen Schritt ergibt, kann hier durch P ersetzt werden,
da die Elemente dieser Mengen, die kleiner als p sind, dieselben sind.
Wir kénnen nun den Beweis beenden, indem wir zeigen, dass

(=1)"u(d) - (xv(d) = xv(pd)) <0 (4)
fiir v = 1,2 und fiir alle Paare (p,d) mit p,d|P(z) und p < ¢(d) gilt.
Dafiir betrachten wir folgende Félle:

e Fall 1: pu(d) = —(—-1)*:
Wegen der Eigenschaft (III) von x,, der Teilerabgeschlossenheit, folgt x,(d) — x.(pd) > 0, da
aus Y, (pd) = 1 auch x,(d) =1 folgt. Damit gilt (4).

e Fall 2: pu(d) = (—1)*:
Wegen der Eigenschaft (IV) folgt aus x,(d) = 1 auch x,(pd) =1 fiir p < ¢(d). Damit gilt (4).

Damit ist der Beweis komplett. ]

Satz 3.6.2. Die Funktionen x,(d) fir v = 1,2 mdgen die Bedingungen (KS) aus Definition 3.6.2
erfillen. Dann gilt

I O R S D e U] B

d|P(z) p<z tw;p* :

wobei hier p* die Primzahl p™ € P bedeute, die auf p € P folgt.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst:

Xu(t) = _Xu(pt) = (_1)V71M(t)XV(t) : (1 - Xu(pt))v (1)

falls pt|P(z) und p < ¢(t) fiir v = 1,2 ist.

Fall 1: x,(pt) =1

Dann gilt wegen der Teilerabgeschlossenheit (III) auch x — v(t) = 1, womit (1) gilt.

Fall 2: x,(pt) =0

Dann ist (1) erfiillt, falls x,(¢) = 0 gilt.

Es sei nun ¥, (t) = 1. Dies ist nach (KS) nur méglich, falls u(t) = (=1)”~!ist. Auch hier ist (1) erfiillt.

Wir zeigen nun als néchstes:

Z (XV((da pt, 2) — xu((d, Pp,z))) =1-x,(d). (2)

pld

Es sei d = py---p, mit p1 < ... < p,. Weiter ist (d, P,+ ,) = (d, Pp,.) auBer fiir p € {p1,...,p-}. In

diesem Fall ist (d, Py, ) = pipi+1 - - pr und (d, Pp+ .) = Pit1- - pr. Damit haben wir

Z(XV((dv pt, z))_Xl/((dvpp,z))) = Xu(p2"'pr)—Xu(Pl-'-Pr)+Xy(p3"-pr)—Xu(m"'pr)

pld
+...+ Xl/(pr) - Xu(pu—l 'pr) +1- Xu(pr) =1~ Xl/(d)7

womit (2) gezeigt ist.
Wir setzen nun (2) in die linke Seite der Behauptung ein und erhalten

> we @ =Wt Y S (5) (el Py ) -l 1)

d|P(z) =1  dlP(2) pld

Setze d = épt mit §|P(p) und t|P,+ ,. Damit erhalten wir

> @2 W+ 3 S ) > u(t)x”“)‘tx”(m)w(t)

d|P(z) p<z S| P( p) P+
v(t) (1 — xu(pt
_ W 1/ IZ Z X X (p ))w(t),
p<z t|P
wobei (1) im letzten Schritt benutzt wurde. O

3.7 Das Brunsche Sieb

Nachdem Viggo Brun das Reine Brunsche Sieb entwickelt hat, baute er in den folgenden Jahren die
Methode weiter aus und erhielt das noch leistungsfahigere Brunsche Sieb. Wie das Sieb des Erathosthe-
nes und das Reine Brunsche Sieb ist auch das Brunsche Sieb ein Kombinatorisches Sieb und erfiillt
die Definition 3.6.2.

Wir beschreiben als erstes die Wahl der charakteristischen Funktionen x, fiir v = 1,2. Hier werden
nicht nur Forderungen iiber die Anzahl v(d) der Primfaktoren von d|P(z) erhoben (v(d) < 2s+ 1
bzw. v(d) < 2s) wie beim Reinen Brunschen Sieb, sondern auch Forderungen iiber die Anzahl der
Primfaktoren von d in gewissen Intervallen.
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Definition 3.7.1. Es sei z > 2, und (z,) sei eine Folge mit 2 = 2, < z,_1 < ... < 21 < z9 = 2 fir
0 < n < r. Diese Folge wird spiéter speziell gewahlt werden. Es sei b € N. Dann setzen wir fiir v = 1,2

1, fallsv((d,P;,.)) <206—v+2n—-1,1<n<r
Xw(d) :{ 0 sonst.(( ) (+)

Wir zeigen zunéchst, dass mit dieser Wahl ein Kombinatorisches Sieb vorliegt.

Lemma 3.7.1. Die Funktionen x, erfilllen die Bedingungen (KS) von Definition 3.6.2.

Beweis. Die Giiltigkeit von (I) bis (III) ist unmittelbar klar. Wir wollen die Giiltigkeit von (IV)
beweisen.

Es sei v(t) = (—1), p < q(t) und zp, < p < zpm—1. Um x,(pt) = 1 zu zeigen, geniigt es, die Giiltigkeit
von (*) fiir n = m nachzuweisen, also die Ungleichung v(pt) < 2b — v + 2m — 1. Wegen x, (t) = 1 ist
v(t) < 2b— v+ 2m — 1. Wegen pu(t) = (=1)*®) = (=1)” ist v(t) = 2b — v + 2m — 1 nicht mdglich.
Damit gilt v(f) < 2b—v +2m — 1 und v(pt) < 2b — v + 2m — 1, womit auch (IV) gezeigt ist. O

Zur Formulierung eines allgemeinen Ergebnisses fithren wir noch eine weitere Bedingung tiber die
multiplikative Funktion w und die Reste Ry ein.

Definition 3.7.2. Es sei £ > 0, Aj > 1, A2 > 1, L > 1 und 0 < a < 1. Dann ist die Bedingung
(Q2(k)) durch
Z w(p) log p

) < ﬁlogg + As (Q2(x))

w<p<z

fiir 2 < w < z gegeben.
Die Bedingungen (Rp) und (R;(k, «)) sind durch

LRd‘§<L‘ <

fiir v(d) # 0 und p|d = p € P sowie, dass fiir jedes u > 1 ein Cp > 0 mit

X
Z 1 (d)|Rg| = Oy <1 praren ) (R1(k, )
og X
d<X*log~¢0 X
p|ld=peP

existiert, gegeben.
Bemerkung 3.7.1. Aus dem Ergebnis von Satz 2.3.2

1
Z 8P _ logz + O(1)
p<z p

sieht man, dass die Bedingung (Q2(rx)) folgendes besagt:
In jedem nicht zu kurzen Intervall [w, z] ist der durchschnittliche Wert dieser Funktion w(p) kleiner
gleich k.

In manchen Aussagen der Siebtheorie treten auch zweiseitige Bedingungen der Form
1
p< Y ploer e E oy, (1))
P w
wp<z

auf. Dann ist k der durchschnittliche Wert von w(p). Man nennt x die Dimension des Siebs. Fiir k = 1
spricht man von einem linearen Sieb.
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Zur Vorbereitung des Hauptresultats bendtigen wir

Lemma 3.7.2. (1), (Q2(k))

Fiir 2 < w < z haben wir
W (w)
W(z)

1 A A A
<exp | klog 082 + 2. 1+ A1k + 172 .
logw logw log 2

Beweis. Nach (Q2(k, L)) gilt

1
y w)losp < rlog > 4 Ay,

w<p<z p
woraus mit partieller Summation
t
Z W(p) S IilOg%+A2 +/Z IQE +2A2 dt
P log = w tlog©t

w<p<z

dt

k(log z — log w) + As n /Z k(logt —logw) + A
log = w tlog?t

log w Ay Zodt 2o dt
= K- . —— 4+ (—«kl Ag) - —
" Filogz—klogz—kl<6 /ﬂ tlogt+( wlogw + As) /w tlog?t

1 A 1 1 1
= k- Rk BZ L 2 + rlog ng+(—nlogw+A2)- - +
logw logz log w logz logw

log z . Ao

= klog
logw logw

folgt. Also gilt

1 A
Z w(p) S/@logIng +1 2
w<pss p ogw ogw

Ebenfalls durch partielle Summation erhalten wir aus (22(k)):

klogZ + A Zklogt + A
Z ("1)<p) < # +2 / #dt
eSp<Zp ogp log* 2z w tlog”t
K log w A 1 1
= — K- g2 + 22 + 25| — + — logw - g— — 5
log z log“z  log”z logz = logw 2log“w  2log” z
1 1
+2A, - ( 5 — 5 )
2log“w  2log”z
2K K log w Ao 1 A
logz logw log”z log”w ~ logw log w
Also gilt

Die Wahl w = p und z = p+ € in (Q2(k)) fithrt zu

W) o
plogp —

Aus (€1), also 0 < % <1- A% folgt
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Aus (2), (3) und (4) erhalten wir

Z w(p)éz‘hflz- Z w(p) <1141A2-</1+ Ay ) 5)

plogp = logw log w

w<p<z

Es ist g(p) = wlp) 4 @) g(p). Daraus und aus (1) und (5) erhalten wir

p P
Logz A A1A A
- olp) < logio ety 2+112'('”1 2)' ©)
e ogw logw ogw ogw
Es ist
W(w 1
W((Z)) = S IT G+g9@) <exp| > glp)
Hw<p<z( - D ) w<p<z w<p<z
1 A A A
< exp|k-log ng—i— 2. 14+ Ak + 12 .
logw logw log 2z
Dies beweist Lemma 3.7.2. O

Satz 3.7.1. (Brunsches Sieb): (1), (Q2(k)), (Ro), (Ri(k,))
Es seienbe N, A€ R mit 0 < Xe!t™* < 1, ¢; = % . (1 + A1k + A1A2) und u = 18X

log 2 log z
Dann gilt
A26+1 2 c1
S(A,P,2) < XW(z)- <1 + 2 T g O <(2b+3) ' )\logz>
—aut2b4+ 221
+0 (Lz o %=1 Cot1 logCotntt Z) + Oy (uin log™ X))
und

A2b€2)‘ e

—au+2b—14-39

+0 (Lz oF 1y Cotl [ggCotritl z> + Oy (u™"log™ X)) :
Die O- Konstanten kénnen von A, A1, Aa, k und u abhdngen. Sie hingen nicht von A oder b ab.

Beweis. Da wir fiir die in den O- Symbolen implizierten Konstanten beliebig grofle, aber feste Werte
annehmen diirfen, kénnen wir in der Folge annehmen, dass

z>B (1)

mit einer festen, aber beliebig groflen Konstanten B ist. Es sei

27 1 1
A="T. T — 2
ko14e ST 200l @)
Wir definieren dann die Folge (z,) durch
log 2z, = e ™ log 2 (3)

firn=1,...,r—1und 2. = 2.
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Dabei wird r so gewéhlt, dass

log zr—1 = e~ "D og 2 > log 2
und
e Mogz < log?2,
so dass
e(rfl)A < log = < erA (4)
log 2

gilt. Dann ist die Bedingung von Definition 3.7.1
2=z, <z, 1< ...<z1<2z==%

erfiillt. Die Funktionen x,(d) fir v = 1,2 seien durch die Definition 3.7.1 gegeben. Nach Lemma 3.7.1
sind die Bedingungen (KS) des Kombinatorischen Siebs erfiillt, und wir haben nach Satz 3.6.1

> u(d)xa(d)Aal < S(A,P,2) < D pld)xa(d)]Adl- (5)

d|P(z) d|P(z)

Wie in fritheren Sieben beniitzen wir die Approximation

w(d
|Ag| = Ei)X+Rd

und behandeln die Beitrage der Hauptglieder
(r) (d)
X ZH mit X Z Z )= (6)
d|P(z

und den Restgliedern

X3 =S Ry (7)

d|P(z)
getrennt.
Nach Satz 3.6.2 haben wir
;)M(d)x,,(d)“’;d) =W(z)- (1 + (=1t ”;’)MW/EZ; Z(p)) (8)
d|P(z p<z
. () (1= (1)
(p):= Y A (9)
Es ist
w(p) W(p) - w(p) W(p) Xv(2) - (1= xu(pt))
I; p W(z) > ) < 7§Zn<p<zn_1 p W(z) tlngz t (t)
—~ W (zn) w(p) Xv(2) - (1 = xu(pt))
< — W(z) oo p t|PzJ;Z t (t)

wegen W (p) < W(Z,) fir z, <p < z,_1.
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Es ist nur dann x,(¢) - (1 — x,(pt)) # 0, wenn x,(¢) = 1 und x,(pt) = 0 ist, woraus wegen (IV) von

(KS) dann v(t) = 2b — v 4 2n — 1 folgt. Daraus folgt

w(p) W(p) L W (z) w(d)
; » W(z) > ) ép_t; W) d%zz g
v(d)=2b"v-+2n

Mit
2b—v+2n

w(d) 1 w(p)
Z d S(2b—u+2n)!' Z o

d|Pzn72 m<p<z

erhalten wir

2b—v+2n
w(p) W(p) 3 ~ W(zn) 1 w(p)
> OESS - 2
P W(z) — W(z) (2b—v+2n) e
Wir setzen
C1
c:=
log z
und zeigen im folgenden
W(Zn) < 62(n>\+c)
Wi(z) ~
firn=1,...,r. Nach Lemma 3.7.2 haben wir
W(zn) logz A2 A1A2
< 1 1+ A
Wi(z) — P (K ©8 log zp, * log 2, Ak log 2
nA nA
2 -1
= exp | nAk + 1€ =e*.exp(n- [ Ax+ a ¢ ,
log log = n

also

W (zp) 9 2¢; e —1
< e2. A .
Wi(z) — e (n < e log z n

fir n =1,...,r — 1. Die Ungleichung (13) gilt auch fiir n = r, da aus (4) die Aussage

1 1
ogz _logz < rAx
logz, log2
folgt. Wegen A > 0 haben wir
enA -1 erA -1
n - r
Nach (13) ist
erh —1 <A et et log z
r - rA — log 2 10g logz*

log 2

W (zn) 9 2ci et 1
< e2¢. As- |1 )
G) = e’ - exp (n K ( + log2 log Tog 2

log 2

Wegen z > B haben wir
W(Zn) < 62(n>\+c)
W(z) —

firn=1,...,r, also (12).
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Wegen (10) und (12) erhalten wir

2b—v+2n

Z(p) < nZ::l €2n/\+c . Z w;p)

2n <p<z

Wegen

w(p) 1 W(Zn)
Z 73 Z logl_M = log W(z)

2 <p<z Zn <p<z D

und wegen (2b — v + 2n)! > (2n)!(2n)?*~ erhalten wir

W(p) W(p) < - e2n)\+20 . (271)\ + 20)2b—u+2n
> > ) < nz_:l

= W(z) (2b — v+ 2n)!

d 2n\ + 2¢)27V . (2n\ + 2¢)%"
< 2c . 2nA . (
= ; ‘ (2n)!(2n) 2~

r ¢\ 2b—v n
ey e A+ 2)77 - (20 + 2¢)?

— (2n)!
(A + 9P (2nA 4 20)2

< 2c | A 2b—v | ( n
< €. (A+¢) ; @)

r

c —y )\271_ 2 —1y2n 2n 2n
S D el (R BRI G

n=1

Die Folge (ne™!)"/n! ist in n monoton fallend, und es gilt (1 + n—c)\)% < €2¢/2, Damit haben wir

Z (“);p)‘?//((z Z(p) < e2c . (A + 6)2b7u2672€20/)\ . i (}\elJr)\) n

n=1

2b—v+2 _ 2b—v+2 2\
_ 22 i ( C>2b Y 20141/ <9 AP

e T ¢ . p(2b—v+4)e/A
1 — \2e2+2A ’

3 1 — \22+27

also

(“"(p) 4 (p A2V 22 (2b—v+4)c/A
E — E <2————5v . 14
p<z 1 (Z) (p) -1 )\2€2+2)‘ ‘ ( )

Aus (8) und (14) folgt nun

wl(d >\2b—1/+262/\ —1/ .
> M(d)xy(d)il) = W(2)- <1+0'21—A2W’6(% +4) /A)

d|P(2)
A\2b—v+2

f— . . —_— . . 01
= W(z) <1+0 21_)\262+2/\ exp <(26+3) logz>>

fir v = 1,2, also

w 2142 ¢
Z ,u(d)xy(d)ild) =Wi(z)- <1 +6- 2&)@% - exp <(2b+ 3). — >> . (15)

diPee) log 2z
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Wir kommen nun zur Behandlung des Beitrages der Restglieder:
Wir beginnen mit der Summe
> x(d)ar@

d|P(z)
fiir eine Konstante A > 1. Es gilt

2—v+1 ;g 2
> xu(d)Ad < (1 + ZA> I1 (1 + ZA> :
n=1

d|P(z) p<z p<z

wie man durch Ausmultiplizieren der rechten Seite {iberpriift.
Anwendung der Tschebyschewschen Schranke

m(z) < 22

< +b
log 2z

mit einer geeigneten Konstanten b ergibt

@ 925 2b—v+1 r—1 925 2
v < . . .
ST @A < <1+A <logz+3> > H<1+A <logz+3>>

d|P(z) n=1

Damit erhalten wir fiir hinreichend grofie C

2b—v+1r—1 nA
> la® < () (G (16)
log = log z
d|P(2) n=1
Es ist
r—1 Cenh BrA/2 !
};Il < log = ) -~ \ logz
und wegen
67”—1/A log z < oA
log2 —
auch N N 12
BerM?2 BeM?2 (]
e < e/ (logz <1 (17)
log 2z log 2 log 2
Weiter ist

r—1 r—1
H 22 = exp (2 log z - Z e”A> < LT (18)

n=1 n=1

Aus (16), (17) und (18) folgt

> wl@)ar D = o (),
aiP()

Es ist

62)\/5 o €A < (2)‘ —A) _62)\//§ < EA . 61/N7
K

und wegen e —1 > A folgt




Damit folgt
2,01
Z Xl,(d)AV(d) -0 ( 2b+1—v+ 2A/m 1) (19)

d|P(z)

fir v = 1,2. Aus (19) folgt nun

Xlog X y
Z XV(d)|Rd’ < Z |Rd|+L- Z ( dg +1> ,AE) (d)Xl/(d)

d|P(z) d<Xlog=C0 X d|P(2)

P|d:>p€'P d>X log_CO X
X - v(d
< O (g ) +XT ST X S A4
© d|P(2)
X - —v 2X/k_
= Oy (W + [ X1 2b+1-v+(2,01/e 1) logCO'H X) .
Also gilt
-k —ou+2b+1—-v+
Z XV(d)’Rd| = <101;qu + Lz e%—l Co+1 logC'oJrnJrl Z)
d|P(z)
firv=1,2. .

Wir schlielen diesen Abschnitt mit zwei Anwendungen:

Satz 3.7.2. Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen n, fir die sowohl n als auch n + 2 héchstens
sieben Primfaktoren haben.

Lemma 3.7.3. Es gibt Konstanten X\ und u mit 0 < el ™ < 1,

2)\2e2A 2,01

<u<8.

Beweis. (Beweis von Satz 3.7.2)
Wir wenden das Brunsche Sieb (Satz 3.7.1) mit A= {n(n+2): n <z} an.
Nach Beispiel 3.2.3 in Abschnitt 3.2 haben wir

d
|Aqg| = wl )X + Ry
mit X = x, wobei die multlphkatlve Funktion w durch w(2) =1 und w(p) = 2 fiir p > 2 bestimmt ist.

)
Wir haben |Ry| < 2¥(%. Die Bedingungen (Qo), also w(p) < Ap und (1), d.h. 0 < w(p) <1- 4 sind
mit Ag = 2 und A; = 3 erfiillt. Nach Satz 3.1.2 gilt

Z logp _ logz 4+ O(1).

p<z

Somit ist die Bedingung (Q2(k))

1
3 Mp)ogpgmgzMz

wp<z p

mit passendem Ay fiir k = 2 erfiillt.
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Jedes Teilintervall von (0,z] der Linge d mit p?(d) = 1 enthilt hochstens 2¥(4) Werte n, fiir die
n(n+2) € Aq gilt. Das Intervall (0,z] kann durch ([%] + 1) solcher Teilintervalle iiberdeckt werden..
Daher ist die Bedingung (Ry)

0

[Ral < L- (Xl(;gX +1> 4@

fiir v(d) # 0 mit L = 1 und A} = 2 erfiillt. Wegen |Ry| < 2¥(9) ist die Bedingung (R1(k, @)

X
> *(d)|Rq| = O <)
w(d)|Ra| = Ou og" U X

d<X*log=¢0 X
p|ld=peP

fiir &« = 1 — € mit einem beliebig kleinen € > 0 sowie Cy > 0 und U > 0 erfiillt.

Es ist
W(z):% 11 (1—2>.

2<p<z p
Mit Satz 3.7.1 und der Wahl b = 1 erhalten wir

1 2 A2beg2A cl
> o _ ). 9. - .
S(AP.2) > gx 11 <1 ) <1 2+ g ey P ((2b+2) logz>

2<p<z p

—ou+2b—14 -2
+0 (Lz e i1y Cotl]pgCot2 z) + Oy (u"?log™? :1:)> . (1)

Wir benutzen folgendes numerisches Resultat:
Es gibt Konstanten A und u mit 0 < Ae! ™ < 1 sowie

2)\2e2A 2,01
1—71_)\262+2A >0 und 2+€/\_1

<u<8.

Wir setzen z = 2'/%. Dann strebt die rechte Seite von (1) gegen oo fiir  — co. Es gibt somit unendlich
viele n, so dass aus p|n(n + 2) die Aussage p > n'/* folgt.

Es sei n = p1--ppm) bzw. n+2 = p1 - pyny9) die Zerlegung von n bzw. n + 2 in nicht notwendi-
gerweise verschiedene Primfaktoren. Wegen n > (n'/4)?() und n 4 2 > (n 4 2)?(®+2/" folgt v(n) < 7
und 7(n + 2) < 7 fiir n > ng mit einem hinreichend grofien ny. O

Die obere Schranke fiir mo(z) geben wir ohne Beweis an.

ma(z) = O <IO§2$>.

3.8 Untere Schranken fiir die Anzahl von paarweise orthogonalen
Lateinischen Quadraten

Satz 3.7.3. FEs gilt

Satz 3.8.1. (Chowla, Erdds, Straus)
Es gibt ein ng € N, so dass
N(n) > n1/91

fiir n > ng gilt.
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Beweis. Wir wenden Satz 2.3.4 an.
Es sei K < N(m)+ 1 mit 1 <w < m. Dann gilt

N(km +w) > min{N(m), N(w), N(k) — 1, N(k+1) — 1}.
Es gibt zwei Fille:

e Fall 1: Es ist n gerade:
Dann werden k, m und w alle ungerade gewahlt.

e Fall 2: Es ist n ungerade:
Dann wird k gerade gew&hlt und m und w ungerade.

Beide Félle werden sehr dhnlich behandelt.

In einer ersten Anwendung des Brunschen Siebes bestimmen wir kg € N, so dass eine der Zahlen kg
bzw. kg + 1 durch eine Potenz von 2l mit % < 2 < 2n% teilbar ist und keine der Zahlen ko bzw.
ko + 1 durch eine Primzahl, die kleiner als 2% ist, teilbar ist.

In einer zweiten Anwendung des Brunschen Siebes beniitzen wir die Gleichung m =
die Menge

no—

— und sieben
0

B—{w-nok_w:wznmodko, wE[}.
0

Wir behandeln nur die Einzelheiten von Fall 1 und beschreiben dann kurz die Anderungen fiir Fall 2:

e 1. Schritt:
Bestimmung von kg:
Wir setzen .
= . 1
Co 90.5 (1)

Wir wenden Satz 3.7.1 mit
A={h-(2°h—-1): %nSCO < h < nB0}
an und wihlen z =n° und P =P, X = %ns@ sowie
|0 firp=2,
w(p)—{2 fiir p > 2. @

Wir iiberpriifen die Bedingungen von Satz 3.7.1

— (Q): w(p) < Ap ist mit Ag = 2 erfiillt.

— (1) w(p) < Ay ist mit Ay = 3 erfiillt.

— Wir haben

w(p)logp log z
(@u): Y AILOED o O

w<p<z
mit einer passenden Konstanten B > 0.
Wir kommen nun zur Diskussion der Bedingungen fiir die Restglieder:

Die Kongruenz
h(2'h —1) =0 mod p (3)

ist zu den beiden Kongruenzen
h=0modp und 2'h=1modp (4)
aquivalent. Fiir p = 2 hat (3) keine Losung. Fiir p > 2 hat (4) die Losungen A = 0 mod p bzw.

h = (2"),! mod p, wobei (2),! durch die Kongreunz (2),'2" = 1 mod p bestimmt ist.
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Es sei € > 0 fest und beliebig klein und fiir
d < n8%-¢ (5)
enthilt jedes Intervall der Liange d genau w(d) Losungen von
h(2'h — 1) = 0 mod d, (6)

wobei w(d) durch (2) und durch die Multiplikativitit bestimmt ist.
Dies sieht man, indem man das System (3) von Kongruenzen modulo p nach dem Chinesischen
Restsatz durch die eine Kongruenz (5) ersetzt. Aufteilen des Intervalls (3050, n8%) in Teilinter-

valle der Lénge d zeigt, dass
d
a=D x4,
mit |Ry| < 24D gilt.
Wir sehen, dass (Ryp), ndmlich

X log X y
|Rd\§L-( (:zg +1).Ag(d>

mit L =1, Aj = 2 und (R (k, o)), ndmlich

X
{1 = 0u (g )

d<X*log—0 X
pld=peP

mit Kk = 2 und o = 1 — € erfiillt sind.
Aus Lemma 3.7.1 folgt die Existenz einer Konstanten A mit 0 < A < 1 mit

2)\2e2A 2,01
1—w>0 und 1+6>‘— <8
Mit z = n, u = lﬁjgg)z( =8+ 0(1) fiir n — co und der Wahl b = 1 folgt dann S(A,P,n%) — oo

fiir gentigend kleines € und n — oc.
Es gibt also hg € A mit g(hg) > n und q(he2 — 1) > n. Wir setzen kg = hg20 — 1.
Es gilt dann

k 1
plko = p>n bzw. pl 02;2 = p > n<. (7)
Wir kommen nun zum
2. Schritt:
Es sei B = {w - %2 I1<w< inl_gg’, w = nmod ko}. Es gibt dann ng mit 0 < ng < ko, so

dass fiir w € B die Aussage w = ng mod kg gilt, also w = s-kg+ng mit 1 < s-kg+ng < %nl_g@.
Damit haben wir

— 1
B = 1 (sko + no) - ) sko +mng < —n'7%0 L.
ko 4

Wir wenden Satz 3.7.1 mit

1
X =kt (4n1_9§0 - no) (8)
an. Wir definieren w(p) als die Anzahl der Losungen der Kongruenz
(sko + ng) - (n ; LU 30) = 0 mod p. 9)
0
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Jede der beiden Kongruenzen

n—"ng
ko

hat hochstens eine Losung modulo p. Also gilt w(p) < 2.

Fiir die aus w(p) durch Multiplikativitét erhaltene Funktion w(d) gilt

w(d) < 2V, (10)

sko+mng =0mod p und — 89 =0mod p

Jedes Intervall der Lange d enthélt w(d) Losungen von
n—ng

(sko + no) - ( ko

die aus den Losungen von (8) mittels des Chinesischen Restsatzes genommen werden koénnen.
Aufteilen des Intervalls (0, X] in Teilintervalle der Lénge d zeigt, dass |By| = %X + R4 mit
|Ry| < 2V gilt.

Wiederum sind (Rp) mit L =1 und Af, = 2 sowie (R1(k,a)) mit £ =2 und o = 1 — € erfiillt.
Wir setzen

s) = 0 mod d,

z = 3n%0, (11)
Wegen né < 2l < 9pco, %nSCO < hg < n80 und ko = hg2l — 1 folgt %nggo < ko < 2n%0. Weiter
folgt wegen X = ko_l (%nk%‘) — no)
X >n'®, (12)
Aus (11) und (12) folgt
1
" — og X > 8
log 2z
Nach Satz 3.7.1 folgt S(B, P, z) — oo fiir n — oo.
Es gibt also ein w mit w < in1—9§0 und m = % € N. bzw.

q(w) > 3n%%, (13)
Es ist
n L o1-9¢
m>-——1>-n C—1>w>1 (14)
ko 2
und
q"(m) = ko. (15)
Damit gilt nach Satz 2.1.2 (Satz von Mac Neish)
N(m) > ko — 1. (16)

Nach (13) bis (16) sind die Bedingungen von Satz 2.3.4 erfiillt, und wir erhalten
N(km + w) > min{N(m), N(w), N(ko) —1,N(ko + 1) — 1}.

Nach Satz 2.1.2 ist
N(w) > n. (17)

Nach Satz 2.1.2, wegen (7), (16), (17) und wegen 2/ > n folgt fiir n > ng

N(n) >nf — 1> nl/,

Damit ist die Behauptung von Satz 3.8.1 fiir den Fall 1 bewiesen.

Im Unterschied zu Fall 1 setzen wir bei Fall 2 im 1. Schritt A = {h(2"0h + 1): $n8% < h <80} und
wahlen k() = ho . 210.

O]
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Kapitel 4

Nichtexistenz von projektiven Ebenen

4.1 Die Inzidenzmatrix eines Designs

Definition 4.1.1. Ein Design D(v,b,r, k, ) habe die Objekte ay,...,a, und die Blocke By, ..., By.

Die Inzidenzmatrix von D ist die Matrix A = (ai;)1<i<y mit
1<5<b

1 fire; eB;
%= 0 fiir a; & B;.

Es bedeute w,, den Zeilenvektor, der aus m Einsen besteht, und es bedeute &,, die Einheitsmatrix
vom Typ m x m und 7, die Matrix vom Typ m X m mit Einsen als Eintragen:

1 ...1
Im = | : :
1 ...1

Satz 4.1.1. Fir die Inzidenzmatriz A eines Designs D(v,b,r, k,\) gilt

rooA oA
R e S Y
D D N &

Beweis. Wir schreiben A - AT = (bij)1<ij<v- Dann ist b;; das innere Produkt der i- ten und j- ten
Zeilen von A. Fiir ¢ # j ist b;; die Anzahl der gemeinsamen Einsen in der - ten und j- ten Zeile, also
nach Definition 4.1.1 gleich A, der Anzahl der Blocke, in denen a; und a; gemeinsam auftreten.

Fiir ¢ = j ist b; die Anzahl der Einsen in der i- ten Zeile, also gleich r, der Anzahl der Blocke, in
denen a; vorkommt.

Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Definition 4.1.2. Ein Design D(v,b,r, k, \) heifit symmetrisch, falls v = b gilt.

Satz 4.1.2. In einem symmetrischen Design gilt r = k.

Beweis. Dies folgt aus der Gleichung b -k = v - r von Satz 1.2.1 und aus Definition 4.1.2. O
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Beispiel 4.1.1. Nach Satz 1.4.2 ist eine projektive Ebene der Ordnung n ein Design mit den Para-
metern D(n? +n+1,n2+n+1,n+1,n+ 1,1), also ein symmetrisches Design.

Satz 4.1.3. Es sei (D, B) ein symmetrisches Design D(v,v,r,r,\) mit v > 2.
Dann ist r > \. Die Inzidenzmatriz A von D ist quadratisch vom Typ v X v und nicht singuldr.
Ist v gerade, so ist r — X eine Quadratzahl.

Beweis. Es ist klar, dass A < r gilt.
Annahme: A =7

Dann liegt jedes Paar von verschiedenen Objekten a; und a; gemeinsam in A = r Blocken.

Da auch a; und a; einzeln in r Blocken liegen, enthélt jeder Block sémtliche Objekte.

Nach Definition 1.2.1 sind die Blocke verschiedene Teilmengen von D. Also ist v = r = A = 1, ein
Widerspruch zu v > 2.

Nach Definition 4.1.1 ist A vom Typ v X v.

Nach Satz 4.1.1 ist

rooA A
AAT = | A
A ..o

Wir berechnen die Determinante det(A - AT). In einem ersten Schritt subtrahieren wir die erste Spalte
von allen anderen und erhalten die Matrix

> > 03
= >
o |
> =3
<
| o
P
o
>
o o |
~

A 0 ... 0 r—A\
In einem zweiten Schritt addieren wir die zweite bis v- te Zeile zur ersten und erhalten die untere

Dreiecksmatrix
r+(w—-1)-Ax 0 ... 0

mit Determinante (r — \)*~! . (vA — XA+ 7). Also gilt
det(A-AT) = (det A)? = (r = \)*7L- (A =X +7) #0. (1)

Damit ist A nicht singulér.
Aus der Gleichung r- (k—1) = A+ (v—1) von Satz 1.2.1 ergibt sich k- (k—1) = A- (v —1), woraus sich

Ao —\+r =k

dergibt. Wegen (1) ist auch (r — A\)*~! eine Quadratzahl, und da v — 1 ungerade ist, auch r — \. [
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4.2 Designs und Aquivalenz von quadratischen Formen

Im folgenden sei stets K ein Kérper mit 1+ 1 # 0.

Definition 4.2.1. Es sei n € N. Unter K (™™ verstehen wir die Menge aller Matrizen A = (@ij)1<ij<n
vom Typ n X n mit a;; € K.

Die Matrix A heifit symmetrisch, falls a;; = aj; fiir alle 1 < 4, 7 < n gilt. Die Menge aller invertierbaren
Matrizen von K (™" wird GL(n, K) genannt.

Es sei €; = (0,0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der i- ten Stelle steht.

Definition 4.2.2. Es sei n € N. Unter einer Bilinearform B auf K™ versteht man eine Abbildung
B: K" x K™ — K, (Z,9), die in beiden Argumenten linear ist, d.h.

B(MZ + Moo, §) = MB(Z1,9) + Ao B(Z2,9)
B(Z, i + pay) 1 B(Z, 91) + u2B(7, ij2)

fiir alle @, 45, Z,¥ € K™ und A\, u; € K.
Die Abbildung B heiit symmetrisch, falls B(Z, ) = B)y, %) fiir alle ¥, 7 € K™ gilt.

Satz 4.2.1. Es sein € N, B eine Bilinearform auf K und A = (a;;) € KM™"),

Es gilt genau dann B(Z,4) = &1 Aj fiir alle &,§ € K", wenn a;; = B(€;,€;) gilt.

Insbesondere ist A durch B eindeutig bestimmt. Weiter ist B genau dann symmetrisch, wenn A sym-
metrisch ist.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Definition 4.2.3. Es sei n € N und A € K" symmetrisch.
Dann versteht man unter der quadratischen Form () mit der Matrix A die Abbildung

Q: K" — K, 7 — Q(7) = T AZ. (1)

Satz 4.2.2. Die symmetrische Matriz A in (1) ist durch Q) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wie man leicht nachrechnet, ist die durch Q(Z + ¥) = Q(¥) + 2B(Z,¥) + Q(y) definierte
Abbildung B: K™ x K™ — K eine symmetrische Bilinearform mit Matrix A. Durch @ ist B eindeutig
bestimmt. Nach Satz 4.2.1 ist A durch B eindeutig bestimmt und daher auch durch Q. O

Definition 4.2.4. Es sei Q: K" — K eine quadratische Form. Die nach Satz 4.2.2 eindeutig be-
stimmte symmetrische Matrix A mit (1) bezeichnen wir mit M (Q).

Definition 4.2.5. Es sei n € N und Q;, Q> quadratische Formen iiber K mit M(Q;) = A; € K™™)
bzw. M(Q3z) = Ay € K™ Wir nennen Q; und Qs équivalent (iiber K), falls es ein C € GL(n, K)
mit Ay = CT A;C gibt.

Satz 4.2.3. Es sein € N.

i) Die Aquivalenz von quadratischen Formen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller qua-
dratischer Formen Q mit M(Q) € K™,

ii) Aquivalente quadratische Formen stellen dieselben Elemente aus K®™n) dar.
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Beweis. 1) Symmetrie:
Ay =CTAIC= A = (CHT AC?
Transitivitét:
Es sei A2 = CT A€ und A3 = DT A9D. Dann gilt A3 = (CD)T ACD.
Reflexivitét:
Es gilt A = £ AE,, mit der Einheitsmatrix &, € K™™),

ii) Es sei M(Q1) = A1, M(Q2) = Az und Ay = CT A;C. Dann gilt
Qo) =T (Y Atz = FT (YT CT A CC i = 2T A7 = QD).
O

Definition 4.2.6. Eine quadratische Form @ heifit nicht ausgeartet, falls M(Q) nicht singulér ist,
ansonsten ausgeartet.

Satz 4.2.4. Aus der Existenz eines symmetrischen Designs D(v,v,r,r, \) mitv > 2 folgt die Aquivalenz
iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen von folgenden quadratischen Formen: Q1,Q2: QV — Q mit
Q@)= =A@ +...+22)+ A (T1+... +2)? und Qa2(F) =23 + ... + 2.

Beweis. Es sei A die Inzidenzmatrix des Designs. Nach Satz 4.1.1 ist
A AT = AT A=(r—X) - E+ N Ty = M(Q).

Wegen M(Q2) = &, folgt damit M (Q1) = AT M(Q2)A, wobei A nach Satz 4.1.3 nichtsingulér ist.
Das Ergebnis folgt nach Definition 4.2.4. O

4.3 p- adische Korper

Die Aquivalenz von quadratischen Formen iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen impliziert auch
deren Aquivalenz iiber dem Korper R der reellen Zahlen. Die Umkehrung gilt nicht. Jedoch kénnen
weitere Korper, die Kérper Q, der p- adischen Zahlen fiir jede Primzahl p eingefiihrt werden, so dass
gilt:

Zwei quadratische Formen @1 und Q2 iiber QQ sind genau dann iiber Q dquivalent, wenn sie iiber R
und fiir jede Primzahl p iiber Q, dquivalent sind.

In diesem Abschnitt geben wir eine Einfiihrung in die Theorie der p- adischen Zahlen.
Eine mogliche Weise, die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen zu konstruieren, ist, sie als Cauchy-
folgen zu definieren.

Definition 4.3.1. Eine rationale Cauchyfolge ist eine Folge (ay,)nen mit a,, € Q, fiir die gilt:

Ve > 0 3ng = ng(€e): Ym,n > ng: |am — an| < e.

Dieser Definition liegt der gewohnliche Absolutbetrag zugrunde.

Definition 4.3.2. Zwei Cauchyfolgen (a,) und (b,) heiflen dquivalent (Schreibweise: (a,) ~ (b)),
wenn ihre Differenz eine Nullfolge bildet.
Unter einer Nullfolge versteht man eine Folge (cy,), fiir die gilt:

Ve > 0 dng = np(€e): VYn > ng: |ey| < e

Unter der Menge R aller reeller Zahlen versteht man die Menge der Aquivalenzklassen (@) aller
rationaler Cauchyfolgen.
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Man kann die rationalen Zahlen Q in R ”einbetten”, indem man die Aquivalenzklassen konstanter
Folgen (r,r,...,r,...) mit r € Q identifiziert. Die Verkniipfungen der Addition und der Multiplikation
lassen sich von den rationalen Zahlen mittels der Grenzwertsétze auf R iibertragen.

Definition 4.3.3. Es ist

(@) + () = (an+bn)
(@n) - (bn) = (an - bn).

Satz 4.3.1. Das Nullelement von R ist die Aquivalenzklasse der Nullfolgen.

Gilt (@) # 0, so ist a, ' eine rationale Cauchyfolge, und es ist (@) - (an') = 1.

Durch Definition 4.3.3 sind Addition und Multiplikation wohldefiniert. Weiter ist R wvollstindig und
ein Korper. Jede Cauchyfolge reeller Zahlen konvergiert.

Fiir eine Primzahl p erhélt man nun der Kérper Q, der p- adischen Zahlen, indem man dieses Ver-
fahren zur Konstruktion der reellen Zahlen kopiert, mit der einzigen Anderung, dass der gewhnliche
Absolutbetrag, der in Definition 4.3.1 zur Definition der Cauchyfolge verwendet wurde, nun durch den
p- adischen Betrag (auch p- Betrag) ersetzt wird.

Definition 4.3.4. Es sei r € Q und r # 0. Dann hat r eine eindeutige Darstellung der Form

mit a,b,n € Z und (a,b) = (a,p) = (b,p) = 1. Der Exponent n := v,(r) heifit die p- Bewertung von 7.
Man setzt v,(0) = co. Dann heifit

Irl, = p(M) fiir r #£0
P 0 fir r =0

der p- Betrag von r.

Lemma 4.3.1. Firz,y € Q gilt

i) vp(xy) = vp(x) + vp(y) sowie vy(x +y) > min{vy(x), vp(y)}

ii) Ist vp(x) # vp(y), so gilt vp(z +y) = min{y,(x), vp(y)}.

Beweis. i) klar!
ii) Es sei z = {p™ und y = $p" mit m > n. Dann ist fiir p fabcd

n (C pem . C n adp™™" +cb
vy =gt () = S

also gilt vp(z + y) > vp(y) mit p fbd.
Ist m > n, so folgt p f(adp™ " + ¢b) und damit v,(z + y) = vp(y).

Lemma 4.3.2. Firz,y € Q gilt

|33y|p = ’$|p“y|p

|$+y|p > max{|1:\p.]y|p}.

A

Ist |x|p # |ylp, so gilt sogar |x + y|, = max{|z|,, |y[p}-
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Definition 4.3.5. Es seien z,y € Q. Die Zahl dp(z,y) = |x — y|, heifit der p- adische Abstand von x
und y.

Beispiel 4.3.1. Es gilt

1

1) = —

1

d3(3,51) == g
dy(3,51) = 1

fir p € {2, 3}.
Satz 4.3.2. Es sei p eine Primzahl. Dann ist der p- adische Abstand d, eine Metrik auf Q, d.h. es
gilt
i) dp(z,y) = dyp
i) dp(z,z) < dp(z,y) + dp(y, 2) fir alle x,y,z € Q (Dreiecksungleichung)
iii) dp(z,y) >0

Es gilt sogar die verschdrfte Dreiecksungleichung: dy(z, z) < max{d,(z,y),d,(y,2)}.

(y,x) fir alle x,y € Q (Symmetrie)

und dy(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y ist (positive Definitheit).

Definition 4.3.6. Es sei p eine Primzahl. Unter einer p- adischen Cauchyfolge versteht man eine
Folge (ay,) rationaler Zahlen, fiir die gilt:

Ve > 0 3ng = no(e): Vm,n > ng: dp(am, an) = |am — anlp < €.

Weiter heifit (a,) eine p- adische Nullfolge, falls

Ve > 0 Ing =ng(€): Vn > ng: |aylp < e

Zwei p- adische Cauchyfolgen (a,,) und (b,,) heifien dquivalent (Schreibweise: (a,) ~ (b)), falls (an,—by)
eine p- adische Nullfolge bildet.

Unter der Menge Q, der p- adischen Zahlen versteht man die Menge aller Aquivalenzklassen (a,) von
p- adischen Cauchyfolgen (a,). Die Menge Q der rationalen Zahlen kann in Q, eingebettet werden,
indem man die Aquivalenzklasse der konstanten Folge (r,7,...,r) mit r € Q identifiziert.

Ahnlich wie in Definition 4.3.3 fiir die reellen Zahlen kénnen wir nun auch auf Q, die Verkniipfung
Addition und Multiplikation sowie die multiplikativen Inversen definieren.

Definition 4.3.7. Es seien (a,,) und (b,,) zwei p- adische Cauchyfolgen. Dann setzen wir
(@) + (bn) = (an +bn)
@)+ (bn) = (an - bn).
Satz 4.3.3. Durch Deﬁ@ition 4.8.7 sind Addition und Multiplikation auf Q, wohldefiniert. Das Null-
element von Q) ist die Aquivalenzklasse der Nullfolgen.

Gilt (@) # 0, so ist a, ! eine p- adische Cauchyfolge, und es ist (ay,) - (E) =1.

Somit ist Q, ein Korper. AufSerdem ist Q) vollstindig, d.h. jede Folge von p- adischen Cauchyfolgen
p- adischer Zahlen konvergiert.

Beispiel 4.3.2. Zeige, dass die Gleichung 2 = —1 eine Losung in Qs hat.

Losung:
Wir finden rekursiv Losuungen x,, von

= —1 mod 5™ (Cm)

fiir alle m.
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m=1:
Es ist 1 = 2 eine Losung von (Ch).

m=2:
Setze o = w1 + buy mit 0 < uy < 4. Dann wird (Cs) zu

x% + 10z1u1 + 52u% = —1 mod 5°
& 44 20u; + 5%} = —1 mod 52
& 1+ 4u; =0 mod 52
& up =1modb

und damit o9 =2+ 1 -5, denn u; ist durch die Forderung 0 < u; < 4 eindeutig bestimmt.

m—m+ 1:
Es sei 2, = 21 4+ 5u1 + ... + U, —15™ 1 eine Losung von :L'%1 = —1 mod 5™.
Wir setzen 41 = Ty + 5™y, mit 0 < uyy, < 4. Dann wird (Ch41) zu

221 =20 + 2 5" Uy, + 57Mu2, = —1 mod 5™
& 22 +1+2-5" =0mod 5™
2 +1

Em + 2y, = 0 mod 5,

und die letzte Kongruenz hat eine eindeutig bestimmte Losung modulo 5 mit 0 < u,, < 4.
Damit hat (Cp,41) eine eindeutig bestimmte Losung zp41 = o1 + 5u1 + ... + 4, 5™ mit 0 < uy < 4.
Die Folge (z,) bildet eine 5- adische Cauchyfolge: Es sei m; < mg. Dann gilt

Ap(Tmy > Ty ) = [Umy 115™ Y 4+ Uy 5™2 5 = [ty 115™ L5 = 57 (Mt

Damit ist die Aquivalenzklasse der Cauchyfolge () ein Element von Q5. Man hat die Darstellung
als unendliche Reihe, die in QQ5, aber nicht in R konvergiert, als

[e.e]
T=ug+5u +...upd" +... = Zum5m
m=0
mit ug = 2.
Auch (z2)) bildet eine 5- adische Cauchyfolge. Es ist
. 2 _
i o, — (<1)}s = 0.

Damit ist (22,) zur Folge (—1,—1,...,—1,...) dquivalent, also 2% = —1.

Wir verallgemeinern das Ergebnis von Beispiel 4.3.2 zu

Satz 4.3.4. (Henselsches Lemma,)

Es sei p eine Primzahl und f ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten.

Dann lisst sich jede Lisung x = £; von f(x) = 0 mod p, fiir die f'(£;) Z 0 mod p ist, eindeutig zu einer

Losung von f(x;) = 0 mit z; € Q, fortsetzen. Dabei hat x; eine eindeutig bestimmte Reihenentwicklung
T = u[()l) + ugl)p + ...+ u,(me

mit 0 < ugl) <p-—1. Es ist u(()l) = .
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Beweis. (Skizze)
Es sei Z; eine Losung von f(x) = 0 mod p. Um dies zu einer Lsung von

f(z) = 0 mod p? (C9)

fortzusetzen, setzen wir
a:gl) = u(()l) + ugl) - p
mit u(()l) = ;. Wir haben die Taylorentwicklung

ne, (1)
f(:cgl)) — f(u(()l) I ugl) p) = f(uél)) + f/(ugl)) _ugl) o Sy
= i)+ @ ul - pmod p?.
Wegen f(u(()l)) # 0 mod p wird (Cs) zu

Flu)
p

+ f’(u(()l)) . ugl) mod p,

(0

was wegen [’ (u(()l)) # 0 mod p eine modulo p eindeutig bestimmte Losung u;” mod p hat. Durch die

Forderung 0 < u(ll) <p-—1list ugl) eindeutig bestimmt.
m —m + 1:
Es sei m,(qll) = u(()l) + ugl) P+ H+ ugrll)_l -p™mT

Wir setzen zp41 = %(711) + ugl) - p™. Die Kongruenz f(:cgl)ﬂ) =0 mod p

! eine Losung von f(xgl)) = 0 mod p™.

M+l wird dann zu

f(wg‘fz)—l—l) = f(l“gz)) + Uy f’(wﬁ)) - p™ + 7, mod p™ L

mit 7, = 0 mod p?™. Wegen f(xgl)) = 0 mod p™ wird dies zu

)
f(:i;n) + U - f'(z1) = 0 mod p,

was wiederum wegen f’(acfl)) = f'(#;) # 0 mod p eine eindeutige Losung u,, mit 0 < u,, < p — 1 hat.
Durch die unendliche Reihe

x = Zuv(qlm)pme@p

m=0

ist eine Losung von f(z) = 0 gegeben. O

4.4 Der Satz von Hasse-Minkowski

Satz 4.4.1. (Hasse- Minkowski)
Zwet rationale quadratische Formen Q1 und Qo sind genau dann dquivalent, wenn sie iber R und fir
jede Primzahl p iber Q, dquivalent sind.

Wir benétigen also Kriterien fiir die Aquivalenz iiber R und iiber Qp.
Kriterien fiir die Aquivalenz iiber R beruhen auf dem Trigheitssatz von Sylvester.
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Satz 4.4.2. (Sylvesterscher Tragheitssatz)
Es seien 7', 5,5 € Ny sowie

2 2 2 2
Qurs) = Ti+. o +T7 —Tryg — o0 — T

2 2 2 2
Q(T",S’) = .’E1+...+I,’,,/—x,r./_'_l—...—xr/_;'_s/.

Dann sind Q) und Qv sy genau dann dber R dquivalent, wenn (r,s) = (r',s") gilt.

Satz 4.4.3. Eine nichtausgeartete quadratische Form iiber R ist zu Q(,.s) fiir genau ein Paar (r,s) € Ng
dquivalent.

Definition 4.4.1. Unter der Signatur (r,s) einer nichtausgearteten quadratischen Form @ iiber R
versteht man das nach Satz 4.4.2 eindeutig bestimmte Paar (r, s), so dass Q ~ Q) gilt.

Man nennt ) positiv definit, wenn r = n gilt, negativ definit, wenn s = n ist und indefinit, wenn
rs # 0 ist.

Aus Satz 4.4.2 und Satz 4.4.3 folgt nun

Satz 4.4.4. Zwei quadratische Formen sind genau dann tiber R dquivalent, wenn sie dieselbe Signatur
haben.

Zur Uberpriifung der Aquivalenz von quadratischen Formen iiber Qp bendtigen wir die Begriffe des
Hilbertsymbols und der Hasseinvariante.

Definition 4.4.2. Es sei p eine Primzahl und a,b € Q,\{0}. das Hilbertsymbol (a,b), ist durch
(a,b), = 1 definiert, sofern die Gleichung az? + by? = 22 eine Losung in Qg mit (z,y,2) # (0,0,0)
besitzt. Andernfalls sei (a,b), = —1.

Es sei @ eine nichtausgeartete quadratische Form vom Rang n iiber @), und es sei @ ~ Q mit

Q(z1,...,2n) = @123 + ... + apz?. Dann ist die Hasseinvariante €,(Q) durch

&(Q) = H (ai, aj)p

1<i<j<n
gegeben.

Satz 4.4.5. Es sei n € N, p eine Primzahl sowie Q1 und Q2 quadratische Formen idiber Qp, in n
variablen. Dann sind Q1 und Q2 genau dann dquivalent iber Q,, wenn e(Q1) = €(Q2) gilt.

Die Berechnung von Hassesymbolen ldsst sich nach Definition 4.4.2 auf die Berechnung von Hilbert-
symbolen zuriickfithren. Die Berechnung von Hilbertsymbolen folgt aus den im folgenden Satz zusam-
mengefassten FEigenschaften.
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Satz 4.4.6. Es sei p eine Primzahl und b,c,d,e € Z. Dann gilt

i) (b,c)p = (c,b)p

it) (b1bz, c)p = (b1, ¢)p - (b2, ¢)p
ii1) (bd?, ce?), = (b, c),

iv) (b,—b)p, =—1

w) (B2,¢) = 1

Falls p eine ungerade Primzahl ist, folgt

vi) (b,c), =1, falls p{be
.. (b
vii) (b,c), = (5>, falls b £ 0 mod p
UZZZ) (pvp)p = (_Lp)p
Falls by = by # 0 mod p, so folgt (b1, c)p = (b2, ¢)p.

Es ist nun moglich, den Satz von Bruck, Chowla und Ryser auf den Satz von Hasse- Minkowski
zuriickzufithren. Wir werden jedoch im néichsten Abschnitt einen davon unabhingigen Beweis geben.

4.5 Der Satz von Bruck- Chowla- Ryser

Satz 4.5.1. (Satz von Bruck- Chowla- Ryser)
Es sei (D, B) ein symmetrisches Design D(v,v,r,r,\) mit r > 3 ungerade. Dann hat die Gleichung

22 =(r—\) -x2+(—1)%1)\-y2

eine Losung in ganzen Zahlen x, y und z.

Beweis. Wir setzen n :=17r — A.
Nach Satz 4.2.3 folgt aus der Existenz von (D, B) die Aquivalenz der quadratischen Formen

QuT) =n- (2 +... +22)+ X (2P +... +2?)

und Qo(%) = 23 + ... + 22 iiber dem Kérper Q der rationalen Zahlen. Nach Definition 4.2.4 bedeutet
dies die Existenz von a;; € Q, so dass

LI+ . 4+ L=n-(3+.. . +2H)+ N @2+, +22 (1)
fiir
v
Lj = Zaij:m-.
i=1
Nach dem Vier- Quadrate- Satz von Lagrange gibt es by, ba, b3, by € Z mit n = b3 + b3 + b3 + b3.

63



Wir benutzen nun eine Identitéit, die bei gewisen Beweisen des Vier- Quadrate- Satzes ebenfalls eine
Schliisselrolle spielt. Es sei
y1 = b1z1 — bara — b3wz — byxy
y2 = baz1 + b1z2 — byw3 + b3y (2)
Y3 = bgw1 + bazo + bixs — baxy
Ya = baz1 — b3ra + bow3z + biwy

bzw.

by —by —by —by
y=DBr mit B=]: :
by
Es ist BTB = n - E4 und damit det B = n?. Dann ist
(b3 + 03 + b3+ b3) - (a7 + 25 + 28 + 28) = yf +v5 + 3 + i (3)
Diese Identitét folgt in natiirlicher Weise mittels des Schiefkérpers
H={a1 +agi + agj +ask: a € R, 1 <[ <4}
der Hamiltonschen Quaternionen. Es ist
(b1 + bai + bgj + bak) - (21 + 220 + 235 + 24k) = y1 + y2i + y3j + yak.

Wenn wir die Norm N (8) mit 8 = by + bai + bsj + bsk durch N(B8) = b3 + b3 + b3 + b7 definieren, dann
folgt (3) aus N(B) - N(§) = N(B). Wir unterscheiden folgende Félle:

e v=1mod 4:
Indem wir (2) und (3) mit den Indizes i, i 4+ 1, i + 2 und i + 3 anstelle von 1,2,3 und 4 benutzen,

erhalten wir
ne (@ +afi + ale + 2ls) = U Ui U + ks (4)

Indem wir die Variablen in Bldcke von je vier einteilen und (4) anwenden, erhalten wir
Li+. + L=y +ys+.. +yi g +nai+ X (o1+...+3)° (5)

Wegen det B # 0 kann (2) nach

Yi T
Yitr1 | _ B. Tit+1
Yit2 Li+2
Yi+3 Li+3
Zu
T Yi
Tivr | _ g-1 [ Yit1
Lit2 Yi+2
Li+3 Yi+3
aufgelost werden, und wir erhalten
v
L= cijyi (6)
i=1
mit ¢;; € Q sowie
v
w:xl—l—...%—xv:Zaiyi. (7)
i=1
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Aus (5) erhalten wir
D2+ L3+.  + L=y . g2 +ny?+

wobei L; und w durch (6) und (7) gegeben sind.
Es sei OBdA ¢1; # 0. Dann gibt es eine Linearkombination #(ys, . .., 3,) mit

Ll(e(y27 v 73/11)7927- . '7yU) = yl‘
(2)(

Indem wir f)j Y2y ooy Yp) = LS-Z)(E(yg, e Yu)s Y2y e+ Yp) und

W(Y2, -y Yp) = WE(Y2,s -3 Yp)y Y2y - -+ s Yo)
setzen, erhalten wir
<E§2)>2 T+ <£§2))2 =3+ 4yl g+ R
Wiederholung dieses Reduktionsprozesses fiihrt zu
(E&Q))Q = ny? + M?.
Wir wéhlen nun y, als ein gemeinsames Vielfaches der Nenner, die in den Koeffizienten von L§}’)
auftreten und erhalten mit = = y,, z = Ly (y,) und y = w® (y,)

na? 4+ \y? = 22 (8)

e v =3mod 4:

Wir fiihren eine zusitzliche Variable 41 ein, addieren auf beiden Seiten des Ausdruckes (1)
den Term nz?, | und erhalten durch Substitution von der Form (2)

LI+ L5+ . +L2+nal =yl +...+yiyq +
Indem wir wie in Fall v = 1 mod 4 vorgehen, erhalten wir
nr? =yl 4 + 2w

und schlieSlich
22 = na? — N2 (9)

Dann kénnen (8) und (9) zu einer Gleichung zusammengefasst werden:
22 = na’ + (—1)7]7_1)\y2,
was den Beweis von Satz 4.5.1 beendet.

O

Satz 4.5.2. Es sein = 1 mod 4 oder n = 2 mod 4. Ist n nicht die Summe von zwei Quadratzahlen,
so existiert keine projektive Ebene der Ordnung n.

Beweis. Wir nehmen an, es existiere ine projektive Ebene der Ordnung n.

Esist v=n?4+n+1=3mod 4 und r = n + 1. damit ist ”T_l = 1 mod 2. Nach Satz 4.5.1 folgt

na? =22 + y2.

Aus der Elementaren Zahlentheorie ist bekannt, dass n? genau dann eine Summe von zwei Quadrat-
zahlen ist, wenn jede in n in ungerader Potenz aufgehende Primzahl p entweder p = 2 oder p = 1 mod 4
ist. Dies ist fiir n genau dann erfiillt, wenn es fiir na? erfiillt ist. O
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Abschlieende Bemerkungen:

Es ist bisher keine projektive Ebene bekannt, deren Ordnung keine Primzahlpotenz ist.
Satz 4.5.2 liefert die Nichtexistenz von projektiven Ebenen fiir die Ordnungen

n € {6,14,21,22, 30,33, 38,42,46,...}.

Der einzige Fall, fiir den Satz 4.5.2 keine Antwort liefern konnte, ist der Fall n = 10. Unter Benutzung
tiefer Beziehungen zur Codierungstheorie und mit massivem Computereinsatz konnte Lam 1984 die
Nichtexistenz einer projektiven Ebene der Ordnung 10 zeigen.

Der kleinste unentschiedene Fall ist n = 12.

Fiir alle n € N, fiir die keine projektive Ebene der Ordnung n existiert, gilt N(n) <n — 2.

Dieses Ergebnis konnte leicht verbessert werden:

Es gebe keine projektive Ebene der Ordnung n. Weiter sei p(z) = %:1:4 + a3+ 2?2 + %a:, und d sei die
grofite Zahl, fir die p(d — 1) < n gilt. Dann ist N(n) <n —d — 2 (Bruck, 1963).

Das Ergebnis N(n) > n!'/! fiir n > 10 von Chowla- Erdés- StrauB konnte zu N (n) > n'/™8 verbessert
werden.

Es ist nicht bekannt, ob es eine unendliche Folge von Nichtprimzahlpotenzen mit N(n) > /n gibt.
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