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1. Für u ∈ R sei u = [u] + {u}, und {u} heißt der gebrochene Teil von u. Weiter sei n ∈ Z\{0}.
Zeige: Ist α irrational, so ist {nα} auf [0, 1] gleichverteilt.

Hinweis:

Verwende das Gleichverteilungskriterium in Aufgabe 3 von Übungsblatt 7. (4 Punkte)

2. Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass wenn ∆h(xn) := (xn+h− xn) für alle h 6= 0 gleichverteilt

ist, auch die Folge (xn) gleichverteilt ist.

(a) Es sei f : R→ R und

S :=

N∑
n=1

e(f(n)).

Zeige die Darstellung S = T + θ · (q + 1) mit |θ| ≤ 1 sowie

T =
1

q
·

N∑
n=1

q∑
h=1

e(f(n+ h)).

Hinweis:

Bestimme dazu die Anzahl der Paare (n, h) mit m = n+ h für 1 ≤ n ≤ N und 1 ≤ h ≤ q.

(b) Zeige mit der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung

|T |2 ≤ N

q2
·

q∑
h1,h1=1

N∑
n=1

e(f(n+ h1)− f(n+ h2)).

Es sei ab nun f(n) := k · xn für ein k ∈ N und T = T (N).

(c) Zeige nun

|T |2 ≤ N2

q2
·

q∑
h1,h1=1

(
1

N
·

N∑
n=1

e(k · yn)

)
.

(d) Zeige für jedes ε > 0

|T |2 ≤ N2 ·
(
ε+

1

q

)
.

Hinweis:

Verwende dazu das Gleichverteilungskriterium in Aufgabe 3 von Übungsblatt 7.

(e) Zeige mit Teilaufgabe a), dass (xn) gleichverteilt ist. (10 Punkte)

3. Es sei p(x) = αkx
k + αk−1x

k−1 + . . . + α0 ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten.

Zeige: Ist der Leitkoeffizient αk irrational, so ist yn = {p(n)} eine in [0, 1] gleichverteilte Folge.

(4 Punkte)



4. Der Approximationssatz von Krockener lautet:

Es seien α1, . . . , αn ∈ R über Q linear unabhängig und θ1, . . . , θn ∈ [0, 1].

Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein t ∈ R, so dass |{tαj − θj}| < ε für j = 1, . . . , n gilt.

In dieser Aufgabe soll nun folgende Verschärfung dieses Approximationssatzes bewiesen werden:

Es seien α1, . . . , αn ∈ R über Q linear unabhängig, und es seien n Paare (θi,1, θi,2) für i = 1, . . . , n

mit θi,1 < θi,2 < θi,1 + 1 gegeben. Weiter sei R die Menge aller t ∈ R, für die ganze Zahlen ri ∈ Z
existieren, so dass tαi − ri ∈ Ii = [θi,1, θi,2] für i = 1, . . . , n ist. Es sei

χR(t) =

{
1, falls t ∈ R
0 sonst

und

V =

n∏
i=1

(θi,2 − θi,1)

das Volumen des n- dimensionalen Quaders Q = I1 × . . .× In.
Dann gilt

V = lim
T→∞

1

T
·
∫ T

0

χR(t) dt.

(a) Approximiere die charakteristischen Funktionen der Mengen Ii + Z durch Fourierreihen Si

bzw. Si von unten und von oben.

(b) Wir setzen nun

S(t) :=

n∏
i=1

Si bzw. S(t) :=

n∏
i=1

Si.

Zeige nun die Behauptung. (6 Punkte)


