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Aufgabe 9 (Lipschitz-Bedingung) (2+2+2=6 Punkte)

Untersuche ob die folgenden Funktionen auf dem angegebenen Rechteck R eine Lipschitz-Bedingung erfüllen.

(i) f(t, x) = log(1 + etx), R = [0, 2)× (0, 1)

(ii) f(t, x) = 3
√
x, R = [0, 1)× (x0 − s, x0 + s), 0 < s < x0

(iii) f(t, x) = 3
√
x, R = [0, 1)× [0, s), s > 0

Aufgabe 10 (Picard-Lindelöf) (9 Punkte)

Zeige, dass das Anfangswertproblem

ẋ = t2 + x2, x(0) = 0

eine eindeutige Lösung x(t) auf [0, 1√
2
) besitzt und dass dies das gröÿte Lösungsintervall ist, das man aus dem Satz

von Picard-Lindelöf erhalten kann. Berechne anschlieÿend die Picard-Iterationen x0(t), x1(t), x2(t) und x3(t).

Aufgabe 11 (9 Punkte)

Es sei M := [0, a] × R (a > 0 fest), f : M → R, x0, x1 ∈ R. Dabei sei f stetig auf M und erfülle darauf eine
Lipschitz-Bedingung. Ferner sei die Funktionenfolge {xn(t)}∞n=0 für t ∈ [0, a] de�niert durch

x0(t) ≡ x0, xn+1 := x0 + tx1 +

∫ t

0

(t− τ)f(τ, xn(τ))dτ n ≥ 0.

Zeige: xn(t) konvergiert gleichmäÿig auf [0, a] und die Grenzfunktion x(t) = limn→∞ xn(t) ist zweimal di�erenzierbar
auf [0, a] mit ẍ(t) = f(t, x(t)). Zeige zusätzlich, dass x(0) = x0 und ẋ(0) = x1 gilt.
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