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Aufgabe 12 (Wiederholung) (3+3=6 Punkte)

Löse die folgenden Di�erenzialgleichungen:

(i) ẋ = t tan (x)
1+t2 x(0) = π

4

(ii) x3 − 1√
t+1

+ et + 3x2tẋ = 0 x(0) = 0

Lösung:

zu (i)

∫ x

π
4

1

tan (τ)
dτ = log

(
sin (x)

sin (π4 )

)
∫ t

t0

τ

τ2 + 1
dτ = log (

√
1 + t2)

⇒ log

(
sin (x)

sin π
4

)
= log

(√
1 + t2

)
⇔ sin (x) =

√
1 + t2 sin (

π

4
)

⇔ x(t) = arcsin
(√

1 + t2 sin (
π

4
)
)

Für das maximale Lösungsintervall ergibt sich hierdurch, dass t ∈ (−1, 1) ist.
zu (ii) Es gilt:

f(t, x) = x3 − 1√
t+ 1

+ et und g(t, x) = 3x2 + t

f(t, x)x = 3x2 und g(t, x)t = 3x2

⇒ Es handelt sich um eine exakte DGL.
⇒ Φ(t, x) = x3t− 2

√
t+ 1 + et

Mit Hilfe des Anfangswertes ergibt sich somit:

x3t− 2
√
t+ 1 + et = Φ(0, 0) = −1

⇒ x(t) =
3

√
−1 + 2

√
t+ 1− et
t

für t ∈ Uε(0).



Aufgabe 13 (System von Di�erenzialgleichungen) (3 Punkte)

Löse das System von Di�erenzialgleichungen

ẋ1 = x1 x1(0) = 1

ẋ2 = x1 + x2 x2(0) = 0

ẋ3 = x1 + x2 + x3 x3(0) = 0

Lösung:

Es gilt:

ẋ1(t) = x1 ⇒ x1(t) = et

⇒ x2(t) = 0e
∫ t
0
f(τ)dτ + e

∫ t
0
f(τ)dτ

∫ t

0

e
∫ s
0
−f(τ)dτesds = ett

Also ist ẋ3(t) = et + tet + x3

⇒ x3 = 0e
∫ t
0
f(τ)dτ + e

∫ t
0
f(τ)dτ

∫ t

0

e
∫ s
0
−f(τ)dτ (es + ses)ds = et

∫ t

0

(1 + s)ds = ett+
1

2
t2et

Dies ist die Lösung des System von Di�erenzialgleichungen ∀t ∈ R.

Aufgabe 14 (4+5=9 Punkte)

Seien A,B : I → Rn×n di�erenzierbar auf I ⊂ R.

(i) Zeige, dass das Matrixprodukt C = AB: I → Rn×n auf I di�erenzierbar ist mit

Ċ(t) = Ȧ(t)B(t) +A(t)Ḃ(t) , t ∈ I.

(ii) Zeige im Fall detA(t) 6= 0, t ∈ I, dass die inverse Matrix A−1: I → Rn×n ebenfalls auf I di�erenzierbar ist mit

d

dt
A−1(t) = −A−1(t)Ȧ(t)A−1(t), t ∈ I.

Lösung:

1. klar: d
dt

n∑
j=1

aij(t)bjk(t) =
n∑
j=1

ȧij(t)bjk(t) +
n∑
j=1

aij(t)ḃjk(t).

2. Nach Voraussetzung ex. A−1 auf ganz I mit A−1(t) = A(t)
detA(t) ⇒ A−1(t) ist di�'bar.

0 =
d

dt

(
A−1(t)A(t)

)
= Ȧ−1(t)A(t) +A−1(t)Ȧ(t)

⇔ d

dt
A−1(t) = −A−1(t)Ȧ(t)A−1(t) ∀t ∈ I
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