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Aufgabe 5 (DGL mit AWP) (4 Punkte)

Lose das folgende Anfangswertproblem. Gib ein mdglichst grofses Losungsintervall an.

r 2

Hinweis: zo(t) = ;5 mit geeignetem c € R ist eine Losung.

Loésung:
xo(t) 16st die Riccatsche DGL fiir ¢ > 0 genau dann wenn

2= —c-20=c+c—2=(c—1)(c+2)

erfiillt ist. (¢c; = 1,c0 = —2) = z1(¢) = ﬁ + zo(t)

Somit gilt:
c 1
j= —t— (2= —
Y (2t5 = 1)y
=—t+(— 2C+1)%
(=2¢+1)

t

Losung fiir y:
y(t) = de(=2 YD log (t) + 72TV log () / e~ (72D og (t)(—s)ds

:dt_2c+1 +t—26+1/_520d8

1-2 t2
= dt'=% -
2c+1
ixl(t):m—i—ﬁ tEIC(0,00)
prEs

Es gilt fiir ¢ = ¢;:

21(t) = 55— + 7. Mit dem AWP ergibt sich d =
Es gilt fiir ¢ = ¢3:

21(t) = 72—z — %- Mit dem AWP ergibt sich d = — 5
Fiir beide Parameter entsteht die Losung

3
z(t) = —H t € (0,2V2)



Aufgabe 6 (Differenzialgleichung mit AWP) (34+3=6 Punkte)

Lose die folgenden Anfangswertprobleme. Gib ein moglichst grofes Losungsintervall an.
(1) tt+1)i = Va2 , z(1)=0

(ii) t& = xlog 7 , z(-1)=-1

Loésung:
zu (i) (Getrennte Veranderliche)

&= A~ Va2

T+
= z(t) = 0 ist Losung fiir ¢ € R. Im Folgenden sei I = (0, c0)

=G(z) :/ﬁd:ﬁ:/x_%dm:i’)%

F(t) = /ﬁdt =log (t) — log(t + 1)

=G(z(t)) =F(t) + ¢
<3Yr =log(t) —log(t+1) +c

Mit Hilfe des AWP ergibt sich ¢ = log (2).
Also gilt fiir die Losung;:

2t

x(t) =G HF(t)+c¢) = (; log(m)) t € (0,00)

zu (ii) (Homogene Differenzialgleichung)

&= 7log (%)
Es gilt, dass z(t) = et, t € R ist eine Losung der DGL. Allerdings nicht des AWP’s.

Sei nun aufgrund des AWP I = (—o00,0). Sei y(t) := 171‘/) Dann gilt

y==(log(y) —1) mity(-1)=1.

|

Losung iiber getrennte Verénderliche

v 1 y(t)
/1 Sog(s) =1y — legllog (s) 1l = loglog (y) — 1|

“1
:/ —ds = log |t|
_1S

Also gilt fiir I = (—o0,0), dass |log (y) — 1| = —t und somit
y(t) =€
Also ist

x(t) =te!t fiir tel.



Aufgabe 7 (verallgemeinrte homogene Differenzialgleichung) (4+4=8 Punkte)
Fiir f € C(J), J C R ein Intervall und Zahlen a, b, ¢, o, 8,7 € R mit a8 — ab # 0 heifst

gb:f(at—&-bx—i—c) (1)

at + Bz + v

mit at + Bz + v # 0, (%) € J eine verallgemeinerte homogene DGL.

(i) Zeige: Es gibt ein tg, zo € R mit atg + bxg + ¢ = atg + Bxo +v = 0 und (z,I) welches genau dann eine Losung

b2\ . .
Z+B%) ist, wobei z(t) := x(t + to) — 0.

von (1) ist, wenn (z,I) Losung der homogenen DGL 2z = f(

(ii) Lose als Beispiel die DGL

. rx+3 x+3
TEVEI ST T o

Loésung:
zu (i)

(z Z) (;‘;) = (:5) ist wegen det <Z g) # 0 eindeutig nach <Z)> auflésbar.

Sei zunéchst x Losungsfunktion und z(t) = z(t + to) — xo

e _ o ( alt + to) + bt +to) + ¢

Zt)y=a(t+ty)=f (a(t+to) + Bx(t + to) +’Y>

f( at + ato + bz(t) + bxo + ¢ >
at + ato + Bz(t) + Bro +

at+bz(t)\ a+bz(tt)
d (at+f32(t)> -/ <a+ﬂz(f)

Sei nun z Losungsfunktion und z(t) = z(t —tg) + wo © = 2(t —to) = f (%) =/ (Sttig:ripv)

zu (ii)
fO)=+Vt+tmitto=1,20=-3,a=0b=1,c=3,a=1,8=0,y=1
Dann gilt: 2 = /%2 4 2. Sei nun u = %, dann ist
vu _ 1oy

t t
Lisung nach dem Schema von Bernoulli. Definiere y(t) = u(t)z = y(t) = %%

2 2
= u(t) = (%) =z2(t) =t (%) . Hieraus ergibt sich aus Teil (

=y(t) = 1(log (|t|) +¢) fiirt>1.
i)

zt+1)+3=z20t)z(t+1)=2(t)—3

;»x(t)z(t—l)(w>2—3 £>0

Aufgabe 8 (3+3=6 Punkte)

(i) Es seien f,g € C1(M), M C R? ein Rechteck. Welcher Bedingung miissen f und g geniigen, dass die DGL
f(t,x) + g(t,x)i = 0 einen integrierenden Faktor der Form u = u(t? + x2) besitzt?

(ii) Lose das Anfangswertproblem

zi+t+(#*+2%)cos(t) =0 , z(z)=1

us
2

Lo6sung:
zu (i)

(1f)e = (19)t & paf — g = (gt — fo)



Sei nun p = p(s) = p(t? + 22)

= pp =4 (8)20  und  pp = p'(s)2t
= 1 (s)(2xf — 2tg) = pu(s) (gt — fz)

W(s)  gi—fo

p(s) — 2af —2tg’

=

Also ist es fiir die Existenz von p = p(s) = p(t? + 2?) hinreichend und notwendig, dass Qg‘f__);””tg nur von t? + x?
abhingt.
zu (ii)

f=t+(t*+2%) cos(t) g==x

Nach (i) gilt:

g —Jo 0 — 2z cos (t) B 1
20f —2tg 2wt +2x(x2 +12)cos(t) — 2t 12422
Also ist %:_% = M(S):e_bgs:l

= gtz +cos (1) + iz @ = 0 ist exakt und ® ist gegeben durch
— 1 2 2 ; —
O(x,t) = 21og(t +z%) +sin(t) =c

Mit Hilfe des AWP ergibt sich dann ¢ = £ log (%2 + 1) + 1 und fiir z:

.’Iﬁ(t) — \/e2(c—sin(¥)) _ 42,

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html




