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Aufgabe 5 (DGL mit AWP) (4 Punkte)

Löse das folgende Anfangswertproblem. Gib ein möglichst groÿes Lösungsintervall an.

ẋ = tx2 − x

t
− 2

t3
, x(2) = 1.

Hinweis: x0(t) = c
t2 mit geeignetem c ∈ R ist eine Lösung.

Lösung:

x0(t) löst die Riccatsche DGL für t > 0 genau dann wenn

−2c = c2 − c− 2⇔ 0 = c2 + c− 2 = (c− 1)(c+ 2)

erfüllt ist. (c1 = 1, c2 = −2) ⇒ x1(t) = 1
y(t) + x0(t)

Somit gilt:

ẏ = −t− (2t
c

t2
− 1

t
)y

= −t+ (−2c+ 1)
y

t

=
(−2c+ 1)

t
y − t

Lösung für y:

y(t) = de(−2c+1) log (t) + e(−2c+1) log (t)

∫
e−(−2c+1) log (t)(−s)ds

= dt−2c+1 + t−2c+1

∫
−s2cds

= dt1−2c − t2

2c+ 1

⇒ x1(t) = 1

dt1−2c− t2

2c+1

+ c
t2 t ∈ I ⊂ (0,∞)

Es gilt für c = c1:

x1(t) = 3
3dt−1−t2 + 1

t2 . Mit dem AWP ergibt sich d = 16
3

Es gilt für c = c2:

x1(t) = −3
−3dt5−t2 −

2
t2 . Mit dem AWP ergibt sich d = − 1

48
Für beide Parameter entsteht die Lösung

x(t) = − (2t3 + 16)

t2(t3 − 16)
t ∈ (0, 2

3
√

2)



Aufgabe 6 (Di�erenzialgleichung mit AWP) (3+3=6 Punkte)

Löse die folgenden Anfangswertprobleme. Gib ein möglichst groÿes Lösungsintervall an.

(i) t(t+ 1)ẋ =
3
√
x2 , x(1) = 0

(ii) tẋ = x log x
t , x(−1) = −1

Lösung:

zu (i) (Getrennte Veränderliche)

ẋ = 1
t(t+1)

3
√
x2

⇒ x(t) ≡ 0 ist Lösung für t ∈ R. Im Folgenden sei I = (0,∞)

⇒G(x) =

∫
1

g(x)
dx =

∫
x−

2
3 dx = 3 3

√
x

F (t) =

∫
1

t(t+ 1)
dt = log (t)− log(t+ 1)

⇒G(x(t)) = F (t) + c

⇔3 3
√
x = log (t)− log (t+ 1) + c

Mit Hilfe des AWP ergibt sich c = log (2).
Also gilt für die Lösung:

x(t) = G−1(F (t) + c) =

(
1

3
log (

2t

t+ 1
)

)3

t ∈ (0,∞)

zu (ii) (Homogene Di�erenzialgleichung)

ẋ = x
t log (xt )

Es gilt, dass x(t) = et, t ∈ R ist eine Lösung der DGL. Allerdings nicht des AWP's.

Sei nun aufgrund des AWP I = (−∞, 0). Sei y(t) := x(t)
t . Dann gilt

ẏ =
y

t
(log(y)− 1) mit y(−1) = 1.

Lösung über getrennte Veränderliche∫ y(t)

1

1

s(log (s)− 1)
= log | log (s)− 1||y(t)s=1 = log | log (y)− 1|

=

∫ t

−1

1

s
ds = log |t|

Also gilt für I = (−∞, 0), dass | log (y)− 1| = −t und somit

y(t) = et+1

Also ist

x(t) = tet+1 für t ∈ I.



Aufgabe 7 (verallgemeinrte homogene Di�erenzialgleichung) (4+4=8 Punkte)

Für f ∈ C(J), J ⊆ R ein Intervall und Zahlen a, b, c, α, β, γ ∈ R mit aβ − αb 6= 0 heiÿt

ẋ = f

(
at+ bx+ c

αt+ βx+ γ

)
(1)

mit αt+ βx+ γ 6= 0, ( at+bx+cαt+βx+γ ) ∈ J eine verallgemeinerte homogene DGL.

(i) Zeige: Es gibt ein t0, x0 ∈ R mit at0 + bx0 + c = αt0 + βx0 + γ = 0 und (x, I) welches genau dann eine Lösung

von (1) ist, wenn (z, I) Lösung der homogenen DGL ż = f(
a+b z

t

α+β z
t

) ist, wobei z(t) := x(t+ t0)− x0.

(ii) Löse als Beispiel die DGL

ẋ =

√
x+ 3

t− 1
+
x+ 3

t− 1

Lösung:

zu (i)(
a b
α β

)(
t0
x0

)
=

(
−c
−γ

)
ist wegen det

(
a b
α β

)
6= 0 eindeutig nach

(
t0
x0

)
au�ösbar.

Sei zunächst x Lösungsfunktion und z(t) = x(t+ t0)− x0

ż(t) = ẋ(t+ t0) = f

(
a(t+ t0) + bx(t+ t0) + c

α(t+ t0) + βx(t+ t0) + γ

)
= f

(
at+ at0 + bz(t) + bx0 + c

αt+ αt0 + βz(t) + βx0 + γ

)
= f

(
at+ bz(t)

αt+ βz(t)

)
= f

(
a+ b z(t)t

α+ β z(t)t

)

Sei nun z Lösungsfunktion und x(t) = z(t− t0) + x0 ẋ = ż(t− t0) = f
(
a(t−t0)+bz(t−t0)
α(t−t0)+βz(t−t0)

)
= f

(
at+bx+c
αt+βx+γ

)
zu (ii)
f(t) =

√
t+ t mit t0 = 1, x0 = −3, a = 0, b = 1, c = 3, α = 1, β = 0, γ = 1

Dann gilt: ż =
√

z
t + z

t . Sei nun u = z
t , dann ist

u̇ =

√
u

t
=

1

t
u

1
2 .

Lösung nach dem Schema von Bernoulli. De�niere y(t) = u(t)
1
2 ⇒ ẏ(t) = 1

2
1
t ⇒ y(t) = 1

2 (log (|t|) + c) für t > 1.

⇒ u(t) =
(

log (|t|)+c
2

)2
⇒ z(t) = t

(
log (|t|)+c

2

)2
. Hieraus ergibt sich aus Teil (i)

x(t+ 1) + 3 = z(t)⇔ x(t+ 1) = z(t)− 3

⇒ x(t) = (t− 1)

(
log (|t− 1|) + c

2

)2

− 3 t > 0

Aufgabe 8 (3+3=6 Punkte)

(i) Es seien f, g ∈ C1(M), M ⊆ R2 ein Rechteck. Welcher Bedingung müssen f und g genügen, dass die DGL
f(t, x) + g(t, x)ẋ = 0 einen integrierenden Faktor der Form µ = µ(t2 + x2) besitzt?

(ii) Löse das Anfangswertproblem

xẋ+ t+ (t2 + x2) cos(t) = 0 , x(
π

2
) = 1

Lösung:

zu (i)

(µf)x = (µg)t ⇔ µxf − µtg = µ(gt − fx)



Sei nun µ = µ(s) = µ(t2 + x2)

⇒ µx = µ′(s)2x und µt = µ′(s)2t

⇒ µ′(s)(2xf − 2tg) = µ(s)(gt − fx)

⇔ µ′(s)

µ(s)
=

gt − fx
2xf − 2tg

.

Also ist es für die Existenz von µ = µ(s) = µ(t2 + x2) hinreichend und notwendig, dass gt−fx
2xf−2tg nur von t2 + x2

abhängt.
zu (ii)

f = t+ (t2 + x2) cos (t) g = x

Nach (i) gilt:

gt − fx
2xf − 2tg

=
0− 2x cos (t)

2xt+ 2x(x2 + t2) cos (t)− 2tx
= − 1

t2 + x2

Also ist µ′(s)
µ(s) = − 1

s ⇒ µ(s) = e− log s = 1
s

⇒ t
t2+x2 + cos (t) + x

t2+x2 ẋ = 0 ist exakt und Φ ist gegeben durch

Φ(x, t) =
1

2
log (t2 + x2) + sin (t) = c

Mit Hilfe des AWP ergibt sich dann c = 1
2 log (π

2

4 + 1) + 1 und für x:

x(t) =
√
e2(c−sin (t)) − t2.

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen �nden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html


