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Aufgabe 9 (Lipschitz-Bedingung) (24-2+2=6 Punkte)
Untersuche ob die folgenden Funktionen auf dem angegebenen Rechteck R eine Lipschitz-Bedingung erfiillen.

(i) f(t,z) =log(l+e€**), R=10,2)x (0,1)

(ll) f(t,x): \3/57 R = [071) X (xo—s,xo—i-s),0<s<x0
(i) £(t,2) = 7, R=[0,1) % [0,5),5 > 0
Lo6sung:
zu (i)

Es gilt, dass f,(t,x) = tet®. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz:

1
1+4etx
df 2
|f(t,z1) = f(t,22)] = | fu(t,z) (21 — 22)] < Sup \%Ilm — 2| < 2e%|z1 — T2

Also erfiillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung auf R.
zu (ii)

Es gilt, dass f.(t,z) = Damit ist f, beschriankt auf R und es gilt:

1
322"

|f(t,z1) — f(t,22)] = | fo(t, z) (21 — 22)| < sup \;Lfol — Za| = ;Wl — T2
R X

3/ (xo — 5)?
Also erfiillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung auf R.
zu (i)
Angenommen f(t, x) erfiillt eine Lipschitz-Bedingung mit 0 < L < co. Sei dann z € [0, s) beliebig und wihle ein h > 0
so, dass h + z € [0, s). Dann gilt:
f(t,$+h) _f(t,l')
h

<L<o Vz € [0,s).

Dies ist ein Widerspruch, da f,(¢,2) — oo fiir  — 0. Also erfiillt f(¢,2) keine Lipschitz-Bedingung auf R.
Aufgabe 10 (Picard-Lindeldf) (9 Punkte)
Zeige, dass das Anfangswertproblem

t=t*+2% 2(0)=0

eine eindeutige Losung z(t) auf [0, — ) besitzt und dass dies das grofite Losungsintervall ist, das man aus dem Satz
von Picard-Lindel6f erhalten kann. Berechne anschlieftend die Picard-Iterationen xq(t), z1(t), z2(t) und z5(t).

Loésung:
Zur,s>0sei R=[0,r) x (—s,s) derart, dass fiir f(t,z) =t>+ 22 f € C(R) erfiillt ist.
Setze K := supy |f(t,z)| = r? + s2. Betrachte die Maximierung von [ = min {r, ﬁ}



Wiihle nun g : (0,00) — (0,00) mit s — =35 Betrachte g(s) = z4.
P2 g2
=g(s)=——55=0
srl-s2=0
S Er=s
=4"(r)<0
1

= =

9(r) =5

#l:min{r,i}ﬁl:%

Also folgt aus dem Satz von Piccard Lindeldf und dem Eindeutigkeitssatz, bei gewéhrleisteteter Lipschitz-Bedingung
von f auf [0, %) X (—%7 %) die Existenz einer eindeutigen Losung. Wobei I = [0, %) das groftmogliche Losungs-
intervall nach Piccard-Lindelof ist.

Iterationen:

0

xo(t)

21 (t) = 0+ /O F(r20(7))dr = %t?’

t
1 1. 1
IEQ(t) = / T2 + §TGdT = gtd + &t’T
0

25(t) = /t 24 (17_3 + ir7)2d7 _ lts + it7 + it” + Ltw
0 3 63 3 63 2079 59535

Aufgabe 11 (9 Punkte)

Es sei M := [0,a] X R (a > Ofest), f : M — R, zp,21 € R. Dabei sei f stetig auf M und erfiille darauf eine
Lipschitz-Bedingung. Ferner sei die Funktionenfolge {x,,(¢)}52, fiir ¢t € [0, a] definiert durch

t
xo(t) = xo, Tpy1:=xo+ta —|—/ (t—7)f(r,zn(T))dT n>0.
0

Zeige: x,,(t) konvergiert gleichméfig auf [0, a] und die Grenzfunktion z(t) = lim,,— o 2, (t) ist zweimal differenzierbar
auf [0, a] mit &(t) = f(t,x(t)). Zeige zusidtzlich, dass 2(0) = zy und (0) = x; gilt.

Loésung:

(i) Zeige, dass die Iteration durchfithrbar ist (¢, z,(t)) € M Vt € [0,a]. (Klar, da x,(t) € (—00, 00)).
i)
t
[21(t) — @o(t)] = |eo + ta1 + / (t = 7)f (w0 (7)) dr — 0]
0
t
< tay] + |/ (t —7)f(1,20)dT|
0

t2
< |tzq| + KE K = ma$0§t§a|f(7-7 )|

|z2(t) — z1(t)] = |/0 (t—7)(f(r,21(7)) — f(7,20(7))) dT]|
gL/O (t — 7|21 (t) — wo(t)]dr

t 2 4

T |£81| 3 t
gL/(t—T) <7x1|+K>d7t Ty g
0 2 6 24



Allgemein gilt:

t2n+1 t27’L+2
n t) — n t SL” K
[T 41(t) = 2n(t)] (lml(gnH)!* (2n+2)!)

Die Richtigkeit kein mittels Induktion gezeigt werden. Damit folgt:

n+p+1

Tnap(t) — zn(B)] = D |wiv1 — 2:(2)]

i=n

ntptl a2+l q2it+2
< L K
= ; <|x1|(2¢+1)! * (2¢+2)!>

— 0 fiir n — oo.

Also konvergiert nach Cauchy z,,(t) gleichméfig auf [0, al.
(iii) Sei z(t) = lim, 00 T, (t) = z stetig. Es gilt:

t
z(t) = lim x,(t) = 9 + z1t + lim (t—7)f(1,zp_1(7))dT

n—00 n—oo 0

I / (t — ) f(r, 2(r)) dr

stetig

diff’bar

t
= z ist diff’bar und @(t) = 1 +/ f(r,2(r))dr
0 —~—

stetig
| —
diff’bar
= i = f(t,2(t))-

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html




