
Dr. Gerhard Baur Universität Ulm
Marco Laumanns Gewöhnliche Di�erenzialgleichungen

Sommersemester 2012

Gewöhnliche Di�erenzialgleichungen - Lösungen zu Übungsblatt 3
(Abgabe: Donnerstag, 10. Mai 2012 vor der Übung.)

Aufgabe 9 (Lipschitz-Bedingung) (2+2+2=6 Punkte)

Untersuche ob die folgenden Funktionen auf dem angegebenen Rechteck R eine Lipschitz-Bedingung erfüllen.

(i) f(t, x) = log(1 + etx), R = [0, 2)× (0, 1)

(ii) f(t, x) = 3
√
x, R = [0, 1)× (x0 − s, x0 + s), 0 < s < x0

(iii) f(t, x) = 3
√
x, R = [0, 1)× [0, s), s > 0

Lösung:

zu (i)
Es gilt, dass fx(t, x) =

1
1+etx te

tx. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz:

|f(t, x1)− f(t, x2)| = |fx(t, x)(x1 − x2)| ≤ sup
R
| df
dx
||x1 − x2| ≤ 2e2|x1 − x2|

Also erfüllt f(t, x) eine Lipschitz-Bedingung auf R.
zu (ii)
Es gilt, dass fx(t, x) =

1

3
3√
x2
. Damit ist fx beschränkt auf R und es gilt:

|f(t, x1)− f(t, x2)| = |fx(t, x)(x1 − x2)| ≤ sup
R
| df
dx
||x1 − x2| =

1

3 3
√
(x0 − s)2

|x1 − x2|

Also erfüllt f(t, x) eine Lipschitz-Bedingung auf R.
zu (iii)
Angenommen f(t, x) erfüllt eine Lipschitz-Bedingung mit 0 < L <∞. Sei dann x ∈ [0, s) beliebig und wähle ein h > 0
so, dass h+ x ∈ [0, s). Dann gilt:

fx(t, x) = lim
h→0+

f(t, x+ h)− f(t, x)
h

≤ L <∞ ∀x ∈ [0, s).

Dies ist ein Widerspruch, da fx(t, x)→∞ für x→ 0. Also erfüllt f(t, x) keine Lipschitz-Bedingung auf R.

Aufgabe 10 (Picard-Lindelöf) (9 Punkte)

Zeige, dass das Anfangswertproblem

ẋ = t2 + x2, x(0) = 0

eine eindeutige Lösung x(t) auf [0, 1√
2
) besitzt und dass dies das gröÿte Lösungsintervall ist, das man aus dem Satz

von Picard-Lindelöf erhalten kann. Berechne anschlieÿend die Picard-Iterationen x0(t), x1(t), x2(t) und x3(t).

Lösung:

Zu r, s > 0 sei R = [0, r)× (−s, s) derart, dass für f(t, x) = t2 + x2 f ∈ C(R) erfüllt ist.
Setze K := supR |f(t, x)| = r2 + s2. Betrachte die Maximierung von l = min

{
r, s

r2+s2

}
.



Wähle nun g : (0,∞)→ (0,∞) mit s→ s
r2+s2 Betrachte g(s) = s

r2+s2 .

⇒ g′(s) =
r2 − s2

(r2 + s2)2
= 0

⇔ r2 − s2 = 0

⇔ ±r = s

⇒ g′′(r) < 0

⇒ g(r) =
1

2r

⇒ l = min
{
r, 1

2r

}
⇒ l = 1√

2
Also folgt aus dem Satz von Piccard Lindelöf und dem Eindeutigkeitssatz, bei gewährleisteteter Lipschitz-Bedingung
von f auf [0, 1√

2
)× (− 1√

2
, 1√

2
) die Existenz einer eindeutigen Lösung. Wobei I = [0, 1√

2
) das gröÿtmögliche Lösungs-

intervall nach Piccard-Lindelöf ist.
Iterationen:

x0(t) ≡ 0

x1(t) = 0 +

∫ t

0

f(τ, x0(τ))dτ =
1

3
t3

x2(t) =

∫ t

0

τ2 +
1

9
τ6dτ =

1

3
t3 +

1

63
t7

x3(t) =

∫ t

0

τ2 + (
1

3
τ3 +

1

63
τ7)2dτ =

1

3
t3 +

1

63
t7 +

2

2079
t11 +

1

59535
t15

Aufgabe 11 (9 Punkte)

Es sei M := [0, a] × R (a > 0 fest), f : M → R, x0, x1 ∈ R. Dabei sei f stetig auf M und erfülle darauf eine
Lipschitz-Bedingung. Ferner sei die Funktionenfolge {xn(t)}∞n=0 für t ∈ [0, a] de�niert durch

x0(t) ≡ x0, xn+1 := x0 + tx1 +

∫ t

0

(t− τ)f(τ, xn(τ))dτ n ≥ 0.

Zeige: xn(t) konvergiert gleichmäÿig auf [0, a] und die Grenzfunktion x(t) = limn→∞ xn(t) ist zweimal di�erenzierbar
auf [0, a] mit ẍ(t) = f(t, x(t)). Zeige zusätzlich, dass x(0) = x0 und ẋ(0) = x1 gilt.

Lösung:

(i) Zeige, dass die Iteration durchführbar ist (t, xn(t)) ∈M ∀t ∈ [0, a]. (Klar, da xn(t) ∈ (−∞,∞)).

(ii)

|x1(t)− x0(t)| = |x0 + tx1 +

∫ t

0

(t− τ)f(τ, x0(τ))dτ − x0|

≤ |tx1|+ |
∫ t

0

(t− τ)f(τ, x0)dτ |

≤ |tx1|+K
t2

2
K := max0≤t≤a|f(τ, x0)|

|x2(t)− x1(t)| = |
∫ t

0

(t− τ) (f(τ, x1(τ))− f(τ, x0(τ))) dτ |

≤ L
∫ t

0

(t− τ)|x1(t)− x0(t)|dτ

≤ L
∫ t

0

(t− τ)
(
|τx1|+K

τ2

2

)
dτ =

|x1|
6
t3 +K

t4

24



Allgemein gilt:

|xn+1(t)− xn(t)| ≤ Ln

(
|x1|

t2n+1

(2n+ 1)!
+K

t2n+2

(2n+ 2)!

)
Die Richtigkeit kein mittels Induktion gezeigt werden. Damit folgt:

|xn+p(t)− xn(t)| =
n+p+1∑
i=n

|xi+1 − xi(t)|

≤
n+p+1∑
i=n

Li

(
|x1|

a2i+1

(2i+ 1)!
+K

a2i+2

(2i+ 2)!

)
→ 0 für n→∞.

Also konvergiert nach Cauchy xn(t) gleichmäÿig auf [0, a].

(iii) Sei x(t) = limn→∞ xn(t)⇒ x stetig. Es gilt:

x(t) = lim
n→∞

xn(t) = x0 + x1t+ lim
n→∞

∫ t

0

(t− τ)f(τ, xn−1(τ))dτ

= x0 + x1t+

∫ t

0

(t− τ)f(τ, x(τ))︸ ︷︷ ︸
stetig

dτ

︸ ︷︷ ︸
di�'bar

⇒ x ist di�'bar und ẋ(t) = x1 +

∫ t

0

f(τ, x(τ))︸ ︷︷ ︸
stetig

dτ

︸ ︷︷ ︸
di�'bar

⇒ ẋ(0) = x1
⇒ ẍ = f(t, x(t)).

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen �nden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html


