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Gewohnliche Differenzialgleichungen - Losungen zu Ubungsblatt 1
(Abgabe: Donnerstag, 26. April 2012 vor der Ubung.)

Aufgabe 1 (Differenzialgleichung mit AWP) (4 Punkte)
Lose fiir festes o € R das Anfangswertproblem
i=t"z , a(1)=L

Loésung:

1. Fall: o # —1
B

ist die Losung des AWP fiir ¢ € (0, 00) falls o < —1, ¢t € [0,00) falls & > 0 und ¢ € (0,00) falls 0 > o > —1.
2. Fall: o = -1
x(t) = lefi a7 = logltl — ¢

ist die Losung des AWP fiir ¢ € (0, 00).

Aufgabe 2 (Aufladung eines Kondensators) (44-6=10 Punkte)
Wird ein Kondensator der Kapazitét C' > 0 mit einem Widerstand R > 0 hintereinander geschaltet und dabei eine
(zeitabhingige) Spannung U (t) angelegt, so gilt fiir den fliefenden Strom I(¢) die Differenzialgleichung

| .
RI+-I=U.
te
Lose dieses Problem mit Anfangswert 1(0) = Ip > 0
(i) fiir den Gleichspannungsfall U (t) = 0.
(ii) fiir eine angelegte Wechselspannung  U(t) = Upsinwt mit Uy > 0,w > 0.

Beschreiben Sie jeweils das Verhalten fiir t — oo .

Loésung:
zu (i)
I.:—%Iéx(t)zxoefo rodT = [oe~me! fiir t € R und (t) — 0 fiir £ — oo.
zu (ii)
I= T+ UW%S(W) = I(t) = le—n,*lct-ke—l?lctfeﬁcsw#f(“s)ds = le_%t—ke_ﬁ%”%”/eﬁscos (ws)ds

* = /61%1705 cos (ws)ds = Re {/e(i‘*”rglc)sds}
= Re {,lle(i“’J“Rlc)t}
W + VeTel

— ¢ETtRe R;ic _ z;u > (cos (wt) + isin (wt))}
{<(Rlc) +w? (zg) +w?

- RC (RC)%J
cos wt +

_ o (H(Rcw)2 1+ume“nW”)




= I(t) = le~ Rt + % (cos (wt) + RCw sin (wt))

Mit dem AWP folgt also:
I(t) = (IO - %) e~ mot 4 % (cos (wt) + RCwsin (wt)) fiir t € R.
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= I(t) ist divergent um den Faktor iiu(RcW)? fiir t — oc.
Aufgabe 3 (Wachstumsprozesse) (10 Punkte)

Die Differenzialgleichung
= ax — Bx”

mit a,y > 0 und S > 0 beschreibt einen Wachstumsprozess (5 = 0: exponentielles Wachstum; 5 > 0,y = 2: logistisches
Wachstum). Lose die Differenzialgleichung fiir den Anfangswert x(0) = 1.
Diskutiere anschliefend das Verhalten ¢t — oo fiir die Falle v = 2 und v = 3 («, 8 > 0).

Losung:
1.Fally =1
i=(a—B)r=a()=ebabir — =Pt tcR
2. Fall 4 # 1
Bernoullische DGL: = y(t) = z(t)' 77 & z(t) = y(t)ﬁ
= y(t) = a(1 —y)y(t) — B(1 — ) mit y(0) = 1. Es gilt, dass

t
y(t) — ea(l—v)t _ ea(l—'y)t/ e—a(l—v)‘rﬁ(l _ ’}/)d’r
0
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Sei zunédchst o > 8= y(t) >0 VteR.
Sei weiter a < 8 = y(t) > 0

= (1 — ﬁ) (1=t L B 5

1
& t>—log (ﬁ%) e
Aus der Riicksubstitution folgt dann fiir z(¢) folgendes:

1. a(t) =ele Mt teR ~v=1
2. x(t)z(ea<1—'*>t<1—ﬁ>+ﬁ>l_w teR v#£1l,a>p
[0 [0
(et (1 B8Y L B\TT NG
3. x(t)—(e v (1 a>+a> log(ﬁ_ ) y£La<p

~1
Fiir v = 2 gilt: «(¢t) = (e‘at (1 - ﬁ) + ﬁ) -5

[e3 [e3

Fiir v = 3 gilt: «(¢) = (6—26“5 (1 - ﬁ) + é)_ /2
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[N



Aufgabe 4* (Bonusaufgabe) (Integrale) (1*¥++1*41*4+1*=4* Punkte)

Beim expliziten Losen von Differenzialgleichungen kommt es auf gewisse Fertigkeiten beim Auffinden von Stammfunk-
tionen an. Berechne die Stammfunktionen zu:

(i

(i

f(@) = s
(x) = 22 cos(x)

)
(iii) h(xz) = arctan(z)

)
)
)
(iv) i(z) = zv22 + 1

Loésung:

7u (1)

Integration iiber Partialbruchzerlegung.

/ 5 d /—5+5 1 +15 1 +5 1 d
r= [ —+— — = x

t+ a3 —a22 -2z x dzx—-1 4dzx+1 2(xz+1)?

5 1

) 15
= ~Slogr+ plog(z = 1)+ rlog (v +11) = 577

zu (i)
/x2 cos (x)dz = sin (z)z* — /21’ sin (x)dx

= sin ()22 + 2z cos () — /2 cos (x)dx

= sin (z)(z% — 2) + 2z cos (z)

zu (i)
/arctan(a:)dm = /1arctan(x)dw
_ tan( )7/ ;d
= xarctan(x T

1
= zarctan(x) — 3 log (1 + 2?)

zu (iv) Siehe Ubung :)

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html




