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Aufgabe 1 (Di�erenzialgleichung mit AWP) (4 Punkte)

Löse für festes α ∈ R das Anfangswertproblem

ẋ = tαx , x(1) = 1.

Lösung:

1. Fall: α 6= −1
x(t) = 1e

∫ t
1
ταdτ = e

1
α+1 (t

α+1−1)

ist die Lösung des AWP für t ∈ (0,∞) falls α < −1, t ∈ [0,∞) falls α > 0 und t ∈ (0,∞) falls 0 > α > −1.
2. Fall: α = −1

x(t) = 1e
∫ t
1

1
τ dτ = elog|t| = t

ist die Lösung des AWP für t ∈ (0,∞).

Aufgabe 2 (Au�adung eines Kondensators) (4+6=10 Punkte)

Wird ein Kondensator der Kapazität C > 0 mit einem Widerstand R > 0 hintereinander geschaltet und dabei eine
(zeitabhängige) Spannung U(t) angelegt, so gilt für den �ieÿenden Strom I(t) die Di�erenzialgleichung

Rİ +
1

C
I = U̇ .

Löse dieses Problem mit Anfangswert I(0) = I0 > 0

(i) für den Gleichspannungsfall U̇(t) ≡ 0.

(ii) für eine angelegte Wechselspannung U(t) = U0 sinωt mit U0 > 0, ω > 0.

Beschreiben Sie jeweils das Verhalten für t→∞ .

Lösung:
zu (i)

İ = − 1
RC I ⇒ x(t) = x0e

∫ t
0
− 1
RC dτ = I0e

− 1
RC t für t ∈ R und x(t)→ 0 für t→∞.

zu (ii)

İ = − 1
RC I +

U0ω cos (ωt)
R ⇒ I(t) = le−

1
RC t + e−

1
RC t

∫
e

1
RC s

U0ω cos (ωs)
R ds = le−

1
RC t + e−

1
RC t U0ω

R

∫
e

1
RC s cos (ωs)ds︸ ︷︷ ︸

∗

∗ =
∫
e

1
RC s cos (ωs)ds = Re

{∫
e(iω+

1
RC )sds

}
= Re

{
1

iω + 1
RC

e(iω+
1
RC )t

}
= e

1
RC tRe

{(
1
RC(

1
RC

)2
+ ω2

− iω(
1
RC

)2
+ ω2

)
(cos (ωt) + i sin (ωt))

}

= e
1
RC t

(
RC

1 + (RCω)2
cosωt+

(RC)2ω

1 + (RCω)2
sin (ωt)

)



⇒ I(t) = le−
1
RC t + U0ωC

1+(RCω)2 (cos (ωt) +RCω sin (ωt))

Mit dem AWP folgt also:

I(t) =
(
I0 − U0ωC

1+(RCω)2

)
e−

1
RC t + U0ωC

1+(RCω)2 (cos (ωt) +RCω sin (ωt)) für t ∈ R.

Setze nun 1√
1+(ωRC)2

= sinϕ und ωRC√
1+(ωRC)2

= cosϕ.

⇒ I(t) =

(
I0 −

U0ωC

1 + (RCω)2

)
e−

1
RC t︸ ︷︷ ︸

→0

+ U0ωC√
1+(RCω)2

sin (ωt+ ϕ)︸ ︷︷ ︸
→±1

⇒ I(t) ist divergent um den Faktor ± U0ωC√
1+(RCω)2

für t→∞.

Aufgabe 3 (Wachstumsprozesse) (10 Punkte)

Die Di�erenzialgleichung

ẋ = αx− βxγ

mit α, γ > 0 und β ≥ 0 beschreibt einen Wachstumsprozess (β = 0: exponentielles Wachstum; β > 0, γ = 2: logistisches
Wachstum). Löse die Di�erenzialgleichung für den Anfangswert x(0) = 1.
Diskutiere anschlieÿend das Verhalten t→∞ für die Fälle γ = 2 und γ = 3 (α, β > 0).

Lösung:
1. Fall γ = 1

ẋ = (α− β)x⇒ x(t) = e
∫ t
0
α−βdτ = e(α−β)t t ∈ R

2. Fall γ 6= 1

Bernoullische DGL: ⇒ y(t) = x(t)1−γ ⇔ x(t) = y(t)
1

1−γ

⇒ ẏ(t) = α(1− γ)y(t)− β(1− γ) mit y(0) = 1. Es gilt, dass

y(t) = eα(1−γ)t − eα(1−γ)t
∫ t

0

e−α(1−γ)τβ(1− γ)dτ

= eα(1−γ)t − eα(1−γ)t
[
− 1

α(1− γ)
e−α(1−γ)τβ(1− γ)

]t
τ=0

= eα(1−γ)t
(
1− β

α

)
+
β

α

Sei zunächst α ≥ β ⇒ y(t) > 0 ∀t ∈ R.
Sei weiter α < β ⇒ y(t) > 0

⇒
(
1− β

α

)
eα(1−γ)t + β

α > 0

⇔ t > − log ( β
β−α )

1
(1−γ)α

Aus der Rücksubstitution folgt dann für x(t) folgendes:

1. x(t) = e(α−β)t t ∈ R γ = 1

2. x(t) =

(
eα(1−γ)t

(
1− β

α

)
+
β

α

) 1
1−γ

t ∈ R γ 6= 1, α ≥ β

3. x(t) =

(
eα(1−γ)t

(
1− β

α

)
+
β

α

) 1
1−γ

t > − log (
β

β − α
)

1
(1−γ)α

γ 6= 1, α < β

Für γ = 2 gilt: x(t) =
(
e−αt

(
1− β

α

)
+ β

α

)−1
→ α

β

Für γ = 3 gilt: x(t) =
(
e−2αt

(
1− β

α

)
+ β

α

)− 1
2 →

√
α
β



Aufgabe 4* (Bonusaufgabe) (Integrale) (1*+1*+1*+1*=4* Punkte)

Beim expliziten Lösen von Di�erenzialgleichungen kommt es auf gewisse Fertigkeiten beim Au�nden von Stammfunk-
tionen an. Berechne die Stammfunktionen zu:

(i) f(x) = 5
x4+x3−x2−x

(ii) g(x) = x2 cos(x)

(iii) h(x) = arctan(x)

(iv) i(x) = x 3
√
x2 + 1

Lösung:
zu (i)

Integration über Partialbruchzerlegung.∫
5

x4 + x3 − x2 − x
dx =

∫
−5
x

+
5

4

1

x− 1
+

15

4

1

x+ 1
+

5

2

1

(x+ 1)2
dx

= −5 log x+
5

4
log (x− 1) +

15

4
log (x+ 1)− 5

2

1

x+ 1

zu (ii)∫
x2 cos (x)dx = sin (x)x2 −

∫
2x sin (x)dx

= sin (x)x2 + 2x cos (x)−
∫

2 cos (x)dx

= sin (x)(x2 − 2) + 2x cos (x)

zu (iii)∫
arctan(x)dx =

∫
1arctan(x)dx

= xarctan(x)−
∫
x

1

1 + x2
dx

= xarctan(x)− 1

2
log (1 + x2)

zu (iv) Siehe Übung :)

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen �nden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sommersemester-2012/eft0.html


