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47. Es sei z ∈ C mit |z| < 1. Zeigen Sie, dass

∞∑
k=0

k2 + 3k + 2

2
· zk =

1

(1− z)3

(4 Punkte)

48. Die Folge (an)n∈N sei definiert durch

a1 := 1 und an+1 :=

(
n∑

k=1

ak

)−1

Beweisen Sie, dass die Reihe

∞∑
n=0

an divergiert und (an) eine Nullfolge ist. (5 Punkte)

49. Wir definieren die hyperbolischen Funktion cosh : R→ R und sinh : R→ R folgendermaßen:

coshx :=
ex + e−x

2
und sinhx :=

ex − e−x

2
.

Beweisen Sie folgende Eigenschaften dieser Funktionen für alle x, y ∈ R :

(a) coshx =

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
und sinhx =

∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
.

(b) coshx = cosh(−x) und sinhx = − sinh(−x)

(c) cosh(x + y) = coshx cosh y + sinhx sinh y

(d) cosh2 x− sinh2 x = 1.

(4+2+3+2 = 11 Punkte)

50. Betrachten Sie für z ∈ C und festes z0 ∈ C die Reihe
∞∑
k=1

(z − z0)
k

k2
. Für welche z ∈ C

konvergiert (absolut bzw. bedingt) und für welche z ∈ C divergiert diese Reihe? (4 Punkte)

51. Zeigen Sie
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= log 2.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 42. Betrachten Sie sn :=
n∑

k=1

(−1)k−1

k
, tn :=

n∑
k=1

1

k
und

zeigen Sie s2n = t2n − tn . (6 Punkte)
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