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52. (i) Sei f : I → R , I ⊂ R ein Intervall. Wir definieren

f erfüllt auf I eine Lipschitz-Bedingung

:⇔ ∃ L > 0 mit |f(x)− f(y)| ≤ L · |x− y| ∀ x, y ∈ I

Zeigen Sie, dass wenn f auf I eine Lipschitz-Bedingung erfüllt, so ist f auch stetig auf
I .

(ii) Zeige mittels des ε - δ -Kriteriums, dass die Funktion f : (0,∞)→ R ,

f(x) =
1

x+
√
x

im Punkt 1 stetig ist. Bestimme also zu jedem ε > 0 ein gefordertes δ = δ(ε) > 0 .

(iii) Zeige: lim
z→0

ez − 1

z
= 1 .

(2 + 4 + 3 = 9 Punkte)

53. Zeige: Es gibt genau ein x > 0 mit ex + log x = 3 .
(4 Punkte)

54. Es sei f : [a, b] → R stetig auf [a, b] und sei α ∈ R . Weiter gebe es ein x ∈ [a, b] mit
f(x) = α . Zeige: Die Menge

T := {t ∈ [a, b] : f(t) = α}

besitzt ein Minimum.
(5 Punkte)

55. (i) Sei f : [a, b] → [a, b] stetig. Zeigen Sie, dass f mindestens einen Fixpunkt in [a, b]
besitzt, d.h.

∃ ξ ∈ [a, b] : f(ξ) = ξ

(ii) Zeige: Es existiert eine stetige Funktion g : (0, 1)→ (0, 1) , die im Intervall (0, 1) keinen
Fixpunkt besitzt.

(3 + 3 = 6 Punkte)

56. Zeigen Sie, dass die Aussage vom Satz von Weierstraß im Allgemeinen falsch ist, wenn man
eine Voraussetzung nicht fordert. Also geben Sie jeweils ein Beispiel an, sodass von den drei
Voraussetzungen an I ⊂ R und f : I → R jeweils nur zwei gelten, d.h.
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(i) f stetig und I abgeschlossen

(ii) f stetig und I beschränkt

(iii) I abgeschlossen und beschränkt

und die Aussage falsch wird.
(2 + 2 + 2 = 6 Punkte)


