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Aufgabe 1: (9 Punkte)

(a) Fiir welche x € R sind folgende Funktionen f; : R — R, i = 1,2, 3 stetig? Begriinde jeweils.

z, falls x < 0

x cos <1> , fallsz #0
filz) = falz) = v fa3(z) = 2] + (2 - [2])?
xz? —1, falls z >0 0, falls 7 = 0

Tipp fiir f3: Betrachte x € R\ Z und x € Z separat.

(b) Bestimme a,b € R so, dass die folgende Funktion stetig auf ganz R ist und f(—7) = —13 gilt:

) ar+b, falls z <0
f:R—=Rmit f(z) =
e, falls > 0

(¢) Zeige, dass der Grenzwert lin%) x(z), wobei
z—

1, falls x € Q
0, falls x e R\ Q

nicht existiert.

Tipp: Wéhle geschickt zwei Folgen.

Aufgabe 2: (3 Punkte)

Die folgenden vier gebrochen rationalen Funktionen haben jeweils bei x = 1 im Nenner eine Nullstelle.

Untersuche jeweils lim1 fi(z) fiir ¢ = 1,2, 3,4, und setze die Funktionen, falls moglich, bei x = 1 stetig
r—

fort.

€ T+ X — r—1)(2? 4+ —
filw) = 22 ) = T2 gy = D)

z—1 x—1

(x —1)(z+2)
(x—1)3

) f4($) =

Aufgabe 3: (5 Punkte)

Diese Aufgabe beschiftigt sich mit dem Zwischenwertsatz.

(a) Essei f: [a,b] — [a,b] eine stetige Funktion. Zeige, dass ein z* € [a,b] mit f(z*) = 2™ existiert.
Tipp und Bemerkung: Verwende die Hilfsfunktion g(x) = f(x) — z. Ein solches * nennt man

manchmal Fixpunkt von f.
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tan(x) = 1 — sin(x)

(b) Wir betrachten die Gleichung

(i) Zeige, dass diese Gleichung eine Losung im Intervall {O, %} besitzt.

(ii) Bestimme ein Ndherungsintervall dieser Losung mithilfe des Bisektionsverfahrens, wie es in
der Vorlesung in einem Beweis benutzt wurde. Verwende dazu 3 Iterationen.
0
Bemerkung: Es darf vorausgesetzt werden, dass es nur eine Lisung x € [0, Z} gibt. Bei

dieser Aufgabe kann natirlich ein Taschrenrechner verwendet werden.

(iii) Wie wieviele Iterationen braucht man, bis das Intervall nur noch eine Linge von hichstens

1
— hat?
1000 2

Aufgabe 4: (4 Punkte)
(a) Zeige, dass max(A) fiir eine Menge A eindeutig ist, so es existiert.

(b) Gib min(A4), max(A),inf(A),sup(A) fiir folgende Mengen A an (Angabe geniigt, kein Nachweis

notig):
1 _ 1 1
xGL,l}} (111)A—{n+m+n

(i) A=(0,1) (i) A= {1

n,mGN}

Aufgabe 5: (3 Punkte)

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit dem Satz von Weierstrafs. Dieser lautet:

Stetige Funktionen haben in einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [a,b] jeweils Maximal-

und Minimalstellen.

Diese Aufgabe soll zeigen, dass auf keine der Voraussetzungen abgeschlossen, beschrinkt und stetig
verzichtet werden kann.

Gib fiir die folgenden drei Fille jeweils eine Beispielfunktion f mit zugehorigem Intervall an, die die
jeweils gewiinschten Eigenschaften erfiillt, aber keine Maximalstelle (oder Minimalstelle oder keines

von beidem, ganz nach Belieben) in dem jeweiligen Intervall hat.
(a) f stetig, Intervall nicht beschrankt.
(b) f stetig, Intervall nicht abgeschlossen.

(c) f unstetig, Intervall beschrinkt & abgeschlossen.
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