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Analysis 1 fiir Informatiker und Ingenieure
- Extrablatt -

keine Punkte, keine Abgabe. Losung wird es online geben. Dieses Blatt dient als Vorbereitung fiir

die Klausur, ist aber keine Probeklausur (dafiir wire es bei Weitem zu umfangreich). Die mit
einem * gekennzeichneten Aufgaben sind relevant fiir die 2. Klausur, aber nicht fiir die 1. Klausur.

Kein Anspruch auf Vollstdndigkeit, alle Blatter sind gleichermafien relevant.

1. Zeige durch vollstdndige Induktion, dass fiir beliebige a1,...,a, € R mit —1 < q; < 0 fir
1=1,...,n gilt, dass

[[a+a)>1+> ax
k=1 k=1

2. Zeige, dass fiir alle n > 2

Vi+2n<1+

2
vn—1
gilt.
Tipp: Kann man direkt ohne Induktion zeigen. Betrachte die rechte Seite potenziert (also (...)")

und wende die binomische Formel an.
3. (a) Bestimme alle z € R, welche die Betragsungleichung |z| < |z + 1] erfiillen.

1 1
(b) Gib, falls existent, Maximum, Supremum, Minimum, Infimum der Menge A = { ——|nmée N}
n m

an.

4. Lose folgende Ausdriicke nach z.

(a) 2 —2? —22+2=0 (d) In(vz) —2In(z) +1=0
(b) logg x + logs(z —6) =3 (e) 37 .5 2 = 7vt!
(¢) In(3z+2) =5 (f) e*- e =2

5. Bestimme, falls existent, den Grenzwert folgender Folgen (a,)nen (hier braucht man nicht mit
der Definition von Folgenkonvergenz arbeiten). Gib fiir nicht konvergente Folgen die Menge der

Héufungswerte an.

n?+2n+1 n 2k

(a) ap := cn3—n2+n—1’CER' (d) a”::Zkﬂﬁ

n 1 n 2n
(b) a"'zzkzlﬁ (e) an'_nfl_nJrl
2 1
c) ap = f) ap = ————
© = R (S L
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6. Betrachte die rekursiv definierte Folge (an)neny mit any1 =

10.

11.

2
2
fir n € N und Startwert

CIO:O.

(a) Zeige, dass fiir alle n € N gilt, dass 0 < a,, <1 und a,, < ap1.

(b) Zeige, dass lim a,, existiert.
n— oo

(c¢) Bestimme den Grenzwert aus (b).

Gegeben sei die Folge (ay,)nen mit
—42 — 2n?
n2 +42n

Ay =

Bestimme den Grenzwert der Folge (ay,)neny und zeige die Konvergenz mithilfe der Definition
der Folgenkonvergenz.
Bemerkung: Noch 7 weitere Aufgaben dieses Typs findet man auf Moodle unter Zusatzmaterial

in der Datei "Folgenkonvergenz mit Definition".

Bestimme, falls existent, folgende Grenzwerte:

(a) lim (\/x2 +1— 22— 1) © I esin(@)

s-¥o0 ) 5 iz
(b) lim zln (if) e

(a) Differenziere folgende Ausdriicke nach z. Die Ableitung braucht nicht vereinfacht werden.

Man benenne jeweils zusétzlich die verwendete(n) Ableitungsregel(n).

; z? + 2z iii. (sin(z) 4+ 2® +2)3 v. oV
x
ii. In(3z) iv. e !sin(x?) vi. In(In(In(z)))

(b) Fiir welche = € R ist der letzte Ausdruck (vi.) definiert?

(a) Bestimme mithilfe der Definition der Ableitung die Ableitung der Funktion f : (0,00) — R
1
mit f(x) = —= an einer Stelle a > 0.

N
(b) Bestimme mithilfe der Definition der Ableitung die Ableitung der Funktion f : [0,00) — R
mit f(x) = v/x an einer Stelle a > 0.
Ist die Funktion f auch an der Stelle a = 0 differenzierbar? Zeige oder widerlege die

Behauptung.

Bestimme Konstanten b, ¢ € R so, dass die Funktion f : R — R mit

;v2—|—bx—|—c, falls x <0
e”, fallsz >0

fz) =

eine auf ganz R differenzierbare Funktion ist.
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12. (a) Zeige, dass

cos(z + ') = cos(x) cos(z’) — sin(z) sin(z")
fiir alle z, 2" € R gilt. Benutze dazu die Funktion
g(z) = cos(z) cos(a — x) — sin(z) sin(a — z)
(b) Zeige mithilfe des Additionstheorems aus (a), dass cos?(z) + sin®(x) = 1 gilt. Zeige auRer-
dem, dass cos(z + 2m) = cos(z) fiir alle z € R gilt.

13. Essei I C R ein kompaktes Intervall und f : I — R stetig. Zeige, dass eine Konstante C existiert,
sodass die Funktion f: I — R mit f(z) = f(z) + C positiv auf I ist.

1
14. Gegeben sei die Funktion g(z) = zlnz — z auf dem Intervall L, e} .

1
(a) Begriinde, zunédchst ohne Rechnung, wieso die Funktion g auf {,e} ein (globales) Maxi-
e
mum und (globales) Minimum annimmt.

(b) Bestimme dieses (glob.) Maximum und (glob.) Minimum.

1
(c) Besitzt g auch auf dem Intervall <e’ e) ein (glob.) Maximum und (glob.) Minimum?

1
15. Zeige, dass die Gleichung e* = T genau eine Losung zwischen 0 und 1 hat. Die Losung
o+ 1
2
braucht nicht berechnet werden.

1
16. Zeige, dass fir alle z > 0 gilt, dass In(1 +z) > = — §x2

17. Betrachte die Funktion f : [0,00) — R mit f(z) = In(1 + x)

(a) Zeige, dass das dritte Taylorpolynom Ps(z) von f mit Entwicklungspunkt a = 0 gegeben
ist durch ) )
Py(z)=x— §x2 + gxg
(b) Zeige fir |z| < % die Restgliedabschétzung |Rs(z)| = |f(z) — P3(z)| <
18. Wir definieren die Funktionen cosh : R — R und sinh : R — R als

et —e 7" et +e”

sinh(z) = und cosh(z) = 5

Zeige fir z € R:

(a) cosh?(z) — sinh?(x) = 1
(b) sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z)
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(c) Zeige, dass cosh auf [0,00) eine Umkehrfunktion, besitzt. Diesen nennen wir arccosh :
[1,00) = [0, 00).

(d) Bestimme die Ableitung des arccosh fiir = € (1 oo).

(e) Zeige mit (d), dass arccosh(z) = In(z + vz

19. (a) Bestimme folgende unbestimmten Integrale:

i /we‘z dx iii. /£ dx
x2(x —1)

.. /2w71 d S.T
11. X
\/7
2

¢ 3z
b) * Bestimme a € R so dass / —— dx = 27 gilt.
(b) Y g

™

1
(c) Berechne/ sin(x)e” dx.
0
20. Zeige oder widerlege:

(a) Sind (ap)nen und (by,)nen zwei konvergente Folgen mit hm a, = a und hm b, = b, so

ist auch die Folge (a,, + by )nen konvergent und es gilt hm (an +b,)=a+ b
(b) Das Produkt zweier divergenter Folgen ist divergent.
(c) Ist a, = o(cy,) und b, = o(cy), so ist auch a,, - b, = o(cy,).

(d) Es seien f,g : [a,00) — R fiir ein a € R beide positiv und es gelte lim f(z) =0 und g sei
r—r 00

beschrénkt, es existiere also eine Zahl ¢ > 0 mit g(x) < c fiir alle z € R. Dann existiert

f(z)

(e) Essei I =la,b] und f: I — R eine Funktion mit f(a) > 0 und f(b) < 0. Dann hat f im

Intervall I eine Nullstelle.

(f) Es sei f: R — R differenzierbar mit f’(z) > 0 fiir alle # € R. Dann ist die Inverse f~!

streng monoton wachsend.

(g) * Essei f: R — R stetig und beschréinkt mit lim f(z) = 0. Dann existiert (also konver-
T—>00

giert) das uneigentliche Integral / fx) dz
1
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