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"To be a good mathematician, or a good gambler, or good at anything, you have to be a good guesser”
- Gyorgy Polya (1887 - 1985), Mathematics and Plausible Reasoning

Aufgabe 10 (Dimension und Basis)

Bestimmen Sie die Dimension von C"
(i) tiber dem Korper R,
(ii) iber dem Korper C

und geben Sie eine Basis an.

Aufgabe 11 (Skalarprodukt)
Sei V = (C([a,b]),C). Zeigen Sie, dass fiir f,g eV

b _
(f,9) = [ Tty
ein Skalarprodukt definiert.

Aufgabe 12 (Orthogonalitit)
Es seien {ay, : k > 0},{b; : £ > 1} C C([0, 27]) mit

ar :R—=R, z+— ap(x)=cos(kr) und b;:R =R,
beziiglich dem Skalarprodukt

27

(f, 9) = % F()g(t)dt.

0

Rechnen Sie eine der drei Eigenschaften nach
(i) (ak, aj) = 0k, fir k,7 > 1 und (ag, a;) = 20 ; fir j > 0,
(i) (aw, bj) =0fir k>0,j > 1,

(ili) (bg, bj) = g ; fir k,j > 1.

Aufgabe 13 (Aquivalenz von Normen)
Sei V =R"
(i) Sei n = 2. Zeichnen Sie die folgende Menge
My, ={z eV ||, =1}
fir p=1, 2, 00.

(ii) Zeigen Sie folgende Ungleichungen

1
ﬁllxlll < llzll2 < vnllz|le

x> b (x) = sin(kx)

(Hinweis: Verwenden Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

(2 + 2 = 4 Punkte)

(4 Punkte)

(5 Punkte)

(34+2+4* = 9 Punkte)



(iii) Es gilt die Holderungleichung

1 1
S o] < (zw) . (zw) fir prq € (1,00)
k=1 k=1 k=1

Zeigen Sie nun mit Hilfe der Holderungleichung fiir p, ¢ € (1, 00) die allgemeineren Ungleichungen

+-=1

D=

allz|l, < |lzllq < Bllellp

und bestimmen Sie die Koeffizienten «, (.

(Bemerkung: Das hier gezeigte Resultat lisst sich analog fiir p,q € {1,00} zeigen und beschreibt die Aquivalenz

von beliebigen Normen in endlich-dimensionalen Rdumen, in co-dimensionalen Raumen gilt das im Allgemeinen
nicht.)

Aufgabe 14 (Normgleichungen,) (2 + 2 = 4 Punkte)

Sei V ein innerer Produktraum und sei
[lz|] = V{z, ) x€V
die induzierte Norm.
(i) Zeigen Sie, dass fiir z,y € V : 2 L y der Satz von Pythagoras gilt, d.h.
2] + [yl = ||z + gl |
(ii) Zeigen Sie, dass fiir z,y € V die Parallelogrammgleichchung gilt, d.h.

[l + gl + llz = ylI* = 2(||=* + [ly[1*).

Aufgabe 15 (Anwendung von Pythagoras und Orthogonalitit) (3 Punkte)

Sei V' = C([0,27]) ein innerer Produktraum mit

27

<ﬁg%:}- f(t)g(t)dt.

™ Jo

Berechnen Sie

2m
/ (sin(kx) + cos(jx))*dr fiir k,j > 1.
0

Aufgabe 16 (Beste Approzimation) (4 Punkte)

Sei V ein innerer Produktraum und sei
2l = V@, ) weV

die induzierte Norm. Ferner sei U := LH {u1,...,u,} mit u; € V\{0} fiir i = 1...n. Fir ein v € V und up € U gelte
(v —up, u;) =0 firie{l,...,n}.

Zeigen Sie, dass ug die beste Approximation von V' in den Unterraum U ist, d.h. es gilt
[lv = uol| = min{|[v —ul|| : we U}.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass (v —ug, u) =0 fir u € U gilt und damit, dass ||v —ul|? = [|[v — uo||* + [|uo — ul|?
firuweU gilt.)



Aufgabe 17 (Orthogonale Projektion) (3 Punkte)

Sei V ein innerer Produktraum und (uq,...,u,) ein Orthogonalsystem, also
(ui, ’LLj) =0 firq ;éj

Dann heifst fir v € V

die orthogonale Projektion von v in den von (uq,...,u,) aufgespannten Unterraum.
Zeigen Sie, dass ug die Voraussetzungen von Aufgabe 17 erfiillt, d.h. zeigen Sie, dass gilt

v—ug Lup firk=1,... n.

(Bemerkung: Sofern U endlich-dimensional ist, stimmen also beste Approzimation und orthogonale Projektion iberein.)

Aufgabe 18 (Orthogonale Projektion) (2 + 2 = 4 Punkte)
2 1 1
(i) Seiv= | 4 | und U := LH 21,11
16 3 1

Berechnen Sie die orthogonale Projektion ug von v in U bzgl. (z, y) := 27y.

(ii) Sei f € C([0,27]), U := LH {ao,...,an,b1,...,b,} und ag, by wie in Aufgabe 12 und
2m

(f, 9) = E f(t)g(t)dt.

™ Jo

Geben Sie eine Formel zur Berechnung der orthogonalen Projektion f von f in den Unterraum U an.

Aufgabe 19 (Gram-Schmidtsch Orthogonalisierungsverfahren) (2 + 2 = 4 Punkte)
Sei (x1,...,2,) ein System linear unabhéngiger Vektoren. Dann definiert man iterativ
Y1 = I

und fir k=2,...,n

iy Tk
Yk = Tk — Z (s >yi-

im1 (Yi, vi)

Dann ist das entstehende System (y1, ..., y,) ein Orthogonalsystem.

—1 —1 -1
(i) Orthogonalisieren Sie 2 1,1-2],10 bzgl. (x, y) := 2Ty,
1 1 —1

(i) Orthogonalisieren Sie (1, ¢, ¢ + ¢+ 1) bagl. (f, g) := [, f(t)g(t)dt.

Mehr Informationen zur Vorlesung und Ubung finden Sie auf
http://www.uni-ulm.de/mawi/sgm/baur/wintersemester-201011/hm3ing.html

Bitte melden Sie sich bei der Mailingliste an: https://imap.uni-ulm.de/lists/info/hm3-ing




