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”One of the endlessly alluring aspects of mathematics is that its thorniest paradoxes have a way of blooming
into beautiful theories. ” - Philip J. Davis (*1923), American applied mathematician.

Aufgabe 42 (Oberflächen, Oberflächenintegrale) (6+4=10 Punkte)

(i) Berechnen Sie die Oberfläche des hyperbolischen Paraboloids P =











x

y

z



 ∈ R
3 : z = x2−y2

2
, x2 + y2 ≤ R2







,

wobei R > 0 fest, sowie
∫

P f dσ mit f(x, y, z) = z + y2 + 1

2
.

(ii) Berechnen Sie die Oberfläche des Torus T =











(R + r sinϕ) cosψ
(R+ r sinϕ) sinψ

r cosϕ



 ∈ R
3 : 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π







, wobei

0 ≤ r ≤ R fest.

Aufgabe 43 (Flächeninhalt) (10 Punkte)

Die Kuppel der Reaktorstation in Garching hat die Form eines halben Rotationsellipsoid

x2

152
+

y2

152
+

z2

302
= 1 , z ≥ 0. [in m]

Welchen Flächeninhalt hat das Blechdach?
(Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten.)

Aufgabe 44 (Kurvenintegrale) (4+4+4=12 Punkte)

Untersuchen Sie, ob folgende Vektorfelder f konservativ in G sind. Berechnen Sie gegebenenfalls eine Stammfunktion,
sowie

∫

k
f für die jeweils angegebene(n) Kurve(n) k mit Parameterisierung x(t).

(i) G =











x

y

z



 ∈ R
3 : y > 0







, f(x, y, z) = (z2, e
z

y
+ y, 2xz + ez log y) und k : x(t) =





cos t
2 + sin t

t



, 0 ≤ t ≤ 2π.

(ii) G = R
2\{0}, f(x, y) =

(

−y
x2+y2 ,

x
x2+y2

)

.

(a) k : x(t) =

(

sin t
cos t

)

, 0 ≤ t ≤ 3

2
π

(b) k : x(t) =

(

−t
1− t

)

, 0 ≤ t ≤ 1

(iii) G = R
n\{0}, f(x) = xT

||x||2
für n ≥ 2, sowie k : x(t) = t











1
1
...
1











, 0 ≤ t ≤ 1.

Aufgabe 45 (Exakte Differentialgleichung) (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Vektorfeld f(x, y) = (1 + exy, 2y + ex) konservativ in G = R
2 ist und lösen Sie damit das

Anfangswertproblem

1 + exy + (2y + ex)y′ = 0

y(0) = 2.



Aufgabe 46 (Möbiusband) (3+5=8 Punkte)

Gegeben sei das zweidimensionale Flächenstück F (Möbiusband) mit Parameterisierung

Φ(u, v) =





(2 + u cos v) cos 2v
(2 + u cos v) sin 2v

u sin v



 , 0 ≤ u ≤ 1 , 0 ≤ v ≤ 2π

mit der "geometrischen Randkurve"∂F mit Parameterisierung

x(t) =





(2 + cos t) cos 2t
(2 + cos t) sin 2t

sin t



 , 0 ≤ t ≤ 2π.

Ferner sei f(x, y, z) :=
(

−y
x2+y2 ,

x
x2+y2 , 0

)

für





x

y

z



 ∈ G := R
3\











0
0
z



 : z ∈ R







.

(i) Zeigen Sie, dass rot(f) = 0 auf G.

(ii) Berechnen Sie
∫

∂F
f .

Aufgabe 47 (Anwendung - Satz von Gauß) (5 Punkte)

Bei der Lösung der Poissongleichung

−∆u = f , auf Ω ⊂ R
2

u = 0 , auf Γ := ∂Ω

wird eine Funktion u ∈ L2(Ω) gesucht, die eben diese Gleichungen erfüllt. Die schwache Variationsformulierung zu
obigem Problem lautet: Finde u ∈ H1

0 (Ω) mit

∫

Ω

∇v∇u dx =

∫

Ω

fv dx.

wobei

H1
0 (Ω) :=

{

v ∈ L2(Ω) : ∃ eine schwache Ableitung von v und v = 0 auf Γ
}

einen sogenannte Sobolev-Raum darstellt. Beweisen die folgende Identität

−

∫

Ω

∆u v dx =

∫

Ω

∇v∇u dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Mehr Informationen zur Vorlesung und Übung finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/sgm/baur/wintersemester-201011/hm3ing.html


