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5. Seien f, g : R→ R n -mal differenzierbare Funktionen.

(i) Beweise die Formel für die n -te Ableitung des Produkts f · g :

(f · g)(n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

(ii) Berechne die n -te Ableitung der Funktion x2e2x .

(6+3=9 Punkte)

6. Sei f : R → R eine gerade Funktion, d.h. für alle x ∈ R gilt f(x) = f(−x) . Ferner sei
f ∈ C∞(R) . Zeige: Dann enthält die Taylorreihe von f um Entwicklungspunkt 0 nur gerade
Potenzen von x .

(5 Punkte)

7. Es sei f : R→ R zweimal differenzierbar mit f ′′(x) ≥ 0 für alle x ∈ R .

(i) Zeige, dass
f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

für alle x, x0 ∈ R gilt.

(ii) Zeige weiter, dass
f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

für alle x, y ∈ R und λ ∈ [0, 1] gilt.

(iii) Was bedeuten diese Ungleichungen geometrisch?

(3+5+2=10 Punkte)

8. Seien Z und Z ′ zwei Zerlegungen a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b bzw. a = y0 < y1 < ... <
ym = b des Intervalls [a, b] . Man nennt Z ′ eine Verfeinerung von Z , falls

{x0, x1, ..., xn} ⊂ {y0, y1, ..., ym}

gilt. Zeige, dass für jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R eine feinere Zerlegung eine nicht-
größere Obersumme ergibt, also O(Z ′; f) ≤ O(Z; f) gilt.

(6 Punkte)
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