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Übungen Lineare Algebra 1: Blatt 9

39. Sei K ein Körper, seien m,n ∈ N und sei A ∈ Kn,m. Eine Matrix B mit Einträgen aus K heißt (6)
Untermatrix von A, wenn B aus A durch das Streichen mancher (oder keiner) Zeilen und mancher
(oder keiner) Spalten entsteht.
Sei A 6= 0. Zeigen Sie, dass rg(A) die größte Zahl r ∈ N ist, welche folgende Eigenschaft erfüllt: Es
gibt eine quadratische Untermatrix B von A mit r Zeilen und Spalten, für welche detB 6= 0 gilt.

40. Sei n ∈ N und seien x1, ..., xn ∈ R. (4+1+2)
(a) Wir definieren die Matrix

C :=


1 x1 x21 · · · xn−1

1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

1 x3 x23 · · · xn−1
3

...
...

...
. . .

...
1 xn x2n · · · xn−1

n

 ∈ Rn,n.

Zeigen Sie, dass detC =
∏

1≤j<k≤n(xk − xj) gilt.

(b) Sei nun n = 4, sei x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 und x4 = 4. Es sei C ∈ R4,4 wie in Teilaufgabe (a)
gegeben. Berechnen Sie detC mit Hilfe der Formel, die sie in Teilaufgabe (a) bewiesen haben.

(c) Seien y1, ..., yn ∈ R. Zeigen Sie: Sind alle Zahlen x1, ..., xn verschieden, so gibt es Koeffizienten
α0, ..., αn−1 ∈ R derart, dass das Polynom p(x) :=

∑n−1
k=0 αkx

k an den Stellen x1, ..., xn die
Werte y1, ..., yn annimmt.

41. Sei n ∈ N und sei A ∈ GLn(R) eine Matrix, die nur ganzzahlige Einträge besitzt. Zeigen Sie: Genau (4)
dann sind alle Einträge der inversen Matrix A−1 ganzzahlig, wenn |detA| = 1 gilt.

42. Sei F3 := {0, 1, 2} und seien +, · : F3 × F3 → F3 durch die Tabellen (4)

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

gegeben. Das bedeutet, für a, b ∈ F3 berechnet man a + b, indem a und b als natürliche Zahlen
addiert und anschließend den Rest berechnet, den man bei Division durch 3 erhält; analog dazu
berechnet man a · b, indem man a und b als natürliche Zahlen multipliziert und anschließend den
Rest berechnet, den man bei Division durch 3 erhält.
Man kann zeigen, dass (F3,+, ·) ein Körper ist. Sei

A :=


2 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 2
0 2 2 1 0 0
0 0 1 1 2 1
0 2 0 0 0 0
0 1 0 2 1 1

 ∈ F6,6
3 .

Berechnen Sie detA.
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