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Ubungen Lineare Algebra 1: Blatt 10

43. Existiert eine lineare Abbildung f : R? — R mit 2)
fLL,=3)=9,  f(-22,2)=2  [f(0,1,1) =27

Berechnen Sie, falls moglich, f(3,—4,9).
Hinweis: Es darf ohne Begriindung verwendet werden, dass

3 1 -2 0
4] = —113 i %5 2 | + % 1
9 -3 2 1

gilt und dass diese Darstellung eindeutig ist.
44. Sei K ein Korper und U, V,W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K und f : U — V und (3+3)
g:V — W linear. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) dim Im (g o f) < min(dim Im g,dim Im f).
(ii) dim Ker (go f) > dim Ker f.

45. Seien f:R?® — R* und g : R? — R? definiert durch (2+1+2)
2
Xr1 9;1 _‘; ;3 X1 —I9 + I3
1z 2 3 glza| = | =321 — 222 + 323
T3 T1 T2 T3 —2x1 — 229 + 323
2x1 + 3x3

(i) Seien die Basen B = ((17 LT, (1,1,00T, (1, O,O)T) und
B = ((1,1,1,1)7,(1,1,1,0)7,(1,1,0,0)",(1,0,0,0)7) des R® bzw. des R* gegeben. Finden
Sie die Darstellungsmatrix der Abbildung f beziiglich B und B’.

(ii) Sei die Basis C' = ((1,0,1)7,(0,1,1),(1,3,2)7) des R? gegeben. Finden Sie die Darstellungs-
matrix der Abbildung ¢ beziiglich der Basis C.

(iii) Berechnen Sie eine Basis von Ker f und Im f. Ist f injektiv oder surjektiv?

46. Sei K ein Korper und V ein Vekttorraum tiber K mit dim V =n < c0. Sei f : V — V linear mit  (4+3)
fof=f. Zeigen Sie:
(i) V=Ker f ¢ Im f.
(ii) Es gibt eine Basis vy, ..., v, von V, sodass die Darstellungsmatrix von f beziiglich dieser Basis

gegeben ist durch
1

47. Sei V die Menge aller reellwertigen Folgen, d.h. V' = {(an)nen : an € R}. Zusammen mit der (2+1+1+1)
komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation

(an)nEN + (bn)nEN = (al + b17 az + b27 cee )7 (an)neNa (bn)nEN S Vva
A (an)nGN = ()‘alv Aag, ... )7 (an)nGN eV, eR



bildet (V,+,-) einen Vektorraum (dies miissen Sie nicht zeigen).
Wir definieren die linearen Abbildungen

L:V =YV, (an)nen = (@n+1)nen,
R:V =7V, (an)nen = (0,a1,a2,as,...).
(i) Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und g : W — W linear.
Zeigen Sie, dass g genau dann injektiv ist, wenn g surjektiv ist.
(ii) Zeigen Sie, dass L surjektiv, aber nicht injektiv ist.
(iii) Zeigen Sie, dass R injektiv, aber nicht surjektiv ist.

(iv) Wieso widerspricht dies nicht dem Resultat aus der Teilaufgabe (i)?
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