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Übungen Lineare Algebra 1: Blatt 6

25. (2+2)

(i) Seien die Matrizen

A =

 1 −2 3
0 −5 4
4 −3 8

 , B =

 1 2
0 4
3 7

 , C =

 1
2
3


gegeben. Berechnen Sie, falls möglich, die Produkte AB, BA, CTC, CCT .

(ii) Seien

D =

(
2 0
0 1

)
, F =

1√
2

(
1 −1
1 1

)
gegeben. Berechnen Sie

(
FTDF

)10
.

26. Sei K ein Körper. Für quadratische Matrizen A = (aij) ∈ Kn,n definieren wir die Spur (engl: trace) (5)
von A durch

tr(A) =
n∑
i=1

aii.

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(i) Für A,B ∈ Kn,n und λ, µ ∈ K gilt tr(λA+ µB) = λtr(A) + µtr(B).

(ii) Für A ∈ Kn,n gilt tr(A) = tr(AT ).

(iii) Für A ∈ Km,n gilt tr(AAT ) = 0 genau dann, wenn A = 0.

(iv) Für A ∈ Km,n, B ∈ Kn,m gilt tr(AB) = tr(BA).

(v) Es existieren Matrizen A,B ∈ Kn,n mit AB −BA = E.

27. Seien K ein Körper und m,n ∈ N. Für ein Polynom p(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0 mit a0, . . . , an ∈ K (2)

vom Grad n und einer quadratischen Matrix A ∈ Km,m definieren wir die Matrix p(A) durch

p(A) = anA
n + · · ·+ a1A+ a0E.

Man beweise, dass es immer ein Polynom p gibt, welches nicht das Nullpolynom ist, und welches
p(A) = 0 erfüllt.

28. Sei K ein Körper, A = (a1, . . . , an) ∈ Km,n eine Matrix mit Spaltenvektoren a1, . . . , an ∈ Km. Sei (2+2)
i ∈ {1, . . . ,m}.

(i) Definiere für j = 1, . . . , n und λ ∈ K \ {0}

ãj =



a1j
...

λaij
...

amj

 .

Zeigen Sie: Die Vektoren a1, . . . , an sind genau dann linear unabhängig, wenn ã1, . . . , ãn linear
unabhängig sind.



(ii) Definiere für j = 1, . . . , n, ν ∈ {1, . . . ,m}, ν 6= i und λ ∈ K

bj =



a1j
...

aij + λaνj
...

amj

 .

Zeigen Sie: Die Vektoren a1, . . . , an sind genau dann linear unabhängig, wenn b1, . . . , bn linear
unabhängig sind.

29. Seien A ∈ Rm,p und B ∈ Rp,n, m, n, p, q, r, s ∈ N, und (3+3+2)

m = m1+ · · ·+mq, n = n1+ · · ·+nr, p = p1+ · · ·+ ps, m1, . . . ,mq, n1, . . . , nr, p1 . . . , ps ∈ N.

(i) Seien

A =

A1

...
Aq

 , B =
(
B1 . . . Br

)
, wobei Aα ∈ Rmα,p, Bβ ∈ Rp,nβ ,

α ∈ {1, . . . , q}, β ∈ {1, . . . , r}.

Zeigen Sie, dass AB =

C11 . . . C1r

...
...

Cq1 . . . Cqr

 , mit Cαβ = AαBβ .

(ii) Seien

A =
(
A1 . . . As

)
, B =

B1

...
Bs

 , wobei Aγ ∈ Rm,pγ , Bγ ∈ Rpγ ,n,

γ ∈ {1, . . . , s}. Zeigen Sie, dass AB =
∑s
γ=1AγBγ .

(iii) Seien nun

A =

A11 . . . A1s

...
...

Aq1 . . . Aqs

 , B =

B11 . . . B1r

...
...

Bs1 . . . Bsr

 , wobei Aαγ ∈ Rmα,pγ , Bγβ ∈ Rpγ ,nβ ,

α ∈ {1, . . . , q}, β ∈ {1, . . . , r}, γ ∈ {1, . . . , s}.
Nutzen Sie die Ergebnisse aus den Aufgabenteilen (i) und (ii) um zu zeigen, dass

AB =

C11 . . . C1r

...
...

Cq1 . . . Cqr

 ,

mit Cαβ =
∑s
γ=1AαγBγβ .
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