Die komplexen Zahlen (ein Abriss)

Vorbemerkung:

Wir wollen einen Kérper € der komplexen Zahlen konstruieren, in dem es
ein Element i € € gibt mit der Eigenschaft > = —1 . Jede komplexe Zahl
z € C soll darstellbar sein in der Form z =z 44y mit z,y € IR . Die Ope-
rationen + und - sollten vertraglich sein mit diesen Vorstellungen. Dann
sollte sein:

(x+iy)+ (E+in)=(r+&) +i(y+n) und
(z +1dy) - (€ +1in) = (x€ — yn) +i(xn + y&).

Diese Konstruktion fithren wir formal durch im folgenden

Satz:

Essei K ={(x,y): 2,y € R}(=IR*). Auf K definieren wir Operationen
+ und - wie folgt:

(z,y) + (&) = (x + &y +n);

(x,y) - (&,n) = (x€ —yn,zn+ y&). Dann gilt:
(i) Mit diesen Operationen ist K ein Korper.

(ii)) {(2,0) : x € R} ist mit diesen Operationen ebenfalls ein Korper,
der mit IR identifiziert werden kann. In diesem Sinne ist K ein
Erweiterungskorper von IR .

(iii) Definieren wir i := (0,1) € K , so gilt fiir jedes z = (z,y) € K
z = (x,0) +i(y,0) .

(iv) K kann nicht angeordnet werden.

Definition:

Wir schreiben anschlieBend € fiir diesen Korper K . ¢ nennen wir die
imaginire Einheit in €. Ist z = x4+ 1y mit x,y € IR, so heiit = der
Realteil von 2z, i7Z. © = Re z und y der Imaginarteil von 2z, i.Z.
y=1Im z.

BEWEIS DES SATZES:

(i) Assoziativ-,Kommutativ - und Distributivgesetze sind elementar nachre-
chenbar (u.U etwas mithsam) und beruhen auf den entsprechenden
Gesetzen in IR . Die Null ist (0,0), die Eins ist (1,0), das addi-
tiv Inverse zu (x,y) ist (—x,—y) Das zu (z,y) # (0,0) Reziproke
ist ( A

2y a4 |
_ T —1y _r—iy )
r+iy  (r+y)(z—idy) a2+y?

. ( Letzteres ist motiviert durch die Rechnung




(ii) Klar: (z,0) € K « x € IR ist eine strukturerhaltende Bijektion:
(2,0) + (,0) = (z +,0) und (z,0)-(y,0) = (zy,0).

(iii)  (2,0) +(0,1)(y,0) = (2,9) .

(iv) In angeordneten Korpern gilt: z # 0 = 22 > 0, also miisste
1 =12 > 0 scin, andererseits auch —1 = 2 > 0. Beides zusammen
geht aber nicht.

Bemerkungen:
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(ii) Wir konnen € veranschaulichen in der sogenannten Gauf3schen Zahlenebene

( C.F. GauB, 1777-1855). Dabei identifizieren wir die komplexe Zahl
z = x + iy mit dem Punkt oder Vektor (z,y) € R*:

7=xX+Hy

Dann entspricht —z dem Spiegelpunkt von z (bzgl. 0 ): Addition

und Subtraktion entsprechen der vektoriellen Addition bzw. Subtrak-
tion im IR

z —w zeigt also von w nach z .



Definition:

Essei z=xz+4iy €C (also x,y € IR ). Dann heifit
(i) z:=x —iy die zu z konjugiert komplexe Zahl und
(i) |2| :== v/22 + 42 der Betrag oder die Linge von z .
Bemerkungen:

(i) Zur Geometrie: Zz liegt spiegelbildlich zu z beziiglich der reellen
Achse; |z| ist die Lange des z reprisentierenden Vektors (Pythago-
ras).

(i) z € R <= z=Zz,undin diesem Fall stimmt die obige Definition von
|z| mit der Definition von |z| in IR, iiberein. Dieser ist iiblicherweise

so definiert:
2] = r fallsz >0
7Y =2 fallsz <

Begrindung: |z|iompex = V22 + 02 = V22 = |z

Satz (Rechenregeln fiir z und |z| ):

reell -

Fir z,w eC gilt:

1 1
(i) Rez:§(z—|—2); Imz:z(z—i);

T=z zFw=z2+w; zw=7z0 und z/w=Zz/w (w#0).

)
(iii) |z]=1z|; [2P=2%; [2/>0 und =0 < 2=0
) zw] = |z[|w] und |z/w| = [z]/|w] (w#0) .

)

(v

(vi) |z+w| <|z| + |w| und |z 4+ w| > ‘|z| - |w[‘ (Dreiecksungleichung)

|Re z| < |z| und |Im z| < |z|

BEWEIS: Sei z =241y, w=E&+1in.

(i) z4z=x+4+iy+z—iy=2x und z—Z=x+iy —x +iy = 2iy

(i) z=x—iy=x+iy = z;
ztw=(x+E&+ily+n)=(x+&) —i(ly+n) =2+ w;
zw = x€ —yn — i(zn + y&) = Zw und
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(v) |2P=2+9*>2* und >y

(vi) |z4wf = (z4w)(z Fw) = 22420+ wZ+wW = 2Z+ 20+ 20 + W =
2|2+ |w]? + 2Re (zui)é]zﬁ—i— |w]? +2|z||w| = (|z| + |w|)? . Dass aus
dieser Dreiecksungleichgl)qg diejenige nach unten folgt, zeigen wir so:
Izl =lz4+w+w <|z4+w|+|—-w| = |z+w|>|z] - |w| und
wl=lz+w—z<|z+w|+]-z] = [z+w]=>|w] -]
Bemerkungen:

(i) Die Sprechweise " Dreiecksungleichung” ist in € gut versténdlich: z+4w
ist der direkte Weg von 0 nach z 4+ w ; erst den Weg nach 2z , zu
wahlen dann den nach w ist ein Umweg.

(i) z—w zeigt von w nach z . Daherist |z—w| interpretierbar als der
Abstand zwischen 2z und w . Damit kénnen wir Mengen der Form
K={zeC:|z—w|=r} (weC re R, r>0 fest) interpretieren
als Kreis mit Mittelpunkt w und Radius r , genauer die Kreislinie
und {z €C: |z —w| <r} als das Innere dieses Kreises.



