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KAPITEL 1

Was sind Differenzialgleichungen?

Betrachtet man eine Bevolkerung (Menschen, Bakterien, usw.), so kann man ansatzweise
realistisch annehmen, dass (zumindest fiir kleine Zeitschritte At) die Steigerung der Grofie der
Bevolkerung proportional zu At und zur Anfangsgrofie ist, etwa

P(t + At) — P(t) = yAtP(t).
Fiir immer kleiner werdende Zeitschritte At erhdlt man also
. P+ At)—P(t) dP ,
Pit)=1 = —(t) =: P'(t).
7P = fimg At i ®)
Diese und weitere Gleichungen, welche eine Funktion und eine (oder mehrere) ihrer Ableitun-
gen umfassen, sind das Thema dieser Vorlesung.

DEFINITION 1.1. Eine gewohnliche Differenzialgleichung der n-ten Ordnung, n > 1, ist eine
Identitit der Form

(1.1) o(t, f(1), (1), f(t), -, FM (1) =0,
wobei ® eine Funktion mehrerer Variablen ist, deren Arqumente Werte einer Variablem t, einer Funktion
f in der selben Variablen, sowie der Ableitungen von f.

BEISPIEL 1.2. E Black und M. Scholes haben 1973 ein Modell fiir den Wert v : Ry x Ry — R
einer Europdischen Option hergeleitet, welches 1997 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswis-
senschaften gekront wurde:

ou 1 5 ,0% ou B
E(x,t) +go%w @(:r,t) + r:c%(:v,t) —ru(z,t) =0
wobei 2%, % die (partiellen) Ableitungen der Funktion u bzgl. der Variable x bzw. ¢ sind, also
ou . u(zo + h,to) — u(wo, to)
970+ 10) = 0} h
B 0 (@0, to + h) = ula to)
U . u(zo,to + h) — ulzo, to
i (%o to) := limy n :

Dabei bezeichnet

o ¢ die Zeit,

e 7 den Preis des Basiswertes,

e 7,0 zwei phdnomenologische Parameter: » = Zinssatz, 0 = Volatilitat.
Diese stellt ein Beispiel einer partiellen Differenzialgleichung statt. Partielle Differenzialgleichun-
gen bilden ein breites und kompliziertes mathematisches Gebiet. In dieser Vorlesung werden
wir ausschliefSlich gewohnliche Differenzialgleichungen betrachten. 0
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Fiir ein gegebenes ® besteht dann die Aufgabe in der Regel darin, eine oder mehrere Funk-
tionen f zu finden, fiir welche die Gleichung erfiillt ist.

ANMERKUNG 1.3. Differenzialgleichung oder Differentialgleichung? Laut Duden (tinyurl.
com/phbj3e3): «<Worter auf -tial und -tiell konnen mit z geschrieben werden, wenn es verwandte
Worter auf z gibt.> Gleichwohl empfiehlt Duden ausdriicklich die Variante mit ,z“ (duden.de/
rechtschreibung/Differenzialgleichung). Dieser Empfehlung werde ich konsequent durch
diese Vorlesung folgen.

Oft betrachtet man Differenzialgleichungen, welche insbesondere die Gestalt

(1.2) Fr) = Ut £, f(1), ..., fmI(1))

haben — man spricht dabei von separablen Differenzialgleichungen. Hangt dariiber hinaus ¥
nicht von ¢ ab, wird also die Differenzialgleichung zu

(1.3) IORRIF{ON KON R O)F
so heifst die Gleichung autonom.

BEISPIEL 1.4. Das einfachste Modell einer Bevolkerung: die Bevolkerungstheorie von Thomas
Malthus (1798). Ohne Migrationseffekte ist die Anzahl von Geburten und Toden proportional
zur aktuellen Bevolkerung: Die Steigerung der Bewohneranzahl ist gleich der Geburtenrate mi-

nus der Sterberate, also

dN

S0 =N () ~ TN ()
wobei v, 7 > 0. Wenn die Bevolkerung grofs ist, ist es verniinftig ihre Anzahl durch eine Funktion
N : [0,00) — [0,00) der Zeit zu beschreiben (selbst wenn etwa ein Anteil 2 oder %! eines

Individuums kaum sinnvoll sind). O

BEISPIEL 1.5. Das zweiteinfachste Modell einer Bevolkerung: das logistische Modell von
Pierre Verhulst (1838). Es gibt einen strukturellen Widerstand (Ressourcen, Raumbegrenzungen
usw.) gegen unendliche Vermehrung der Bevolkerung. Man beschreibt Vermehrungs- und Ster-
beprozesse durch Fortpflanzung und Verhungern, also

dN N(t)
—({)=pN(t)(1—
0= (1-20)
wobei p, k > 0. Die Umwelt soll also die Vermehrung einer Bevolkerung beeinflussen. O

BEISPIEL 1.6. Marktanalyse von M.L. Vidale und H.B. Wolfe (1957): wird die Werbung eines
Produktes eingestellt, so nehmen die Verkdufe des Produktes proportional zu den Verkdufen in
der vorigen Zeiteinheit ab, also

dv

= () = pu)(1 = v(t)) = kv(t),

wobei p,k > 0und v : Ry — R,: dabei stellt v : Ry — [0, 1] den Marktanteil dar, und deshalb
ist (1 — v(t)) der Anteil des Marktes, der noch zu erobern ist. Die Parameter p, k& beschreiben
die Wirkung der Werbung bzw. wie schnell sie vergessen wird und v misst die Ausgaben fiir
Werbung zum Zeitpunkt ¢. O


tinyurl.com/phbj3e3
tinyurl.com/phbj3e3
duden.de/rechtschreibung/Differenzialgleichung
duden.de/rechtschreibung/Differenzialgleichung

Kapitel 1 7

BEISPIEL 1.7. Radioaktiver Zerfall: Es seien n(t) die Atome einer radioaktiven Substanz zur
Zeit t. Die Anzahl n(t) —n(t—At) der in einer Zeitspanne At zerfallenden Atome ist proportional
zur urspriinglichen Anzahl von Atomen, etwa

dn
dt
fur ein A > 0. O

() = —An(t)

DEFINITION 1.8. Es seien Jy, Jo, J3 C R drei Intervalle und ® : J; x Jo x J3 — R. Eine Differen-
zialgleichung erster Ordnung

(L, (1), (1) = 0
zu losen bedeutet, eine differenzierbare Funktion f und ein Intervall I C Jy zu finden, so dass f(t) € Ja

und f'(t) € Js fiiralle t € I und f die obige Gleichung fiir alle t € I erfiillt. Ein solches f heifit lokale
(bzw. globale) Losung falls I # J (bzw. falls I = J).

Eine entsprechende Definition kann man fiir Gleichungen htheren Ordnung formulieren.

ANMERKUNG 1.9. Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass in der Literatur tiber gewshnliche
Differenzialgleichungen oft eine andere Notation verwendet wird: Die gegebene Funktion, welche
in der Gleichung vorkommt, wird dann mit f statt ® bezeichnet, wahrend ihr Argument (und
somit die Unbekannte) y ist. Insgesamt wird fiir die allgemeine Differenzialgleichungen oft
die Notation

(1.4) Fty@®),y' ),y (), ....y™ @) =0,
oder einfacher
(1.5) fty .y, y™) =0,

verwendet. Gelegentlich werden wir dies auch tun.
BEISPIEL 1.10. Betrachte wieder das Beispiel Dann wird eine globale Losung durch
N(t) = NeO=7)t
gegeben, wobei N eine beliebige Konstante ist. Insbesondere gilt dann:
N(0)=N.
a

Je nachdem, wie die Differenzialgleichung entstanden ist (etwa durch eine passende Model-
lierung, wie im spezifischen Fall des Beispiels[1.10), kann der Anfangswert N (0) eine besondere
Bedeutung haben und gegebenfalls kann er als bekannt/gegeben angenommen werden. An-
fangsbedingungen sind also i.A. nétig, um Differenzialgleichungen eindeutig zu 16sen.

DEFINITION 1.11. Ein Cauchy-Problem zu l6sen bedeutet, eine Losung einer gegebenen Differen-
zialgleichung zu finden, welche gleichzeitig auch einen gegebenen Anfangswert annimmt.

BEISPIEL 1.12. Betrachte wieder das Beispiel[I.7] Die Losung ist durch
n(t) = n(0)e M
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gegeben. So sieht man z.B., dass die Halbwertszeit, also die Zeit, welche die Substanz braucht,
um sich zu halbieren (also der Zeitpunkt 7" > 0, zu welchem n(0) = 2n(T’) gilt), durch

In2
T=—
A
gegeben ist. Bei Uran-235, das iiblicherweise in AKWs benutzt wird, betrdgt die Halbwertszeit

beispielsweise 703.800.000 Jahre. O



KAPITEL 2

Lineare Differenzialgleichungen

Lineare Differenzialgleichungen bilden eine einfache und dennoch (angesichts Theorie und
Anwendungen) sehr wichtige Klasse. Dabei verwenden wir die folgende

DEFINITION 2.1. Eine Differenzialgleichung heifit linear, falls jede lineare Kombination zweier Losungen
wieder eine Losung ist.

ANMERKUNG 2.2. Aquivalent kann man sagen, dass eine Differenzialgleichung linear ist,
falls sie in der Form geschrieben werden kann fiir eine in f, ..., f("~! lineare Funktion ¥:
Dabei heifst ¥ : X — Y eine lineare Funktion oder ein linearer Operator, wenn X,Y Vek-
torrdume sind und

U(Af1 4+ pfa) = ANU(f1) + p¥(f2) fur alle A\, p € Kund alle f, fo € X .

Das heifst in unserem Fall soll insbesondere
\IJ(t7 )‘fl + Mf27 DRI Afl(nil) + :qu(nil)) - A\I’(ta f17 ceey fl(nil)) + /’L\I}(ta f27 ey 2(”*1))

tir alle A\, u € R und alle zuldssigen Funktionen f1, fo gelten.
Eine Differenzialgleichung heifit inhomogen, oder manchmal linear inhomogen, wenn sie
sich in der Form

O, o f S S ) = R0t S F) ()
mit ®( linear und ®; # 0 schreiben ldsst (ist ®; = 0 heifst sie etwas pleonastisch linear homogen).
Z.B. ist die Gleichung aus dem Beispiel [I.6|inhomogen, denn man kann sie als

%(t) = (pu(t) — k)o(t) + pu(t)
——

<I31(t)

umschreiben; wihrend z.B. die Gleichung im Beispiel 2.3 homogen ist.

2.1. Homogene Gleichungen

Um uns aufzuwidrmen wenden wir uns zuerst einer besonders einfachen Klasse von Dif-
ferenzialgleichungen: denjenigen der Gestalt

(2.1) i)y =Af@), tel,

wobei [ ein Intervall in R und A eine reelle Zahl ist. Somit fordern wir, dass die Ableitung einer
Funktion f anjeder Stelle zum Wert von f selber proportional ist. Ist A = 1, so wissen wir aus der
Analysis 1, dass die Exponentialfunktion eine mégliche Losung dieser Gleichung bietet; auch fiir
allgemeine reelle (und sogar komplexe!) Zahlen A liefert die Kettenregel, dass die Funktion

f:t— exp(At)

9
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die Gleichung (2.1)) erfiillt. Dass ein solches f die einzige Losung (bis auf Skalierung) von (2.1)
ist, kann man beispielsweise aus den Sidtzen von Picard-Lindelof, die wir im Kapitel 3| sehen
werden, folgern.

BEISPIEL 2.3. Die Differenzialgleichungen aus den Beispielen[I.4und[I.7 haben diese Gestalt.

Sie werden somit von den Funktionen
N(t)=exp((y—7)t), t=0,
bzw.
n(t) := exp(—At), t>0,
gelost. Tatsdchlich sieht man, dass allgemeiner alle Funktionen der Gestalt
t— Cyexp((y — 7)), t >0,
bzw.
t — Cyexp(—At), t>0,

tiir C1,Cy € R diese Gleichungen erfiillen. Wir haben schon in Kapitel [1| gesehen, dass ein An-
fangswert im Allgemeinen benétigt wird, um eine Differenzialgleichung eindeutig zu 16sen. [

ANMERKUNG 2.4. Man kann diese Beobachtung verallgemeinern: Ist A keine Zahl, sondern
eine quadratische n x n-Matrix, so definiert man ihr Exponential durch
(2.2) exp(At) := gAk .

k=0 "
Diese Reihe konvergiert in C" in Norm aufgrund der Konvergenz der skalaren Exponentialreihe
und der Abschitzung
l4% < A% keN,

wobei die Norm (eine beliebige Matrixnorm!) || A|| von A definitionsgemaf ein Skalar ist. Die Mo-
tivationen dieser Verallgemeinerung werden im Kapitel |5|deutlicher geschildert.

Wihrend ein solches Matrixexponential tatsdchlich wohldefiniert ist, ist seine Berechnung

tiir allgemeine Matrizen beinahe unmoglich. Es gibt aber einige spezielle Matrizenklassen, fiir
die das Matrixexponential bekannt ist:

e Ist A diagonal, so besteht ¢*4 aus den Exponentialen der Diagonaleintrage von A, also
a1 0 etat 0
A = . etA =

0 o, 0 etan,

e Ist A nilpotent, etwa A¥! =0, so gilt
1
k!

/01 b (1t
A‘(o 0)’ ¢ _<0 1)'

1
e =T1d +tA + 515%42 4R Ak

Z.B. gilt
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ANMERKUNG 2.5. Es seien X, Y normierte Vektorrdaume. Ein linearer Operator ¥ : X — Y
heifit beschrankt, wenn es ein M > 0 gibt, mit

[C(HIly <M fllx  firalle f € X,

Nun sieht man, dass die Exponentialreihe ebenfalls wohldefiniert (und konvergent!) ist,
falls ¥ keine endlichdimensionale Matrix ist, sondern ein beschrénkter linearer Operator auf
einem vollstandigen normierten Raum. (Dabei identifizieren wir wie iiblich einen linearen Op-
erator mit seiner assoziierten Darstellungsmatrix.) Auch in solchen Fille kann man also eine
lineare homogene Differenzialgleichung 16sen.

ANMERKUNG 2.6. Es gilt sogar Folgendes, was 1821 von A. Cauchy bewiesen wurde: Jede
stetige Funktion ¢ : C — C, welche ¢(t + s) = ¢(t)¢(s) fiir alle ¢, s € C erfiillt und nicht identisch
verschwindet, ist eine Funktion der Form

¢ : t — exp(at)
fira € C.

Allgemeiner mochten wir jetzt lineare homogene Differenzialgleichungen 1. Ordnung der
Form

(2.3) y'(t) = p(t)y(t)
betrachten, wobei p : [a, b] — R eine gegebene Funktion ist.

SATZ 2.7. Es seien I C R ein offenes Intervall, a ein Hiufungspunkt von I, p : I — R eine stetige
Funktion, welche auch in den Haufungspunkten von I einen Grenzwert hat. Das Cauchy-Problem

y() =ptyt), tel,  yla)=uy,
hat die globale Losung
(2.4) y(t) = yoefatp(s) ds tel.

BEWEIS. Wir machen zundchst den Ansatz, dass die (noch zu bestimmende) Losung nir-
gendwo verschwindet. Um die Differenzialgleichung zu l6sen, teilen wir beide Seiten von (2.3)
durch y(¢) und erhalten die dquivalente Formulierung

/
ZAQN—
y(t)
Nun kann man beide Seiten integrieren und erhilt, dass die Stammfunktionen der beiden Seiten
tibereinstimmen miissen. Diese sind log |y| bzw. [ p(t)dt, die Stammfunktion von p. Bekanntlich
sind aber Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante bestimmt, genauer gilt also die Gleichung

log y(t)| = [ pls)ds + e

tir ein ¢ € R. Durch Exponentiation gilt

ly(t)] = eloslv®l = elap(s)dste _ [y p(s)ds e

fiir ein ¢ € R, also
t
ly(t)| = KelaP(s)ds
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fir ein K > 0, oder auch
y(t) = + K eJaple)ds

fiir ein K > 0. Weil die identisch verschwindende Funktion ebenfalls eine Losung ist, erhalten
wir schliefslich die Formel
(2.5) y(t) = Kelap()ds
fiir ein passendes K € R, das anhand der Anfangsbedingungen bestimmt werden soll. O

ANMERKUNG 2.8. Die Losungsformel in (2.5) wurde gefunden unter der Annahme, dass y
nirgendwo verschwindet. Kénnte es auch weitere Losungen geben, die doch irgendwo den Wert
0 annehmen? Wiissten wir schon, dass zu jedem Anfangswert genau eine Losung existiert, so
konnten wir die Moglichkeit einer solchen irgendwo verschwindenden Losung ausschliefsen.

Die Eindeutigkeit der Losung werden wir tatsdchlich aus dem Satz von Picard-Lindel6f, einem
der Hauptsatze dieser Vorlesung, folgern kénnen, so lange die Funktion p beschrankt ist.

ANMERKUNG 2.9. Im Beweis haben wir die Stetigkeit von p lediglich verwendet, um p in-
tegrieren zu diirfen. Allgemeiner haben alle Regelfunktionen p — etwa die Signumfunktion — eine
Stammfunktion P, welche dann nur fast iiberall differenzierbar ist und mit p tibereinstimmt. Der
obige Satz konnte entsprechend verallgemeinert werden.

BEISPIEL 2.10. Betrachte das Cauchy-Problem
yt)=tyt), t=1, y(1)=T.

Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(¢) = ¢ setzen kann. Dann liefert der
Satz[2.7die globale Losung

! 1, 1 1
y(t) = 7exp(/ sds) = Texp(=t? — =) = Texp(=(t* — 1)).
1 2 2 2
BEISPIEL 2.11. Betrachte das Cauchy-Problem
y'(H) =+ 47+ 1)yt), t>0,  y(0)=5.
Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(t) = t3 + 4t2 + 1 setzen kann. Dann

liefert der Satz[2.7]die globale Lésung

' 1, 4
y(t) = 56XP(/ (53 + 452 +1)ds) = 5exp(=t* + 2 + 1).
0

4 3
O
BEISPIEL 2.12. Betrachte das Cauchy-Problem
t
y(t) = yi) t=1,  y(1)=3.

Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(t) = % setzen kann. Dann liefert der
Satz[2.7]die globale Losung

t
1

y(t) = Sexp(/ —ds) = 3exp(logt —log 1) = 3exp(logt) = 3t.
1 S
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BEISPIEL 2.13. Betrachte das Cauchy-Problem
y'(t) =cos(t)y(t), t=0,  y(0)=2.

Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(t) = cos(t) setzen kann. Dann liefert
der Satz[2.7]die globale Losung

t
y(t) = 2exp(/ cos(s)ds) = 2exp(sint — sin0) = 2exp(sint).
0

BEISPIEL 2.14. Betrachte das Cauchy-Problem
() =Vity(t), t=0,  y(0)=10.

Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(t) = v/t setzen kann. Dann liefert der

Satz[2.7]die Losung

¢ 9 .

y(t) = IOeXp(/ Vsds) =10 exp(gt%
0

).
0

Man kann auch Differenzialgleichungen betrachten, die keine Anfangs-, sondern eine Endbe-
dingung haben. Natiirliche Anderungen des Integrationsbereiches von p sollten dabei beriick-
sichtigt werden.

BEISPIEL 2.15. Betrachte das Cauchy-Problem

1 T U
/
= u ) =1
y(x) cos2(x)y(x>’ te [0’ 4} ’ y(4)
Diese Differenzialgleichung ist linear homogen, da man p(z) = m setzen kann. Dann liefert
der Satz[2.7|die Losung

y(z) = Lexp( ’ %ds) = exp(tan(x) — tan(z)) = exp(tan(z) — 1).
z CoS (s) 4

2.2. Inhomogene Gleichungen

Durch die Methode der sogenannten Variation der Konstanten kann man auch die Losungen
von inhomogenen Differenzialgleichungen, d.h. Differenzialgleichungen der Form

(2.6) y'(t) =p(t)y(t) +q(t) ,

finden. Die Idee dabei ist, dass sich die allgemeine Losung von als die Summe einer all-
gemeinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung (d.h. von 2.3)) und einer einzigen
Losung der inhomogenen Gleichung auffassen lésst.

ANMERKUNG 2.16. Es seien y; eine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung (2.6)
und y; eine Losung der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung (2.3). Dann ist auch ihre
Summe y; + y2 eine Losung von (2.6).
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SATZ 2.17. Es seien I C R ein offenes Intervall, a ein Haufungspunkt von I und p,q : I —
R stetige Funktionen, welche in den Hiufungspunkten von I Grenzwerte besitzen. Die Losungen der
Differenzialgleichung

(2.7) y'(t) = p(t)y(t) +q(t), tel,
sind alle von der Form

t t s
y(t) = eJa P(s)ds (/ e~ Ja PG (s)ds + C’)

fiir eine Konstante C' € R. Insbesondere ist die einzige Losung des Cauchy-Problems

y'(t) =pt)y(t) +qt), tel,  yla)=yo,
durch

t )
y(t) _ ef; p(s)ds (/ e~ a P(T)drq(s)ds + y0>

a

gegeben.

BEWEIS. Um eine spezielle Losung zu finden verwendet man den Ansatz, dass die Losung
von der Form

(2.8) y(t) — K(t)eft: p(s)ds

fiir eine Funktion K (t) (statt fiir eine Konstante wie im homogenen Fall) ist. Durch Ableiten
erhdlt man

Y (1) = K (t)p(t)ela P8 1 K (1)ela P05 = p(t)y(t) + K (t)ela e

(die 2. Identitdt folgt daraus, dass K (1t)p(t)ef;5 r(8)ds die allgemeine Losung von darstellt).
Damit diese Funktion auch 16st muss dementsprechend gelten, dass

K'(t)ela P8 = g(t),
oder anders ausgedriickt, dass
K'(t) = q(t)e™ a1,
Das wird von der speziellen Losung
t ,
K(t) = / q(s)e” Ja prydr g
erfillt. O

BEISPIEL 2.18. Betrachte die Differenzialgleichung
YO =y)+1,  t>0.
Diese ist eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t) = ¢(t) = 1,¢ > 0. Es gilt

¢
/ p(s)ds =t
0
und somit liefert der Satz[2.6|die allgemeine Lsung

y(t) = e (/Ot e *ds + C) =el(—e"+14+0)=(C+1) —1.
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Tatsdchlich gilt dann
y(t)=(C+1e" = ((C+De' =D+ 1=y(t) +1,
also 16st diese Funktion fiir alle C' € R die obige Differenzialgleichung. O

ANMERKUNG 2.19. Dass die Losung die Form (2.8) annimmt, ist erstmal eine willkiirliche
Annahme: doch werden wir durch diese Annahme genau eine Losung finden, und nach dem
Beispiel 3.39ist diese genau die einzige Losung: somit erweist sich der Ansatz als keine Beschrankung
der Allgemeinheit.

BEISPIEL 2.20. Betrachte die Differenzialgleichung
2'(t) = (1—m)z(t) + (1 —m), t>0.
Diese ist eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t) = ¢(t) =1 —m, t > 0, wobei m € R. Es gilt

¢
/ p(s)ds = (1 —m)t
0
und somit liefert der Satz[2.6|die allgemeine Lsung

t
2(t) = ell—mt </ (1 —m)e 1= gs 4 C)
0

_ e(l—m)t ( e—(l—m)s s:; + C>

= elmmt <—e_(1_m)t +1+ C’)

= MY C 1) —1.
Lass uns dies tiberpriifen: Man sieht, dass

Jt) = (1—m)(C+ 1)t

m) ((c F1)emmt g 1)

(1-
= (1=m) ((C+ )™ 1) 4 (1= m)
(I—=m)z(t) + (1 —m).

BEISPIEL 2.21. Betrachte die lineare inhomogene Differenzialgleichung
y'(t) = ty(t) + ez, t>1.

Dank Beispiel weifd man, dass y(t) = e2(=1) eine spezielle Losung der assoziierten homo-
genen Gleichung ist. Dann liefert der Satz die globale Losung

t
y(t) = b (/ 6—é<s2—1>65<s2>+c>
1

t
_ b ( / +0)
1

= D (-1 +0),
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wobei die Konstante C' anhand der Anfangsbedingung bestimmt werden soll. Das ist moglich,
denn z.B.ist y(1) = C. O

BEISPIEL 2.22. Betrachte die lineare inhomogene Differenzialgleichung
o (8) = —(pult) + k)o(t) + pu(t), ¢ € [0,00)

aus dem Beispiel[I.6] Es handelt sich um eine lineare, inhomogene Differenzialgleichung 1. Ord-
nung. Dann liefert der Satz[2.7]die Losung

t
v(t) = e~ Jo(Puls)+h)ds (/ eJo (Pu(r)TR)r b, (6)ds + C>
0

fur C € R.Ist z.B. u(t) = t und k = 0, so erhdlt man

t
ot) = 5%%@¢<E/6H@”st+c>

t
:eﬁﬁG/Z m+®
0

Weil fiir alle m € R

erhilt man

Ist stattdessen u(t) = w € R eine Konstante, so erhdlt man

v(t) = ¢ Jo (pwk)d </ eJo (pwtk)dr 5 s + C>
— e (puth)t < PR g 4 C)
_ ootk < PU_ (ot _ _PY C)
pw + k© pw + k

_ —(pw+k)t
pw+k+<c pw—l—k) '

BEISPIEL 2.23. Betrachte die Gleichung

y'(t) = %y(t) +1°, t € [2,00).
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Dank Beispiel 2.12 weifl man, dass y(t) = €!°871°62 = L eine spezielle Lésung der assoziierten
homogenen Gleichung ist. Dann liefert der Satz die Losung

t
y(t) = ;(/ e‘1°g5+1°g235ds+0)
2
t9
= t</ s5ds+C>
2 2 8
t t
= <2/ s4d.s+o>
2

2
t (2
= —| s +C .
; (5 e)
Wie gehabt soll die Konstante C' durch die Anfangsbedingung bestimmt werden. O
BEISPIEL 2.24. Betrachte die Gleichung
/ o 1 tan(z) ﬁ
y(t) - (COS(t))2y(t)+e ) le [074]

Dank Beispiel weifit man, dass y(t) = e!**®)~1 eine spezielle Losung der assoziierten homo-
genen Gleichung ist. Dann liefert der Satz die Losung

t

y(t) _ etan(t)—l (/ el—tan(s)etan(s)ds + C> _ etan(t)—l (et + C) — tetan(t) + Cetan(t)—l.
0

U

ANMERKUNG 2.25. In der Anmerkung haben wir die Formel fiir die Losung einer lin-
earen Differenzialgleichung 1. Ordnung zum vektorwertigen Fall verallgemeinert.
Es ist verlockend, analog dazu eine vektorwertige Version der Variation-der-Konstanten-
Formel herzuleiten. Angesichts der Leibnitzschen Produktregel fiir Matrizen
d
a(AB)(t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t)
ist tatsdchlich die Funktion
t t s
u(t) = elo Al)ds (/ F(s)e™Jo Adrgg 4 C’)
0
eine Losung der Gleichung (das tiberpriift man leicht), falls

AW A(s) = A(s)A(t)  farallet,s >t .

Diese Kommutativitdtsbedingung ist notig, da die Algebra der Matrizen nichtkommutativ ist.
Im Kapitel 5|werden wir sehen, wie man auch mit dem nichtkommutativen Fall umgehen kann.






KAPITEL 3

Nichtlineare Differenzialgleichungen und der Satz von
Picard-Lindelof

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit nichtlinearen Differenzialgleichungen.

3.1. Einige Klassen explizit 16sbarer Differenzialgleichungen

BEISPIEL 3.1. Viele Modelle in den Naturwissenschaften lassen sich durch Differenzialgle-
ichungen der Form

(3.1) Y () =p)y(t) + a(t) (y(1)™
beschreiben, wobei m # 1, sonst wird einfach zu

y'(t) = (p(t) + ¢(1))y(®),
und m # 0, sonst wird einfach zu

y'(t) = p(t)y(t) +q(t).
Diese heifsen Bernoullische Differenzialgleichungen. Solche Differenzialgleichungen 1. Ord-
nung sind nichtlinear, denn sie enthalten den Term ¢(z)(y(¢))™.
Beispielsweise ist die Differenzialgleichung aus dem Beispiel[I.5ist eine nichtlineare Bernoullis-
che Differenzialgleichung, mit m = 2.
Eine Bernoullische Differenzialgleichung kann man als

y'(t) p(t)

Wy = Gioy—
umschreiben. Durch die bijektive Transformation
_ 1-m __ 1
erhilt man ®
TN (1 y/ t
20 =0=m gy

Genau dann 16st y die obige (nichtlineare) Bernoullische Differenzialgleichung, wenn z die lin-
eare inhomogene Differenzialgleichung 1. Ordnung

0
1—-m

= p(t)z(t) + (1)

16st. Die Losung dieser Differenzialgleichung kann wiederum durch Anwendung des Satzes[2.17]
gefunden werden. O

19
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BEISPIEL 3.2. Betrachte den Spezialfall p(t) = ¢(t) = 1, t > 0, also die Differenzialgleichung

(3.2) y'(t) =yt)+ y@)",  t>0.
Die Transformation

liefert
2(t) = (1—m)z(t) + (1 —m), t>0.
Nach dem Beispiel (2.20) wissen wir, dass die allgemeine Losung der Gleichung von der Form

2(t) = (C + 1)ell=mt — 1

ist. Somit ist )

y(t) = ((c +1)ei=mt _ 1) e
die allgemeine Losung von [3.2] Fiir m = 2 man erhilt z.B.

et

V= o

Tatsachlich ist
et(C+1 et e2t
y'(t) = (©+1)

(C’—&—l—et)Q:C’—i—l—et—i—(C’—i—l—et)2

= y(t) + (y(t))*.
O

Allgemeiner kann man die Theorie der linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung anwen-
den.

SATZ 3.3. Es seien I C R ein Intervall und p,q : I — R stetige Funktionen, welche auch in den
Hiufungspunkten von I einen Grenzwert haben. Sei m # 1. Die Losungen der Differenzialgleichung

y'(t) = p(t)y(t) + q(t)(y(t)™
sind alle von der Form
ef; p(s)ds

mfi/_ f(f e(m=1) [ p(T)dT(m —1)q(s)ds+C

y(t)

fiir eine Konstante C' € R.
BEWEIS. Nach dem Satz[2.17]erhdlt man

t
2(t) = ell=m) Jop()ds </ =D L P (1 m)g(s)ds + C

a

> = [retm DI (1) g(s)ds + C
- e(m=1) [ p(s)ds ‘

Nun gentigt es zu merken, dass nach Konstruktiorﬂ

y(t) = ()" = ——7=,

IHier nutzt man die Konvention, dass Yz = z und Yz = %



Kapitel 3 21

d.h.

o(m=1) [ p(s)d = o(m=1) [ p(s)d
u(t) = <_ [ e D0 (1~ Tyq(s)ds & c) - J T D PO gy~ 1)g(s)ds 1 C
O
ANMERKUNG 3.4. Im Spezialfall m = 2 liefert der Satz[3.3|fiir die Differenzialgleichung
y'(t) = p(t)y(t) + a(t) (y(1))*
die allgemeine Losung
eap(s)ds

N C— f(f ela Py (s)ds

y(t)

BEISPIEL 3.5. Betrachte wieder die Differenzialgleichung

aus dem Beispiel Das ist eine Bernoullische Gleichung mit m = 2, p(x) = pund ¢(z) = —2
fur alle ¢ > 0. Somit liefern der Satz[3.3jund die Anmerkung 3.4 die allgemeine Losung

efot pds

C+ [y elordregs
¢

N(@t) =

eP
C+ %fot ePSpds
ePt
C+Lers|?2)
eft
C+L(ert—1)

0

BEISPIEL 3.6. Die Wirtschaftswissenschaftler Robert Merton Solow und Trevor Swan haben
1956 ein Modell fiir das Wachstum entwickelt. Dafiir hat Solow 1987 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswis-
senschaften erhalten. Bezeichnet k£ den Kapitalstock pro Kopf in einem Land (idealerweise ohne
Wirtschaftsbeziehungen mit dem Ausland), so lautet ihr Modell

K'(t) = f(k(t)) — 0k(t),
wobei meistens gilt
f(x) =2

firein a € (0, 1), die sogenannte Produktionselastizitat des Kapitals. Diese ist eine Bernoullische
Differenzialgleichung mit p(t) = —d und ¢(¢) = 1 fiir alle ¢ € [0, c0) und mit m = a. So liefert der
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Satz[3.3|die Losungen
— [Lods
y(t) = j : -
(— Jye (o 0dr (o — 1)ds + C’) o
o0t
= 1
(= Jy o (a = 1)ds + C) "
oot
= 1
(%e(lfa)és _ % + C’) a—1
firein C € R. O

Auch in anderen Féllen kann man, dhnlich wie im Fall einer linearen Differenzialgleichung,
versuchen, die Gleichung

zu losen.

SATZ 3.7. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, die nirgendwo verschwindet.
Hat % eine Stammfunktion g und gibt es eine Funktion ~ so dass vy(g(x)) = « fiir alle x € I, so hat die
Differenzialgleichung

die einzige lokale Losung

fiir ein C' € R.

BEWEIS. Ist 1

/
—— =gt
O
fir eine passende Funktion g, so gilt

_ Y

fy(@))
Durch Integration der beiden Seiten erhdlt man
t—=C=(goy)(t).
Ist die Funktion g invertierbar mit (links-)Inverser v, so gilt
y(t) =~ =0C)

firein C € R. O

BEISPIEL 3.8. Betrachte die Gleichung

y(t)=y’1), t=0.
Ist f(x) := 2?, so kann man die Gleichung als

y(t)=fy®), tel0,00),

= D) (1) = % (90 (1).

umschreiben.
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Lass uns anfangs die Gleichung nur fiir ¢ € (0, co) betrachten: Dort verschwindet f nirgends

und der Satz ist somit anwendbar. Setze g(z) := —ﬁ = —%. Nun gilt ¢'(z) = 273 = ;15
und daher )
_y _d o4 1
b=~ @y = —gaam
Daher . .
y'(s) 1 / d 1 11
t= ds=—= | ———~ds=—= +C.
/0 y>(s) 2 Jo dsy?(s) 2y3(t)
Somit gilt
1 1
2
t) = — _
v === " ac-n"
d.h.
()= s = (2(C ~ 1))
Y 5(C 1) '
(Die Funktion ¢ ist namlich invertierbar mit Inverser v(z) = —~; beachte v(g(t)) = t € (0, c0)

V—2z
weshalb die positive Wurzel gewdhlt werden muss.) Diese Losung ist unter der Bedingung ¢ > 0

gefunden worden, man kann aber beim direkten Hinschauen feststellen, dass sie auch fiir ¢t = 0
—und somit im ganzen Intervall ¢ € [0, 00) — eine Losung liefert. Das urspriingliche Problem ist
somit gelost. Tatsdchlich gilt

() = —22C—1)) 3 -2 = 2C-1)F=*1), t>0.

2
Die Konstante C' wird von der Anfangsbedingung, etwa y(0) = yo, bestimmt: somit ist
1
Yyt —
Yo 2 _9t

die einzige Losung des Cauchy-Problems

y(t)=y*(t), t>0, y(0)=yo.
Diese Losung ist nur dann definiert, wenn y,, 2_9t>0,alsowennt < %y(j 2. Sie ist somit eine

lokale Losung. O

BEISPIEL 3.9. Betrachte die Gleichung
Yy (t) = — t>0.

Ist f(z) = 27!, so kann man die Gleichung umformulieren als

y'(t) = flyt),  t>0.

Die Funktion % ist die Identitit, also ﬁ = z, ihre Stammfunktion ist durch g(z) = %a:2

gegeben, welche invertierbar ist mit Inverser vy(z) = 2z (Beachte: Es muss wieder v(g(t)) =
t > 0 gelten). Nach dem Satz ist die Losung der Differenzialgleichung durch y(t) = v2t — C
gegeben. Tatsdchlich gilt
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wobei L d
Y Ou() = 53 W),
also J
() =2

und durch Integration erhélt man
(y(t)* =2t - C,

y(t) =v2t—C.

also

O

Schliefslich betrachten wir die sogenannten Riccati-Gleichungen, d.h. nichtlineare Differen-
zialgleichungen der Form

(33) y'(t) = fo®) + Lyt + LOE®)?,  tel,

wobei fo, f1,f2 : I — R und sowohl fy(¢t) # 0 als auch f»(t) # 0 (sonst wire eine
herkommliche Bernoullische bzw. lineare inhomogene Differenzialgleichung) fiir alle t. Die Grun-
dannahme ist, dass man eine spezielle Losung dieser Gleichung schon kennt, etwa 7. Durch die
Transformation

erhilt man

_ 1 ) . 2/ (t)
yt) =9y(t) + — und somit vt =71 — 5.
2(t) (=(1))?
Somit ist y genau dann eine Losung von (3.3), wenn z eine Losung der linearen inhomogenen
Differenzialgleichung

Z(t) == (At) +2L0)41) 2(t) — (1), teT,
ist (insbesondere hdngt ~ und somit y nicht von fj ab!). Wie gehabt kann man diese Differenzial-
gleichung tatsdchlich 16sen: es gilt ndmlich

t
2(t) = e~ KRG 2R( s <_ / 2R +2R 00N £y () s + c) _

a

SATZ 3.10. Esseien I C R ein Intervall und fy, f1, fo : I — R stetige Funktionen, von denen keine
identisch verschwindet. Sei eine spezielle Losung y von (3.3) bekannt. Dann ist

oJa (F1(9)+2f2(5)i(s))ds
O TR R RO () ds”
die allgemeine Losung von (3.3), fiir ein C' € R.

BEISPIEL 3.11. Betrachte die Riccati-Gleichung

2 1
v =4 Ju) - '), t> 1

y(t) = 9(t) tel,

Bekommt man den Hinweis, dass die Funktion
j(t) = —t?
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eine spezielle Losung der obigen Differenzialgleichung ist, so kann man den Satz anwenden
mit fo(t) =3, fi(t) = 2 und fo(t) = —1. Insbesondere gilt (f1 +2f27)(t) = 2(3 +1¢) fiirralle t > 1.
Die Stammfunktion ist

t t
1
/ (fi +2f25)(s)ds = / 2(= + s)ds = 2logt 4+t — 2.
1 1 $
Somit gilt
e2logt+t*—2
C+ff €2logs+s2—2%d8
t2€t2—2
C+ flt ses*—2ds
t2et2—2
11 d 2
C+ fl 5@68 2d8
t2€t272

Crl(e2 ey

y(t) = —t*+

= 24

= 24

= 24

3.2. Der Satz von Picard-Lindelof

Die obigen Beispiele zeigen, dass einige Klassen nichtlinearer Differenzialgleichungen ex-
plizit gelost werden konnen. Dennoch: Fiir eine ganz allgemeine nichtlineare Differenzialgle-
ichung ist in der Regel keine explizite Losung bekannt. Man gibt sich deshalb im Allgemeinen
schon zufrieden,, wenn man feststellen kann, dass eine Losung iiberhaupt existiert und — in
Abhédngigkeit vom Anfangswert — eindeutig bestimmt ist. Existenz und Eindeutigkeit sind eine
minimale Forderung, die man an Systeme stellt, die man von physikalischen Prinzipien hergeleit-
et hat. Denn man geht in der Regel davon aus, dass die Natur nicht zwischen zwei — sozusagen
gleich wahrscheinlichen — Losungen wéhlen konnte.

Bevor wir die Losbarkeit einer wichtigen Klasse von Differenzialgleichungen untersuchen,
mochten wir an zwei wichtige Begriffe erinnern.

DEFINITION 3.12. Essei M eine Menge. Eine Metrik d auf M ist eine Abbildung d : M x M — R4
so dass fiir alle x,y, z € M
(M1) d(z,y) =0 z=y
(M2) d(z,y) = d(y, x) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung).
Ein Paar (M, d) heifit metrischer Raum.

Der Begriff von Metrik reicht aus, um konvergente Folgen bzw. Cauchy-Folgen zu definieren,
und somit auch den Begriff der Stetigkeit. Ein metrischer Raum heifst wie {iiblich vollstindig,
falls jede Cauchy-Folge (beziiglich seiner Norm) bereits konvergent ist.

DEFINITION 3.13. Es sei X ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Halbnorm || - || auf X ist
eine Abbildung || - || : X — Ry so dass fiir alle v,y € X und alle o« € K

(N1) ||z +y|| < ||z|| + ||y|| (Dreiecksungleichung),
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(N2) ||ax| = |a|||z|| (Multiplikativitit des Betrags),

Gilt zudem
(N3) ||lz|| =0 x =0,
so heif$t || - || eine Norm und das Paar (X, || - ||) ein normierter Raum. Ein vollstindiger normierter

Raum heif$st Banachraum.
ANMERKUNG 3.14. Jede Norm induziert in einer kanonischen Weise durch

d(z,y) := |lz =y
eine Metrik, und somit ist jeder normierte Raum ein metrischer Raum. Insbesondere ist jede
abgeschlossene Teilmenge eines normierten Raumes ein metrischer Raum — beziiglich der wie

oben induzierten Metrik.
Umgekehrt ist nicht jeder metrischer Raum ein normierter Raum.

DEFINITION 3.15. Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume, A C X. Eine Funktion f : A — Y
heifst
o lokal Lipschitz-stetig, falls fiir alle x € A eine Konstante L, > 0 und eine offene Umgebung
O, C A von x existieren, so dass

dy(f(xl), f(ZEQ)) < Lde(I‘l,l'Q) ﬁir LZZZEfL'l,iL‘Q €0y,

e global Lipschitz-stetig, oder manchmal einfach Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0
existiert, so dass

(3.4) dy(f(xl), f(.%'g)) < Ld)((xl,l'z) fii?’ allexl,xg cA ;
o cine strikte Kontraktion, falls f global Lipschitz-stetig mit L < 1 ist.

ANMERKUNG 3.16. (1) Ist f : A — Y global Lipschitz-stetig, so heifst jedes L, welches (3.4)
erfiillt, Lipschitz-Konstante von f. Ist L eine Lipschitz-Konstante, so ist offensichtlich jede
andere Zahl M > L ebenfalls eine Lipschitz-Konstante. Daher ist es verlockend, die (endliche)

Zahl
dy (f(z1), f(x2))

1‘1,1‘2614 dX(ﬂ?l,fEQ)
1722

zu betrachten. Ist Ly = 0, so ist die Funktion konstant. Somit ist L ; keine Norm — wohl aber
eine Halbnorm auf dem Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen von A nach Y. Ist X ein
normierter Raum, so bildet die Menge Lip(A;Y") der Lipschitz-stetigen Funktionen von A
nach Y einen Vektorraum, der tatsdchlich zu einem normierten Raum wird, wenn man ihn
durch die Abbildung

L=

1fllLip == sup || f(2)[|x + Ly
T€EA

normiert. Ist X sogar ein Banachraum, so ist auch Lip(A;Y") ein Banachraum.
(2) Ist A dariiber hinaus eine zusammenhédngende Menge, so wird fiir jedes willkiirlich gewdhlte
xo € A die Menge Lip(A;Y') auch durch

[flleip == f(x0) + Ly

normiert — beispielsweise, falls A = X, xy := 0.
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(3) Es seien A = X, Y normierte Rdume und f linear im Sinne vom Kapitel [2} So ist f genau
dann Lipschitz-stetig, wenn f ein beschrankter Operator ist.

Somit wird die Menge der Lipschitz-stetigen linearen Funktionen (dquivalent: beschrankten

linearen Operatoren) von X nach Y zu einem normierten Raum, den man iiblicherweise mit
L(X,Y') bezeichnet, beztiglich der Norm

f(@)|ly
1fllecxyy = sup Iy
zeX\{0} ]| x

Das ist mit der in (2) eingefiihrten Norm vertraglich, da aufgrund der Linearitdt f(0) = 0
gilt.

Vorsicht! In der Funktionalanalysis nennt man einen beschrdnkten linearen Operator
dann kontraktiv, wenn dessen oben definierte Norm < 1 ist. Die Bedingung in der Defi-
nition [3.15|ist somit stirker: Die Identitat ist nicht strikt kontraktiv, wohl aber kontraktiv.

ANMERKUNG 3.17. (1) Jede lokal Lipschitz-stetige Funktion ist auch stetig: Denn sind € > 0
und z € A, sogiltfurallez € Amitdx(z — ) < i’ dass

dﬂﬂ@—f@DSLqi:e.

(2) Jede global Lipschitz-stetige Funktion ist auch gleichmaflig stetig: Denn ist € > 0, so gilt fiir
alle r1, o € X mit dx(.%'l, 1'2) < %

dU@D—ﬂmDSL%:e

(3) Eine global Lipschitz-stetige Funktion muss nicht differenzierbar sein: Ein Beispiel hierfiir
ist

f:Rozw—|z|€eR.
(4) Nicht jede differenzierbare Funktion ist global Lipschitz-stetig, z.B.
f:Roz— 2’ eR.
Diese Funktion ist allerdings lokal Lipschitz-stetig.
Allgemein gilt Folgendes:

LEMMA 3.18. Es seien X,Y normierte Vektorriume und A eine offene, konvexe Teilmenge von X.
Jede (Fréchet-)differenzierbare Funktion von A nach'Y ist genau dann global Lipschitz-stetig, wenn die
Ableitung beschrinkt sind.

BEWEIS. Es seien g : A — Y (Fréchet-)differenzierbar und z;,2o € A . Dann liegt die
verbindende Linie innerhalb A, so dass wir die Funktion ¢ : [0,1] 5 ¢ — ta; + (1 —t)zg € A
definieren konnen. Somit ist ® := go ¢ : [0,1] — Y stetig und — aufgrund der Kettenregel — auf
(0, 1) differenzierbar. Nach dem Lagrangeschen Mittelwertsatz gilt nun

D(1) — (0) = ()
furein ¢ € (0,1), d.h.
g(z1) — g(w2) = ¢'(€x1 + (1 = §)x2) (21 — x2) .
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Somit gilt

lg(x1) — g(z2)|ly < sup 19" (@)l cx,yy -l — 22flx -
X

Ist nun ¢’ beschrénkt, so ist also sup;¢ 4 [|9'(%)£(x,v) eine Lipschitz-Konstante fiir g. O

KOROLLAR 3.19. Es seien X,Y normierte Vektorriiume und A eine offene zusammenhingende Teil-
menge von X. Jede (Fréchet-)differenzierbare Funktion von A nach'Y ist lokal Lipschitz-stetig.

BEWEIS. Ist x € A, so findet man eine offene Umgebung O, von z, sodass fiir alle Elemente
z € O, gilt, dass

I£'(x) = f(@)ly <1 undsomit [[f(Z)lly <1+ [If' ()]

Deshalb ist die Einschrankung f‘/oz von f" auf O, beschrankt und insbesondere, angesichts von

Lemma global (auf O,!) Lipschitz-stetig. Da diese Aussage fiir alle x € A gilt, ist f lokal
Lipschitz-stetig. O

Insbesondere: Eine auf einem Intervall definierte differenzierbare Funktion ist genau dann
global Lipschitz-stetig, wenn ihre erste Ableitung beschrankt ist. Sie ist sicherlich lokal Lipschitz-
stetig, falls die Ableitung auch stetig ist.

ANMERKUNG 3.20. (1) Die Summe zweier auf einem beschrinkten Intervall definierten

global Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch global Lipschitz-stetig.

(2) Die Summe zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

(3) Das Produkt zweier auf einem beschrankten Intervall definierten global Lipschitz-stetigen
Funktionen ist auch global Lipschitz-stetig.

(4) Das Produkt zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

(5) Die Verkettung zweier auf einem beschridnkten Intervall definierten global Lipschitz-
stetigen Funktionen ist auch global Lipschitz-stetig.

(6) Die Verkettung zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

BEISPIEL 3.21. e Die Funktionen sin und cos sind von R nach R global Lipschitz-stetig.
o Affine Funktionen der Form
x— Ax +b

sind von R? nach R, d € N, global Lipschitz-stetig fiir alle Matrizen A € My(R) und
Vektoren b € R%
e Polynome wie

T ag+ az + ax? + .. 4 apa”,

an # 0,n € N, sind nur dann auf R global Lipschitz-stetig, wenn sie auf ein beschréanktes
Intervall eingeschrankt werden. Sie sind aber stets lokal Lipschitz-stetig.
e Abbildungen der Form

y—=p-ytaq,
wobei p, g : R — R, sind Lipschitz-stetig falls p beschrankt ist.
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BEISPIEL 3.22. Jede global Lipschitz-stetige Funktion ist natiirlich lokal Lipschitz-stetig, das
heifit: Jede Einschrankung einer global Lipschitz-stetigen Funktion ist wieder global Lipschitz-
stetig. Erweiterungen einer global Lipschitz-stetigen Funktion miissen hingegen nicht zwingend
global Lipschitz-stetig sein: Ein Beispiel hierfiir bietet die Funktion

2
f:03 (z1,22) = 325 € R,

wobei O := {(z1,72) € R? : x5 > 0} ist. Dann erfiillt f keine globale Lipschitz-Bedingung
(warum?). Hingegen erfiillt die Einschrankung von f auf

Oc := {(x1,12) € R%: 25 > €}

fiir ein beliebiges € > 0 die globale Lipschitz-Bedingung, und zwar dank dem Lemma mit
1
L =2¢ 5. g

Zum Beweis des wahrscheinlich wichtigsten Satzes der Theorie der Differenzialgleichungen,
des Satzes von Picard-Lindeldf, bendtigen wir die zwei folgenden Hilfssétze.

DEFINITION 3.23. Ein Fixpunkt einer Funktion f : X — X ist ein Element x von X, fiir das gilt:
fla) =z

Der folgende Fixpunktsatz besagt die Existenz und die Eindeutigkeit eines Fixpunktes einer
strikten Kontraktion und wurde 1922 von Stefan Banach bewiesen.

SATZ 3.24. Es seien (X, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum und f : X — X. Ist f
eine strikte Kontraktion, so hat f genau einen Fixpunkt.

BEWEIS (R. PALAIS 2007). Es sei L < 1 eine Lipschitz-Konstante von f. Dank der Dreieck-
sungleichung gilt fiir alle 1,22 € X

d(w1,22) < d(21, f(21)) + d(f(21), f(22)) + d(f(22), 22)
< d(z1, f(z1)) + Ld(z1, 22) + d(f(22), 22) ,

und daher

d(f(z1),21) + d(f(z2), 72)
1-L '

(35) d(fL’l, :Eg) S

Betrachte nun fiir beliebige n € N die n-fache Verkettung von f mit sich selbst, d.h.
(3.6) ffi=fo...0f,
Mal

welche offensichtlich selber Lipschitz-stetig ist, mit einer Lipschitz-Konstante L" < 1, d.h. f"
ist fiir alle n € N eine strikte Kontraktion. Wir wollen nun beweisen, dass fiir jedes x( die Folge
(f™(x0))nen eine Cauchy-Folge ist, und somit konvergent (da X nach Voraussetzung vollstindig
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ist). Tatsachlich gilt aufgrund von (3.5)

_ d(f"(f(x0)), ["(x0)) + d(f™(f (x0)), f™ (x0))
1-L
< Ld(f (o), xo) + L™d(f (o), o)
- 1-L
L+ rm
— S d(f o) o).
welches gegen 0 konvergiert, da L < 1 ist.
Es sei nun z der Grenzwert der Folge (f™(x0))nen. Dann gilt

F@) = f (lim f(@0)) = Tim " (a0) = &,
d.h., 7 ist tatsdchlich ein Fixpunkt von f.

Dass f hochstens einen Fixpunkt hat, folgt daraus, dass laut der Abstand zwischen je
zwei Fixpunkten z, £ Null sein muss. O

(3.7)

ANMERKUNG 3.25. Die obige Beweismethode ist konstruktiv, d.h., sie kann auch verwendet
werden, um den Fixpunkt zu finden. Dabei ist es sehr wichtig, dass eine ungeschickte Wahl von
x( die Konvergenz der Folge (" (x0))nen nicht beeintrachtigen kann. Lasst man m — oo in (3.7),
so erhidlt man die Konvergenzrate

(3.8) d(f" (o), @) <

n
1-L

ANMERKUNG 3.26. Uber den Banachschen Fixpunktsatz hinaus findet auch ein weiterer Fix-
punktsatz Anwendung, den Johannes Weissinger 1952 bewies. Dieser besagt

d(f(zo), o) .

Es seien (X,d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum, f : X — X,
und (an)neny C [0,00) eine Folge, deren assoziierte Reihe konvergiert (d.h.,
(an)nen € €4). Es gelte

d(f™ (z1), f™ (22)) < and(z1,22)  fiirallen € Nund alle 21,29 € X ,
wobei f" wie in (3.6) definiert wird. Dann hat f genau einen Fixpunkt.

Der Bewedis ist eine nicht allzu schwierige und dennoch interessante Ubungsaufgabe. Dass der
Fixpunktsatz von Banach iiberhaupt ein Spezialfall des Weissingerschen Fixpunktsatzes ist, folgt
unmittelbar aus der Konvergenz der geometrischen Reihe.

LEMMA 3.27. Es sei X ein normierter Raum und I x K eine kompakte Teilmenge von R x Y. Ist
f I x K — X stetig, sowie auch lokal Lipschitz stetig in der zweiten Variablen, so ist f bereits global
Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen, d.h., es gibt ein L > 0 mit

BEWEIS. Aufgrund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit gibt es fiir jedes ¢t € I und jedes v € K
zwei offene Umgebungen B, (t) und B, (), fir die gilt, dass

1 (s:9) = F(s,2) | < Leally = 2[l, s € Be,(t), y,2 € Be, ().
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Dank dem Satz von Heine-Borel gibt es eine endliche offene Uberdeckung von I x K durch
Kugeln B,, (t1) x B%Ezl (1)y..., Be, . (tN) X B%%N (xn). Auchist f(I x K) beschréankt, also

* EtN
I f(t,z)|| < M, Vt,z €1 x K.

Wir definieren

1
0= §miﬂ{€x1,---€x1\;} >0

und

4

Nun sind wir in der Lage zu zeigen, dass f global Lipschitz-stetig ist. Es seien ¢ € I und
r,y € K. Wir kénnen eine Menge in der endlichen offenen Uberdeckung von I x K finden, etwa
Be, (t) x B%emk (zk), die (¢, z) enthdlt. Nun liegt (¢, y) in B, (tx) X Be,, (zx), falls ||z — y|| < 0.
Insgesamt gilt

2M
L = max {Ltl,l‘lv oo Lty ans } >0

Hf(t7x) - f(ta y)” < LtImka‘r - y” < LH‘T - yH ’ falls HCII - y” < 57
sowie auch
2M
If(t2) = ftyll < -0 < Lllw —yll,  falls [lz —y] =4,
womit die Aussage bewiesen ist. O

Wir wollen jetzt den Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen, den Ernst Leonard Lindelof
und Charles Emile Picard unabhidngig voneinander am Anfang der 1890er Jahre zeigen konnten.

SATZ 3.28 (Satz von Picard-Lindelof). Es sei f : (a,b) x O — Y eine stetige, in der zweiten
Variablen lokal Lipschitz-stetige Funktion, wobei a,b € R mit a < b und O eine offene Teilmenge eines
endlichdimensionalen normierten Raumes Y sind. Dann gibt es zu jedem (to, z9) € D := (a,b) x O ein
a > 0, sodass das Cauchy-Problem

y(t)=fty®), telab), ylo)=yo,
genau eine Losung
y:lto—a,to+a] — O
hat.

Anders gesagt: Ist f lokal Lipschitz stetig, so ist das mit f assoziierte Cauchy-Problem ein-
deutig losbar — allerdings nur lokal. Im Folgenden werden wir auch eine hinreichende Bedin-
gung fiir die globale Losbarkeit angeben.

BEWEIS. Betrachte o, > 0 mit [ty — a,tg + a] C (a,b) und Bg(yo) C O: Das ist sicherlich
moglich, da (a, b) x O eine offene Menge ist.

Da K := [ty — o, to + ] x Bg(yo) kompaktin R x Y ist, folgt aus der Stetigkeit von f, dass f
beschrankt ist, etwa

Ifta)| <M V()€ K.
Dariiber hinaus gibt es dank Lemma ein L > 0, so dass

If(t2) = fty)l <L V() (ty) € K.
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Es sei
1
(3.9) Qo = min{a,]@,ﬂ;} .
Wir definieren eine Abbildung — manchmal Picard-Operator genannt —
T: C([to —ag,tg + Ozo]; O) — C([to — o, to + ao];Y)

dadurch, dass jede Funktion Ty := T'(y) selber durch
t
(3.10)  (Ty)(t) :==yo+ [ [f(s,y(s))ds, y € C([to — a,to +af;0), t € [to — a,to + af ,
to
definiert wird. Wir wollen nun zeigen, dass T' genau einen Fixpunkt § hat: In Anbetracht des
Fundamentalsatzes der Differenzial- und Intergralrechnung ist dies zu Existenz und Eindeutigkeit
der Losung des Cauchy-Problems dquivalent.
Den gesuchten Fixpunkt ¢ wird der obige Satz von Banach liefern. Dazu miissen wird
e einen vollstindigen metrischen Raum (2 einfiihren;
e iiberpriifen, dass €2 unter 7" invariant ist;
e zeigen, dass T : Q2 — () strikt kontraktiv ist.

Betrachte dazu die Menge

Q.= {y S C([to — o, to + CM()];Y) : y(to) = X0 and to—algfgfo—i-a Hy(t) — ony < ﬁo} .

Sie ist zwar kein Vektorraum, aber immerhin eine abgeschlossene Teilmenge von C([to — a, to +
apl; Y'), wobei C([to — ap, to+); Y') wiederum ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm
I le(tto—ao,to+acliv) = Il - loo ist (da Y selber ein Banachraum ist). Somit ist € ein vollstandiger
metrischer Raum, bzgl. der von der Norm induzierten Metrik.

Wir zeigen nun, dass T'(2) C : Tatsachlich gilt fiir alle y € 2 nach Definition von 2

y(I) C Bgy(0)
und insbesondere liegt y in der Definitionsmenge von 7', da Bg,(zg) C O. Auflerdem gilt offen-
sichtlich T'(y)(to) = xo. Schliefllich gilt
t

f(s,y(s)) ds

to

Bo
< t, < —M = .
y o Qg (;Ié})ag‘}( ||f( f)” = M Bo

Abschliefiend zeigen wir, dass 7" eine strikte Kontraktion ist. Es seien namlich y, z € Q, to —
ag <t <ty+ ap: Dann gilt
t
f(s,y(s)) — f(s,2(s)) ds

1T (y) () = T(2)(E)]ly =
to v

<ao, max [f(ty(0) - f(E =)y

IT@)®) - volly = ‘

<aol  max ly(t) —z(t)[ly

to—a<t<tp+a
1
S §”y - ZHC([to—ao,to—i—ao};Y} 5

was die Aussage liefert. O
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ANMERKUNG 3.29. Der entscheidende Schritt im Beweis des Satzes [3.28] ist die Anwen-
dung des Fixpunktsatzes von Banach. Weil dessen Beweis wiederum konstruktiv ist, liegt nun
ein expliziter Algorithmus vor, um den Fixpunkt § von 7" — und somit die Losung 3 der Dif-
ferenzialgleichung — durch aufeinander folgende Approximationen zu finden. Genauer gesagt
liefert fiir die Lipschitz-stetige Funktion 7', mit Lipschitz-Konstante L < % eine Konvergenz-
abschétzung

- 1—
||y7l - y”C([to—o&o,to-f—ao};Y) S 2 nHyl - yOHC([to—ao,to-i-ao];Y)

t
=9l max s ds
to—a<t<tota Of( 73/0)

t C([to—ao,to—i—ao};Y)

to+a
/t f(s,y0) ds

0—«

und insbesondere

”yn - g”o([tofoéo,f@#»ao};y) S 217”

)

C([to—ao,to+aol;Y)

falls f(s,z) > 0 fur alle (s, z) € (a,b) x O.

Wie grof3 «v ist, kann man aus dem obigen Beweis nicht nachvollziehen: In der Tat kann man
typischerweise den Losbarkeitsbereich der Differenzialgleichung erweitern, indem man ¢y + o
und g(to + «) als Anfangszeit bzw. -wert einer neuen Differenzialgleichung betrachtet. Dieses
Verfahren kann selbstverstandlich iterativ wiederholt werden. Es kann dabei sein, dass die Lange
der Losbarkeitsintervalle immer kleiner wird und schliefilich gegen 0 konvergiert; oder aber dass
man damit die ganze Definitionsmenge von f zusammenflicken kann — was zu einer globalen
Losbarkeit fithren wiirde.

Zumindest kann man aber sagen, dass es ein maximales Losbarkeitsintervall gibt, {iber das
hinaus die Losung nicht mehr fortsetzbar ist.

SATZ 3.30. Es sei f : (a,b) x O — R eine stetige, in der zweiten Variablen lokal Lipschitz-
stetige Funktion, wobei a,b € R mit a < b und O eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen
normierten Raumes Y sind. Dann gibt es zu jedem (ty,zo) € D := (a,b) x O genau ein offenes Inter-
vall (t_,t4) C (a,b) und eine Losung y : (t—,t+) — O, so dass kein weiteres Intervall, das (t_,t,)
enthilt, Definitionsmenge einer Losung ist.

BEWEIS. Die Beweisidee ist genau diejenige, die wir gerade gesehen haben: das Zusammen-
flicken verschiedener lokalen Losungen.

Betrachte zuerst ein Intervall Iy := [tg — ap, to + ap] und die darauf definierte Losung : Ihre
Existenz folgt aus dem Satz Betrachtet man nun fiir die selbe Differenzialgleichung

y'(t) = f(t,y(t))

ein Cauchy-Problem, das nicht mit dem Anfangswert y(ty) = x¢ versehen wird, sondern mit

y(t—f) =1,
wobei
tf =to+ay und x1:=y(to+ ) -
Die Funktion f erfiillt nach wie vor die Voraussetzungen des Satzes und somit gibt es ein
a1 > 0 und eine eindeutige, auf I; := [t;r —aq, t;“ + ] definierte Losung y; . Die beiden Intervalle
[to — a0, to + o), [t — au, tf + 1] = [to + o — a1, o + ap + o] sind aber nicht disjunkt, so dass



34 Kapitel 3

der Satz von Picard-Lindel6f (auf dem mit f assoziierten Cauchy-Problem mit Anfangswert
y(t]) = r1 angewendet) insbesondere zeigt, dass yo, y1 auf ihrer gemeinsamen Definitionsmenge
ubereinstimmen miissen. Somit konnen wir yg, y1 ,zusammenkleben” und die (auf einem strikt
grofieren Intervall definierte) Funktion

_ Yo(t) t€ [to— ao,to + o],
U1 :t—
y1(t) t € [to+ ao,to+ag+ a1 .
erhalten, und dhnlich kann man yy auch nach links, d.h. fiir y(t;) = y(to — ap) (wobei t; =ty —
ap) fortgesetzt werden. Dieses Verfahren kann iterativ wiederholt werden, um zwei monotone
Folgen (¢, )nen und (¢, )nen zu bekommen. Definieren wir nun die Zahlen
ty :=sup{tp + a4 € R: das Cauchy-Problem hat auf [ty, ty + o] eine eindeutige Losung}
— i T
—nh_{rolo ty € (to, 0]

sowie
t_ :=inf{ty — a_ € R : das Cauchy-Problem hat auf [ty — a_, t¢] eine eindeutige Losung}

:nh_g.lot; € [—OO,to) )

dann liefert der Satz von Picard-Lindelof wiederum, dass das Cauchy-Problem auf (¢_,¢) eine
Losung hat, welche notwendigerweise eindeutig sein muss. 0

ANMERKUNG 3.31. Der obige Beweis ist leider nicht konstruktiv und liefert insbesondere
keine Abschitzungen tiber t_, . Wir werden spter tatsdchlich sehen, dass t_ = —oo und/oder
t, = oo sein kann, oder aber dass t* beliebig nah an der Anfangszeit t; sein konnen. Eine
elementare Abschdtzung fiir ¢, ,t_ gelingt, wenn f stetig differenzierbar auf einer kompakten
Menge [ty — o, to + a x Bg(yo) definiert ist, so dass sowohl f als auch f’ beschrankt sind. Dann
folgt direkt aus (3.9), dass die Abschétzung

. B 1
(3.11) tL > to+ ap =1 —|—m1n{a, y
1 lloo™ 201 flloo
gilt.
Wendet man den Fixpunktsatz von Weissinger anstatt des Fixpunktsatzes von Banach an, so
kann man diese Abschitzung leicht verbessern und man erhélt

(3.12) ty > to + ap = tp + min {Oc, Hfﬁ }
und entsprechend
(3.13) t_ <ty—ag=ty)— min {a, ’fﬁ‘ } .

Schliefslich zeigen wir eine Abschitzung iiber den Abstand von Bahnen zweier verschiede-
nen Gleichungen mit zwei verschiedenen Anfangswerten. Dazu benétigen wir das folgende
Lemma, das Thomas Hakon Gronwall 1919 in einer verwandter Form bewies und Richard Bell-
man 1943 folgendermafsen erweiterte.
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LEMMA 3.32 (Gronwallsches Lemma). Ist ) : [0,00) — [0, 00) eine Funktion, welche

t
(3.14) Y(t) <a+ / B(s)(s) ds
0
fiir ein o > 0 und ein (3 : [0, 00) — [0, 00) erfiillt . Dann gilt
U(t) < aelo P& ds >0,

BEWEIS. Es sei zuerst o > 0. Dann gilt

: t B
gitos (o [ o as) = LTS <s0).

Integriert man beide Seiten zwischen 0 und ¢, so erhdlt man

t t
log <a+/ B(s)(s) d8> —logag/ B(s) ds, t>0.

0 0
Exponenziert man beide Seiten und wendet man (3.14) an, so bekommt man

P(t) oot fgﬁ(s)w(s) ds < JiB(s) ds

a T o - ’

t>0.

Da diese Abschitzung fiir beliebiges o > 0 gilt, gilt sie auch im Grenziibergang o — 0. 0

SATZ 3.33. Esseien f,g : (a,b) x O — R stetige Funktionen, wobei a,b € R mit a < b und O eine
offene Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten Raumes Y sind. Ist f in der zweiten Variablen
lokal Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, dann gilt fiir jedes ty € (a,b) und alle zo,yo € O die
Abschiitzung

_ M _
l(t) = y(t)] < llzo — yolleH—tol 4 == (et 1) .

Dabei ist M := sup(; y)e(ap)xo |f (L) — g(t, x)| und x,y sind Losungen der Cauchy-Probleme, die mit
den Funktionen f, g assoziiert sind, jeweils mit Anfangsbedingungen x(to) = xo bzw. y(to) = yo.

BEWEIS. Es sei 0.B.d.A. ty) = 0 (warum darf man dies annehmen?). Dann gilt nach Voraus-
setzung

l(®) — y(®)]) < llzo — woll + /0 1£(s,2(s)) — g(s, y(s))]| ds
< Jlzo — yoll + /0 1£(s,2(5)) — F(s,y(s)]| ds + /0 1£(59(5)) — g(s, 9(s))]] ds

t t
< Jlo — yoll + / Llla(s) — y(s)|| ds + / Mds
0 0

Fiihrt man die Funktion

M
it 2t —y@O)+ 7, 120,
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ein, so wird die letzte Abschitzung zu
M t
0= < oo =l +L [ v()ds

t
—a—]\g—i-/ﬂ(s)w(s)ds, t>0
0

fiir o := ||lwo—yo||+4f und B(t) := L. Die Aussage folgt nun aus dem Gronwallschen Lemma. [
ANMERKUNG 3.34. Gilt

sup ’f(t,d?)—g(t,l‘)‘ <00,
(t,x)€(a,b)xO
so gilt im Allgemeinen nicht, dass die Lipschitz-Stetigkeit von f auch die Lipschitz-Stetigkeit
von g impliziert. Denn gibt es fiir alle t € (a,b) und alle z € O eine Umgebung O, von = und
L, > 0so, dass

If(t, 1) — f(t,x2)|| < Lg||z1 — 22| fur alle t € (a,b) und alle x1,x2 € O,
gilt, so folgt lediglich

lg(t, x1) — g(t, 22)|| < lg(t, 21) = f(Ez) || + [ (8 20) = [ w2)l| + 1 F(E, 22) = F(E 22|
< 2M + Ly||x1 — z2|| fur alle t € (a,b) und alle 21,22 € O, :

Diese Abschidtzung kann im Allgemeinen nicht verbessert werden. Somit zeigt der obige Satz
nur, dass falls eine Losung des mit g assoziierten Cauchy-Problems existiert, sie sich nicht von der mit
f assoziierten Cauchy-Problem Losung beliebig weit entfernen kann.

ANMERKUNG 3.35. Es folgt insbesondere, dass fiir jedes yq ein Intervall I, existiert, auf
dem eine eindeutige Losung des Cauchy-Problems mit Anfangsbedingung y(ty) = yo definiert
ist; Man spricht von verschiedenen Bahnen der Losung. Die Eindeutigkeit dieser Losungen im-
pliziert, dass diese Bahnen sich nicht treffen konnen (warum?).

Es stellt sich also die Frage, wann das maximale Existenzintervall fiir jede Anfangszeit to und
jeden Anfangswert zo mit der gesamten Definitionsmenge von f {ibereinstimmt. Das folgende
Beispiel zeigt, dass diese Frage unter Umstdnden kompliziert sein kann.

BEISPIEL 3.36. Betrachte das Cauchy-Problem
YO =60y =
’ 27
Die Funktion f :  — x5 ist differenzierbar mit beschrinkter Ableitung in dem Komplement jeder
Umgebung der 0, nicht aber auf R. Somit ist f nicht fiir x = 0 lokal Lipschitz-stetig: Das Cauchy-
Problem hat in jedem Intervall (—o0,a1) oder aber (a2, o0) eine eindeutige Losung, durch die
Singularitdt in der 0 wird aber moglich, dass die zwei differenzierbaren Funktionen

A\ 3
- <
y:t— (3) t<0,

0 t>0.
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¢ 3
A teR,

verschiedene Losungen des Cauchy-Problems sind auf ganz R. O

und

BEISPIEL 3.37. Die Funktion [0,1] 3 z — /x € R ist stetig, aber nicht einmal lokal Lipschitz-
stetig, denn ihre Ableitung ist unbeschrénkt fiir z — 0. (Ihre Einschrankung auf [a, 1] ist aber fiir
beliebige a > 0 global Lipschitz-stetig.)

Deshalb erfiillt das Cauchy-Problem

V(@)= V),  y(0)=0,

die Bedingungen des Satzes von Picard-Lindel6f nicht. Tatsdchlich hat das Cauchy-Problem

keine eindeutige Losung: Sowohl die Funktion = ~ 0 als auch die Funktion = — %xz sind

(globale) Losungen des Problems. Allgemeiner sieht man, dass sowohl = — 0 als auch, fiir alle
C > 0, die Funktionen z — (2 — C)? globale Lésungen der Differenzialgleichung

v (x) = Vy(z), x €[0,1],
sind. O
BEISPIEL 3.38. Ahnlich verhilt sich die Funktion R > z — 22 € R, welche lokal, aber nicht

global Lipschitz-stetig ist. Somit liefert der Satz von Picard-Lindeldf wohl eine Losung, die sich
allerdings innerhalb endlicher Zeit aufblasen kann. Zum Beispiel zur Anfangsbedingung

y(0) =1
hat die Gleichung

die einzige Losung

Yoty ——
welche zwar fiir alle t < 1 definiert ist, doch fiir ¢ — 1— uneigentlich gegen +oo konvergiert und
somit in ¢ = 1 auch nicht stetig fortsetzbar ist.

BEISPIEL 3.39. Ist I C R ein Intervall und f(¢,z) = p(t)x + ¢(t) fur stetige Funktionen p, q :
I — R, soist f stetig. Fiir alle ¢ gibt es eine Konstante L, = p(t) (die nur von ¢ abhangt!), so dass

[f(t,2) = (8, 2)] = [p(t)z + q(t) = p(t)z — q(t)] = |p(t)x — p(t)2] = [p(t)] [z — 2.
Also ist f bzgl. der zweiten Variable global Lipschitz-stetig und somit erfiillt die Funktion f die
Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindelof. Die Differenzialgleichung

y' (1) = f(ty(1) = p(t)y(t) + g(?)
besitzt fiir jede Anfangsbedingung y(ty) = yo (mit to Haufungspunkt von I) eine eindeutig
bestimmte globale Losung. 0

ANMERKUNG 3.40. Lipschitz-Stetigkeit ist keine trivial zu erfiillende Bedingung. Tatsdchlich
kann man auch schon dann Aussagen treffen, wenn f lediglich stetig ist: Das ist die Botschaft des
néchsten Kapitels @ Ist X unendlichdimensional, so kann man selbst auf Stetigkeit verzichten,
so lang andere Eigenschaften gelten. Dies ist das Thema der Halbgruppentheorie, die allerdings
weit iiber den Bereich dieser Vorlesung geht.
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ANMERKUNG 3.41. Wir haben im Beispiel gesehen, dass affine (und insbesondere lin-
eare) Funktionen Lipschitz-stetig sind. Somit héitte die blofie Existenz und Eindeutigkeit (fiir

jeden Anfangswert) der Losung von (5.16) bereits durch Anwendung der Sitze von Picard-
Lindelof gezeigt werden konnen.
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Der Satz von Peano

Die Bedingung der Lipschitz-Stetigkeit ist ziemlich stark. Verzichtet man darauf, so kann
man noch die Losbarkeit eines Cauchy-Problems

y'(t) = f(t, (), y(to) = o ,

folgern. Dieses Kapitel ist dazu gewidmet, einen reinen Existenzsatz (dabei ist die Existenz einer
Losung gemeint) zu beweisen, der von Giuseppe Peano stammt: Er formulierte ihn 1886 (mit
inkorrektem Beweis) und konnte ihn dann 1890 (korrekt) beweisen.

Wie schon im Fall des Satzes von Picard-Lindelof beruht der Beweis im Wesentlichen auf
einer Idee: Dort war die Pointe die dquivalente Formulierung eines Cauchy-Problem als Fix-
punktaufgabe (dank dem Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung), hier die
Moglichkeit, den Satz von Taylor anzuwenden und dquivalent nach Funktionen y zu suchen,
welche fiir ein gegebenes (kleines) h > 0

y(to + h) = y(to) + ¥/ (to)h + o(h)
= yo + f(to, yo)h + o(h)

erfiillen. Da der Fehlerterm schneller als linear in h verschwindet, liegt der Ansatz nahe, eine
Funktion y;, zu definieren, indem man ihre Werte auf der diskreten Menge

{tn :=to +nh:n e N}
iterativ durch
Yn(tnt1) == Yn(tn) + f(tn,yn(tn))h  flrt, :=to+nh,  neN,
definiert, und dann in den restlichen Elementen von R linear interpoliert, d.h.,
yp(tn + sh) = yn(tn) + s(yn(tnt1) — yn(tn)), s€[0,1].
Durch die lineare Interpolation wird man selbstverstdndlich beliebig grofse Fehler
Y~ Yn

zulassen miissen. Betrachtet man aber eine entsprechende Funktionenfamilie (yj)p~0 und ldsst
man i — 0, so werden aufgrund der Differenzierbarkeit von y diese Fehler immer kleiner wer-
den. Sinngemaf3 sollte diese Funktionenfamilie fiir ~ — 0 einen Grenzwert haben, der gleichzeit-
ig die Losung des Cauchy-Problems ist. Dies ist die Grundidee des Eulerschen Verfahrens.

Um die Konvergenz von (y;)n>o fiir h — 0 zu beweisen, werden wir die Sitze von Ascoli—
Arzela bzw. von Heine—Cantor in den folgenden Versionen verwenden.
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SATZ 4.1. Esseien I C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und ( fy,)nen eine gleichgradig
stetige Folge von Funktionen von I nach R, d.h. fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0, so dass

|fo(z) — fu(y)| <€ fiiralle n e Nundallex,ymit|z—y| <§.
Ist ( fn)nen zudem beschrankt, d.h., gibt es M > 0 mit
|fn(z)| < M fiiralle ne€Nundallex €1,
so hat (fy)nen eine gleichmifSig konvergente Teilfolge.

SATZ 4.2. Es seien Q C RY eine abgeschlossene beschrinkte Menge, d € N, und f : Q — R eine
stetige Funktion. Dann ist f bereits gleichmiif$ig stetig, d.h. fiir alle e > 0 gibt es 6 > 0, so dass
|f(w) — f(2)| <e firallew,ze Qmit ||lw—z| <J.

Der Satz von Peano ist nun der Folgende.

SATZ 4.3. Es seien to, yo € Rund o, f > 0. Es sei weiter f : [to — a, to+a] X [yo— B,y0+ 5] — R
eine stetige Funktion. Dann hat das Cauchy-Problem
y(t)=fty®),  ylto) =wvo,
(mindestens) eine Losung
y:[to—a,to+a] = R,

d::min{a 75 } .
[ flloo

Beachte, dass die Funktion f stetig auf der kompakten Menge ist und somit nach dem Satz
von Weierstrafl auch beschréankt ist, d.h. || f||o < oc.

wobei

BEWEIS. Man sieht, dass fiir alle ¢, s € [to, tg + @]
yh(t) € [yO - B,yo + B} )

denn
yh(tn) = y(tn—l) + f(tn—la yh(tn—l))h
=yY(tn—2) + f(tn—2,yn(tn—2))h + f(tn=1,yn(tn=1))h
4.1) =
n—1
= yo+ Y [tk yn(te))h
k=0
und somit
n—1 n—1
[y (tn) = vol = D Ftks yn(t))h| <Y [l flloch = [ flloonh < || fllocd < B,
k=0 k=0
da die Zahl
4.2) nh =t, —ty

maximal die Lange des Intervalls [to, ty + & betrdgt. Damit ist die Abschédtzung
yn(t) € [yo — B,y0 + B]
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gezeigt, zundchst fiir an allen Stiitzstellen ¢ und somit natiirlich auch fiir die restlichen Argu-
mente ¢, in denen man die Funktion mittels linearer Interpolation definiert.
Dartiber hinaus gilt fiir alle m,n € Nmitm > n

[n(tm) — un(E)l =1 D Fltrynt)hl < D [ flloch = [Ifllso(m — n)h = || fllooltm — tnl -
k=n-+1 k=n-+1

Somit ist auch
[yn(t) — yn(s)| < [ flloolt — s

an den Stiitzstellen gezeigt und bleibt auch unter linearer Interpolation erhalten.

Somit ist die Familie (y5,)n~0 beschrankt und gleichgradig stetig. Da aber der Satz von Ascoli—
Arzela fiir Funktionenfolgen gilt, wollen nur eine diskrete Teilfamilie betrachten, etwa (y1 JneN-
Als Teilfamilie von (yp)n>0 ist (y1 Jnen ebenfalls beschrankt und gleichgradig stetig: Somit hat
(y 1 )nen eine Teilfolge (y 1 )keN, d1e gleichmiflig konvergiert — etwa gegen y. Es bleibt zu zeigen,

dass y das Cauchy—Problem 16st — oder dquivalent dazu, dass y ein Fixpunkt des Picard-Operators
T in (3.10) ist. Um dies zu tun wollen wir zeigen, dass fiir beliebiges ¢

yn(t) —yo— | f(s,yn(s)) ds

to

—0 fir h — 0.

Tatséchlich gilt angesichts von (#.1) und 4.2)

tn tk+1
un(tn) — o — | F(s un(s)) ds| < yn () — Z / o] (5)F (5, 3())ds
to
n—1 tpi1 n—1 tha
< Zf(%yh(tk))/ 1d8—2/ 10,4, (8) f (5, yn(s))ds
k=0 tk k=0 "tk
n—1 trt1
< [ L) s (8)) = S5, (5) ds
k=0 "t
(%) nol et
Som Y [ taeas)ds
k=0 "tk
= |t — to|6(h) — 0,

wobei 1, ;.4 4) die charakterische Funktion der Menge [to, to+d] ist. Dabei gilt (), da f aufgrund
des Satzes von Heine-Cantor gleichméflig stetig ist. Die Abschdtzung {ibertrdgt sich wieder von
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den Stiitzstellen auf beliebige ¢. Somit erhdlt man
t

y(t) = lim ya (t) =yo + Jim f(s,yi(S)) ds

k—oo  np o St

t
Y / lim f(s,y. (s)) ds
t k—oo Mg

0

t
:y0+/ f(s, lim y1(3)> ds
to k—oo  ng

t

= Yo + ] f(S,y(S)) dS,

wobei die Gleichungen zum einen aus der gleichmifligen Konvergenz von (y 1 )xen gegen y
g

folgen, zum anderen aus der Stetigkeit von f. Somit ist die Existenz einer Losung fiir ¢ € [to, to +
&| bewiesen. Ahnlich zeigt man die Aussage fiir t € [tg — &, o). O

BEISPIEL 4.4. Sowohl die Differenzialgleichung

y'(t) = Vy(t)
als auch
y'(t) = (y(1)?

erfiillen die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Peano. O

ANMERKUNG 4.5. Wir haben gesehen, dass der Satz von Peano (anders als der Satz von
Picard-Lindel6f) nicht unmittelbar auf einem Fixpunktargument beruht. Grund hierfiir ist, dass
die Annahmen des Satzes von Peano nicht ausreichen, um den Fixpunktsatz von Banach anzuwen-
den. Es gibt allerdings weitere Fixpunktsitze, und insbesondere einer davon — der Schaudersche
Fixpunktsatz, welche 1930 von Schauder bewiesen wurde und 1935 von Tichonov wesentlich ve-
rallgemeinert wurde — konnte wohl im Beweis des Satzes von Peano eingesetzt werden. Der
Schaudersche Fixpunktsatz (in einem Spezialfall der Tichonovscher Version) besagt namlich

Jede stetige Funktion die eine nichtleeren kompakten und konvexen Menge
eines metrischen Raumes in sich selbst abbildet bestitzt einen Fixpunkt.

Verschiedene Beweise dieses Satzes sind bekannt, alle sind aber weder einfach noch konstruktiv
— d.h,, sie liefern die Existenz eines Fixpunktes, verraten aber nicht, wie er aussehen konnte.
Diesbeziiglich wére also eine Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes nicht effektiver
als die des Satzes von Ascoli-Arzela.

ANMERKUNG 4.6. Man kann den Satz von Peano verwenden, um einen alternativen Beweis
des Satzes von Picard-Lindelof herzuleiten. Denn unter den Voraussetzungen des Satzes von
Picard-Lindelof ist f insbesondere stetig und somit ist die Existenz einer Losung des Cauchy-
Problems vom Satz von Peano gewihrleistet. Dass diese wiederum eindeutig bestimmt ist, sobald
f in der zweiten Variablen Lipschitz-stetig ist, folgt unmittelbar aus dem Gronwallschen Lemma,
wie man aus dem Beweis des Satzes[3.33]ableiten kann.
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Differenzialgleichungen hoherer Ordnung, homogene Systeme und
die Wronski-Determinante

BEISPIEL 5.1. Freier Fall eines Korpers nach den Gesetzen von Isaac Newton (1687): ,Die
Anderung der Bewegung einer Masse ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional
und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.” Ist
also z(t) die Hohe eines fallenden Korpers der Masse m zur Zeit ¢ (mit z(0) = 0), so gilt

d?z dz
m@(t) + Pa(t) = myg,

wobei p der Luftwiderstandskoeffizient ist. Man beachte, dass der Term mg weder von z noch
von t abhdngt. O

BEISPIEL 5.2. Ein harmonischer Oszillator ist ein physikalisches System, bei dem in jedem
Punkt eine Kraft anliegt, die in Richtung eines festen Punktes (des “Ruhepunktes”) zeigt. Ist also
z(t) die Hohe eines Korpers der Masse m zur Zeit ¢ (mit z(0) = 0), so gilt

d?z

wobei k eine Federkonstante ist. O

BEISPIEL 5.3. Fall eines Korpers, der von einer Feder gebremst wird (wie beim Bungee-
Jumping). Ist also z(t) die Hohe eines fallenden Korpers der Masse m zur Zeit ¢ (mit z(0) = 0),
so gilt

d?z dz
m@(t) + PE(t) + kz(t) = myg,
wobei p der Luftwiderstandskoeffizient und & eine Federkonstante ist. O

Jede (moglicherweise inhomogene) lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung, etwa

(5.1) Y (1) + ana (g V(@) + .+ ar ()Y (1) + ao(t)y(t) = f(2)

mit f,ag,a1,...,an—1 : (a,b) = R, lasst sich folgendermafien auf eine Gleichung 1. Ordnung
reduzieren. Man fiihrt neue kiinstliche Unbekannte der Form

up(t) = y®@),  0<k<n.

ein — dabei gilt die Konvention, dass 4 (t) := y(t).
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Dann gilt offensichtlich ) (t) = ug+1(t), und somit kann man die Gleichung folgendermafien
umformulieren:

uo (t) 0 1 0 0 (%) (t) 0
d Ul (t) 0 0 1 0 Ui (t) .
i : =1 : : e : : + o |
un_g(t) 0 0 e 0 1 un_g(t) f(t)
Un—1 (t) —ap —ai; —az ... —ap-1 Un—1 (t)

oder kompakter

(5.2) w'(t) = A(tyu(t) + F(1),
wobei
uo(t)
ui(t)
(5.3) u(t) :=
un_g(t)
un_l(t)
sowie
0 1 0 0
0 0 1 0
(5.4) A(t) == :
0 0 0 1
—a()(t) —ai (t) —ag (t) —an_l(t)
und
0
0
F(t)=| |
ft)

Es handelt sich also um eine vektorwertige Differenzialgleichung 1. Ordnung. Eine solche Gle-
ichung nennt man {iblicherweise ein System von n Differenzialgleichungen (autonom falls
ap,ai,...,an—1 konstant sind, nichtautonom sonst). Ihre Loésungen werden formal durch die
Variation der Konstanten gegeben: Jedes C' € R" liefert durch

t
u(t) = et (/ e *AF(s)ds + C’)
0
eine Losung des Problems, wobei ' das Exponential der Matrix ¢ A ist.
ANMERKUNG 5.4. Bestehen die Eintrdge der Matrix ¢t — A(t) so wie der Funktion ¢t — F'(¢)
aus stetigen Funktionen, so ist (dhnlich wie im Beispiel[3.39) (¢, z) — A(t)z+F (t) eine vektorwer-

tige, stetige, in der zweiten Variabel Lipschitz-stetige Funktion und der Satz von Picard-Lindelof
liefert die Existenz einer eindeutigen Losung jedes mit der Differenzialgleichung

(5.5) u'(t) = A(t)u(t) + F(t)

assoziierten Cauchy-Problems.
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Legt man jedoch keine Anfangsbedingungen fest, so existieren mehrere Losungen. Ist die
Differenzialgleichung linear, so ist nach Definition jede lineare Kombination von Losungen sel-
ber eine Losung und somit bilden die Losungen einen Vektorraum. Eine Differenzialgleichung
n-ter Ordnung benétigt genau n Anfangsbedingungen, damit die Losung eindeutig bestimmt
werden kann: Deshalb ist der Vektorraum der Losungen n-dimensional.

5.1. Systeme homogener Gleichungen

Wir wollen uns besonders mit dem Cauchy-Problem zur homogenen Version des Systems (5.12)
befassen, also mit

(CP) u'(t) = A)u(t),  ulto) =uo,

wobei A € C(I,R") (I C R ist dabei ein Intervall) und uy € R". Dementsprechend ist die
Unbekannte u eine R™-wertige Funktion in einer reellen Variablen.

Aufgrund der Linearitdt des Problems ist jede lineare Kombination von Losungen selbst
wieder eine Losung: Man spricht oft vom Superpositionsprinzip. Angesichts dessen bildet die
Menge der Losungen von (CP) einen Vektorraum. Deshalb ist es erstrebenswert, eine Basis
dieses Vektorraumes zu finden, denn dies wiirde uns erlauben, alle weiteren Losungen durch
eine Linearkombination der Basis ausdriicken zu konnen.

Wir fangen damit an, die Anfangsbedingung uy als lineare Kombination

n
g := Z Uok€Ck
k=1

(mittels der Koeffizienten ugq, . . . , ug, € R) der Vektoren der kanonischen Basis e1, . . ., ¢, auszu-
driicken: Diese sind die Vektoren, deren Eintrdge durch das Kronecker-Delta gegeben sind, also
) ) 1 fallsj=k,
Cir = Ok Ojk 1= 0 sonst .
Nun kann zu jedem k € {1,...,n} auch ugey, als Anfangswert angesehen werden. Somit gibt es
tiir jedes k genau eine Losung des Cauchy-Problems
(CPg) Vi) = At)v(t),  v(t) = ek,

etwa v¥ : I — R"™. Das Superpositionsprinzip liefert nun, dass
n
u(t) = ugvh(t).
k=1

Das Interessante daran ist, dass man beim Betrachten einer anderen Anfangsbedingung nicht
das neue Cauchy-Problem von vorn 16sen muss: Stattdessen driickt man die neue Anfangsbe-
dingung — etwa 1y — als lineare Kombination der Basisvektoren ey, ..., e, aus, also

flo =C o
und dann kann man die Lésung zum neuen Cauchy-Problem durch
u(t) = Cu(t)

angeben.
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Wir mochten diese Idee verallgemeinern, denn es ist nicht immer einfach, genau (CPy, ..., CPy)
zu losen. Stattdessen nehmen wir an, dass wir eine Familie von n Losungen uy,..., 0, von
(CP) kennen. Nun mochten wir herausfinden, ob sich wieder jede Losung eines weiteren An-
fangswertproblems als Linearkombination von uy, . . ., ,, darstellen ldsst, d.h., ob diese Funktio-
nen linear unabhingig sind. Dabei heifsen Funktionen f1, ... fy, linear abhingig, wenn C1, ... Cy, €
R existieren mit mindestens einem C; # 0, so dass

Cifi+...+Cphfmn=0.

(Insbesondere miissen die Werte der Funktionen an jeder Stelle linear abhidngig sein.) Sonst
heiflen sie linear unabhiingig.

DEFINITION 5.5. Es seien I C R ein Intervall und A € C(I; M, (R)). Jede Basis v!, ..., v" des
Vektorraumes der Losungen der vektorwertigen Gleichung
du
—(t) = A(t)u(t
() = Atyu(t)
heifit Fundamentalsystem dieser Gleichung.

BEISPIEL 5.6. Die Konstruktion am Anfang dieses Abschnitts zeigt, dass die vektorwertige
lineare homogene Gleichung

immer ein Fundamentalsystem besitzt.

BEISPIEL 5.7. Die Gleichung
d*u g
beschreibt die Schwingungen eines idealen Pendels (ohne Reibung, gesamte Masse in einem
Punkt konzentriert, kleine Auslenkung), wobei ¢ die Lange des Pendels, g die Beschleunigung

unter der Schwerkraft, und die Unbekannte u die Auslenkung darstellen. Dann bilden die beiden

Funktionen
t — cos \/gt und ¢+ sin \/gt

ein Fundamentalsystem der Gleichung

Go=(" ).

welche die Pendelgleichung 2. Ordnung zu einem System zweier Differenzialgleichungen 1.
Ordnung reduziert.

DEFINITION 5.8. Es seien ein Intervall I C R und Funktionen v', ... ,v" : I — R"™ gegeben. Dann
bezeichnen wir mit der Wronski-Determinante an der Stelle t € I von v',...,v" die Determinante
W (t) := detV (t) der matrixwertige Abbildung V' : I — M, (R), so dass der i — j-Eintrag von V (t) der
i-te Eintrag von v7(t) ist.

L ..., v" linear

Anders formuliert: die j-te Spalte von V (¢) ist v/(t). Sind die Funktionen v
unabhéngige Losungen von
u'(t) = A(t)u(t) ,

so heifst manchmal V' (¢) Fundamentalmatrix dieser Gleichung.



Kapitel 5 47

Die Wronski-Determinante hat ihren Namen von Jézef Maria Hoene-Wroniski, welcher 1812
einen Vorldufer dieser Determinante in einem Essay zuerst entwickelte; entgegen der analytis-
chen Arbeiten von Joseph-Louis Lagrange (vgl. http://www. impan.pl/~pragacz/download/hwal.
pdf).

LEMMA 5.9. Es seien n Losungen ul,...,u" von
u'(t) = A(t)u(t)
1

gegeben. Verschwindet die Wronski-Determinante an keiner Stelle, so sind die Funktionen u*,...,u"
linear unabhiingig.

BEWEIS. Sind ul, ..., u" linear abhingig, so gibt es Konstanten C, . .., C,, mit (Cy, ..., Cy,) #
(0,...,0), sodass

ZC’kuk(t) =0 furallet € I .
k=1
Diese Gleichung stellt fiir jedes ¢ ein System

Ve =D uf(t)Cr=0, i=1,...n, tel,
k=1

von n algebraischen Gleichungen in den n Unbekannten C4,...,C,, dar (um dies zu veran-
schaulichen, kann man dieses System als vektorielle Gleichung

V(t)z=0
umschreiben, wobei z := (Cy,...,C,) und V = (Vi (t)) := (uf(t)) die Fundamentalmatrix an

der Stelle ¢ sind). Dieses System hat nach Voraussetzung eine Losung (C1, ..., Cy,) # 0 (bzw. z #
0), deshalb muss die Determinante der assoziierten Matrix 0 sein (denn sonst wére die Matrix
V (t) der Koeffizienten invertierbar). Diese Determinante ist gerade die Wronski-Determinante.

O

BEISPIEL 5.10. Giuesppe Peano beobachtete um 1890, dass die Umkehrung der Implikation
(2) im Lemma nicht gilt. Es seien z.B.

ft):=t* und  g(t) :=t[t].

Dann liefert eine direkte Berechnung, dass ihre Wronski-Determinante im Intervall [-1, 1] iden-
tisch verschwindet, ohne dass f, g linear abhédngig sind: Denn z.B. sind C, C> Konstanten mit

Cif +Cog =0,
so gilt insbesondere (durch Auswertung an den Stellent = 1,t = —1)
Ci+C=0=C1 —Cy
welche nur vom Paar (C4, C2) = (0,0) gelost wird.

Fast immer werden wir den Begriff der Wronski-Determinante in einem sehr speziellen
Fall betrachten: Namlich im Fall einer matrixwertigen Abbildung A € C(I; M,(R)) und von
n Lésungen v!,... v™ von


http://www.impan.pl/~pragacz/download/hwa.pdf
http://www.impan.pl/~pragacz/download/hwa.pdf
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Besonders interessant ist der Fall einer Differenzialgleichungen (5.1). In diesem Fall entspricht
laut (5.3) jedes v/ einem Vektor, der von einer Losung y; von (5.1) zusammen mit ihren ersten
n—1 Ableitungen gebildet wird. Somit bezeichnet man kanonisch als Wronski-Determinante der

(skalarwertigen!) Funktionen y1, . . ., y, die Determinante der (Fundamental)matrix
yit) o a(t)
v () Yn(t)
n—‘l ‘ n—‘l
ORI ()
Wir betrachten vorerst den Fall einer Differenzialgleichung 2. Ordnung
d’>u

Do (t) + P 5 1) + a(t)u(t) = 0.

Wir wissen schon, dass man diese Gleichung dquivalent als System
du
—(t) = A(t)u(t
(1) = At)u(t)
schreiben kann, wobei

und

A(t) = <_;(t) —Z}(t)> |

offensichtlich ist genau dann A € C(I; M>(R)), wenn p, ¢ € C(I). Der Vektorraum der Losungen
dieser Gleichung ist 2-dimensional. Es seien u, v Losungen: Dann ist ihre Wronski-Determinante

W(t) = det ( %f;((tg) g&) =) (1)~ o) 5 1)
Durch Ableiten bekommen wir
W) = w22 0 — v 220
F 80 %) - L S
) - o2

= ult) (=05 0 a0 ~ o) (5050 = a(0u(v)

= u(t)

= () 52 (1) + p(1) S 1))

dt
= —p(O)W(t)
d.h. W ist eine Losung der linearen, homogenen Differenzialgleichung 1. Ordnung

aw

Cr0 = —pOW @), tel,



Kapitel 5 49

und somit gilt notwendigerweise

(5.6) W (t) = W(to) exp <— /t :p(s)d5> . tel,

fiir jedes ty € I. Dabei ist besonders zu beachten, dass diese Wronski-Determinante nur durch
den Term W (ty) von den Losungen u, v abhdngt (und zwar nur von den Werten von u, v, u’, v/
an der Stelle ¢y!), sonst nur von —p.

Diese Beobachtung geht auf Niels Erik Abel (1827) zuriick, wir wollen diese nun verallge-
meinern.

BEISPIEL 5.11. Wir wollen nun zeigen, wie man aus der Kenntnis einer speziellen Losung
mithilfe der Wronski-Determinante weitere Losungen zusammenbasteln kann. Man betrachte
z.B. die Gleichung

(5.7) y'(t) = 2(1 + tan®t)y .

Man weif3, dass die Ableitung von tan gerade

2 . 2
COoS” +s1n
——— = 1 + tan®
Cos

betragt. Folglich gilt
d? tan
d?
und somit ist y! := tan eine Losung der Differenzialgleichung (5.7). So weit so gut. Wir wollen
jetzt sehen, wie man eine weitere Losung im Bereich, in welchem tan ¢ # 0 finden kann, d.h. fiir
t € (=3, %) \{0}. Ist y eine weitere Losung, so muss angesichts der obigen Abelschen Formel die
Wronski-Determinante von ', y

= 2tan(1 + tan?)

W) =y'y —y'y=C

fiir eine Konstante C erfiillen (hier ist ndmlich p = 0). Somit erhalten wir
d(y\ yv—-y'y W C

a\yt) @) @)t

wobei (yl)2 das Quadrat von y' = tan bezeichnet. Daher gilt notwendigerweise

I

5—ds

y(t) = Ctant/t

t, tan®s

oder dquivalent (warum? Es ist lehrreich, diese Rechnung durchzufiihren)
(5.8) y(t) = Cy(ttant + 1) + Co tant .

Die Losung y' = tan erhdlt man, indem man C; = 0 und Cy = 1 setzt; fiir C, = 0und C; = 1
findet man allerdings die (von y! linear unabhingige — warum?) Losung y? := id - tan +1. Man
hat somit ein Fundamentalsystem aus Lésungen von gefunden und deshalb werden alle
Losungen durch gegeben.
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SATZ 5.12. Es seien I C R ein Intervall, A € C(I; M, (R)) und u', ... u™ Losungen von
(5.9) u'(t) = A(t)u(t), tel,

gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Die Wronski-Determinante W von u*

Gleichung

, ..., u" erfiillt fiir beliebige to € I die sogenannte Liouville-

t

W(t) = W (tp) exp < Spur(A(s))ds) :

to

(2) Die Wronski-Determinante ist entweder identisch positiv, identisch negativ oder verschwindet iden-
tisch. Insbesondere verschwindet sie entweder an jeder oder an keiner Stelle t € 1.

Im Folgenden bezeichnen wir mit

by

(a1]...]an) bzw.

bn
die n x n Matrix, deren k-te Spalte mit dem Vektor a, € R", bzw. deren k-te Zeile mit dem Vektor

b, € R iibereinstimmt. Etwa ist die Wronski-Determinante der Funktionen u',...,u” an der
Stelle t die Determinante der Matrix

V(t)= (ul(®)]... [u"(1)) .

BEWEIS VON SATZ[5.12] (1) Um die Aussage zu beweisen reicht es zu zeigen, dass die Wronski-
Determinante die Differenzialgleichung

aw

ﬁ(t) = SpurA(t)W(t), tel,
erfillt.
Da u” fiiralle k = 1,...,n eine Losung von (5.9) ist, ist
duk "
d—tj(t) => Aytuf, k=1,....n.
=1
Folglich ist
rj=(u; ... uf)

eine (Zeilen)vektorwertige Funktion, welche die (vektorwertige) Differenzialgleichung

dI‘j B d n
E(t):%(u} ooul) (1)

LS Apul e S Age(Oug) (0)

n n

= ZAjg(t) (wp ... u})(t)= ZAjg(t)rg(t)
/=1
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erfiillt. Aufgrund der Multilinearitdt der Determinante und der Produktregel gilt

. x () A0
(5.10) E(t) = det : +...+det :
ry(t) ry (1)
und, wieder aufgrund der Multilinearitdt der Determinante,
ri (1) 21 Are(Ore(t)
det : = det :
rn(t) rn(t)
)\ . re(t)
=An()det [ |+ Ay(t)det [
rn(t) e rn(t)

Beachte nun, dass im letzten Term die rechte Summe verschwindet, da sie aus Summanden
besteht, die jeweils verschwinden — jeder ist ndmlich die Determinante einer Matrix in welch-
er zwei Zeilen tibereinstimmen. Wendet man die selbe Argumentation auf jeden Summanden
in (5.10) an, so ergibt sich

aw
dt

r (t) ry (t)
(t) = Aj(t)det | | +...+ Ap(t)det |
rn(t) I'n(t)

= (All +...+ Ann) (t) det

= SpurA(t)W(t) ,

was zu beweisen war.

(2) Beriticksichtigt man, dass die Exponentialfunktion stets positive Werte annimmt, so ist die
Aussage eine unmittelbare Folgerung der Liouville-Gleichung. 0

KOROLLAR 5.13. Es seien I C R ein Intervall, A € C(I; M, (R)) und u',. .. u" Lisungen von
(5.11) u'(t) = A(t)u(t), tel,
gegeben. Verschwindet die Wronski-Determinante dieser Losungen an einer Stelle nicht, so sind die
Losungen von (5.11) durch

u= Z Cpu”
k=1

fiir beliebige n-Tupel (C1, ..., C,) € R™ gegeben.

BEISPIEL 5.14. Betrachtet man fiir f = 0 die homogene Version der Differenzialgleichung
n-ter Ordnung (5.I), so muss man die Matrixwertige Funktion A wie in (5.4) betrachten. Dabei
gilt

SpurA(t) = —ap—1(t) :
Dies zeigt, dass die Abelsche Formel tatsdchlich ein Spezialfall der Liouville-Gleichung ist.
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UBUNGSAUFGABE 5.15. Fiihre einen vollstindigen Beweis der Formel (5.10) durch.

Angesichts von Lemma 5.9|und vor allem von (Gegen)beispiel ist die folgende Beobach-
tung besonders relevant. Sie zeigt, dass die Umkehrung vom Lemma5.9|eben nicht fiir beliebige
n-Tupel von Funktionen gilt, wohl aber fiir Losungen eines Systems von Differenzialgleichun-
gen.

LEMMA 5.16. Es seien I C R ein Intervall, A € C(I; M,(R)). Sind u',...u" linear unabhiingige
Losungen von
u'(t) = A(t)u(t), tel,
so verschwindet ihre Wronski-Determinante nirgenduwo.

BEWEIS. Wiirde die Wronski-Determinante an irgendeiner Stelle ¢, verschwinden, so gabe
es eine nichttriviale Losung (C, ..., C,) von

V(to)CEZuf(to)CkZO, i:1,...,n.
k=1
Betrachten wir nun die Funktion .
u:= Z C’kuk .
k=1
Dann wiirde diese Funktion u das Cauchy-Problem

dv
(O =AMv(), tel,  v(to) =0,

losen. Da auch die Funktion u := 0 eine Losung dieses Problems, und angesichts der Ein-
deutigkeit der Losung (Satz von Picard-Lindel6f!) muss u = u = 0 sein, was der linearen
Unabhéngigkeit der Losungen ul, . .., u™ widerspricht. O

5.2. Systeme inhomogener Gleichungen

Zum Abschluss dieses Kapitels mochten wir sehen, wie die Theorie der Wronski-Determinante
auch behilflich sein kann, wenn man inhomogene Gleichungen wie (5.12) untersuchen mochte.
Ahnlich wie im Abschnitt[2.2]wollen wir einen Ansatz machen, der im Nachhinein seine Berech-

tigung finden wird. Es sei ndmlich u',...,u"} ein Fundamentalsystem von Lésungen der ho-
mogenen Gleichung
(5.12) u'(t) = A(t)u(t) ,
so nehmen wir an, dass wir eine Losung der inhomogenen Gleichung
(5.13) u'(t) = A(t)u(t) + F(t) ,
als
(5.14) u(t) =V(t)C(t) = > Cr(t)u(t)
k=1

darstellen konnen, wobei V' (t) wie tiblich die Fundamentalmatrix an der Stelle ¢ bezeichnet.
Beachte, dass die Gleichung

(5.15) V() = AV ()
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spaltenweise gilt, als unmittelbare Folgerung von (5.12).

SATZ 5.17. Es seien I C R ein offenes Intervall, to ein Hiufungspunkt von I, A € C(I; M, (R))

und F' € C(I;R") stetige Funktionen, welche in den Hiufungspunkten von I Grenzwert haben. Sind

ul, ... u" linear unabhingige Losungen von

u'(t) = A(t)u(t), tel,
so sind die Losungen der Differenzialgleichung
(5.16) u'(t) = At)u(t) + F(t), tel,
von der Form
t
(5.17) u(t) = V(t) <Co + [ V(s)"'F(s) ds> ,  tel,
to

fiir beliebige Cy € R™, wobei V (t) die Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung ist.
Insbesondere ist die einzige Losung des Cauchy-Problems

u'(t) = Ait)u(t) + F(t), tel, u(tg) = ug,
durch
(5.18) u(t) =V(t) (uo +/ V(s)"1F(s) ds> , tel,

to

gegeben.

Dabeiistt — V (t)Cy die allgemeine Losung der assoziierten homogenen Gleichung, wahrend
t— V(t) ftz V(s)"LF(s) ds eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung darstellt.

BEWEIS. Leitet man (5.14) ab, so erhélt man

B (1) =V ()00) + V()
=AMV ()C(t) + V(t)C'(t)
= A(t)u(t) + V(t)C'(t) .

Damit ist

V()C'(t) = F(t)
eine notwendige Bedingung dafiir, dass u eine Lésung von (5.13) ist. Aquivalent gilt, da die
Wronski-Determinante nirgendwo verschwindet und somit V' (¢) nicht singular ist,

dcC _
EﬂﬂzV@le'

Integrieren wir zwischen ¢y und ¢ so gilt
t
C(t) =ug +/ V(s) " F(s) ds.
to

Durch Einsetzen in (5.14) ergibt sich die Aussage. O

Man kann sich leicht vergewissern, dass dieser Beweis genau dem Beweis vom Satz
entspricht.
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BEISPIEL 5.18. Wir wenden den Satz an der inhomogenen Differenzialgleichung zweiter
Ordnung

d*u du
(519) E (0 + () (1) + altu(t) = r(t)
an. Es seien y!, y? linear unabhéngige Lésungen von
d*u

(1) + p(t) 2

0+ altyu(®) 0.

dt?

Dann bilden sie eine Fundamentalmatrix
1 2
y (1) y(t) )
V(t) = :
0= () 10

Da y', y? linear unabhéngig sind, ist ihre Wronski-Determinante W (¢) laut Lemma|5.16|nirgends
Null und somit ist V' (¢) nicht singuldr: Man kann V' (¢) also invertieren und die Inverse ist bekan-

ntlich durch . )
- 1 (1)  —y (t)>
vV 1 t) = ( Yy
D=wm e o
gegeben. Schreibt man (5.19) in ein System (5.4) um, so muss man die vektorwertige Funktion

Ft) = <r?t>>

- _
VFe) = (e

und eine spezielle Losung von ist gegeben durch

einfiihren. Deshalb gilt

N2
3
o~
~ W
~
N—

)r(

I3t V(t) t V1(s)F(s) € R™

to
Fiir die Gleichung (5.19) ist nur die erste Koordinate dieser vektorwertigen Funktion relevant.
Eine direkte Rechnung zeigt, dass diese

b=y (s)r(s) Lyt (s)r(s)
(5.20) t y(t) 3 st + 32(t) /to st
lautet.

BEISPIEL 5.19. Wir wenden die Formel, die wir im Beispiel gefunden haben, im Fall der
Gleichung

y' +dy =

cos(2t)
an.
Zwei Losungen der assoziierten homogenen Gleichung sind offensichtlich

y': t s cos(2t) und y? it sin(2t) .

Thre Wronski-Determinante ist identisch 2, und somit bilden {y!,4?} ein Fundamentalsystem.
Die allgemeine Losung der obigen Differenzialgleichung ist dann durch

y(t) = g(t) +y' () + y*(1)
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gegeben, wobei laut (5.20)

(1) = — cos(20) /

to 2cos(2s)
_cos(2t) log | cos(2t)]

gilt.

b sin(2s)

ds + sin(2t) /

———ds
, 2cos(2s)

4

sin(2t)t
n in(2t)

2

t,

' cos(2s)
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(30 Punkte entsprechen 100%)

1. (Matrixexponential) Sei A, B € C"". Dann ist das Exponential der Matrix A definiert durch
die Potenzreihe

ﬂ .
k=0

exp(A) == e~ =

Zeige:

(a) Ist B invertierbar, so gilt eBA8™" = Be”B~ 1.
(b) Ist AB = BA, so gilt A8 = eAeB.

(c) Ist A idempotent, so gilt e = | + A(ef — 1) mit t € C und / bezeichnet die Einheits-
matrix.

(6 Punkte)

ain(t) ... awn(t)
2. (Ableitung einer Matrix) Sei A(t) = 5 5 e R™" mit
ant(t) ... ann(t)

Funktionen ajj : I CR =R (/,j=1,..., n).

Die Ableitung %A(t) = A'(t) der Matrix A ist komponentenweise definiert.

Zeige:

(a) Das Produkt zweier differenzierbarer Matrizen A(t), B(t) ist differenzierbar und es gilt

d

o7 (ADB(1)) = A(1)B(t) + A(t)B'(1) .
(b) Ist A(t) invertierbar, so ist auch die Inverse A~1(t) differenzierbar und es gilt

d

SATHD) = AT OAMA ).

(4 Punkte)



3. Bestimme die Losung der folgenden Cauchy-Probleme:

(@) YO +y(Dtan(t) =0, y(O)=7: te(-3.7
(b) y'(t) + y(t)tan(t) = cos(t), y(0)= g; te _g, g)
(c) y'(t)+ 12{(2)2 =1-t, y(0)= %; te(-1,1)

(8 Punkte)

(Kondensator) Ein Kondensator mit Kapazitat C > 0 und ein Widerstand R > 0 werden
hintereinander geschaltet und eine zeitabhidngige Spannung U(t) angelegt. Fiir den flieBenden
Strom /(t) gilt dann die Differentialgleichung

1
RI'(t) + E/(t) =U'(t) .
Bestimme die Losung dieser DGL mit Anfangswert /(0) = /o > 0

(a) fiir den Gleichspannungsfall U(t) = Uy, Uy > 0.
(b) fiir die angelegte Wechselspannung U(t) = Up sin(wt),

Uo >0, w > 0.
Wie verhalt sich jeweils die Losung fiir t — c0?

(8 Punkte)
. Lose folgende Cauchy-Probleme:
(@) ¥'(t) = & Wsin(t),

y(0)=0
(b) y'(t) = e'y(t),

y(0)=1

(6 Punkte)
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1. (Matrixexponential) Seien A, B € C"*". Dann ist das Exponential der Matrix A definiert
durch die Potenzreihe
> L
o) = eh 3 L
k=0

X

Zeige:

(a) Ist B invertierbar, so gilt eBABT — BeABTL.
(b) Ist AB = BA, so gilt eA8 = ¢ef.
(c) Ist A idempotent, so gilt e =/ + A(ef — 1) mit t € R und / bezeichnet die Einheits-

matrix.
(8 Punkte)
Losung:
(a) Es gilt
(BAB Yk = (BAB Y)Y (BAB™Y)...(BAB™!) = BAKB~!
und damit
BAB—l_Ool —1k_001 k-1 Ap-1
e _ZH(BAB ) _ZK—BAB = BeB7!.
k=0 k=0
(b) Die Cauchyproduktformel
o0 o0 oo n
(o) (L) - XX s
n=0 n=0 n=0 k=0
flir absolut konvergente Reihen Zan und Zb zusammen mit der Voraussetzung
n=0
AB = BA (es gilt also der blnomlsche Lehrsatz) angewand auf das Matrixexponential
ergibt:
AeB  —

n 1 1 oo 1 n nl
AT =N SN ARk
Kl (n—k)! nl < ki(n — k)

k=0 n=0 k=0

Lm (M gk = 1 n_ ,A+B
n!k_o<k)AB :ZH(AH%) —e

n=0

11 10



(c) Es gilt A2 = A (Def. von idempotent) und somit auch A* = A fiir k = 2,3, .. .. Damit
folgt

o0

= S

>

= (tA°+tA+ %(tA)2 + %(tA)3 +

t2 3
= /+tA—|-fA+fIA+...

2 t3
= /+A(t+—+3|

= I+ A(e'—1)

ain(t) ... awn(t)
. (Ableitung einer Matrix) Sei A(t) = ; : e R™" mit

an(t) ... apn(t)

Funktionen ajj : I CR—=R (i,j=1,..., n).

d
Die Ableitung EA(t) = A'(t) der Matrix A ist komponentenweise definiert.
Zeige:

(a) Das Produkt zweier differenzierbarer Matrizen A(t), B(t) ist differenzierbar und es gilt

% (A(1)B(1)) = A(1)B(t) + A(t) B'(1) .

(b) Ist A(t) invertierbar, so ist auch die Inverse A=*(t) differenzierbar und es gilt

— AN t) = AT (DA (H)ATL(L) .
(c) Fir C e R™" ist et (t € R) differenzierbar und es gilt

d
eCt CeCt

dt (8 Punkte)

Losung:

(a) Die Eintrage cix(t) (i,k=1,..., n) der Matrix C(t) := A(t)B(t) ergeben sich aus der
Definition des Matrixprodukts

C/k Z au

Mit der Produktregel folgt

%Cik(t) = Z:t (i (£) - bix(1))
j=1
= 37 (@ (0)b(t) + ag()b(1))
J=1
= Z(a t)bjk(t))+2(aij(t) J/k(t))
j=1 =t



1
(b) A7H(t) = det A(D)

A(t), wobei A(t) die Adjunkte von A(t) bezeichnet
Diese ist offensichtlich differenzierbar und somit auch A
LA DAWD) = (A (DA + (A
& (AT (A1) = —(ATH(DA(1)
& (AN (1) =—(AT)H(A (A1)
(©) et ist di .

ist differenzierbar nach (a). Seien c(k) die Eintrage der Matrix Ck Dann sind die

(t). Mit Aufgabenteil (a) gilt:
0 =

)(DA(1)

Eintrige in et durch die absolut konvergenten Potenzreihen Z k'

(k) tk
Diese sind gliedweise differenzierbar mit

gegeben.
k=0

RTEE

(k) k—1 (k+1)
t
o= 1)| Z Pl
Damit gilt also

d Ct k+1 1k ct
e Zklc th=Ce

3. Bestimme die Losung der folgenden Cauchy-Probleme
(a) y'(t) +y(t)tan(t) =0,

y(0) = = u
(b) y

(t) + y(t) tan(t) = cos(t),

5 te(=5.3)
@ v+ 21t 0=

(8 Punkte)
Losung:

(a) Die Differenzialgleichung ist linear homogen. Entsprechend den Notationen aus der Vor-
lesung stellen wir die DGL um

y'(t) = —tant y(t) .
Mit p(t) = —tant liefert Satz 2.6. die globale Losung

t
y(t) :Eexp (/ —tans d5> _T
2 0

5 &P (log(cos t)) = T cost
(b) Entsprechend der Schreibweise/Notationen aus der Vorlesung stellen wir die DGL um

y'(t) = —y(t)tan(t) + cos(t)

Es handelt sich um eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t)
cos t. Mit Satz 2.16 ist die einzige Losung gegeben durch

) = esnon

t
/e—fa p(Ndr g(s) ds+yo>
a
t 1
T s
= cost / coss ds + — :cost(t+—).
< o COSS 2 2

—tant und q(t) =




@ vt = -4

+ (1 —t) ist eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t) = ———

und g(t) =1 — t. Die allgemeine Losung ist wieder durch Satz 2.16 gegeben:
t
We) = elivoes ([ el g as -+ o)
a
t
= e (/ el (1o s) d5+§>
1-t P14+ 5 1
= d
1+t < —s)ds+ )
ool
To14t\2
11-t,,
= ———(t°+2t+1
21+ t( et )
11—t 1
= ——(1+t)P==(1-1¢°
ST 0= 501
t
Dabei wurde folgende Nebenrechnung zu / 1 5 ds verwendet:
o 1—
Partialbruchzerlegung von -2 liefert:
2 _ 1 .1
1-s2 1+4s 1-s
bzw.
145

_/t1+1
o Jo 14s  1-

t
2
—d
/0 129

Sds =log(l+s) —

log(1l—s) = Iog

4. (Kondensator) Ein Kondensator mit Kapazitdit C > 0 und ein Widerstand R > 0 werden
hintereinander geschaltet und eine zeitabhangige Spannung U(t) angelegt. Fiir den flieBenden

Strom /(t) gilt dann die Differentialgleichung

Rl’(t)—i—%/(t) =

U'(t) .

Bestimme die Losung dieser DGL mit Anfangswert /(0) = /o > 0

(a) fiir den Gleichspannungsfall U(t) = Uy,
(b) fiir die angelegte Wechselspannung U(t) =

Wie verhalt sich jeweils die Losung fiir t — c0?

Losung:

Ug > 0.
Up sin(wt),

Uo>0,w>0.

(8 Punkte)

(a) Im Gleichspannungsfall mit U'(t) = 0 lautet die Gleichung

I'(t) =
Satz 2.6 liefert die globale Losung
I(t) =

efo RC

I(t) — O fir t — oo.

1
—e (D).

1
= /oeiRiCt .



(b) Im Wechspannungsfall gilt U'(t) = Upw cos(wt) und die Gleichung lautet

Upw cos(wt)

I(t) = — (1) + 22

1 _ Upw cos(wt)
“re ="

t
I(t) = elpo)ds (/ e~ [7P9" g(s) ds + /0)

a

t
— elo—reds </ e Jo —redr Yow cos(ws) C;S(ws) ds + /0>
0

t
JE (/ s Uow cos(ws) ds + /o>
0

Mit Satz 2.16 und p(t) = folgt

R
t
= e wet (%w/ ercS cos(ws) ds + /0)
R Jo
o (Uw [ 1y RC (RC)°w . B RC
- e ( R [GRC (1 T (RCw)E WDt T Rew? "W ) ~ T (Rea)E Tl
. UowC _ 1y UouJC .
= </0 Il—i—(RCw)2> e Re —i—m(cos(wt)—i—RCwsm(wt))
I(t) ist divergent fir t — co.
. Lose folgende Cauchy-Probleme:
(@) y'(t) =eWsin(t), y(0)=0
(b) y'(t) =ey(t), y(0)=1
(6 Punkte)

Losung:

(a) Hierbei handelt es sich um eine nicht lineare DGL. Wir sortieren in der Gleichung die
y—Terme auf eine Seite und die t—Terme auf die andere Seite.

d
y'(t) = d—); =é¥sint

e Ydy =sintdt

/e_ydy:/sintdt

—e ¥ =—cost+c (ceR)
—y =log(cost — c)

Pl e

= y = —log(cost — ¢)
Wir bestimmen noch die Konstante ¢ mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.
0=y(0)=-log(l—c) = c=0

Also ist y(t) = —log(cos t) die einzige Losung des AWPs.



(b) Wir gehen analog wie in Teil (a) vor.

d
y'(t) = d% =ely

1
& Zdy =eldt
y
1 t
= —dy= [ e'dt
y
= logly|=e‘+c (c€R)
= |yl=e""c
= y=deftc

Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = 1 in die positive Losung liefert:

1+c

l=e¢ = c=-1

Einsetzen in die negative Losung fithrt zum Widerspruch —1 = e'*¢.
. t . . . ..
Also ist y(t) = e® ~1 die einzige Losung des AWPs.
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6.

(a) Lose die folgende Bernoulli-Differenzialgleichung:

Y'(t) = y*(t) cos(t) + y(t) tan(t),  y(0) =

N -

(b) Lose die folgende Riccati-Differenzialgleichung:

ey _ y(t) | y2(1)
y(f)—Qt—Tﬁ-?,

(Hinweis: Die spezielle Losung lasst sich leicht erraten.)

t>0

(c) Lose folgendes Anfangswertproblem hoherer Ordnung:
L+ )y (t) =1-2ty'(t),  y(0)=0, y'(0)=0

(Hinweis: Fiihre eine geeignete Substitution durch.)
(4+4+4 Punkte)

7. Seien f, g lokal Lipschitz-stetige Funktionen. Zeige:

(a) Das Produkt f - g ist lokal Lipschitz-stetig.
(b) Die Verkettung f o g ist lokal Lipschitz-stetig.

Bestimme auch jeweils eine zugehorige Lipschitz-Konstante.
(6 Punkte)

8. Untersuche, ob die folgenden Funktionen f : R> — R auf dem gegebenen Rechteck in der

9.

zweiten Variablen global Lipschitz-stetig sind.

(a) f(t,x)=+v/x auf [0,1)x(xg—5,x+5) 0<s<xp
(b) f(t,x)=+/x auf [0,1)x[0,s), s>0
(6 Punkte)

Zeige, dass das Anfangswertproblem
V(1) = y(t)e O cos(t5+4), y(1)=1

auf dem Intervall [—2, 4] genau eine Ldsung besitzt. (6 Punkte)
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6. (a) Lose die folgende Bernoulli-Differenzialgleichung:
Y'(t) = y*(t) cos(t) + y(t)tan(t),  y(0) = >
(b) Lose die folgende Riccati-Differenzialgleichung:

y'(t):2t—y(t)+y2t(3t), t>0

(Hinweis: Die spezielle Losung lasst sich leicht erraten.)

(c) Lose folgendes Anfangswertproblem hoherer Ordnung:
L+ (1) =1-2ty'(t), y(0)=0 y'(0)=0

(Hinweis: Fiihre eine geeignete Substitution durch.)
(4+4+4 Punkte)

Losung:

(a) Mit den Notationen aus der Vorlesung (Satz 3.3) gilt p(t) = tant, g(t) = cost und
m = 4. Die Losung ist von der Form

ef; p(s)ds
y(t) = 1

(= J§ elm 0P (m — 1)q(s) ds +C) "

Es qilt:

int
/tan tdt:/ >IN dt = —log(cos t)

cost

. . ) . ™7
Der Anfangswert y(0) = 1 liefert uns als maximales Losungsintervall (—5, 5).

/ e3(loglcost)3 o5 t it = /e'og(cos D73 costdt = /3(Cos t)"2dt =3tant

Alles in die Losungsformel eingesetzt liefert:

e~ log(cos t) 1

y(t) = =
(—3tant+C)% (=3 cos? tsint + C cos3 t)%




Wir bestimmen mit dem Anfangwert noch die Konstante C € R
1 1
= (C=8

*ZY(O):W

o
Somit lautet fiir t € (— =, 5) die eindeutige Losung
1

y(t) =
(=3 cos? tsint + 8cos3 t)%
(b) Mit den Notationen aus der Vorlesung (Satz 3.10) gilt fp(t) = 2t, fi(t) = —= und
und die Losung ist gegeben durch

el fi(s)+2h(s)7(s) ds

1

H(t) = +3
C ff ey fi(r)+26(N7(r) drey(s) ds
v(t) = t2

y(t) =y(t) +
wobei ¥ eine spezielle (noch zu erratende) Losung ist. Man sieht leicht, dass y(t)

die DGL erfiillt. Mit den Nebenrechnungen
1 .1,
/f?+2§t dt=logt,
1

/ Iogt dt——*
t

setzen wir die allgemeine Losung fir t > 0 und C € R zusammen
logt 2
2yt
Ct+1

t) =t +
y(t) c+1

(c) Hierbei handelt es sich zunachst um eine DGL 2. Ordnung. Dafiir kennen wir (noch) kein
Vorgehen zum Auffinden einer Lésung. Die Substitution z(t) = y'(t) fiihrt die gegeben

DGL in eine lineare DGL 1. Ordnung iiber
(1+t2)Z'(t) = 1 — 2tz(t)

oder of i
!/
t) = —
20 =10+
2t
Mit den Notationen p(t) = i und q(t) = —— liefert Satz 2.17 die eindeutige

t S
/ e~ Ja p(ndr q(s) ds + zo

Losung
z(t) = els P(s)ds (
a

Dabei ist zg = z(0) = y’(0) = 0. Damit folgt:
t
W=1re
Weiter gilt:
t 1 o
y(t)—/z(t)dt—/mdt—Elog(l—i-t )+ C
Mit 0 = y(0) folgt C = 0. Damit ist die eindeutige Lésung des urspriinglichen AWPs

gegeben durch
1
y(t) = Iog(l +t2) .



7. Seien f, g lokal Lipschitz-stetige Funktionen. Zeige:

(a) Das Produkt f - g ist lokal Lipschitz-stetig.
(b) Die Verkettung f o g ist lokal Lipschitz-stetig.

Bestimme auch jeweils eine zugehorige Lipschitz-Konstante.
(6 Punkte)

L6sung: Wir betrachten die Funktionen f, g nur in normierten Raumen.

(a) Sei f auf der offenen Umgebung U; Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0 und g auf der
offenen Umgebung Us Lipschitz-stetig mit Konstante N > 0. Sei weiter U := Uy N Uy #
(. Dann sind f und g auf U Lipschitz-stetig. Weiter gibt es eine kompakte Teilmenge
U c U: Auf dieser sind f und g weiter Lipschitz-stetig und auf U existiert das Maximum
Mgvon f bzw. Mg von g . Fiir x;, x2 € U gilt dann:

[(f-9) () = (F-a)x)ll = [[f(x)g(x) — f(x1)g(x) + f(x1)g(x) — f(x1)g(x)ll
lg()(f(x2) — f(x1)) + F(x1)(g(x2) — g(x1))l

IgC)lII(F(x2) — FOaD I + ([ F x)II(g(x2) — g(x))l
(MgL + MgN)||x2 — x|

IA |

A\

Die erste Ungleichung stammt von der Dreiecksungleichung, die zweite nutzt die Be-
schranktheit und Lipschitz-stetigkeit von f, g aus. MgL 4+ M¢N ist eine Lipschitzkon-
stante von f - g.

(b) Seien f : C — B und g : A — C Lipschitz-stetig mit KonstantenL, N > 0. Betrachte
fog:A— B mit x;,x € A

1(F o 9)(x2) = (Fog)(x)ll = IF(9(x2)) = F(gx)ll < Llg(x2) — g(xa)ll < LN[[x2 — x|

Die erste Ungleichung nutzt die Lipschitz-stetigkeit von f auf C = g(A) und die zweite
die Liptschitz-stetigkeit von g auf A. LN ist eine Lipschitzkonstante von f o g.

8. Untersuche, ob die folgenden Funktionen f : R? — R auf dem gegebenen Rechteck in der
zweiten Variablen global Lipschitz-stetig sind.
(a) f(t,x)=+v/x auf [0,1)x (xo—S,x0+5), 0<s<xg
(b) f(t,x)=+/x auf [0,1)x[0,s), s>0
(6 Punkte)

Losung: Wir nutzen Lemma 3.18 aus der Vorlesung: f ist genau dann global Lipschitz-stetig,

wenn f, = 3f beschrankt ist.
Ox

1
a) |fh(t, x)| < sup (t, x)] = ———
(@) [f(t, x)| XE(XMYXOMI (T, x)] 3o

Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen.

= C < oo . Also ist f global

(b) fi(t,x) — oo fiir x — 0. Also ist die Ableitung nicht beschrankt und somit f nicht
global Lipschitz-stetig.



9. Zeige, dass das Anfangswertproblem
V(1) = y(t)e O cos(t® +4), y(1)=1

auf dem Intervall [—2, 4] genau eine Losung besitzt.
(6 Punkte)

Losung:

Betrachte f(t,y) = yel’~10 cos(t® +4). f ist auf [~2, 4] x R stetig als Komposition stetiger
Funktionen. Weiter ist f in der zweiten Variablen Lipschitz-stetig, denn es gilt fir y1, y» € R:

[F(t,y2) = F(t )| = e 8| cos(t® + 4)l[y2 —ya| <11 |yo — i
Damit gibt es mit dem Satz von Picard-Lindel6f (3.27) eine eindeutig bestimmte Losung
y:l—-al+a]—R

des gegebenen AWPs.
(Welchen Wert o genau hat, lasst sich mit dem Satz nicht beantworten! Eine globale Version
garantiert jedoch die eindeutige Losung auf dem gegebenen Intervall [-2, 4].)
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10. (Fixpunktsatz von Weissinger) Seien X ein vollstandiger, metrischer Raum, § # M C X

abgeschlossen, ) a, eine konvergente Reihe mit a, > 0 und T : M — M eine Abbildung
n=1
mit
d(T"x, T"y) < apd(x,y) VYx,y €M VneN.
(a) Zeige: T hat genau einen Fixpunkt &. Der Fixpunkt ist der Grenzwert der Iterationsfolge
(T"x0)neny mit beliebigem Startwert xo € M.
(Hinweis: Zeige zunachst, dass die Folge x, :== T"xg eine Cauchyfolge ist.)

(b) Beweise die Fehlerabschatzung

d(&. %) < ad(x1, %) -

k=n
(Hinweis: Verwende eine Abschatzung aus (a) und betrachte einen geeigneten Limes.)
(c) Zeige mit Teil (a) den Satz von Banach. (Satz 3.24 aus der Vorlesung)
(12 Punkte)

11. (Wachstumsgleichungen) Betrachte die Differenzialgleichung
V(1) = ay(t) = By()"

mit & > 0, B8 > 0 und v € R. Diese beschreibt z.B. fiir 8 = 0 das exponentielle Wachstum
(Bsp. 1.4 aus der Vorlesung) und fiir 8 > 0,y = —1 das logistische Wachstum (Bsp. 1.5 aus
der Vorlesung).

(a) Lose die Differenzialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1 und gib das zugehérige Lo-
sungsintervall an.
(b) Skizziere jeweils den Graphen der Losung fiir y = —1.

(Hinweis: Fallunterscheidung in Abhangigkeit der Parameter!)
(10 Punkte)



12. (lterationsverfahren zum Lésen von Differenzialgleichungen) Das Cauchyproblem y/(t) =
f(t,y(t)), y(to) = yo besitze auf dem Intervall / die eindeutige Losung y(t). Diese ist durch
den Grenzwert der iterierten Folge

t
Yo(t) i =yo+ [ f(s.yn-1(s))ds neN, tel

to
gegeben. (Das zeigt der Satz von Picard-Lindelof.)

(a) Bestimme die Losung des Cauchyproblems y'(t) = y(t), y(0) = 1 als Grenzwert der
Folge ((vn(t)))neny mit Startwert yo(t) = 1.
(b) Zeichne die Iterationen y; (t), ..., ya(t) und die exakte Losung y(t) in ein gemeinsames

Schaubild fiir t € [-2,1].
(Hinweis: Die Graphen diirfen mit maple/matlab etc. gezeichnet werden.)

(6 Punkte)

13. (Regularitat von Lésungen) Sei y - (a, b) — R eine Losung der Differenzialgleichung y'(t) =
f(t,y(t)), wobei f : (a,b) x R — R beliebig oft differenzierbar ist.

Zeige: Die Losung y ist auch beliebig oft differenzierbar.
(4 Punkte)
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14.

15.

(Satz von Peano) Wir geben einen alternativen Beweis des Satzes von Peano mit Hilfe des
Schauderschen Fixpunktsatzes. Letzterer darf als bekannt/bewiesen vorausgesetzt werden
und lautet:

Sei (X, || - 1|) ein normierter Raum, §) # K C X abgeschlossen und konvex. Sei weiter die
Abbildung A - K — K stetig und A(K) relativ kompakt. Dann besitzt A einen Fixpunkt.

Zeige damit den Satz von Peano :
Essei f : R — R stetig mit R :={(t,y) : |t —to] < a,ly —vo| < b} und a, b > 0.
Weiter seien M := (tm?é? |f(t,y)| und a := min{a, b/M}.
Wy
Dann gibt es auf J := [ty — a, ty + o] (mindestens) eine Lésung des Anfangswertproblems
(AWP)
y'(t) =f(t, (1), y(to) =yo.

Hinweise zu einer méglichen Vorgehensweise: Mit der Maximumsnorm |ly|| := |lyllc(y) = max ly(t)]
wird C(J) zu einem Banachraum. Betrachte die Menge K := {y € C(J) : ly — wllc() < b}.
(a) Formuliere das (AWP) als dquivalentes Fixpunktproblem mit einer Abbildung A : K — K.
(Betrachte Picard-Operator aus Satz 3.28)
(b) Zeige, dass es sich bei A um eine stetige Selbstabbildung handelt.
(c) Zeige: K ist nicht-leer, abgeschlossen und konvex.

(d) Zeige: A(K) ist relativ kompakt. (Folgende Version des Satzes von Arzela-Ascoli kann als bekannt
vorausgesetzt werden: A(K) ist genau dann relativ kompakt in C(J) mit der Supremumsnorm,
wenn A(K) gleichgradig stetig und punktweise beschrankt ist.)

(3+4+3+4 Punkte)

Zeige mit Aufgabe 14, dass das (AWP)
Y'(t) = (t+siny(t)? y(0) =3

auf dem Intervall [—c, ¢] mit ¢ > 1 eine Lésung besitzt.
(5 Punkte)



16.

17.

Essei f : [c, d] x R — R stetig und beschrankt. Dann hat das (AWP)
Y'() =f(ty(1). y(to) =yo

auf ganz [c, d] eine Losung mit beliebig gegebenen ty € [c, d] und yp € R.

(Hinweis: Modifiziere den Beweis aus Aufgabe 14.)
(5 Punkte)

Es sei f : R — R stetig, F eine Stammfunktion von f und y : | — R Losung von y'(t) =
f(y(t)) auf dem offenen Intervall /. Weiter gelte F(y(t1)) = F(y(t2)) fiir verschiedene
ty,t € 1.

Zeige: y ist konstant auf dem Intervall [t1, t2].

(Hinweis: Untersuche das Monotonieverhalten von F o y.)
(5 Punkte)
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(25 Punkte entsprechen 100%)
18. Gegeben seien die folgenden Funktionen auf R:
u(t) =1, w(t) =12, us(t) = (1+1)?,
v(t)=1t2 wt)=t2+1, w(t)=1,
wi(t) = t2, wo(t) = t2 sgn(t)

(a) Bestimme jeweils die Wronski-Determinate von uy, us, us bzw. vi, vo, v3 bzw. wy, ws.

(b) Was lasst sich nur mit Teil (a) tiber die lineare Unabhangigkeit von {uy, tn, uz}, {v1, vo, v3}
bzw. {wy, wo} aussagen?

(c) Gib an, welche der Mengen {u1, ua, iz}, {vi, va, v3} bzw. {wy, wa} linear abhangig bzw.
unabhangig sind.

(5+3+2 Punkte)

19. Seien ag, a1,...,ap—1 : | — R stetig auf dem Intervall | C R und n > 2. Weiter seien
Uy, Us, ...Up I — R Losungen der homogenen Gleichung

Y () + an—1(O)y V() + L+ an(8)y/(8) + ao(t)y () =0 .

Die Wronski-Determinante fiir t € [ lautet:

ur(t) w(t) ... up(t)
det V(1) i= u’l'(t) ué'(t) u;.(t)
Rl O T I

Zeige:
(a) Die Ableitung der Determinante einer Matrix A(t) = (ajj(t)); =1, .n lautet

a(t) ai(t) ai(t)

d ax(t) a(t) ax(t)
E(detA(t)) =det | as(t) | +det | as(t) | + ...+ det :

: : an-1(t)

an(t) an(t) ap(t)



20.

Dabei ist a; = (aj1aj2 . . . ajn) die i-te Zeile der Matrix A.
(Hinweis: Nutze die Leibniz-Formel als Definition der Determinante.)

(b) Die Wronski-Determinante erfiillt die Differenzialgleichung

%(det V(t)) + ap—1(t)detV(t) =0.

(4+8 Punkte)

(inhomogene DGL héherer Ordnung) Seien ag, a1, . . ., an—1,f : I — R stetig auf dem
Intervall | C R und n > 2. Die Funktionen uy, us, ... un : I — R seien ein Fundamentalsystem
der Losungen der homogenen Gleichung

YIU(E) + an-1(O)y "D (8) + .+ an(8)y'(8) + ao()y(t) = 0.

Weiter geniigen die differenzierbaren Funktionen ¢1,...¢, [ — R dem System

ui(t) Uy ... Uy cr(t) 0
uy(t) uooo ()| _
: : 0
@) u T w) \a) ()

Zeige, dass durch
x(t) = c(t)u(t)
i=1

eine Losung der inhomogenen Gleichung
YO () + a0 )y () + .+ an(D)y (1) + ao()y (1) = (1) .

gegeben ist.

(Hinweis: Schreibe zunichst die Matrixgleichung in Komponenten aus.)
(8 Punkte)

Noch einige Hinweise zur Vorleistung:

e Insgesamt werden 70 Punkte (Blatt 1-5) zum Bestehen der Vorleistung bendtigt!

e Meldet euch rechtzeitig (unabhangig davon, ob ihr die benétigten Punkte schon habt)
zur Vorleistung an!
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21. Sei A = (aj;) € My(R). Die Matrix Sj; entsteht durch Streichen der i—ten Zeile und j—ten
Spalte der Matrix A. Wir setzen die Zahl

A,'J' = (—1)i+j det 5,‘1'

und die Matrix

adj(A) = ((Ajj)ij=1...n) -
Zeige:
(a) (detA)-E=A-adj(A)" (E = E, ist die Einheitsmatrix)
(b) Fiir A€ CL(I; M,(R)) gilt die sogenannte Jacobi-Formel:

(det A)'(t) = > a;(t) - Ay(t) = Spur(A'(¢) - adj(A)T ()

ij=1

22. Seien | C R ein Intervall, A € Cl(/; M,(R)) und ul ., u” Lésungen von
u'(t) =A(tu(t) tel.

(a) Zeige mit Hilfe der Jacobi-Formel und Aufgabe 21(a), dass die Wronski-Determinante
W(t) von u?,. .., u” die gewochnliche Differenzialgleichung

y'(t) = y(t)SpurA(t)

erfullt.

(b) Sind u!, ..., u” linear unabhangige Losungen, so gilt fiir beliebiges to € I:
t
W(t) = W(ty) exp </ Spur(A(s)) d5>
to

23. (a) Bestimme die allgemeine Losung von y"(t) + y'(t) — 2y(t) = .
(Hinweis: Errate zunachst Losungen der assoziierten homogenen Gleichung.)

(b) Lése das Cauchy-Problem y”(t) + y'(t) — 2y(t) = €', y'(0) = y(0) = 0.
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