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Stochastik III

(Abgabe: Do., 18.11.2010, 14:15 Uhr, vor den Übungen)

1. Gegeben sei eine Zufallsstichprobe X1, . . . , Xn zum Merkmal X ∼ N (0, σ2). Um die Hypo-
these H0 : σ = 1 gegen H1 : σ 6= 1 zu testen wird ein Likelihoodquotiententest der Form
ϕ(x) = 1{λ(~x)≤ε} für ein ε > 0 verwendet.

(a) Man berechne den Likelihoodquotienten λ(~x).

(b) Zeige, dass der Ablehnungsbereich Wn von ϕ in der Form

Wn = {||~x|| ≤ t1 oder ||~x|| ≥ t2} ,

wobei hier ||~x||2 =
∑n

i=1 x
2
i ist.

(c) Bestimme die Schranken t1 und t2 so, dass die erwartete Größe beider Teilbereiche von
Wn gleich 0.05 ist, d.h. so, dass der Fehler erster Art gerade 0.1 ist. Bei dieser Teilaufgabe
soll n = 10 verwendet werden.

(d) Gegeben seien die Größen aus der vorherigen Teilaufgabe. Welche Macht hat der Test
bei σ = 2?

(1 + 2 + 3 + 2 Punkte)

2. Gegeben sei der Zufallsvektor X ∼ N (µ,Σ) mit µ ∈ Rn und Σ ∈ Rn×n, die Matrix A ∈ Rm×n
und ein Vektor c ∈ Rm. Zeige, dass der Vektor Y = AX+ c multivariat normalverteilt ist mit
Mittelwertsvektor Aµ+ c und Kovarianzmatrix AΣAT .
Hinweis: E

(
exp(itTX)

)
= exp(iµT t− 1

2 t
TΣt)

(5 Punkte)

3. (a) Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische und idempotente Matrix. Zeige, dass für die Dia-
gonalelemente stets gilt: aii ∈ [0, 1]. Zeige außerdem, dass im Fall aii ∈ {0, 1} folgt
aij = aji = 0 für alle i 6= j.

(b) Sei A ∈ Rm×n und B ∈ Rn×m. Zeige, dass dann stets gilt: spur(A) = spur(B).

(3 + 2 Punkte)

4. (a) Man führe Aufgabe 3b) von Blatt 2 nun für die beidseitige Hypothese H0 : µ = 3.5
gegen H1 : µ 6= 3.5 durch.

(b) Man nehme an, dass die Wartezeiten zwischen den Eruptionsdauern, welche ebenfalls
im Datensatz geysir.dat zu finden sind, ebenfalls N (µ, σ2) verteilt sind und teste die
Hypothese, H0 : µ = 75 gegen H1 : µ 6= 75.

(2 + 2 Punkte)
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