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Stochastik III
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1. Gegeben sei der Zufallsvektor X ∈ Rn mit X ∼ N (µ,Σ) und die Matrizen A,B ∈ Rn×n,
C ∈ Rm×n und D ∈ Rk×n. Zeige die folgenden Aussagen:

(a) CΣDT = 0⇐⇒ CX und DX sind unabhängig.

(b) AΣDT = 0 =⇒ DX und XTAX sind unabhängig.

(c) AΣB = 0 =⇒ XTAX und XTBX sind unabhängig.

(2 + 2 + 2 Punkte)

2. Sei X ∼ N (µX1, σ
2
XIn) und Y ∼ N (µY 1, σ

2
Y Im) unabhängige Zufallsvektoren, wobei 1 der

Vektor aus Rn, bzw. Rm sei, der in jeder Komponente den Eintrag 1 hat. Es soll nun ein
Test auf Gleichheit der Mittelwerte durchgeführt werden. Die Varianzen seien unbekannt und
werden mit der Größe: S2

X = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄n)2 bzw. S2

Y geschätzt. Die Statistik

T =
X̄n − Ȳm√
S2
X
n +

S2
Y
m

kann durch eine t-Verteilung approximiert werden. Dazu benötigt man die Unabhängigkeit
von Zähler und Nenner. Weise diese nach.

(4 Punkte)

3. Gegeben sei das lineare Modell X = Aβ + ε, wobei gelte ε ∼ N (0, σ2In).

(a) Berechne die Maximum Likelihood Schätzer β̂ und σ̂2.

(b) Berechne außerdem E(β̂),Cov(β̂) und E(σ̂2).

(3 + 3 Punkte)

4. Gegeben sei die Matrix A =


2 0 −1 −4
−3 1 3 0
2 0 −1 −2
1 0 −1 3

 und der Vektor b =


0
2
4
1

.

(a) Berechne in R die Spur und die Eigenwerte von A.

(b) Löse das Gleichungssystem (ATA)−ATx = b in R.

(2 + 2 Punkte)
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