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1 Bedeutung des Parameterrisikos in der Schaden- und Unfallversicherung

Im Rahmen von Solvency II und den MaRisk (Mindestanforderungen an das Risikomana-
gement') wird die adiquate Abbildung der unternehmensindividuellen Risikosituation
aktuell verstirkt diskutiert. So sind die Versicherer aufgefordert, ihre Risiken zu benennen
und zu quantifizieren, ein Risikotragfiahigkeitskonzept zu erstellen und die Risikotragfi-
higkeit bei der strategischen Unternehmenssteuerung zu beriicksichtigen. Eine Vielzahl
von Versicherern entwickeln eigene Interne Modelle, um die Risikosituation im Unter-
nehmen adiquat bewerten zu konnen.”

Hierbei werden Erfahrungen fritherer Jahre fiir die Prognosen zukiinftiger (z.B. in Inter-
nen Modellen zu simulierende) Jahre iibertragen, wobei verschiedene Fehlerquellen ent-
stehen (Modellierungsfehler, der aus der Auswahl der Verfahren resultiert, Anderungsri—
siko, Vorhersagerisiko). Wir werden uns im Folgenden mit der Quantifizierung und Ab-
bildung des Vorhersagerisikos beschéftigen.

Das Vorhersagerisiko kann naturgemal in ein Parameter- und ein Prozessrisiko unterteilt
werden. Hierbei beschreibt das Prozessrisiko die modellinhidrente Unsicherheit, die durch
den eigentlichen Zufallsprozess entsteht. Das Schitzrisiko hingegen resultiert aus der Un-
sicherheit, die durch die Schitzung der Parameter fiir das Modell hervorgerufen wird.
Wihrend z.B. bei der Modellierung des Reserverisikos sowohl in der Standardformel
(Solvency II) als auch bei der stochastischen Modellierung in Internen Modellen (Macks
Modell, Bayessche Methoden, Bootstrapping-Methoden, etc.) in der Regel Prozess- und
Parameterrisiko Beriicksichtigung finden, bleibt das Parameterrisiko im Zeichnungsrisiko
hiufig unberiicksichtigt, so dass nur das Prozessrisiko modelliert wird.

In der Literatur sind einige Verfahren zur Modellierung der Parameterunsicherheit be-
kannt. Im Folgenden sollen zwei dieser Verfahren bei der Modellierung des Zeichnungsri-
sikos eingesetzt und anhand von Beispieldaten dargestellt werden. So soll die Bedeutung
der Parameterunsicherheit fiir die Risikosituation eines Unternehmens exemplarisch quan-
tifiziert werden. Dabei wird in Abschnitt 3 das Bootstrapping-Verfahren zur Modellierung
des Parameterrisikos verwendet, in Abschnitt 4 wird der in [Borowicz / Norman 2005]
dargestellte Bayessche Ansatz herangezogen.

2 Parameter- und Prozessunsicherheit

Zunichst soll die Entstehung des Vorhersagerisikos kurz erldutert werden. Bezeichne Y
eine ZufallsgroBe, die es auf Basis der Beobachtungen y zu prognostizieren gilt. Es wird
angenommen, dass die Verteilungsklasse bereits bekannt ist, d.h. die Verteilung von Y bis
auf einen unbekannten Parameter vollstindig spezifiziert ist. Wird diese Klasse mit
I'= {Fe 10 SKd} bezeichnet, so verbleibt zunichst das Element F, der Verteilungsfami-

lie (und somit das Element 6y des Parameterraums) zu bestimmen, das der Verteilung von
Y entspricht.

! Die MaRisk sollen bereits ab 2009 gelten.
? Dieser Aufsatz ist dem Arbeitspapier [Diers 2007¢] entnommen.
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Da der Parameter 6 nicht bekannt ist, muss er aus den Beobachtungen bestmoglich ge-
schitzt werden. Dies geschieht mittels sogenannter Punktschitzer, die als Funktionen der
Beobachtungen y die in der Stichprobe enthaltenen Informationen iiber den Parameter zu

einem konkreten Wert 8 verdichten. Wegen des endlichen Umfangs der Beobachtungen
vermogen diese den "wahren" Parameter 6 jedoch i.a. nicht zu reproduzieren und unter-
liegen ebenfalls zufallsbedingten Schwankungen. Dies fiihrt zu einem Parameterrisiko,

das durch die zugehorige Verteilung von © unter den beoabachteten Daten (Parameterver-
teilung) beschrieben wird. Aufgrund der wahrscheinlichkeitstheoretischen Giiteeigen-
schaften (asymptotisch bestes Schitzverfahren, weil erwartungstreu und kleinste Varianz)
greift man in der Regel auf die Maximum-Likelihood-Methodik zuriick.

Die Vorhersageverteilung von Y ergibt sich nun als Mischung aus Prozess- und Parame-
terverteilung, d.h. als ein gewichtetes Mittel der Elemente aus der Verteilungsfamilie I'.
Konkret berechnet sich die Dichte der Vorhersageverteilung von Y auf Basis der Beobach-
tungen Y zu:

p(Y|Y):jp(Y|®:a)~p(9|Y)d9 .

Dabei stellt die erste Komponente unter dem Integral die Wahrscheinlichkeitsdichte von
F, dar (entspriche der Prozessverteilung von Y, wenn 0 geschitzt wiirde). Diese wird

noch mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit fiir den Parameter 6 gewichtet, {iberhaupt
geschitzt zu werden. Die damit zum Ausdruck kommende Unsicherheit bei der Parame-
terschiatzung wird durch eine Strukturvariable ® beschrieben, wobei p(0Y) die Dichte der
entsprechenden Parameterverteilung von ® (gegeben die Beobachtungen) bezeichnet. Bei
Kenntnis des wahren Parameters 6, repréasentiert p(6lY) die Dichte einer Einpunktvertei-
lung, deren Masse in 0y konzentriert ist (keine Unsicherheit). Die Vorhersageverteilung
stimmt dann mit der bereits vollstandig bekannten Verteilung iiberein:

pY 1Y) = p(Y16,).

Sobald der Parametervektor jedoch zunéchst aus den Daten geschitzt werden muss, weil
er nicht vollstindig bekannt ist, gilt diese Gleichheit i.a. nicht. Die hdufig praktizierte

Vorgehensweise, zukiinftige Realisierungen von Y allein auf Basis der Dichte p(Y | 8) zu

prognostizieren (d.h. Fé als die ,,wahre* Verteilung von Y anzusehen), blendet demnach

die mit der Schitzung verbundene Unsicherheit tiber die Parameter aus und vermag ledig-
lich die prozessbedingte Schwankung abzubilden. Erfolgt die Berechnung statistischer
Kenngroflen (Bsp: Vorhersagefehler als Standardabweichung der Prognose) bzw. Simula-
tion von Realisierungen auf Basis der Vorhersageverteilung, so wird die Parameterunsi-
cherheit bereits implizit beriicksichtigt. Die verbleibende Aufgabe besteht in der Gewin-
nung/Schitzung der Parameterverteilung aus den Daten. Die entsprechenden Mdoglichkei-
ten werden in den folgenden Abschnitten vorgestellt.

3 Modellierung des Parameterrisikos mittels Bootstrap-Verfahren

Zur Modellierung der Parameterverteilung kann das sogenannte Bootstrap-Verfahren he-
rangezogen werden, dem die Idee zugrunde liegt, dass die Realisationen das beste Indiz
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fiir die Bestimmung der ”wahren” Vereilung sind. Es basiert auf dem aus der diskreten
Wahrscheinlichkeitstheorie im Zusammenhang mit Urnenmodellen bekannten “Ziehen
mit Zuriicklegen”. Es wird angenommen, dass die beobachteten Schadendaten z.B. Scha-
denanzahlen yy, ..., y, mit dergleichen Wahrscheinlichkeit auftreten.

Wir wollen die Berechnung des Parameterrisikos an einem Beispiel der GroBschadenmo-
dellierung im Rahmen des Zeichnungsrisikos erliutern.’ Abbildung 2 zeigt den Beispiel-
datensatz der Jahresschadenanzahlen (Ultimates) der Grof3schdden in der Sparte VGV-
Feuer, die fiir die letzten 10 Jahre vorliegen.4 Mittels Bootstrap wird durch ”Ziehen mit

Zuriicklegen” der Datensatz y>k = (yl* yeves y;;) erzeugt. Durch mehrmaliges Wiederholen

dieses Vorgangs kann eine Vielzahl von Datensitzen erzeugt werden (z.B. 10.000).

Zur Modellierung der Schadenanzahl soll die Poissonverteilung als Prozessverteilung
herangezogen werden.” Fiir jeden simulierten Datensatz y* ermitteln wir den Parameter
A* fir die Poissonverteilung, indem wir den Mittelwert des jeweiligen Datensatzes be-
rechnen.

Originaldaten Mittelwert
6 4 7 6 8 3 8 10 7 6 6,5
Simulations-|
nummer Gebootstrappte Daten Mittelwert
1 6 6 6 8 6 6 6 10 7 6,7
2 7 7 3 8 7 6 6 10 4 8 6,6
3 6 6 4 6 8 6 6 6 3 8 59
4 10 10 4 4 10 6 3 10 6 6 6,9
10.000 7 3 7 7 6 7 6 4 7 8 6,2
Bootstrap-Schatzfehler 0,6016

Abbildung 1: Bootstrap-Verfahren angewandt auf Gro3schadenanzahlen

Diese Vorgehensweise liefert die empirische Bootstrap-Verteilung des Poissonparameters
und damit einen Kandidaten/Schitzer fiir die Parameterverteilung. Abbildung 3 zeigt die
”simulierte” Verteilung der Parameter der Gro3schadenanzahlverteilung der Sparte VGV-
Feuer mit Mittelwert 6,5, die unter Anwendung des Bootstrap-Verfahrens (siehe auch
Abildung 2) entstanden ist. Die simulierten Werte A* schwanken in diesem Beispiel zwi-
schen 4,3 und 8,8.

? Zu dem folgenden Beispiel siche [McLennan / Murphy 2004].

* Als GroBschadengrenze wurde 250.000 € festgelegt

> Wir werden hier auf die Anwendung statistischer Testverfahren zur Auswahl eines geeigneten Modells fiir
die beobachteten Schadenanzahlen verzichten.
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Abbildung 2: Schitzfehler und Vorhersagefehler der Gro3schadenanzahlen
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Abbildung 3: Perzentilgraph der simulierten Parameter fiir die Gro3schadenanzahlen (Bootstrap-Verfahren,
10.000 Simulationen)

Zur Erzeugung konkreter Prognosen wird nun die fiir das Prozessrisiko relevante Prozess-
verteilung, also hier die einparametrige Poissonverteilung, herangezogen. Mittels Pois-
sonverteilung mit Parameter A* wird pro Szenario eine Schadenanzahl z* simuliert. Die
Standardabweichung der z* liefert dann beispielsweise einen Schitzer fiir den Vorhersa-
gefehler.

Abbildung 4 stellt den Perzentilgraph der GroBschadenanzahlen unter Beriicksichtigung
der Parameterunsicherheit PU (d.h. Poissonverteilung mit simulierten Parametern) im
Vergleich zur Vernachlidssigung der Parameterunsicherheit (d.h. Poissonverteilung mit
deterministischem Parameter 6,5) dar. Die Schwankung nimmt in unserem Beispiel durch
die zusitzliche Betrachtung der Parameterunsicherheit leicht zu. So steigt die Standard-
abweichung von 2,55 auf 2,62 an.

Die Anwendung des Bootstrap-Verfahrens ist sehr ,,laufzeitintensiv. Ein weiterer Nach-
teil des Bootstrap-Verfahrens besteht darin, dass die Parameter nur innerhalb — durch die
Realisationen — strikt vorgegebener "Grenzen” simuliert werden.
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Abbildung 4: Perzentilgraphen der simulierten GroBschadenanzahlen der Sparte VGV-Feuer inklusive und
exklusive Parameterunsicherheit (PU) (100.000 Simulationen)

4 Modellierung des Parameterrisikos mit Bayesschem Ansatz

Eine Alternative der Modellierung des Parameterrisikos besteht z.B. in der Anwendung
eines Bayesschen Ansatzes, der in [Borowicz / Norman 2005] dargestellt wird.

Unter der Voraussetzung eines gleichverteilten Priors (keine Vorinformation) fiir den Pa-
rametervektor 8 = (6,,...,6,,) gilt ausgehend von einem Datensatz y = (y;, ... , y,) von n

Beobachtungen fiir die Dichte der zugehorigen a-Posteriori-Verteilung des Parameters:

L(y;0)

0ly)=—-2"",
p@ly) jL(y;v)dv

wobei L(y;8) die Likelihood-Funktion der Stichprobe y unter der gewdéhlten Prozessver-

teilung darstellt.® Die A-posteriori-Verteilung wird dann als Parameterverteilung zur Be-
rechnung der Vorhersage herangezogen.

Wir betrachten wieder die Beispielsparte VGV-Feuer mit den beobachteten Schadenan-
zahlen y = (yy, ... , y») aus Abschnitt 3. Wie dort sei die Poissonverteilung die gewihlte
Prozessverteilung. Im diesem Fall’ kann die Dichte der zugehorigen a-Posteriori-
Verteilung analytisch in geschlossener Form dargestellt werden, ndmlich als Dichte der
Gammaverteilung

® Siehe [Borowicz / Norman 2005].
7 unter der Voraussetzung eines gleichverteilten Priors fiir den Parameter
8 Siehe hierzu [Borowicz / Norman 2005].
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Gﬂ_l exp(—g) I
p@ly) = f(8;8,7)= —— mit T(x)=|r"ledi
r(B)y? £

und den Parametern

n
1
B= Z y;+1 und y= —.
X n
i=1
Anzahl

. Bootstrap Bayes

Mittelwert 6,5 6,6

Standardabw. 0,6016 0,8122
10 4 Minimum 4,3 4,0

Maximum 8,8 10,1

50% Perzentil 6,5 6,6
9 60% Perzentil 6,6 6,8

70% Perzentil 6,8 7,0

80% Perzentil 7,0 7,3
3 90% Perzentil 7,3 7,7

99% Perzentil 7,9 8,6

99,9% Perzentil 8,4 9,4
7 99,99% Perzentil 8,8 10,1
&
° M Parameter (Bootstrap)

[J parameter (Bayes)
4
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o] 10 20 30 40 50 18] FO 80 a0 100
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Abbildung 5: Perzentilgraphen der simulierten Grofschadenanzahlen exklusive Parameterunsicherheit und
inklusive PU (Bootstrap und Bayesscher Ansatz)

Abbildung 5 zeigt einen Vergleich der Perzentilgraphen der nach den beiden Methoden
(Bootstrap und Bayes) simulierten Parameter. Der Bayessche Ansatz lidsst eine groBere
Schwankung der Parameter zu.

Im Poisson-Modell ist neben der A-Posteriori-Verteilung auch die Vorhersageverteilung
unter der Annahme eines gleichverteilten Priors in geschlossener Form darstellbar. Diese
ergibt sich zu einer Negativen Binomialverteilung mit Parametern

< 1
> yi+1 und .

4 n+ 1
i=1

In Abbildung 6 sind die Perzentilgraphen der simulierten GroBschadenanzahlen sowohl
ohne als auch mit Beriicksichtigung der Parameterunsicherheit dargestellt, wobei die bei-
den erwidhnten Methoden verglichen werden. Hierbei zeigt sich die grolere Volatilitit der
GroBschadenanzahlverteilung bei zusétzlicher Beriicksichtigung der Parameterunsicher-
heit.
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Anzahl
26 —
24

22

Perzentile in %

Vorhersage-| Vorhersage-
Prozess- risiko risiko

risiko (Bootstrap) ] (Bayes)
Mittelwert 6,5 6,5 6,6
Standardabw. 2,55 2,62 2,69
Minimum (0] (0] (0]
Maximum 21 24 24
50% Perzentil 6 6 6
60% Perzentil 7 7 7
70% Perzentil 8 8 8
80% Perzentil 9 9 9
90% Perzentil 10 10 10
99% Perzentil 13 13 14
99,9% Perzentil 16 16 16
99,99% Perzentil 18 18 19

I Exklusive PU

0 1nklusive PU
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Abbildung 6: Perzentilgraphen der simulierten Grof3schadenanzahlen exklusive Parameterunsicherheit und

inklusive PU (Bootstrap und Bayesscher Ansatz)
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Abbildung 7: Simulierte Haufigkeitsverteilungen der beiden Parameter

Nach der zusitzlichen Beriicksichtigung der Parameterunsicherheit bei der Gro3schaden-
anzahl soll diese auch bei der Grof3schadenhohe einbezogen werden. Uns liegen 65 GroS3-
schiden (Ultimates, geeignet indexiert) der letzten 10 Jahre vor (Anzahlen: Abbildung 2).
Fiir die beobachteten Grofschédden sei bereits unter Anwendung der iiblichen statistischen
Verfahren eine um die GroB3schadengrenze von 250.000 € verschobene Gammaverteilung
Gamma(,y) als Prozessverteilung modelliert worden, deren Parameter B = 1,18 und y =
263.998,6 mittels Maximum-Likelihood-Methode geschitzt wurden. Im Folgenden sollen
geeignete stochastische Parameter herangezogen werden, mit Hilfe derer die Parameterun-
sicherheit gemessen werden kann. Mittels der Log-Likelihood-Funktion der Gammaver-
teilung fiir die beobachteten 65 Grof3schiden und der in [Gilks / Richardson / Spiegelhal-
ter 1995] beschriebenen Sampling-Methoden kann wie in [Borowicz / Norman 2005] dar-
gestellt die Parameterverteilung (Abbildung 7) simuliert werden, wobei die negativen
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Abhéngigkeiten zwischen den Parametern 3 und 7y beriicksichtigt bleiben, wie Abbildung

8 zeigt.9
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Abbildung 8: Abhéngigkeitsstruktur zwischen den simulierten Parametern (beta und gamma) der Gamma-
verteilung und eingezeichnetem nach der Maximum-Likelihood-Methode geschitzten Parameter

Abbildung 9 zeigt die beobachteten Daten im Vergleich mit den Perzentilgraphen der
GroB3schadenhohen exklusive und inklusive Beriicksichtigung der Parameterunsicherheit,

wobei letztere im Tail sichtbar gréere Schadenhdhen aufweist.

Schadenhohe in €

5. 500 000 —
5,000 000
4. 500 000
4. 000 000 —
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3000 000 —
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Abbildung 9: Perzentilgraphen der simulierten Grofschadenhthen der Sparte VGV-Feuer inklusive PU
(Vorhersagerisiko), exklusive PU (Prozessrisiko) und historische Schiden (Originaldaten) (100.000 Simula-

tionen)

? Siehe [Borowicz / Norman 2005].
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Nach der getrennten Betrachtung von GroBschadenanzahl und Grof3schadenhohe wird die
Verteilung der GroB3schadenaufwendungen ermittelt (Abbildung 10), wobei wir annehmen
dass die Schadenhohen unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen seien und die
Schadenanzahl ebenfalls unabhingig dazu sei, so dass die Voraussetzungen des kollekti-
ven Modells erfiillt sind."’

Schadenaufwand in €
14.000.000 —
GroBschaden GroBschaden
Prozess- Vorhersage-
risiko risiko

12.000.000 4 [Mittelwert 3.645.035 3.778.619

Standardabw. 1.603.8649 1.763.989

Minimum o o

Maximum 12.982.195 13.845.9249
10.000.000 - 150% Perzentil 3.487.005 3.580.022

60% Perzentil 3.903.786 4.029.417

70% Perzentil 4.373.285 4.537.618

80%0 Perzentil 4.947.126 5.171.025
8.000.000 1 o096 Perzentil 5.782.405 6.122.200

99% Perzentil 8.014.880 8.784.208

99,9% Perzentil o9.871.612 10.936.468
5 000000 - 99,99%0 Perzentil 11.341.715 13.120.038
4.000.000 —

[0 Inklusive PU
2.000.000 B Exklusive PU
0 T T T T T T T T T 1
8] 10 20 30 A0 50 s8] 70 a0 a0 100
Perzentile in %

Abbildung 10: Perzentilgraph der GroBschadenaufwandsverteilung der Sparte VGV-Feuer inklusive Para-
meterrisiko (Vorhersagerisiko) und exklusive Parameterrisiko (nur Prozessrisiko) (100.000 Simulationen)

Abschlieend soll der Risikokapitalbedarf fiir das GroBschadenrisiko der Sparte VGV-
Feuer inklusive und exklusive Parameterunsicherheit quantifiziert werden. Dazu definie-
ren wir das Risikokapital in Bezug auf die Abweichung vom Erwartungswert. Als Risi-
komal} wihlen wir den Tail-Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau 99,8%.11 Wihrend fiir
das reine Prozessrisiko ein Risikokapitalbedarf von 6,65 Mio. € auszuweisen ist, belduft
sich das Risikokapital inklusive Beriicksichtigung der Parameterunsicherheit auf 7,44
Mio. €.

Das Ausmal} der Parameterunsicherheit hiingt stark vom Umfang der beobachteten Daten
ab. Bei wenigen Beobachtungen liegt in der Regel eine deutlich hohere Parameterunsi-
cherheit vor, als bei einer umfassenden historischen Datenbasis. Das folgende Beispiel
basiert auf einer Sparte, in der nur eine Historie von fiinf GroBschiden vorliegt (anstatt
der 65 GroB3schiden wie im Beispiel der Sparte VGV-Feuer). Auch in diesem Beispiel
wurde die Gammaverteilung zur Modellierung der Schadenhdhen herangezogen. Abbil-
dung 11 zeigt die Perzentilgraphen der Schadenhohe inklusive und exklusive Beriicksich-
tigung der Parameterunsicherheit im Vergleich mit den historischen Daten.

' Die GroBschadenanzahl (inklusive Parameterrisiko) wurde ebenfalls nach der in diesem Abschnitt vorge-
stellten Methode simuliert. Zur Modellierung der Grof3schadenaufwendungen siehe [Diers2007a].

"' Im Rahmen dieses Aufsatzes soll keine Diskussion iiber die Vor- und Nachteiles des RiskomaBes Tail-
Value-at-Risk gefiihrt werden.
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11

Schadenhohe in €
1.300.000 o
Prozess- Vorhersage-
Original- risiko risiko
1.200.000 daten
Mittelwert 279.966 279.867 287.370
1.100.000 - |standardabw. 13.172 17.731 35.675
Minimum 256.077 250.252 250.000
1.000.000 4 [Maximum 294.672 419.632 1.265.179
50% Perzentil 285.109 276.391 278.402
QgD Qo0 < 60% Perzentil 286.776 280.758 284.637
70% Perzentil 286.776 286.075 292.246
00000 | |BOYe Perzentil 294.672 292.909 303.452
) 90% Perzentil 294.672 303.716 324.601
99% Perzentil 294.672 335.480 427.332
700.000 4 199,99 Perzentil 294.672 366.216 573.837
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Abbildung 11: Perzentilgraphen der GroBschadenhthenverteilung einer Sparte mit einer sehr geringen
Schadenhistorie inklusive PU, exklusive PU und historische Schidden (Originaldaten) (100.000 Simulatio-
nen)

Der Perzentilgraph der Schadenhohe inklusive Parameterunsicherheit weist aufgrund der
geringen Anzahl an beobachteten Daten im Tail-Bereich deutlich hohere Werte auf als bei
Vernachldssigung der Parameterunsicherheit. Somit kann — gerade bei der Modellierung
von Sparten, in denen nur eine geringe Schadenhistorie vorliegt — die Vernachldssigung
des Parameterrisikos zu einer deutlichen Unterschitzung der Risikosituation fithren.

An dem Beispiel der Sparte VGV-Feuer zeigt sich, dass die Vernachldssigung des Para-
meterrisikos selbst bei einer Historie von 65 Schidden zu einer nennenswerten Unterschiit-
zung des Risikokapitalbedarfs fithren kann. Hierbei sollte beriicksichtigt werden, dass wir
die GroBschiden nur einer Sparte modelliert haben und diese Effekte (innerhalb des hier
betrachteten Zeichnungsrisikos'?) sowohl bei der Modellierung der Basis- als auch der
GroB3- und Kumulschiden aller modellierten Sparten bzw. Unternehmenssegmente auftre-
ten konnen.

Als Fazit ldsst sich festhalten, dass das Parameterrisiko eine entscheidende Auswirkung
auf die Risikosituation des Unternehmens haben kann und somit ein nicht zu unterschit-
zendes Risiko darstellt, dem geeignet Rechnung getragen werden sollte.

"2 Hier wurde exemplarisch das Zeichnungsrisiko betrachtet. Parameterunsicherheiten sind analog in den
anderen Risikokategorien zu beriicksichtigen.
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