—

Tag der Mathematik 2022

Gruppenwettbewerb
Einzelwettbewerb
Mathematische Hurden

Aufgaben mit Losungen

Zentrum fir Mathematik e Tachauer Stralle 4 e 36119 Neuhof e 06655-9176355
Internet: www.z-f-m.de e Email: tdm@z-f-m.de



Tag der Mathematik 2022 ﬂ

Hinweise fiir Korrektoren
Generell gilt:

Zielfuhrende Zwischenschritte geben Punkte, auch wenn das Ergebnis falsch ist oder
fehlt.

Die zu vergebenden Punkte sind neben den entsprechenden Stellen der Losung am
Rand angegeben. Zusétzliche oder genauere aufgabenspezifische
Bepunktungshinweise sind kursiv gedruckt.

Hinweis zu den Hiirdenaufgaben:

Bei den Hurden mussen die Zwischenschritte nicht erkennbar sein, nur das Ergebnis
zahilt.

Falls zielfUhrende Zwischenschritte ohne Endergebnis angegeben sind, kann man
sie mit 1 oder 2 Punkten bewerten.

In der Regel ist es allerdings kaum moglich Teilpunkte zu vergeben, da selten
Zwischenschritte angegeben werden.
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Aufgabe G1 mit Losung
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Aufgabe G1:

Gegeben ist die Funktion f:x = f(x) =

_xl-1
[x-1]

Stellen Sie f(x) betragsfrei dar, beschreiben Sie das Verhalten von f fur |x| - o
und zeichnen Sie das Schaubild von f im Koordinatensystem (1 LE = 1cm).

Losung:
iR el R
(@) Dy =R\{1}
®F x>1 f(x)=i:1=1
0<x<1: f(x)=?x;_11):—1
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Aufgabe G2 mit Losung

Aufgabe G2:

Die Parabel mit der Gleichung y = —x? + 9 habe den Scheitel P und schneide die
x-Achse in A und B.

Diese Parabel wird so verschoben, dass sich ihr Scheitel auf der Geraden

g:y = 2x + 9 nach Q bewegt. In dieser Lage hat die Parabel die Schnittpunkte mit
der x-Achse in B und C.

Berechnen Sie die Koordinaten von C.

Losung:

y=—-x*+9=—-(x+3)(x—3)

Also besitzt die Parabel den Scheitel P(0]9)
und schneidet die x-Achse in A(—3]0) und
B(3]0).

Da P sich entlang der Geraden g mity = 2x + 9
bewegt, wird P jeweils 1LE nach rechts und
2LE nach oben verschoben, d.h. bei t LE nach
rechts auch 2t LE nach oben.

Die Gleichung der Schar der verschobenen
Parabeln lautet demnach:
y =—(x—t)?+ 9+ 2t mitden Scheiteln Q(t; 2t + 9)

Da die gesuchte Parabel die x-Achse auch in B(3]0) schneiden soll, muss gelten:

—(x—t)?*+9+2t | = 0

mit x = 3 folgt: 9+ 2t =| 9—6t+t?
t? — 8t = 0
t(t —8) = 0

Alsoistt =0 vit=28.

Da t # 0 bleibt als einzige Losung t = 8
Die gesuchte Parabel hat die Gleichung:
y=—(x—8)?+25 oder y =—x2+ 16x — 39

Fir die Berechnung von C: —(x—-8)?+25=0=x=13 vx=3
> C(13]0)
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Aufgabe G3 mit Losung

Aufgabe G3:

Ein Zylinder mit einem Durchmesser von 18 cm soll als Verpackung zweier Kugeln
mit einem Durchmesser von 8 cm bzw. 12 cm dienen.

Wie hoch muss der Zylinder mindestens sein?

Losung:

Zielfuhrende Zeichnung bzw.
|dentifikation des gefarbten
Dreiecks

Wende Satz des Pythagoras auf
das gefarbte Dreieck an:

102 = x% + 82
= x2 = 36
= X = 6
h =| 44+x+6
= h = 16

18

Ergebnis: Der Zylinder muss
mindestens 16cm hoch sein.
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Aufgabe G4 mit Losung

Aufgabe: G4
Gegeben sind die drei Punkte A(7|4), B(3|1), C(0]c).

Wie muss ¢ gewahlt werden, damit AC + BC minimal ist?

Losung (1):
Spiegele B(3|1) an der y-Achse nach B'(—3|1) (= vgl. Zeichnung):
AC + BC = AC + B'C wird minimal,wenn C auf AB' liegt

y—4 1-4 3 19
= =
x—7 —-3-7

= 9gap'

Also hat C die Koordinaten €(0|1,9).

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Losung (2):

Abstand d(c) = /32 + (c — 1)2 ++/72 + (c — 4)?

, c—1 N c—4

TO= FEre-m yEre- O
= (c — D272 + (c — 4)?) = (c—4)2(32+(c-1)?
= (c—1)%-72 = (c—4)?-32
N lc—1]-7 = |lc—4]-3

19
wegenl<c<4f0lgt(c—1)-7=(4—c)-3,alsoc=E
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Aufgabe E1 mit Losung

Aufgabe E1:

Gegeben ist die Gleichung:

xVats = (\/E)x (x> 0)

Bestimmen Sie alle Losungen dieser Gleichung!

Losung (1):

xVxts — (\/E)x
(&))" = (va)"
(ﬁ)zx/hs _ (\/})x

)«z

Vergleich der Exponenten fur
x # 1 liefert:

2Vx +8=x

2Vx =x—8

x? —16x + 64 = 4x
x?—20x+64=0

x=4 oder x =16

(notwendige) Probe liefert: x = 16

Obige Einschrankung x # 1 liefert

nach separater Untersuchung:
x=1

L= {1;16}

Losung (2):

XV = (fx)* (Logarithmieren)

(Vx + 4)In(x) = xIn(vx)

(Vx +4)In(x) = %x In(x)

<\/§+4—1x) In(x) =0

2

1
\/§+4—§x=0 vV In(x)=0
x2—-20x+64=0 Y, x=1

x=4 Vv x =16 Vv x=1

(notwendige) Probe liefert:
x =16 bzw. x =1 und damit

L= {1;16}
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Aufgabe E2 mit Losung

Aufgabe E2:

Gegeben ist ein beliebiger Punkt P innerhalb eines Parallelogramms.

Verbindet man P mit den Ecken des Parallelogramms, dann entstehen 4 Dreiecke
(vgl. Skizze).

Zeigen Sie: A; + A; = A, + A,

Loésung (1):

Zeichne Parallelen zu den Seiten durch P und erhalte vier
Teilparallelogramme.

Es entstehen in jedem Teilparallelogramm zwei kongruente Dreiecke, die
also gleich grof} sind.

a
Obige Behauptung A, + A4; = A, + A, verifiziert sich unmittelbar durch
Flachenvergleich!
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Aufgabe E2 mit Losung

Loésung (2):

Sei D die Gesamtflache des Parallelogramms, und hg, h;, h., h, sind die
Hoéhen auf a, b, c, d.

Damit ergibt sich:
A +A3;=5(d-hg+b-h))==-D
(d = b; hyg + hy, = Gesamthohe des Parallelogramms auf d bzw.b)

AZ +A4=§(aha+6hc)=%D
(a =c¢; hg+ h, = Gesamthohe des Parallelogramms auf a bzw. c)
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Aufgabe E3 mit Losung

Aufgabe E3:
Gegeben sei das LGS

ax +y = a*
x+ay=1

Fiar welche Werte von a hat das Lineare Gleichungssystem keine, genau eine,
unendlich viele Losungen?

Losung (1):
Interpretiere die Gleichungen als Geraden im KOS:
y = —ax + a*
1 N 1
Y= ax a

Folgende Falle sind maoglich:
=—x+1

Beide Geraden fallen zusammen; es gibt unendlich viele Losungen.

=x+1
=x—-1
Beide Geraden sind (echt) parallel; es existieren keine Losungen.

o a=—1:>|y
y

e a++1

Es handelt sich um zwei nichtparallel Geraden; es gibt genau eine Losung
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Aufgabe E3 mit Losung

Losung (2):
Lose das LGS formal:
ax +vy =a? _g_a7t
ax +y=a® | ax+y=a’ | yz_ AT
— 2. _ 2 = a®—a|< 2

x+tay=1 y—a‘y=a“—a y = a“—a

_ 2 =

1—a y 1— &2

, . o L a—1 a’—-a i .
- — .
jeweils genau eine Losung 10— +—— ; T fira+ +

Untersuche die Einschrankungen fur a in obiger Losungsmenge:

=1 , , .
e a=1 = |x Ty B = unendlich viele Losungen
x+y=1
e a=-1 = |xx—_yy=:—1 = es existiert keine Losungen
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Aufgabe E4 mit Losung

Aufgabe E4:

Bei einem Turnier trifft jede Spielerin genau einmal auf jede andere Teilnehmerin.
Nach jedem Spiel gibt die Schiedsrichterin jeder der beiden Spielerinnen ein
farbiges Kartchen. Dieses ist rot fur die Siegerin und grun fur die Verliererin, bei
Unentschieden erhalten beide ein gelbes Kartchen. Am Ende des Turniers hat die
Schiedsrichterin genau 52 Kartchen jeder Farbe verteilt.

Wie viele Teilnehmerinnen nehmen am Turnier teil?

Losungen:
Sei n die gesuchte Anzahl der Spielerinnen, so gibt es % n-n—-1) = (721) Spiele.

Es gab 52 Siege / Niederlagen sowie 52—2 = 26 unentschiedene Spiele. Also wurden
52 + 26 = 78 Spiele ausgetragen.

- 1
Also gilt: on- (n—-1) = 78
© n-(n-1) = 156 * oder alternativ pg-Formel
S n = 13

* 156 ist das Produkt zweier naturlicher aufeinanderfolgender Zahlen: 156 = 12 - 13
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Aufgabe H1 mit Losung

Aufgabe H1:
Gegeben ist die Zahlenfolge
13, 4, 16, 7, 49, ?

Welche Zahl gehort an die Stelle des Fragezeichens?

Losung:
Bilde die Quersumme von 13 und erhalte 4; quadriere 4 und erhalte 16;
Bilde die Quersumme von 16 und erhalte 7; quadriere 7 und erhalte 49;

Bilde die Quersumme von 49 und erhalte 13  Ergebnis: ? =13
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Aufgabe H2 mit Losung

Aufgabe H2:

Die Zeiger einer Uhr stehen auf 18 Uhr 20 Min.

Bestimmen Sie den kleineren der beiden Winkel, der durch die Zeiger
eingeschlossen wird.

Losung:

e Der Minutenzeiger M Uberstreicht pro Minute 360°: 60 = 6° (also B = 60°)
e Der Stundenzeiger S Uberstreicht pro Stunde 360°:12 = 30°

- pro Minute 30°: 60 = 0,5°

Winkel a zwischen M und S um 18:20 Uhr:

In 20 Minuten hat sich S um 20 - 0,5° = 10° gedreht
= a =60°+ 10° = 70°
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Aufgabe H3 mit Losung

Aufgabe H3:
Gegeben sind 3 Rader A, B, C mit den Radien 3, 5, 2 LE (vgl. Abbildung).
Rad A treibt Rad B an, welches Rad C antreibt.

Wenn A sich mit 40 Umdrehungen pro Minute dreht, wie viele Umdrehungen macht
dann Rad C pro Minute?

Losung (1):

Die 40 Umdrehungen/min von Rad A entsprechen einer zurtiickgelegten Strecke
von 40 -3 - 2 = 240m

Da Rad C von Rad A angetrieben wird, sind die zurickgelegten Strecken gleich
lang, also gilt:
240r=x-2-2n & x =60
Das Rad C dreht sich mit 60 Umdrehungen pro Minute.
Losung (2):

Die Drehgeschwindigkeit der Rader ist antiproportional zu ihren Radien:
Sei ¢ die Umdrehungszahl/min von Rad C , dann gilt: =2 & ¢ =60
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Aufgabe H4 mit Losung

Aufgabe H4:

Wenn man ein Quadrat mit der Seitenlange von 6¢cm auf ein Dreieck legt, kann
man maximal 60% des Dreiecks abdecken.

Wenn man das Dreieck auf das Quadrat legt, kann man bis zu 2 des Quadrats
abdecken.

Welche Flache hat das Dreieck?

Losung:
In beiden Fallen ist der Inhalt der abgedeckten Flache gleich, d.h. der Inhalt der

maximal abgedeckten Flache beim Dreieck ist genauso grofd wie der Inhalt der
maximal abgedeckten Flache des Quadrats.

Also gilt fiir die Dreiecksflache A: 0,64 =2-36 < A = 24-= = 40
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Aufgabe H5 mit Losung

Aufgabe H5:

Beim Bowlingspiel mit 10 Kegeln, die in Dreiecksform angeordnet
sind (vgl. Abb.), bleiben bei einem Wurf drei Kegel stehen, die die
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden.

Wie viele solche Dreiecke sind moglich?

Losung:
Es sind folgende Stellungen moglich:

(1) P
O O
O O O Anzahl: 1
| BONON

® OO0 Anzahl: 3
O O OO

3) o
o0
O O O Anzahl: 9
O O O O

4) O
® O
OO0 @ Anzahl: 2
O @ O O

Gesamtanzahl: 15 Moglichkeiten

O O
O OO
ONONONG
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Aufgabe H6 mit Losung

Aufgabe H6:

Ordnen Sie die folgenden Zahlen hinsichtlich ihrer Grofe:

25555’ 34444’ 43333' 52222

Losung:

Es qilt:
25555 — 251111 — (25)1111 — 371111
34444 — 341111 — (3Hr = gqiu
43333 — 431111 — (4311 = 641111
52222 — 521111 — (52)1111 = 251111

A|SO gilt: 52222 < 25555 < 43333 < 34444
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Aufgabe H7 mit Losung

Aufgabe H7:

Wieviel 5-stellige Zahlen gibt es, bei denen mindestens zwei benachbarte Ziffern
ubereinstimmen?

Hinweis: Die Angabe eines Terms als Ergebnis gendigt!

Losung:

Es gibt 9 - 10* = 90000 fiinfstellige Zahlenund 9:9-9-9-.9 =9°
Zahlen, bei denen keine zwei aufeinanderfolgende Ziffern gleich sind.

Ergebnis: 90000 — 95 (= 30951)
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Aufgabe H8 mit Losung

—

Aufgabe H8:

Zwei 3cm x 7cm Rechtecke werden wie abgebildet Ubereinandergelegt.

Wie grol} ist die schraffierte Flache?

Losung:
(1)A=3-7—2-§-3-(7—x)

(2) Da die unschraffierten Dreiecke kongruent

sind (WSW), muss die schraffierte Flache eine
Raute mit der Seitenlange x sein:

x? =324+(7 — x)? (Satz des Pythagoras)
29

x2=9+49—14x+x2<=>x=7 .

87

Mit (1) folgt: A =21—-21+3-2=2

oder (Trapezformel) A:%-S-(x+x):3x:>,4:3.27_9:§
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