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Die Astronomie erhebt aus diesen Finsternissen und aus
dieser triben Luft und ladt ein, in eine hohere, von
strahlendem Licht erfiillte Region zu schauen.

Durch die Naturwissenschaft, in der Tat, kennen wir
den Ursprung und die darauf folgenden Verinderungen
aller Dinge, der belebten wie auch der unbelebten. Wir
konnen das ,Warum® vieler Phanomene, die dem Volk

als Wunder erscheinen, benennen.

Pier Paolo Vergerio 1370-1444, zitiert nach [ ]

Zweifel ist der Weisheit Anfang.

René Descartes, 1596-1650, franzoésischer Mathematiker und Philosoph

Mit leerem Kopf nickt es sich leichter!

Zarko Petane, 1929-2014, slowenischer Schriftsteller

Mehr Erkldrung bitte und weniger Verstehen! Mehr
Neugier und weniger Finverstandnis. Nicken bildet
nicht.

Alexander Kissler, am 22. 9. 2014 in Deutschlandradio Kultur
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1. Einleitung

1.1. Lizenzinformationen

Diese Skript wird unter der Creative Commons Lizenz CC-BY-SA 4.0 veroffent-
licht. Dies heisst,

o Sie diirfen das Werk ganz oder in Teilen in allen denkbaren Formaten weiter
verwenden, vervielfaltigen und weiterverbreiten

o das Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verdndern und darauf wei-
tere Werke aufbauen,

sofern Sie

e den Namen der Verfassers dieses Werkes sowie deren Institution, die Uni-
versitdt Ulm, nennen und angemessene Rechte- und Urheberrechtsangaben
machen, einen Link zur Lizenz beifiigen und angeben, ob Sie Anderungen
vorgenommen haben. Dabei darf nicht der Eindruck entstehen, die Verfasser
oder die Universitat Ulm wiirden Sie oder Thre Nutzung unterstiitzen.

e Wenn Sie Dieses Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verédndern
und darauf weitere Werke aufbauen, diirfen Sie ihre Beitrdge nur unter der
gleichen Lizenz wie dieses Werk wie dieses Original verbreiten.

Sie diirfen insbesondere keine weiteren Einschrankungen einsetzen und auch kei-
ne technischen Verfahren wie z.B. DRM verwenden, die anderen Nutzern etwas
untersagt oder daran hindert, das abgeleitete Werk nach dieser Lizenz zu nutzen.
Der Lizenzgeber kann diese Freiheiten nicht widerrufen solange Sie sich an die
Lizenzbedingungen halten.

Eine detaillierte Erkldarung finden Sie unter
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen /e-learning /blog/article /was-sind-eigentlich-
cc-lizenzen.html

oder unter

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

oder unter

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

H©

Die CC-Icons und -Buttons und [N rden unter
der Lizenz CC BY von http://creativecommons.org/about/downloads veroffent-

licht.
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1.2. Dank

Das Skript in der gegenwartigen Form ist eine Reorganisation des Stoffes fritherer
Veranstaltungen dar. Trotzdem ist dieses Skript zuerst eine rudimentére Sammlung
zusitzlicher Gedanken. Ich danke Tamara Stadter fiir das fiir sie sehr miithsame
iibertragen meiner Notizen in TeX.

Die Struktur und der Inhalt des Skriptes sind inspiriert von den Werken von Jorn
Bleck-Neuhaus (Elementare Teilchen, | |), Wolfgang Demtroder (Ezperimen-
talphysik IV, Kern-, Teilchen- und Astrophysik, | ]) und von Bradley W.
Caroll und Dale A. Ostlie (An Introduction to Modern Astrophysics, | ]). Wei-
terer Input kam von Ulrich Ellwanger (Vom Universum zum Elementarteilchen;
From the universe to the elementary particles : a first introduction to cosmology
and the fundamental interactions, | ; |), Abraham Seiden (Particle Phy-
sics: A Comprehensive Introduction, | ]), Peter Thyssen und Arnauld Ceu-
lemans (Shattered symmetry: group theory from the eightfold way to the periodic
table, [ 1), A. Das und T. Ferbel (Introduction To Nuclear And Particle Phy-
sics, | 1), Klaus Stierstadt (Atommaill - wohin damit?, | ]), John Stillwell
(Naive Lie Theory, | ]), Torsten Fliessbach (Allgemeine Relativititstheorie,
[ ]), Jakob Schwichtenberg (Physics from Symmetry (Undergraduate Lecture
Notes in Physics), | ]), Catherine Heymans (The Dark Universe | 1),
Karl Schilcher (Quantenelektrodynamik kompakt, | |) und Grotzinger und Jor-
dan (Press/Siever Allgemeine Geologie, | D-

Ein interessantes Buch mit Links zu Videos ist von J. Wambsganf3, Universum fiir
alle | ].

Das DESY hat Usenet FAQs zusammengetragen | ]. Diese behandeln all-
gemeine Physikfragen, Teilchen- und Kernphysik, Quantenphysik und Relativitéit
und Kosmologie.

1.3. Vorschau auf den Inhalt

Die drei Themengebiete KERNPHYSIK, TEILCHENPHYSIK und ASTROPHYSIK
werden ineinander verwoben besprochen. Astrophysik kann nicht ohne Teilchen
und Kernphysik verstanden werden, Teilchenphysik nicht ohne Kernphysik. Und
die Kernphysik beruht auf der Teilchenphysik und in ihren Anfingen auch auf der
Astrophysik. Die einzelnen Kapitel sind mit den Teilgebieten gekennzeichnet.

1.3.1. Kernphysik

Die KERNPHYSIK befasst sich mit Atomen und deren Kernen. Radioaktivitét,
Kernenergie, Fusion, Periodensystem und die Auswirkungen auf den Mensch sind
das Thema. Die detaillierte Kldrung von Fragen wird mit der TEILCHENPHY-
SIK angegangen. Zur Teilchenphysik mochte ich auf die Materialien (Folien, Vor-
lesungsvideos) von Dr. Tina Potter, University of Cambridge hinweisen | ].
Die Materialien waren Ende Marz 2021 unter https://www.hep.phy.cam.ac.uk/
~chpotter/particleandnuclearphysics/mainpage.html zu erreichen. Dr. Potter gibt
ein sehr ausfiihrliche Darstellung der Kernphysik. Sie bespricht die fundamentalen
Prinzipien (Krafte, Symmetrien) und Theorien.
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1.3.2. Teilchenphysik

Die TEILCHENPHYSIK ist die Physik der Elementarteilchen, also die Bausteine
der in der KERNPHYSIK besprochenen Objekte. Sie behandelt Wechselwirkungen
bei hohen Energien (> 1 MeV), mit einigen Ausnahmen und bei kleinen Struktu-
ren (< 1 pm). Die Beobachtungen werden mit fortgeschrittenen mathematischen
Methoden beschrieben (Gruppentheorie, Quantenelektrodynamik). Zur Teilchen-
physik mochte ich auf die Materialien (Folien, Vorlesungsvideos) von Dr. Tina Pot-
ter, University of Cambridge hinweisen | |. Die Materialien waren Ende Mérz
2021 unter https://www.hep.phy.cam.ac.uk/~chpotter/particleandnuclearphysics/
mainpage.html zu erreichen. Dr. Potter gibt ein sehr ausfiihrliche Darstellung der
Teilchenphysik. Sie bespricht die fundamentalen Prinzipien (Kréfte, Symmetrien,
Quantenelektrodynamik und Quantenchromodynamik) bis hin zur Supersymme-
trie.

1.3.3. Astrophysik

Im Teil ASTROPHYSIK wird das, was wir iiber uns sehen oder erahnen besprochen.
Alles was wir tiber die Welt ausserhalb des Sonnensystems wissen, haben wir durch
Messung von Strahlung oder Teilchen erfahren. Licht und optische Astronomie war
der Anfang dieser Erkundung. Im Sonnensystem haben wir punktuell Besuche
von Menschen (erdnahe Umlaufbahn oder der Mond) oder Besuche von Sonden
(Planeten, Monde, Asteroiden und die Grenze des Sonnensystems).

Nach einer Besprechung der klassischen Astronomie, deren Instrumente, der Him-
melsmechanik im Sonnensystem und der Koordinatensysteme folgt eine Diskussion
der Planeten, Asteroiden, Kometen und natiirlich der Sonne.

Das gesamte Verstandnis der Sonne beruht auf der Diagnose von ferne. Sonnen-
flecken, Magnetfelder und Spektren zusammen mit den Teilchen im Sonnenwind
erlauben ein Modell der Sonne zu entwerfen. Die kernphysikalischen Prozesse inner-
halb der Sonne werden phénomenologisch und ohne tiefere Begriindung diskutiert.
Ausgehend von der Sonne wird allgemein das Innere von Sternen und deren Klas-
sifikation besprochen. Nach einem Ausflug in die ALLGEMEINE RELATIVITATS-
THEORIE werden die Sterne in unserer Galaxie, der Milchstrasse betrachtet. Unse-
re Milchstrasse wird, wie wahrscheinlich alle Galaxien, von einem schwarzen Loch
zusammengehalten.

Es interessiert dabei, wie Sterne entstehen und auch wieder vergehen.

Am Ende dieses Abschnittes betrachten wir das grosse Ganze, das Universum.
Seine Struktur und seine Geschichte, Kosmologie genannt, schliessen diesen Teil
ab.

Im Ezplanatory supplement to the Astronomical Almanac P. K. Seidelmann | ]
finden sich viele niitzliche Informationen zur praktischen Astrophysik und Astro-
nomie. Das Werk in der Ausgabe von 1992 kann von archive.org geladen werden.
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Teil I.

Kernphysik






2. Instrumente der Kern- und
Teilchenphysik

In diesem Teilgebiet der Physik werden Teilchen beschleunigt, dann zur Kollision
oder Streuung gebracht und die Energien und Impulse sowie die inneren Freiheits-
grade der Teilchen analysiert. Dazu braucht man

o Beschleuniger,
o Wechselwirkungzonen und

¢ Detektoren.

2.1. Teilchenbeschleuniger

Bei Teilchenbeschleunigern sollen moglichst hohe Energien erzeugt werden, die
zur Umwandlung von Teilchen in andere Teilchen dienen kénnen. Deshalb werden
Teilchen mit relativistischen Geschwindigkeiten verwendet.

2.1.1. Relativistische Bewegung

Wir betrachten eine MASSE m, die mit einer konstanten KRAFT F' = Fj beschleu-

nigt werde | ; ; ]. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz ist | ]
d d
F = — = —
P = @™
dm dv d mg mo dv
- R e —_— 2.1.1
a’ T a T \a o) e (2.1.1a)
I1—-% -5
_ _lmo . (—2%) Ud;u N mo dv moa (2.1.1b)

dt=—— (2.1.2)
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und

_ - (2.1.3)

v(t) ist sowohl im Zahler wie auch in der Wurzel des Nenners. Wir losen die
Gleichung nach v(t) auf und erhalten

F 1
v (t) = —t—Z (2.1.4)
myo Fit
1+ ()
und
dv (t F 1
a(t) = o _F 3 (2.1.5)
dt mo Pt 3
1+ Ge))
Relativistische Beschleunigung Relativistische Beschleunigung
3 T T T T T T T T T T
25 '
08 [
2L
05 | m 0.2 -

’ L L I I I !
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
t

Abb. 2.1.: Zeitverlauf der RELATIVISTISCHEN GESCHWINDIGKEIT (links) und
der RELATIVISTISCHEN BESCHLEUNIGUNG bei konstanter KRAFT

[ J

Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir

o fiir ¢ < mee
~ -2 .
v c(l—%(rﬁc) ) fir &> =8¢ (2.1.6)

Dann ist die BESCHLEUNIGUNG

N o fiir ¢ < mpe
a(t) ~ (%)2 <%)3 fir ¢ me (2.1.7)

 Geschwindigkeit und BESCHLEUNIGUNG: ¢ < "¢ ist der klassische Newton-
sche Bereich.
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e Der Impuls nimmt linear mit der Zeit zu
— unabhéngig, ob relativistisch oder klassisch

— Im klassischen Fall beruht die Impulszunahme auf der Zunahme der GE-
SCHWINDIGKEIT, im relativistischen Fall auf der Zunahme der M ASSE.

Zur Berechnung der kinetischen Energie setzen wir (v?/c* = 1fi2) mit A =
Ft/(mgc)
1 1/2
Egin = moc® | ————75 — 1| = moc® ((1 +a2)"” 1) (2.1.8)
A2
(1 o 1+A2)
oder

Ejin = moc? ((1 + (WIZC)Z) v - 1) (2.1.9)

Relativistische Energie
4.5 T T T T T

35 —

25 y

15| ]

05 -

Abb. 2.2.: Verlauf der kinetischen Energie bei konstanter KRAFT im klassischen
(rot) und relativistischen (griin) Fall| ]-

1R e moc
Eknz{ 2mp LT F <R (2.1.10)

Fet  fir t> 7€

Die kinetische Energie steigt im relativistischen Falle linear mit der Zeit.
Die Distanz als Funktion der Zeit ist

z(t) = /Otv(r)dT — C/ot <1 - (7%)2)1/2d7 (2.1.11)

I — dA = Edt dt = "s¢dA.

moc m

Wir substituieren A =
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Ft/(moc)
o(t) = / ’ 7dA
V1+ A2
moc? Ft )2
= 1 —) =1 2.1.12
F + (moc ( )
Relativistische Position
45 T T T T T
4+ .
35 | ]
3 F i
25 F i
>
2 + ]
15 e
1 _
05 | ]
0 1 1 1 1 1
0 05 1 1.5 2 2.5 3

Abb. 2.3.: Verlauf der zurtickgelegten Distanz bei konstanter KRAFT im klassi-
schen (rot) und relativistischen (grin) Fall | .

1 F 42 . moc
22 flir ¢t < oC
~{ 2mo r 2.1.1
z(t) { ct fur > "¢ ( 3)

Die relativistische Eigenzeit 7 = t' der beschleunigten MASSE nimmt langsamer
AVE

Ft 1 2 F 1
v ] (”) - ( t) — (2114a)
C moC C moC
’ 1 + (moc> 0 1 + (moc)
F 1 1
1— (“) —1 - ( ! ) = — —_ (2.1.14b)
) 1 (8 Y
J1- (2.1.14c)
\/ moc
(2.1.14d)
2
dr = dt\[1- = = Lz (2.1.15)
¢ Ft
1+ (o)
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r= /t di_moc, i (Ft> (2.1.16)
. Relativistische Zeit
25 1
. L 1
- 15| .
L 1
05 1
0 0 OIS IZI. ll.5 I2 2I5 3

Abb. 2.4.: Verlauf der Eigenzeit bei konstanter KRAFT im klassischen (rot) und
relativistischen (griin) Fall | ].

r
p= 1% Gnn (T ) (2.1.17)
mocC

2 2 2
moc . Fr ) moc < ( Fr ) )
- —1| = — ) =1 2.1.1
x(7) J 1+ (smh (moc> 1 cosh oc ( 8)
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Weg und Eigenzeit
1le+012 T T T T
le+010

1e+008
1e+006 I
10000 I

E 100}
N
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1e-006

1e-008 L L L L
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Abb. 2.5.: Zuriickgelegte Strecke als Funktion der Eigenzeit | -

E..
a=—" (2.1.19a
mopcC
(2.1.19b
B=— (2.1.19¢

2.1.19d

—~

B 1 B 1
s ViR

~—  ~— ~— ~—

2.1.19e

~—~

2.1.2. Wirkungsgrad bei ruhendem Target

Wir betrachten zuerst die Prozesse bei einer Kollision. Die pro Zeiteinheit in den
Winkel 9 gestreute Teilchenzahl oder Ereignisrate ist

ﬁj — ¢AnBAV;ig AQ. (2.1.20)
Dabei ist AQ) der Raumwinkel, AV das Volumen, ¢4 der Teilchenfluss, ng die
Teilchendichte im Target und gqu der differentielle Wirkungsquerschnitt.
Bei einem ruhenden Target miissen die kinetischen Energien im Laborsystem
Erin(A) > 0 und Epp(B) = 0 in kinetische Energien im Schwerpunktsystem
Ej;,(A) und Ej,;,(B) umgerechnet werden. Dann kann die Streuung oder die Re-
aktion rechnerisch durchgefiithrt werden. Dabei beleibt die Bewegung des Schwer-

punkts erhalten. Schliesslich muss in das Laborsystem zuriickgerechnet werden.

T
Wir verwenden, dass der relativistische Viererimpuls P = (%, p) , dessen Norm

eine relativistische Invariante ist. Aus £ = \/mdc* + 2p?.

Wir betrachten eine eindimensionale Welt. Im Laborsystem mit dem ruhenden
Teilchen B haben wir die Energien E,4 = mA7002 + Egpin und Epp = mB7gc2
sowie die Impulse par # 0 und ppr = 0 und die Viererimpulsvektoren P4 =

(EA’LaPA,L,O,O)T und Pp = (

C

T
E‘i’L ,0,0, 0) . Im Schwerpunktssystem haben wir
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29 2.1 Teilchenbeschleuniger

T T
die Viererimpulse P4 g = (%,m,s, 0, O) und Pp g = (%,p&s, 0, 0) )

Im Schwerpunktssystem sind die Impulse der Teilchen A und B entgegengesetzt
gleich, also pa s = —pp.s = ps. Wir setzen nun die Quadrate der Vierervektoren
im Laborsystem und im Schwerpunktssystem gleich (relativistische Invariante) und
erhalten

(Par+ PB,L)2 = (Pag + PB,S)2 (2.1.21a)
E FE T\ 2 E E T\ 2
c* ((M,pAL,O,O) ) = ¢ ((M,O,O,O) ) (2.1.21b)
c c

mit dem Skalarprodukt der speziellen Relativitatstheorie

—(Bar+Epp)’ + i = — (BEas + Eps)’ = —EF5 (2.1.21¢)
Ei=(Bar+Epr)’ — Py (2.1.21d)

Eg ist die fiir Reaktionen im Schwerpunktssystem verfiighare Energie. Wir setzen
nun E%; = m? ¢t + ?ph ., daraus E% | — *p% = m?o¢* und Ep = mpoc®.
Wir versuchen Fy ;, in erster Potenz zu isolieren und bekommen

Eg = J B3 +2Es1EpL +ER — iy (2.1.22a)
= J Eip— i +2EBaBpr+ B (2.1.22b)
Eg = \/mI%LOC4 +m oct + 2mpoc?Eap (2.1.22¢)

Wenn nun My, = mpy = my ist, folgt

Es = \/2m3ct + 2moc2E (2.1.23)

Mit der Definition o = i;‘cé erhalten wir

Eg = myc®V2 + 2 (2.1.24)

Dies ergibt einen Wirkungsgrad von

Eq Eq 2
= — = = 2.1.25
g Eyx malva)® V14« ( )

Abbildung 2.6 zeigt eine grafische Darstellung.
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Wirkungsgrad bei ruhendem Target

a

=107

1072
10° 10' 102 10° 104
a

Abb. 2.6.: Wirkungsgrad bei der Streuung

Wer sich fiir eine tiefer gehende Erorterung interessiert verweise ich auf Demtroder
[ , p. 64ff].

2.1.3. Funktionsweise

Beschleuniger benotigen elektrisch geladene Teilchen. Wenn ein Teilchen mit der
Ladung ¢ durch eine Spannung U beschleunigt wird, ergibt sich eine kinetische
Energie von

qU = Epin = (m — mg)c® = amoc® (2.1.26)

a = 1+ v ist wie tiblich in der speziellen Relativitatstheorie definiert.

Wegen der begrenzten Durchschlagsspannung von Luft (oder Druckluft) werden
Teilchen in der Regel durch N Beschleunigungsstrecken mit der Spannung U be-
schleunigt.

N qU = B = (m —mp)c® = amyc? (2.1.27)

Neben einstufigen Beschleunigern wie einer Kathodenstrahlréhre werden die mehr-
stufigen Beschleuniger in verschiedenen Ausfithrungen gebaut

Linearbeschleuniger haben die kleinsten Verluste, benttigen aber eine grosse Lén-
ge

kreisformige Beschleuniger Synchrotrons und Zyklotrons bendtigen weniger Platz.
Die Teilchen kénnen im Prinzip unendlich lange Zeit beschleunigt werden.
Die Strahlungsverluste sind durch die notwendige Beschleunigung zum Kreis-
mittelpunkt aber gross.

Laserbasierte Beschleuniger konnen sehr kurz gebaut werden, da Laser dyna-
misch sehr viel grossere elektrische Felder erzeugen kénnen. Die Strahlqua-
litat erreicht jedoch noch nicht die Qualitdt der elektrischen Beschleuniger

[ J
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31 2.1 Teilchenbeschleuniger

2.1.4. Linearbeschleuniger

Vakuum
—hrrrrrrrriil
uelle
R R R R R R R R R R RI
-5
U
Abb. 2.7.: Elektrostatischer Beschleuniger (siche auch [Dem10, Abb. 4.5])

Einstufige elektrostatische Beschleuniger sind so dhnlich aufgebaut wie in Abbil-
dung 2.7. Eine Gleichspannung U wird iiber eine Widerstandskaskade aus N Wi-
derstanden R in gleiche Spannungsschritte aufgeteilt. Das Vorzeichen der Span-
nung héngt dabei vom Vorzeichen der zu beschleunigenden Ladung ab. In Abbil-
dung 2.7 wéren dies negativ geladene Teilchen.

Die Hochspannung kann tiber Van-de-Graaff-Generatoren (nach Robert Jemison
Van de Graaff) oder iiber Spannungsvervielfacherkaskaden hergestellt werden.

—

Abb. 2.8.: Van-de-Graaff-Generator zur Herstellung von Hochspannung.
D[;ll“l(i]

Motor

In Abbildung 2.8 ist schematisch ein Van-de-Graaff-Generator gezeigt. Fiir positiv
geladene Teilchen muss die Quelle auf Hochspannung gebracht werden, dafiir ist
die Detektion bei Erdpotential.
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Abb. 2.9.: Kaskaden-Hochspannungsgenerator | , p- 48]

Abbildung 2.9 zeigt eine Halbleiter-Kaskadenschaltung zur Erzeugung einer hoch-
voltigen Gleichspannung. Teilspannungen kénnen an den Knoten abgegriffen wer-
den.

Hochfrequenz

@ Uny =10...300 kV

Vakuum Driftréhren

lonenquelle ) .
q zu beschleunigende Teilchen

Abb. 2.10.: Skizze eines Driftréhrenbeschleunigers, inspiriert von | ).

Beim Driftrohrenbeschleuniger nach Abbildung 2.10 werden Ladungen durch eine
Wechselspannung mit der Amplitude Uy beschleunigt.

U(t) = Upsin (wt + ¢) (2.1.28)

¢ ist dabei eine durch die Apparatur bestimmte Phase. Bei jedem Ubergang von
einer Rohre zur nachsten wird die Ladung durch die Spannung AU = 2U, beschleu-
nigt, ausser am Anfang und am Ende. Dort ist die Beschleunigungsspannung Uj.
Bei N Driftrohren wird eine Ladung also durch

Utot == U0+2(N—1)U0+U0:2NUO (2129)

beschleunigt. Die Beschleunigungsspannung andert die kinetische Energie, also

Ein = amoc® = 2NUy - q (2.1.30)
oder
2NU,
= 2.1.31
= ( )
Aus v = 5 Va4 2a = e/t 2 2 folgt schliesslich
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33 2.1 Teilchenbeschleuniger

2N U, 2myc? 2NU, 2
V= Ogy/1+ 0 09 1420 (2.1.32)
14 2584q mo c? 2NUyqg  moc® + 2NUyq NUyq

Die Ladung q ist je nach dem zu beschleunigenden Teilchen eine Elementarladung
oder auch Z mal eine Elementarladung. Im zweiten Falle werden schwere Kerne
beschleunigt.

Im i-ten Rohr hat das geladene Teilchen die Geschwindigkeit

2(14+(i—1))Uygc 2
vy = (5 (1 .)) ’ 1 e (2.1.33)
moc? + 2 (5 + (i — 1)) Uoq (5 + (i — 1)) Unq
oder
(2i — 1) Upge 2moc?
i = . e 2.1.34
Y e + (2 — 1) Upq (2i — 1) Upq ( )

Die Driftzeit in einer Rohre ist die halbe Periodendauer tp =7T/2 =1/2v = 7/w.
Damit ist die Lange der i-ten Rohre

7 (20 — 1) Upge 2myc?
L; = vitp = . —_— 2.1.35
vitp = (moc? + (20 — 1) Upq) (20 — 1) Ung ( )
Wenn nlUyq < moc? ist, also im nichtrelativistischen Falle, ist
BN C i 1)2quc 2moct 20202 1) Usg (2.1.36)
moc (20 — 1) Ung

und

LT (20 — 1) Upgc 2moc? U 1/2 Uog (2.1.37)
w (m0c2) (22 — 1 qu

Hochfrequenztechnisch einfacher sind Wanderwellenbeschleuniger, z. B. nach Luis
Walter Alvarez | ] oder | ]. In diesem Design werden Mikrowellen so
gefiihrt, dass sie zur rechten Zeit am richtigen Ort die geladenen Teilchen be-
schleunigen konnen.

2.1.5. Zyklotron

Funktionsfahige Zyklotrone bauten 1930 in Berkeley, California, USA, Ernest Or-
lando Lawrence und pld:livingstonms sowie im gleichen Jahr in Paris Jean Thibaud.
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U, U_

Quelle

)

/Extraktion

Abb. 2.11.: Schematischer Aufbau eines Zyklotrons

Ein Zyklotron ist ein relativ einfach aufgebauter Beschleuniger. Die folgenden
Rechnungen sind nichtrelativistisch, gelten also nur fiir kleine Geschwindigkeiten.

Ein Zyklotron verwendet die Tatsache, dass die Umlaufzeit proportional zur Ge-
schwindigkeit zunimmt.

Im nichtrelativistischen Fall lautet das Kraftegleichgewicht

2
B
r qB m

Dabei ist der Impuls p = mv und daraus

= = 2.1.39
=25 (2139
Die Zeit fiir einen Umlauf ist
(AL (2.1.40)
= = m— i
v qB
Das heisst, dass die Hochfrequenz
1 qB
== " 2.1.41
Jur T~ 97m ( a)
B
wpr = 2 (2.1.41D)
m

Wenn R der maximale Radius des Zyklotrons ist, ist die erreichbare Energie

2 2.2 02 2
m(R) _mBECB 4 gy (2.1.42)

2 2 m2  om

Ekin,max -
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35 2.1 Teilchenbeschleuniger

2.1.6. Betatron

Vakuumkammer Az
|

B(t) ﬁ;i:mﬂmgggg y

Abb. 2.12.: Aufbau eines Betatrons

Aufbau eines Betatrons
Die Bewegung der Teilchen in einem Betatron wird durch

2

me— =e-v- B(t) (2.1.43)
R
oder
mu(t) =p(t)=e-B-R (2.1.44)
beschrieben. Daraus ergibt sich
dp(t
% = eE(t) (2.1.45)

Mit der Integralform des Induktionsgesetzes, unter Annahme einer stationédren
Kreisbahn S(R) mit dem Radius R bekommt man

7{ E(t)-ds = E(t) 2R = —— H B(t fl( ) nR? (2.1.46)
S(R) A(R

wobei B das iiber die Fliche des Kreises gemittelte B-Feld ist. Somit
dp(t) e R dB

b~ 2 dt
Die Integration mit den Anfangsbedingungen p(0) = 0 und B(0) = 0 liefert

(2.1.47)

‘R
p(t) = & - B(t) (2.1.48)
Der Vergleich mit der Gleichung fiir die Zentripetalkraft liefert die WIDEROE-

BEDINGUNG (nach Rolf Widerde)
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B(t)=2-B(t) (2.1.49)
Diese Bedingung kann durch eine geeignete Wahl der Form der Polschuhe erreicht
werden.
Ein Betatron betrieben mit 50 Hz hat jeweils 5 ms Zeit zur Beschleunigung. Das
heisst die Teilchen (z.B. e~) machen so etwa 10° Umlaufe bis relativistische Effekte
die Funktionsweise verunmoglichen.

2.1.7. Synchrotron

Das Prinzip des Synchrotrons wurde 1944 von Wladimir Weksler in einer russischen
Zeitschrift veroffentlicht. Das erste bekannte funktionierende Elektronensynchro-
tron wurde 1945 von Edwin McMillan in Berkeley, California, USA gebaut. 1952
baute Mark Oliphant an der University of Birmingham in England das erste Pro-
tonensynchrotron.

Abb. 2.13.: Schematischer Aufbau eines Synchrotrons

Bei einem Synchrotron muss, anders als bei einem Zyklotron, die Beschleunigungs-
frequenz nachgeregelt werden. Fiir den Radius ergibt sich'

2 2

D moc 5 Elin 2moc
S \/ 20 = 1 2.1.50
' qB  ¢B @ qcB \ * Elin ( )

Im relativistischen Fall Ej;, > moc? erhalten wir

~ qcB

Das heisst, die magnetische Induktion muss nachgeregelt werden, um R konstant

r (2.1.51)

Loy — Ewin m) _ 1 — _ 1
moc2’ mg 2 1_32
Vi-sz o V18

me . m) L, evBata® ynq p = mov(1 + a) = moc - V2a + a2

moc? ~ myo 1+«

A — _ Ekin moc® _ ErintEo _
=y=14+causl+a= P —l—mocg = St =
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37 2.1 Teilchenbeschleuniger

zu halten. Das heisst fiir eine magnetische Induktion B = 1 T, dann ist E;" =
3.3 m GeV .

2.1.7.1. Vertikale Stabilisierung

Beschleuniger funktionieren nur korrekt, wenn die zu beschleunigenden Teilchen
auf ihrer Bahn stabilisiert werden. Die z-Komponente von B ist

B.(r) = By (1 —nr_r()) (2.1.52)

To

dabei ist n der Feldindex, der sich aus der relativen Anderung des Feldes bezogen
auf die relative Anderung des Ortes

dB, dr
= —n— 2.1.53
B() nTO ( )
ergibt, also
dB/ By
= — 2.1.54
" dr/ro (2.1.54)
oder
dB To
= ——— 2.1.55
" dT BO ( 5 )

Sei nun B = (B,,0, B.)T. Weiter benétigen wir die Lorentzkraft F = qv x B und
daraus

F, =quB, (2.1.56)
Bei einem statischen Feld rot B = 0 gilt

9B, 9B,

(rot B), = P 5 = 0 (2.1.57)
Daraus folgt
0B, 0B, By
- = -—n— 2.1.58
0z or " To ( )
und
B
B.(z) = —n=z (2.1.59)
To

damit gibt es in die z-Richtung eine riicktreibende Kraft

B
F, = —qun—z (2.1.60)
To

Dies fiihrt zu einer Schwingung um die Gleichgewichtslage mit der Frequenz

1 [quvBy
= ——— 2.1.61
g 2\ m 1o " ( )
Mit dem Gleichgewicht in radialer Richtung ”;22 = quB, folgt
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fo=——n (2.1.62)

Es gibt die Grenzsituation, dass n < 1 ist. Dann ist die Periode bezogen auf die
zuriickgelegte Strecke grosser als L = 27rg. Dann muss 2,4, < 7 sein.

2.1.7.2. Radiale Stabilisierung

Die radiale Gleichgewichtslage wird durch

mu?

quBy = — (2.1.63)
To

gegeben. Wenn nun r # r( ist, ergibt sich eine Kraft

2 _
AF — [m”_quo (1—nr TO)] e, (2.1.64)
T To

und damit
To 1 1 1
T T T = 2.1.
r - 1—1+ 1 — r=ro ( 65)
To 70 )
2 1 _
AF = == = (1 —n’ r0> er (2.1.66)
ro [1+ 50 o
wenn % <1
2 — —
AF ="% {1 - (T r") - <1 —nl r0> er (2.1.67)
To To To
2
muv
= o [=(r—ro) + (n(r —ro)) & (2.1.68)
0
2
= (r—ro)(1 = n)e, (2.1.69)
o
(2.1.70)

Wenn n < 1 ist, gibt es eine riicktreibende Kraft. Diese oszilliert mit der Frequenz

vy= 2 \T—n (2.1.71)

217y

2.1.7.3. Starke Fokussierung

Das Prinzip der starken Fokussierung stammt von Ernest D. Courant, M. Stanley
Livingston und Hartland Snyder.
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39 2.1 Teilchenbeschleuniger

Wenn Teilchen in einen Beschleuniger eingebracht werden, haben diese nie alle die
gleiche Richtung. Das heisst neben dem Transfer von Energie muss ein Beschleu-
niger die Teilchen auf der Bahn halten, also letztlich fokussieren (um einen Begriff
aus der Optik zu verwenden).

A 1 Y I h
9 T, "~ | &
« 7 >
Abb. 2.14.: Prinzip der starken Fokussierung (siehe auch [ )

Um das Wesentliche herauszuarbeiten betrachten wir zwei Linsen mit f;, g1 und
der daraus folgenden Bildweite b; sowie f5, go und der daraus folgenden Bildweite
by. Daraus ergibt die Beziehung go = ¢ — b; zwischen der Gegenstandsweite der
zweiten Linse und der Bildweite der ersten Linse.

Die entsprechenden Abbildungsgleichungen sind

_ Ji91 _ f292
h = —h b2_92—f2
Die Kombination der beiden Gleichungen liefert
b Sall—b1) _ f2<5_%) _ fo(l(gr — f1) — fron)
Pt fo (- ho g, (L= fa)(gr — fi) — i
Wenn wir fo = —f; = —f setzen, bekommen wir
—fllgr = f) = fa1) —flea -5 -
by r = 2.1.72
W+ o= ) = o T H-I) = (21.72)

Wenn parallel sich bewegende Objekte (Licht) auf die erste Linse treffen, bekom-
men wir fir g; — oo die Gleichung

B Q=5 = —pe+r (f
bo.fomsoe = L, N gi) f o+ f-f (E a 1) (2.1.73)
Wenn anderseits fo = —f; = f ist, bekommen wir
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; [+ )+ far) e+ b+ )
BT = o+ )+ fon TU—pa+L+gs

(2.1.74)

Wenn parallel sich bewegende Objekte (Licht) auf die erste Linse treffen, bekom-
men wir fir g; — oo die Gleichung

fea+L+7) fl+ £ f
bo,—ffoo = = =f

T TSR S S = z“) (2.L.75)

(2.1.76)

Die resultierende Bildweite héngt also sowohl von der Reihenfolge der Linsen
wie auch von ¢ und f ab. Bei endlicher Gegenstandsweite ¢g; sind die Bildwei-
ten by ys_5 = by _y_ ¢ gleich, wenn gilt

2f291
(= 2.1.77
g7 — f? ( )

Starke Fokussierung

100 ‘ T T
f;= 10cm,f,= -10cm, g, =50cm - - - -
\ fi=-10cm,f, = 10cm, g; =50cm - - - -
' f,= 10cm, f, = =10 cm, g4 = 00
Y fi=-10cm,f, = 10 cm, g; = 00
50 R
\ \‘~‘§Q _________________
SE I SR .
s
-50
-100
0 2 4 6 8 10 12 14

l/em

Abb. 2.15.: Starke Fokussierung, basierend auf | ]

Abbildung 2.16 zeigt die Wirkung von elektrischen Feldlinien auf geladene Teil-
chen. Geladene Teilchen erfahren eine Kraft entlang der Feldlinien. Deshalb ist der
linke Teil der Liicke fokussierend, der rechte defokussierend. Die Betréige der Fo-
kusldngen sind gleich. Da die ,,Linsen* nicht am gleichen Ort sind, kompensiert sich
wie bei optischen Linsen die Wirkung der Fokussierung nicht komplett durch die
Wirkung einer gleich starken Defokussierung. Zusammen ist so eine Konstruktion
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fokussierend.

I:OKUSS:@@ssierung

R i e e e e e e e e e e i =

ge|aaene leilchen

=

E

Abb. 2.16.: Fokussierung in Beschleunigern

2.1.7.4. Synchrotronschwingungen und Energiegewinn

Synchrotronschwingungen sind longitudinale Schwingungen, die entstehen weil Re-
sonatoren Teilchen nicht kontinuierlich beschleunigen kénnen. Es gibt Ng.s Reso-
natoren.

Der Energiegewinn berechnet sich aus

AE = Ngesq cos p(t,) mit ¢(t,) = 2mvt, + @o (2.1.78)
Dabei ist v die Frequenz, mit der das Synchrotron betrieben wird. Die Energie der
Teilchen und die Grésse des B-Feldes miissen synchron zunehmen.
Aus m(v)v = p = qroB, und der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
E? =m?ct = mgc4 + *p?

Der Energiezuwachs pro Umlauf ist

AE = (—) T (2.1.79)

wobel T = 2’%”1 ist.

Dann ist

d dE dp

d
—FE*=2F— = — Y p?) = Pp 2.1.
o il (moc +cp ) P (2.1.80a)
dp E dFE
— = 2.1.80b
dt  cp dt ( )
Weiter gilt fiir die z Komponente von B
dB, 1d 1 EdE
- - w_ - 2 (2.1.81a)
dt qrodt  qroc?p dt
dE AE AE ‘ N es tn
dE _AE _ AEv _ v NiesqUp cos p(tn) (2.1.81D)
dt T 271'7’0 27'('7”0
dB 1 E(t)v- NRes tn NRes t,
:_ LW v Nuetlocosipltn) _ gy Nresllocosolla) g ),
dt qro c2p 27T 2rric*m

Damit ein Synchrotron funktioniert muss diese Beziehung gelten.
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2.1.7.5. Steuerung der Magnetfelder

v = NSZ““’“" : (2.1.82)
2w () + (25)

Aus dem feststehenden Radius des Synchrotrons bekommen wir

p moC Ekln 2m002
— £ 9 /9 2 — B 2.1.83
T B~ 4B a+ o B + Fern ( )

Im relativistischen Falle ist

o Ekin
~ qcB

r (2.1.84)

In einem Synchrotron werden die Magnetfelder und die Frequenzen nachgesteuert

Bla) = " Vaa 1 a2 (2.1.85a)

qr
2 2
v(a) = YO (2.1.85b)
1+«
2 2
y= Y _ ¢ veata (2.1.85¢)

2nmr  2mr 14+«

Synchrotron Magnetfeld und Frequenz
1x10°

1x10*

B,r:io m—
B,r=100m ——
B,r=1000m ——

2 fr=10m —— 8
1x10° F  fr=100m —— 1x10
fr=1000m —— /
1x10° 1x 107

/
[ _ N
@ 1x107 1x10° I
/
1x107* / 1x10°
L /%
1x107® 1x10*
//
1x1078 1x103

1x10°1x1021x107" 1x10° 1x10* 1x10® 1x10° 1x10* 1x10°
Eyi/MeV

Abb. 2.17.: Nachsteuerung der magnetischen Induktion
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43 2.1 Teilchenbeschleuniger

2.1.8. Beispiele von Beschleunigern

/ \ \Bunch

stabile Bahn

\ /
S -

Abb. 2.18.: Teilchenpakete im Beschleuniger (adaptiert aus [Dem 10, Abb. 4.31])

In Synchrotrons laufen Teilchen in Paketen im Kreis herum (Siche Abb. 2.18). Dies
ist notwendig, da keine Quelle Teilchen mit genau einer Geschwindigkeit erzeugen
kann. Deshalb ist es notwendig, dass die Struktur der beschleunigenden Felder zu
schnelle Teilchen weniger beschleunigt als zu langsame Teilchen. Damit erhéalt man
eine longitudinale Fokussierung. Die Bunches konnen nicht beliebig kurz werden,
da die geladenen Teilchen sich abstossen.

‘ Beam Dump

a’*\s

Quadrupol

e

Wooom o253
X S

Abb. 2.19.: Layout des Large Hadron Collider des CERN [C'ER17a] (Nutzung
nach den Terms of Copyright [CER17D])

Abbildung 2.19 zeigt das Layout des Large Hadron Colliders des CERN. Details da-
zu und auch der aktuelle Betriebszustand kénnen unter http://www.lhe-facts.ch/
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eingesehen werden.
Die Website des Beschleunigers ELSA in Bonn hat eine Liste von Beschleunigern
weltweit « Particle Accelerators Around the World | ]».

2.2. Detektoren

Ohne Detektoren sind die Experimente in der Kernphysik und in der Teilchenphy-
sik nicht durchfithrbar. Der Mensch hat fiir diese Ereignisse keine Sinnesorgane!
Unter Detektoren verstehen wir:

o Nachweisgerate
e Spurendetektoren

o Energieauflosende Detektoren

2.2.1. lonisationskammer

Tonisationskammer

U(t)

Sammelelektrode

Abb. 2.20.: Aufbau einer lonisationskammer und der entstehende Ausgangspuls
(siehe auch W. Demtroder | , Fig. 4.59]).

Wenn ein ionisierendes Teilchen (siehe Abbildung 2.20 links) in eine Ionisations-
kammer eintritt ionisiert es durch Stosse das dort befindliche Gas. Das Elektron
und das Ton werden durch das elektrische Feld nach links zur negativen Spannung
—U) oder nach rechts zum RC-Glied beschleunigt. Die Spannung U(¢) ist im un-
gestorten Zustand 0. Wenn die Tonisation bei t = 0 geschieht werden die geladenen
Teilchen beschleunigt. Da das Elektron leichter ist, trifft es zur Zeit t; auf der
Sammelelektrode ein, bevor das lon zur Zeit ¢ auf der Gegenelektrode eintrifft.
Durch die kapazitive Kopplung erreicht die Spannung am Kondensator zur Zeit
ty ihren negativen Maximalwert —&. e ist der Betrag der Elektronenladung. Der
Kondensator C' entladt sich iiber R mit einer exponentiellen Charakteristik und
der Zeitkonstante 7 = RC'. Wichtig ist, dass 7 > t; und 7 > ¢, ist.

Die einmal gebildeten positiven und negativen Ladungstriager bewegen sich aber
nicht im Vakuum, sondern in einem Gas. Dieses fiihrt zur Rekombination der
Ladungstriager mit der Rate

dn
i
mit a dem Rekombinationskoeffizienten. Diese Rate hiangt sowohl von der Kon-
zentration der negativen (n~) wie auch der positiven (n™) Ladungstrager ab. Nun

a-nt-n” (2.2.1)
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45 2.2 Detektoren

bewegen sich die schwereren positiven Ladungstrager langsamer, was zu Raumla-
dungseffekten fithrt | , p- 97].

Fir die Rekombination von positiven und negativen Ionen in Luft betragt der Re-
kombinationskoeffizient o ~ 1072 m3 s~! und fiir die Rekombination von positiven

Ionen mit Elektronen o &~ 10716 m? g1,

Gas-lonisations—-Bereiche

\, Geiger-Miller-Zzhlrohr

“\\grosse Verstarkung

log(I/ly)

€
£
>
@
a
=3
=
=]
°
ko)
£
=]
T
o

c
o
2
£
£
S
°©
B
N

Proportionalz&hlrohr

linearer Anstieg
Sekundarionisation

" Selbstentladung

o

Abb. 2.21.: Unterschiedliche Ionisationsbereiche in einer Gasentladungsrohre
(nach [ , Abb. 4.58]).

In Abb. 2.21 kénnen die folgenden Bereiche unterschieden werden:

linearer Anstieg In diesem Bereich sinkt die Driftzeit der Ladungstrager mit zu-
nehmender Spannung U und damit sinkt auch die Rekombinationsrate.

Sattigungsbereich In diesem Bereich werden alle Ladungstriager gesammelt. Der
Strom hangt von der Masse der ionisierenden Teilchen ab, ™" erzeugt mehr
Ladungstriager und einen grosseren Strom als pt und da wieder grosser als

e .

Sekundirionisation Ab elektrischen Feldern von > 10° V m™! tritt Sekundério-
nisation auf. Da das elektrische Feld um einen Draht E o In (r/rg) ist, kann
der ITonisationsbereich eng am Draht eingeschrankt werden.

Raumladung beginnt zu dominieren Die Raumladung der positiven Ionen er-
niedrigt die effektiv wirkende Spannung und damit die Strome. Deshalb wer-
den die Stromkurven fiir leichte und schwere Teilchen immer dhnlicher.

grossere Verstarkung Hier ist die Verstarkung so gross und die Raumladung so
dominant, dass die Hohe des Strompulses unabhéngig von der Teilchensorte
ist. Dies ist der Bereich des Geiger-Miiller-Zahlrohrs (nach Hans Geiger und
Walther Miiller).

Selbstentladung In diesem Bereich sind die elektrischen Felder so hoch, dass sich
die Elektroden spontan entladen kénnen.

Ein Geiger-Miiller-Zahlrohr ist dhnlich aufgebaut wie ein Proportionalzahlrohr.
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hv

Ur

Abb. 2.22.: PHOTOZELLE (links) und PHOTOMULTIPLIER (rechts).

Versuch 1: Versuch zur Vorlesung:
Geiger-Miiller-Zahlrohr (Versuchskarte k-2, Video)

Anstelle des elektrischen Pulses kann auch das bei der Entladung entstehende
Licht detektiert werden (FUNKENZAHLER).

2.2.2. Szintillatoren

Szintillationszdahler wandeln die kinetische Energie von Teilchen in Anregungen von
Atomen in einem Szintillatormaterial um. Die entstehenden Lichtblitze werden in
einem Photomultiplier (sieche Abb. 2.22) detektiert.

Spiegel

\/\7/\\“ Szintillator | photokathode
%

Spiegel

Abb. 2.23.: Schematischer Aufbau eines Szintillationsdetektors (siche auch W.
Demtroder | , Kap. 4.3.2]]

Wichtig ist, dass moglichst viel Licht gesammelt wird. Deshalb sind die Seiten des
Szintillatorkristalls wie in Abb. 2.23 verspiegelt. Die von geladenen und ungela-
denen Teilchen erzeugten Photonen werden von der Photokathode in Elektronen
umgewandelt und dann im Photomultiplier verstarkt. Die Pulse werden dann wie
bei der Ionisationskammer ausgelesen (siehe Abschnitt 2.2.1).
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Spektrum im Nal(Tl)-Kristall (E, = 0.835 MeV)

| C‘orﬁpt‘on‘eff‘ekt‘ —
100 | Fotoeffekt // \\
// ‘\\
E \
3}
X
o 1 | —
o 10 \ / \
% \ f \
o \\ / \\
\
> \
1 N
0 128 256 384 512 640 768
Kanalnummer
Abb. 2.24.: Spektrum eines Szintillators nach W. Demtroder | , Abb.

4.62]

Abbildung 2.24 zeigt das Spektrum eines Szintillatorkristalls aus Nal(T1). Natri-
umiodid wird mit Thallium aktiviert. Die dominanten Effekte sind der Compton-

effekt (siche Abschnitt 4.4) und der Photoeffekt | , Kap. 4.1.]. Pro Elektron
entstehen

Ein
Npn = Lk

Quantenausbeute

(2.2.2)

Photonen. Dies fiihrt am Photomultiplier zur Spannung

e

UZM'U'B'Nph'C

(2.2.3)

Dabei sind M der Multiplikationsfaktor, n die Quantenausbeute der Photokathode,
[ der Bruchteil weitergeleiteter Elektronen und C' die Kapazitéit. Die resultierende
Spannung ist proportional zur Energie der Teilchen, also z.B. fiir v-Quanten

U=U(E,) (2.2.4)

Der Detektor funktioniert wie erwahnt auch mit y-Quanten. Der Photoeffekt ist
proportional zu Z°, der Anzahl Elektronen (und Protonen) in einem Atom. NalI(T1)
ist dann nicht das optimale Szintillatormaterial. Csl ist besser geeignet. Bei hohen
Energien dominiert dann der COMPTON-EFFEKT (siche Abbildung 2.24).
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+ . + p’-Gebiet
Licht _Sio,
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Abb. 2.26.: Schema der PTNN*—Fotodiode (skizziert nach Hinsch | D

Detektionslimits flir y-Quanten

10° ————r —
Szintillator NaJ(Ti) ——
Halbleiter Ge(Li) ——
Kristallspektrometer ------
|
e H
~ :
10*
> ~
2 -
é 7 —
//
10°
102 —_—
10* 10° 108
hv/eV
Abb. 2.25.: Detektionslimits nach W. Demtréder | , Abb. 4.81]

Abbildung 2.25 zeigt schliesslich die Detektionsgrenzen von Szintillator-Detektoren
und von Halbleiterdetektoren (siche Abschnitt 2.2.3).

2.2.3. Halbleiterdetektoren

Abbildung 2.26 zeigt das Schema einer Photodiode. Hochenergetische Teilchen re-
gen in der Sperrzone Elektronen ins Leitungsband an. Bei geniigender Energie
konnen auch mehrere Elektronen angeregt werden. Dabei ist die Breite der Uber-

gangsschicht
3 1 1
d ~ \/ €€o ( + > U (2.2.5)
q \Np N4y

mit U ~ 500 V der angelegten Sperrspannung, np ~ 1-10'" m~2 der Zahlendichte
der Donatoren und n4 ~ 1-10%2 m~2 der Zahlendichte der Akzeptoren. Dann ist
die Breite der empfindlichen Schicht, der Ubergangsschicht d ~ 1.3 mm.

2.2.4. Cerenkov-Detektoren

Cerenkov-Detektoren beruhen auf der Cerenkov-Strahlung (nach Pavel Alexeevié
Cerenkov | ]). Eine Beschreibung von Cerenkov-Detektoren gibt R. L. Mather

[ J
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3

. ¥ ' Cerenkov-Strahlung

q

Abb. 2.27.: Cerenkov-Effekt

Abbildung 2.27 zeigt die Wirkung des Detektors. Ein geladenes Teilchen mit der
Geschwindigkeit v nach rechts bewirkt in den Atomen des durchflogenen Materials
eine Bewegung der Ladungen, es entsteht eine elektromagnetische Welle. Da das
Teilchen sich im Material mit v > = bewegt, also schneller als die Lichtgeschwin-
digkeit im Material, bilden die entstehenden Huygens’schen Elementarwellen einen
Konus. Der Offnungswinkel des Konus ist ¢

c 1 1
i =——=— 2.2.6
sin(i) = £ 2= = (2:2:6)
(B ist eine Abkiirzung aus der speziellen Relativititstheorie). Der Winkel der
Richtung des ausgestrahlten Lichtes zum Geschwindigkeitsvektor heisst Cerenkov-

Winkel ¥o =71 — .
1

cos(V¢) = n (2.2.7)
R. L. Mather | | zitiert in seinem Paper I. Frank und I. Tamm | ] und
I. Tamm | ]: In den beiden Artikeln® wird die Gleichung

dN(z) 7% (1 1 ) N

dr dmeohc? \© n2p?
Z%e? Z%e? sin?(0,.)
= 2% (1 cos? Aw= 2P Ny (22,
4reghc? ( €08 (190)> w 4rreghc? w (228)

zitiert. Hier ist Z die Ladung des Teilchens und dN (x)/dx die Anzahl abgestrahlte
Teilchen pro Lange. Betrachten wir den Bereich von A = (400 bis 700) nm ist

Aw =

2rc  27c 1 1
= 2mc (

B 400 nm 700 nm

4mc _ 1015 1
" Iy ) 2.0182-10" s

2Beide sind in elektronischer Form nicht erhaltlich.
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Damit ist die Zahl der Photonen

dNZ:1,(400 bis 700) nm<x>
dx
ein Wert, der mit | , Gleich. (2)] iibereinstimmt. Wenn man dN(x)/dx - hw =
dW (x)/dx berechnet, also die abgestrahlte Energie pro Lénge, und w und Aw und
A bzw. AX umrechnet erhdlt man die abgestrahlte Leistung analog zu | ,
Gleich. (3)]

=49125.7m™! (2.2.9)

dW(z)  4n?Z?%e?sin*(9¢)
= A 2.2.1
dx €0 A3 A ( 0)

4 4 4 4 4 4 449 444949494-H

Cerenkov-Strahlung

b

v >

Abb. 2.28.: Berechnung der Energie aus dem Cerenkovwinkel.

Abbildung 2.28 zeigt die Berechnung des Cerenkovwinkels. Dazu betrachten wir
die Fléche des Kegelmantels des Lichtkegels, nicht des Kegels der Wellenfront. Aus
der Geometrie in der Abbildung ergibt sich, dass r = Ly sin(d¢) ist. Dann ist die
Mantelflache

dw (z)
dz
Aus der Fléche des Kegelmantels des Lichtkegels fiir zwei verschiedene Winkel
Yo bei gegebener Flugstrecke kann das Verhaltnis der abgestrahlten Leistung be-

stimmt werden. Ebenso folgt aus cosd. =1 = £ - % die Minimalgeschwindigkeit
fiir den Cerenkov-Effekt

Ay =mr Ly = L3, sin(d¢) o (2.2.11)

C

min,Cerenkov — E

v (2.2.12)

Wenn Teilchen durch die Wechselwirkung unter v abgebremst werden,

min,Cerenkov
hért die Cerenkov-Strahlung auf. Wenn der Lichtkonus auf eine Ebene projiziert

wird, kann so die Energie und die Starke der Wechselwirkung bestimmt werden.

2.2.5. Spurendetektoren

Mit Spurendetektoren meint man Nebel-, Blasen- und Funkenkammern. In ihnen
werden Magnetfelder zur Bestimmung von Energie und Ladungsvorzeichen einge-
setzt.
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— =quB (2.2.13)

2.2.5.1. Photoplatten

Bei Photoplatten wirken die Ionen, erzeugt durch die hochenergetischen Teilchen,
als Kondensationskeime. So wird die Spur des Teilchens dargestellt.

2.2.5.2. Nebelkammern

Bei Nebelkammern wirken die Ionen, erzeugt durch die hochenergetischen Teilchen,
als Kondensationskeime. In einem unterkiihlten Gas entstehen so kleine Wasser-
tropfchen, Nebel. So wird die Spur des Teilchens dargestellt.

Wassertropfchen sind nur ab einer gewissen Mindestgrosse stabil, da der Dampf-
druck proportional zum Kehrwert des Tropfchenradius ist. Damit ein Tropfchen
entsteht muss der Dampfdruck p, < Pextern Kleiner als der Umgebungsdruck sein.
Die Verkleinerung des Tropfchenradius ergibt die Energie

AW = 4ro (7"2 —(r— AT’)2) ~ 8morAr (2.2.14)

mit o der Oberflichenspannung und Ar der Anderung des Radius. Nach Kelvin
ist

o M
Ps(r) = poc €xp (2TpRT> (2.2.15)

mit p,, dem Sattigungsdampfdruck fiir » = oo, p der Dichte der Flissigkeit, M
dem Molekulargewicht (pro Mol) und R der Gaskonstante.

Bei geladenen Tropfchen verringert der nach aussen gerichtete Druck der Ladungen
die kollabierende Wirkung der Oberflichenspannung

o Z%e? M
(1) = pa 27 _ : 2.2.16
Ps(r) = Poc XP << r 87Teor4> pRT) ( )

Versuch 2: Versuch zur Vorlesung:
Nebelkammer: Ulmer Nebel (Versuchskarte AT-72; Video)

2.2.5.3. Blasenkammern

Effizienter als Nebelkammern sind Blasenkammern, da sich bei Ihnen die Teilchen
durch ein Material mit sehr viel hoherer Dichte bewegen. Die hohere Dichte erhoht
die Wahrscheinlichkeit der Wechselwirkung. Wenn die Fliissigkeit tiberhitzt ist,
dann bilden die geladenen Teilchen die Siedekeime. Es entstehen Blaschen entlang
der Spur. Dieser Prozess ist analog zum Siedeverzug von Wasser in Mikrowellen,
dem explosionsartigen Verdampfen des Wassers.
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2.2.5.4. Streamerkammern

lonisation
= Lichtspyr

Detektor2

Abb. 2.29.: Prinzipieller Aufbau einer Streamer-Kammer

Streamerkammern wie in Abbildung 2.29 gezeigt bestehen aus einer gasgefiillten
Kammer, je einem Detektor an der Eintritts und der Austrittsseite und Elektro-
den, an die Hochspannungspulse angelegt werden konnen. Tritt ein Teilchen sowohl
durch den Eintritts- wie auch durch den Austrittsdetektor wird mit einer einstell-
baren Zeitverzogerung ein Hochspannungspuls (= 500 kV, ~ 10 ns) ausgelost. Die
ionisierten Atome entlang des Entladungskanals (Streamer) leuchten. Deren Licht
wird detektiert. Der Hochspannungspuls beendet das Leuchten des STREAMERS.

2.2.5.5. Mehrdraht-Funkenkammern

Metallplatten

Auslesedrahte
Auslesedrahte

Abb. 2.30.: Prinzip der Mehrdraht-Funkenkammer

Mehrdraht-Funkenkammern wie in Abb. 2.30 funktionieren dhnlich. Detektoren
am Eingang und am Ausgang stellen wieder fest, dass ein Teilchen passiert hat.
Auch hier erzeugt das Teilchen wieder Ionen. Die Drahte sind geladen. Die Ionisa-
tionswahrscheinlichkeit ist in der Néhe diinner Driahte hoher ist (sieche Seite 45).
Deshalb bricht die Spannung zwischen jenen Drahten zusammen, zwischen denen
das Teilchen passiert ist. Jeder Draht wird einzeln ausgelesen, die Signale verar-
beitet, kategorisiert und die gesuchten Muster gespeichert, der Rest weggeworfen.
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2.2.5.6. Anwendung: Zerfall von Pionen

Szintillator

| S
|

aty« 26 ns at,m2,248

esed

™

Xl <

Abb. 2.31.: Messung des nt-Zerfalls (nach O. Chamberlain u. a. | | und
W. Demtréder | ).

Abbildung 2.31 zeigt eine Moglichkeit, den Zerfall des 7+ zu messen. O. Chamber-
lain u. a. | ] verwendeten Roéntgenstrahlen aus einem 340 MeV-Synchrotron,
um in einem Paraffin-Kristall (Kohlenwasserstoftketten mit einem hohen Wasser-
stoffanteil) 7% zu erzeugen. Diese kommen in einem Szintillator zur Ruhe und
emittieren dabei ein erstes Photonenpaket. Nach ihrer mittleren Lebensdauer wird
ein weiteres Photonenpaket emittiert, diesmal beim Entstehen eines p*-Leptons.
Auch dessen Zerfall nach 2.2 ps ergibt das dritte Lichtpaket. Daraus wurden dann
die Messdaten in Abbildung 2.32 berechnet.

Zerfall des 1t

10% S
g Experiment: 554 Events  +
| Fit: (1.02*10%)*exp(-3.87 * 107 t) -——~
LT -
5 0%} RS
z | Ry
= o
10 +.'\+\- 4
— T~ 4+
100 ; = \
RS
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t/ns
Abb. 2.32.: Zerfall des 7t (nach O. Chamberlain u. a. [ ], siche auch W.
Demtroder | , abb. 7.3]).
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3. Fermionen und Bosonen

Diese Darstellung hier ist angelehnt an J. Bleck-Neuhaus | ] und J.-M. Schwindt
[ |. Wir kennen aus fritheren Vorlesungen zwei Teilchen, PHOTONEN und
ELEKTRONEN. Beide Teilchen haben einen SPIN, das Elektron hat MASSE und
LAabpuNG. Die Quantenmechanik sagt, dass beide Objekte durch Wellenfunktio-
nen beschrieben werden konnen. Das Elektron mit einer endlichen RUHEMASSE
kann sich nur mit v < ¢ bewegen, wiahrend im Vakuum die Geschwindigkeit von
Photonen gleich der Lichtgeschwindigkeit ist. In den folgenden zwei Abschnitten
soll eine Zusammenfassung der Dirac-Theorie und ein Uberblick iiber Spins und
magnetische Momente gegeben werden.

3.1. Spin und magnetisches Moment

Nach J.-M. Schwindt | ] betrachten wir zuerst Drehimpulse, klassisch definiert
durch L = r x p fir punktférmige Teilchen. Aus der Atomphysik / Quantenphysik
wissen wir, dass fiir die Eigenwerte von Drehimpulsen per Kommutatorrelationen
bestimmt werden konnen. Wir betrachten dazu die Operatoren L,,;7 L und L, sowie

L2 Mit k = {z,y, 2z} = {1,2,3} kann man die Kommutatorrelationen

3

k=1

[L2,L;]=0 Vi e {1,2,3} (3.1.1b)

Hier ist €;;;, der EPSILON-TENSOR, oder nach J.-M. Schwindt [ | die EPSILON-
TENSORDICHTE. Oftmals wird ¢;;; auch LEVI-CIVITA-TENSOR genannt. Es gilt,
dass €;;, = 1 ist wenn ijk eine gerade PERMUTATION von 1 2 3 ist, €;;, = —1 wenn
1jk eine ungerade Permutation von 1 2 3 ist und €;;,=0 sonst.

0 0 0 00 -1 0 10
er=[0 0 1] oo o] ,|[-100 (3.1.2)
0 -10/_,\10oo0o)_,\o0o 00 _,

Elektronen haben neben dem Bahndrehimpuls L auch einen Eigendrehimpuls,
einen Spin s. Die z-Komponente von s nimmt dabei die Werte i% an. Die Kom-
bination des Gesamtbahndrehimpulses L mit dem Gesamtspin .S ist der Gesamt-
drehimpuls J. Auch dort gilt
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>

[
[

Die Zustéande eines Teilchens sind durch die Drehimpulsquantenzahlen ¢, s, 7 und
die entsprechenden z-Komponenten m (unabhéngig vom Typ) noch nicht festge-
legt. Beim Wasserstoffatom braucht es noch die Energiequantenzahl n, es kann
aber auch irgend eine andere Quantenzahl v zu einer anderen Messgrosse sein.
Aus der Quantenphysik ist bekannt, dass Aufsteige- und Absteigeoperatoren (j+
oder J _) alle Zustdnde abbilden koénnen:

3
D =i ende  V{i,j} € {1,2,3} (3.1.3a)
k=1

-

231=0  Vie{1,2,3} (3.1.3b)

T ljom,v) =BG —m) (G +m+1) [jom + 1,0) (3.1.4a)
J_ljom,w) = /(G +m) (j —m+ 1) [j,m — 1,v) (3.1.4b)

Der Spin mit seinen Eigenwerten s, = :I:% kann durch zwei Eigenfunktionen dar-
gestellt werden, also ein zweidimensionales Problem. Aus

A 1 hi 1 A h
ergibt sich die Matrixschreibweise

. h{1 0
SZ—2<0 _1> (3.1.6)

mit den gleichen Eigenwerten. Mit den Aufsteige- und Absteigeoperatoren (j durch
s ersetzen) erhalten wir

A 10
S, =h (0 0) (3.1.7a)

S, =h <0 _1> (3.1.7b)

N N h (0 1

h(0 —i
2(@. o) (3.1.8b)

Mit der Einheitsmatrix I haben wir eine vollstandige Basis der komplexen 2 x 2-

Matrizen. Weiter sind, bis auf Vorfaktoren, Sm Synd S, die PAULI-MATRIZEN. 5'2
hat den Eigenwert % (s + 1) s = 3h%. Es ist

§, = (5,5 ) -

5 = ihzl (3.1.9)
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57 3.1 Spin und magnetisches Moment

Ein punktférmiges Elementarteilchen wie ein ELEKTRON mit Spin hat also zwei
Wellenfunktionen, eine fiir den Ort (Hilbertraum H, = £? der Funktionen 1 :
(R?) — C und dem Skalarprodukt (¢, ¢) = [ *(x)d(x)dx) und eine fiir den Spin
(Hilbertraum #H, = C? mit dem iiblichen Skalarprodukt). Die vollstindige Wel-
lenfunktion existiert nun im Hilbertraum H = H, ® H,. Fir Wellenfunktionen
bedeutet dies, dass es fiir jeden Spinzustand eine eigene Wellenfunktion braucht.
Wir kénnen dann |+&) = |x) ® |£) durch die beiden simultan existierenden Wel-
lenfunktionen (¢4 (), ¥ _(x)) ausdriicken.

(0| W) :/(w; ) <5+> dz :/(y¢+12+ - [?) dz =1 (3.1.10)

Weiter haben wir

. o
9) = 1) 0 mit 1o = () wd o) =ale), W =l) (11
Schliesslich ist die Normierungsbedingung auch

/W"f‘2)\ de =1und [o)* +|B* =1 (3.1.12)

Es gibt Teilchen wie die Z-Bosonen und die W*-Bosonen wie auch das Photon, die
einen Spin 1 haben. Diese Leben in einem dreidimensionalen Hilbertraum H = C3.
Die Basisvektoren sind die Eigenzustande |+), [0) und |—). Die Spinoperatoren S,,
S,, S. und S? sind die Matrizen

A p (0010
S,=—|1 01 (3.1.13a)
V2l 1 0
A h 0 — 0
Sy=—=14 0 —i (3.1.13b)
V2 o i o
A 10 0
S.=h[0 0 0 (3.1.13c)
00 —1
) 100
S?=2hr(0 1 0| =2nl (3.1.13d)
001
(3.1.13e)

Ein PHOTON hat einen Spin der Grosse h = 1 - h. Das wiirde nach den vorheri-
gen Ausfithrungen bedeuten, dass das Photon drei z-Zustande hatte. Nun bewegt
sich aber ein Photon mit der Lichtgeschwindigkeit c. Deshalb existiert bei einem
Photon der Zustand mit m = 0 nicht. Auch Photonen haben nur zwei mogliche
Orientierungen entlang der z-Achse. Diese z-Achse liegt in die Bewegungsrichtung
der Photonen. Der Spin des Photons ist gleichbedeutend mit den beiden moglichen
ZIRKULAREN POLARISATIONSRICHTUNGEN.
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Aus der Atomphysik wissen wir das Elektronen als Spin %—Teilchen ein magne-
tisches Moment haben, so wie alle Fermionen. Der Spin s entspricht einem me-
chanischen Drehimpuls, der nach quantenmechanischen Uberlegungen mit einem
magnetischen Moment g, verkniipft ist. Der Zusammenhang zwischen dem Spin
s und dessen magnetischem Moment p, ist

e

- g 3.1.14
I 953 S ( )

wobel
gs = 2.0023 (3.1.15)

ist. Der Wert von g, ist tiberraschend:

« Das magnetische Moment ist etwa doppelt so gross wie aus klassischen Argu-
menten zu erwarten gewesen ware. Dies ist ein quantenmechanischer Effekt.

o Aus klassischer quantenmechanischer Rechnung wiirde g = 2 folgen. Die
Abweichung von 2.0000 ist ein quantenelektrodynamischer Effekt und durch
Messungen auf viele Nachkommastellen bestatigt. Die Quantenelektrodyna-
mik verknipft die spezielle Relativitdtstheorie mit der Quantenmechanik.
Gleichzeitig bietet sie eine einheitliche Beschreibung von Teilchen und Fel-
dern.

Zur Erinnerung: Das magnetische Moment des Elektronenspins kann mit dem
BOHRSCHEN MAGNETON ausgedriickt werden

fts.2 = £1.00116 1501, (3.1.16)

Das Verhéltnis zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment heisst gyroma-
gnetisches Verhéltnis v = %. Das gyromagnetische Verhéltnis fiir den Bahndre-
himpuls und den Spin ist

v =1.00116—— (3.1.17)

Me

Der Spin kann zum Beispiel mit dem Stern-Gerlach-Versuch nachgewiesen werden
(nach Otto Stern und Walther Gerlach).

3.2. Dirac-Theorie

In seiner Theorie des PHOTOEFFEKTS hat Albert Einstein gezeigt, dass elektro-
magnetische Wellen auch als PHOTONEN angesehen werden konnen. Dies ist der
WELLE-TEILCHEN-DUALISMUS. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.2.2.] kon-
nen die MAXWELLGLEICHUNGEN bei festgehaltener Frequenz w in der Form der
Gleichungen des HARMONISCHEN OSZILLATORS geschrieben werden. Der Grund
ist, dass die Energie des elektromagnetischen Feldes von E?(¢) und B?(t) abhingt
und dass beide Grossen iiber Zeitableitungen (2= = —2Bv iy einer Dimension) ver-
kniipft sind. Beim harmonischen Oszillator héingt die Gesamtenergie von () und

0z ot
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59 3.2 Dirac-Theorie

p?(t) ab, und Impuls und Ort sind auch iiber eine Zeitableitung p(t) = m4wx(t)

miteinander verkntipft. Aus den Aufsteige- und Absteigeoperatoren werden im Zu-
sammenhang mit Photonen Erzeugungs- (¢7) und Vernichtungsoperatoren (&) fiir

Photonen. Diese erhohen oder erniedrigen die Photonenzahl n jeweils um 1.

¢hin) = |n+1) (3.2.1a)
¢ln)=|n—-1) mit n > 0 (3.2.1b)
[e,ef] =1 (3.2.1¢)

Weiter kann die Zahl der Photonen durch den Operator

fi |n) = &'¢|n) = n|n) (3.2.2)

bestimmt werden. Ausgehend von der Matrixformulierung der Quantenmechanik
nach Werner Heisenberg gelang es Paul Dirac im Jahre 1927 das elektromagnetische
Feld quantisiert zu beschreiben. Er verwendete fiir das Feld den (Strahlungs-)
Hamiltonoperator

Hag = > (g + 1) Fiwy (3.2.3)
k,o

wobei o die beiden Polarisationsrichtungen sind und k = |k| = wy/c alle Wellen-
zahlen beinhaltet. Paul Dirac kombinierte den Hamiltonoperator ﬁmd des Feldes
mit dem Hamiltonoperator eines Atoms. Er ergénzte diesen Operator durch einen
Storoperator bestehend aus ¢ und ¢&: Diese Operatoren verdndern den Zustand
des Atoms in dem Sie ein Photon vernichten (absorbieren) oder erzeugen (emit-
tieren). Eine weitere Konsequenz seiner Theorie war, dass es zu jedem FERMION
ein ANTITEILCHEN gibt, auch ein Fermion. Das heisst, dass ein Teilchen und sein
Antiteilchen sich vernichten kénnen. Umgekehrt heisst das auch, dass Teilchen und
Antiteilchen nur gemeinsam entstehen konnen. Die Zahl der Fermionen einer be-
stimmten Art ist also konstant wenn Antiteilchen negativ gezéhlt werden. Bosonen
(Teilchen mit ganzzahligem Spin) konnen in Paaren erzeugt werden, miissen aber
nicht. Wenn Bosonen geladen sind, dann kénnen sie nur in Paaren entstehen.
Elementarteilchen sind wie Photonen ununterscheidbar. Dirac gelang es, das elek-
tromagnetische Feld in der sogenannten ZWEITEN (QUANTISIERUNG ohne Numme-
rierung der Teilchen zu beschreiben. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.3.3]
folgt daraus die BOSE-EINSTEIN-STATISTIK. Die Ununterscheidbarkeit bedeutet,
dass die Teilchen interferieren. Die Ununterscheidbarkeit verlangt, dass bei meh-
reren gleichartigen Teilchen beim Vertauschen von zwei Teilchen

o die Mehrteilchenwellenfunktion fiir Bosonen (ganzzahliger Spin) gleich bleibt
(symmetrische Wellenfunktion) oder

« die Mehrteilchenwellenfunktion fiir Fermionen (halbzahliger Spin) das Vor-
zeichen umkehrt (antisymmetrische Wellenfunktion).

Bei zwei Teilchen vom identischen Typ mit den Wellenfunktionen ¢ und ¢ ist nach
J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.3.3.] die resultierende Zweiteilchenwellenfunktion
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$e(1,2) = ;5 (B(1)6(2) £ $(2)6(1)) (3.2.4)

Diese Operation nennt sich SYMMETRISIERUNG (Vorzeichen +, Index s fiir Boso-
nen) oder ANTISYMMETRISIERUNG (Vorzeichen —, Index a fiir Fermionen). Glei-
chung (3.2.4) hat zur Konsequenz, dass zwei Fermionen nicht im gleichen Zustand
sein konnen, d. h. nicht die gleiche Wellenfunktion haben diirfen. Dann ist ndm-
lich ¢*(1,2) = 0. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.3.3.] bedeutet dies, dass
zwei Elektronen (allgemein Fermionen) mit parallelem Spin eine antisymmetrische
Ortsfunktion haben miissen, d.h. wenn Ihre Orte r; = ry gleich sind ist wieder
»*(1,2) = 0.

J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.3.3.] gibt das folgende Beispiel an: Es seinen
und ¢ zwei orthogonale Zustande, d.h. sie sind wegen der Konstruktion nicht gleich
und erfiillen damit das Prinzip, dass zwei Fermionen nicht im gleichen Zustand sein
diirfen. Ein Parameter 0 < 3 < 1 erlaubt die Konstruktion einer weiteren normier-
ten Wellenfunktion ¢3 = /1 — %Y + B¢. Fir § = 1 bekommen wir die beiden
orthogonalen Wellenfunktionen. Die antisymmetrisierte Zweiteilchenwellenfunkti-
on ist dann

v (1, 2,6> = ((1)5(2) — $(2)9s(1))
( (\/1—52w + Bo(2 ) e (\/1—6% +80())
(\/1 — PHB() + BoR)(1) — 1= FE)U() - FH(2)60))

kVT=P? kp
== WP —v@p)+ 5 (6(2)p(1) — v (2)e(1)
ki3

V2

Es bleibt also nur der Term mit den orthogonalen Wellenfunktionen iibrig. Die

Normierung verlangt, dass k = Lﬂ ist. Wenn § = 0 ist, ist die resultierende

= 5l

(6(2)1(1) = ¥(2)0(1)) (3.2.5)

Wellenfunktion 0. In allen anderen Féllen ist sie einfach die Kombination der bei-
den orthogonalen Wellenfunktionen. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.3.3]
kann die antisymmetrische Variante der Gleichung (3.2.4) als Determinante einer
quadratischen Matrix bestehend aus zwei Spaltenvektoren geschrieben werden

g Lo (0 (60
.= e ((16)) (5))
1 (P e _ L .
= e () 60)) = 75 e - s2e) (26)

Nun ist nach den Gesetzen der linearen Algebra die Determinante unabhéngig von
der Wahl des Koordinatensystems. Das heisst, die resultierende Wellenfunktion
héngt nicht von der gewahlten Basis ab.

Werden bei einem System von vielen identischen Fermionen zwei Paare ausge-
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61 3.2 Dirac-Theorie

tauscht, dann dndert sich das Vorzeichen fiir jedes Teilpaar einmal, insgesamt also
nicht. Dies ist der Fall bei der Supraleitung, da dort die Elektronen zu COOPER-
PAAREN vereint sind. Die Gesamtwellenfunktion eines Systems von Fermionen hat
also symmetrische, bosonische Anteile. Bei Supraleitern sind durch die Paarbildung
die antisymmetrischen Anteile unterdriickt. Supraleiter sind ein bosonisches Sys-
tem.

Nach J. Bleck-Neuhaus | , Frage 9.2] zeigt sich, dass die abstossende Cou-
lombkraft zweier Elektronen durch die Orbitale noch nicht vollsténdig gegeben
ist.

Epor = (U (11, 72)| V (11, 72) [W (1, 72))
= Epn(direct) — E,.(ausgetauscht) (3.2.7)

Das heisst, der erste Term E,(direct) ist die klassische potentielle Energie zwi-
schen den zwei Elektronenzustanden ¢ (r) und ¢(r) in der antisymmetrischen Wel-
lenfunktion W*(ry, re). Der zweite Term E,,(ausgetauscht ist die quantenmecha-
nische Korrektur, hier mit einem «—» wegen der Antisymmetrie der Fermionen.
Die abstossende potentielle Energie zweier Elektronen wird durch Austauschkrafte
(die Interferenzen) verringert.

Bei bosonischen Teilchen muss Gleichung (3.2.7) so geschrieben werden:

Epor = (U3 (11, m2)| V(r1,72) [V (11, 72))

= Epo(direct) + Epo(ausgetauscht) (3.2.8)

Hier ist die klassische potentielle Energie durch den positiven Term erhoht.

3.2.1. Basiszustande in der zweiten Quantisierung

J. Bleck-Neuhaus | , Kasten 9.2] sagt, dass es im Vakuum einen Grundzustand

mit dem Zustandsvektor |0) mit der Normierung (0]|0) = 1 gédbe. Wenn nun ein

Teilchen erzeugt werden soll verwendet man den Aufsteigeoperator éLL, wobei k den

in einer Einteilchenbasis zu erzeugenden Zustand ¢ beschreibt.
|k) = &, |0) (3.2.9)

In der Ortsbasis verwenden wir den Erzeugungsoperator @T(r) um am Ort r das
Teilchen |r) = ¥!(r) |0) zu erzeugen. Die zum Eigenzustand |r) gehérige Eigen-
funktion ist ¢ (r') = d(r' — 7).

In der Vorlesung Atomphysik oder Quantenmechanik wurde der Sachverhalt so
beschrieben: Der Zustand |k) hat die Wellenfunktion (| , Kasten 9.2])

oi(r) = (r|k) = (0] ¢ (r)a} |0) (3.2.10)
Ein zweites Teilchen entsteht durch
k' k) = al.al o) (3.2.11)
Der Operator & vernichtet den Zustand |k). Insbesondere gilt 4, |0) = 0.
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3.2.2. Freie Teilchen

Wie im Abschnitt 3.2.1 und bei J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.4.1.] skizziert
werden Teilchen durch zustandsspezifische Aufsteigeoperatoren erzeugt

k) = 4 |0) (3.2.12)

Der Prozess ist analog zu dem im HARMONISCHEN OSZILLATOR. Mit Hilfe des
Kommutators (tiefgestellter Index «—») und des Antikommutators (tiefgestellter
Index «+»)

[ X,)Y], =XY +YX Antikommutator (3.2.13a)
(X, Y] =[X,Y]=XY -YX Kommutator (3.2.13b)

kann man die folgenden Relationen fir Aufsteige- und Absteigeoperatoren (oder
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren) fiir zwei Zustdnde A und B einer or-
thonormierten Basis hinschreiben

A A 1, wenn A = B; At A
L = ajabdaba, = { 0 wemn A % B, und [al,a5]. =0 (3.2.14)
Die 0 in Gleichung (3.2.14) ist die Zahl Null oder der Nullvektor. Dieser Nullvek-
tor muss vom Vektor des Vakuums, hier auch mit einer Null beschrieben, unter-
schrieben werden. In Gleichung (3.2.14) steht der Kommutator (tiefgestellter Index
«—») fiir Bosonen, der Antikommutator (tiefgestellter Index «+») fir Fermio-
nen. Der Grund ist: Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Fermionen
in Mehrteilchensystemen antikommutieren. Dies ist nicht zu verwechseln mit den
Zustédnden: Orthogonale Fermionenzustéinde kommutieren.
Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.4.1.] ergibt sich daraus das AUSCHLUSS-
PRINZIP (PAULIPRINZIP) aus der zweiten Relation in Gleichung (3.2.14).

[al,a%], =alal +akal, =0 (3.2.15)

Bei zwei identischen Fermionen (Vorzeichen «+», A = B) ergibt sich 2a},al, = 0
(der Nulloperator).

Der Hamiltonoperator eines Vielteilchensystems mit allen Wech-
selwirkungen kann allein durch wiederholte Anwendung der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (4" und &) konstruiert wer-
den.

Wenn die E(k) die Energieeigenwerte freier Teilchen in den Einteilchenzustdnden
|k) sind, wenn der Teilchenzahloperator fi, = 44, ist und wenn es keine Wechsel-
wirkungen der Teilchen untereinander gibt, dann lautet der Hamiltonoperator des
Vielteilchensystems

I/_\Ifreie Teilchen — Z E(k)ﬁk = Z E(k)élzék (3216)
vk vk
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63 3.2 Dirac-Theorie

Dies ist der Operator der Gesamtenergie. Die Summe bei Elektronen ist dann iiber
alle Raumdimensionen.

Photonen entstehen aus dem gleichen Vakuum, aber mit anderen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren (¢! und ¢). Der Hamiltonoperator fiir die elektromagneti-
sche Strahlung ist

IfIStrahlung = Z h/wpﬁp — Z hwpé;rjép (3217)
Vp Vp

Elektronen und Strahlung hétten ohne Wechselwirkung den Gesamthamiltonope-
rator ngsamt = Hfreie Teilchen 1 HStrahlung-

3.2.3. Teilchen mit Wechselwirkungen

Wechselwirkungen werden in die Welt der zweiten Quantisierung eingefiigt, indem
zusitzliche Terme genannt Hamiltonoperator der Wechselwirkung Hyw addiert
werden. Die Idee dabei ist: Wenn ein Teilchen vom Zustand A in den Zustand B
wechselt muss gleichzeitig ein Teilchen des Zustandes A vernichtet und eines des
Zustandes B erzeugt werden. Wir erinnern uns daran, dass die Operatoren in der
Reihenfolge von rechts nach links angewandt werden.

Hyw(A — B) = ahay (3.2.18)

Sollte der Zustand A kein Teilchen beinhalten, dann kommt hier null heraus. Die-
ser Wechselwirkungsoperator muss nun entsprechend realer physikalischer Wech-
selwirkungen konstruiert werden. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.4.3.] kann
der Wechsel eines Elektrons von einem Zustand héherer Energie A in einen Zustand
niedriger Energie A’ unter Aussendung eines Photons so geschrieben werden

s At oA oA
HPhotonenemission - aA/aAC;[) (3219)

Entsprechend wéare der Hamiltonoperator der Photonenabsorption

s _ata oA
HPhotonenabsorption = a,4a4/Cp (3220)

Wenn zwel Teilchen A und B aneinander streuen und nach dem Stoss in den
Zustanden A’ und B’ sind lautet der vorlaufige Wechselwirkungshamiltonoperator

HStreuung = éJTB/éBéL/éA (3221)

Wer Billard spielt weiss, dass aus dem gleichen Ausgangszustand durchaus mehrere
Endzustande auftreten konnen. Weil in der Quantenwelt Ort und Impuls nach Wer-
ner Heisenberg nie gleichzeitig genau gemessen werden kann muss iiber alle mogli-
chen Endzustdnde summiert (integriert) werden. Da nun nicht jedes Resultat des
Stossprozesses gleich wahrscheinlich ist, miissen wir noch eine Wahrscheinlichkeit,
die Strenamplitude f(Ap) aus dem Impulsiibertrag Ap, mit multiplizieren.

I:IStreuung = Z f(Ap)éL/éBéL,éA (3222)
VA.A' B.B
Ap=puy —Ps=Pp— Pp

Fir die Coulombkraft ist f(Ap) o< ¢ A;)Q.
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J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.4.3.] gibt weiter an, dass eine genaue Rechnung
zeigt, dass der Wechselwirkungshamiltonoperator nach Gleichung (3.2.22) nicht
braucht, sofern im Falle der elektromagnetischen Wechselwirkung die Emission
von Photonen nach Gleichung (3.2.19) und die Absorption von Photonen nach
Gleichung (3.2.20) sowie eine korrekte Stérungsrechnung verwendet werden.Dies
fithrt dann letztlich auf den Formalismus der Feynmandiagramme (von Richard
Feynman) nach Abschnitt 12.4.

Die Wechselwirkung iiber elektromagnetische Felder wird in diesem Formalismus
iiber die Emission und die Absorption von Photonen gehandhabt. Das heisst, jeg-
liche elektromagnetische Wechselwirkungsoperatoren miissen mindestens die Ha-
miltonoperatoren der Photonenabsorption und der Photonenemission enthalten.
Das kann J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 9.5.] auch so formuliert werden:

Der elementare Prozess der elektromagnetischen Wechselwirkung ist
die Emission und Absorption eines Photons.

Wenn die erlaubten Zustande die Impulseigenzustande von Elektronen und von
Photonen sind und davon nur die genommen werden, die die Energie-, und Im-
pulserhaltung sowie den Erhaltungssatz von der Anzahl Fermionen erfiillen. Dies
heisst, dass py = pp + p, und E4 = Ep + E, ist wobei v fiir ein Photon steht
(v-Quant). Die Stérke der Wechselwirkung wird iiber eine noch zu bestimmende
Kopplungskonstante g angegeben | , Kap. 9.5.]. Schliesslich benotigt man zur
Normierung noch einen Faktor 1/, /p,¢. Dieser Faktor ergibt sich aus der Umrech-
nung freier elektromagnetischer Felder in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

(und erinnert an die relativistische Energie £ = /m3c* 4+ ¢2p? mit mg = 0).
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4. Streuexperimente

Bei Streuexperimenten gibt es die folgenden Untersuchungsmethoden:

o Elastische Streuung: Ein einfallender Strahl mit der Teilchenflussdichte ® =
nvy (Einheit [®] = m~2 s71) trifft auf das Ziel mit der Fliche A. Die Anzahl

Teilchen pro Zeiteinheit ist
dN
— =0 A 4.0.1
o (4.0.1)

In der Zeit At treffen dann N = %t = Nt = & A At Teilchen auf, von
denen AN = ANAt = A® A At gestreut werden.

AN ANAt
= . = f (¥, Ey) 62 4.0.2
mit
. nl dO’(ﬁ, EO)
J(0, Bo) = LV =it (4.0.3)

Hier ist ¥} der Ablenkwinkel. Die Teilchen werden un den Raumwinkel €2 ge-
streut. Dabei ist die Teilchendichte im Target np und im nichtrelativistischen
Falle die Energie Ey = 3muv?
o Inelastische Streuung: Es gibt die folgenden Arten inelastischer Streuung:
— Reaktive Streuung
— Spektroskopie der Gammastrahlen fiir angeregte Kernzustande

— Ersatz eines Elektrons durch ein pu, das sich im Wesentlichen im Kern
authalt

— Messung der Energieverteilung der emittierten Teilchen von instabilen
Kernen (e~ oder «)

Im Folgenden werden einzelne Realisierung von elastischer und inelastischer Streu-
ung besprochen.

4.1. Rontgenstrahlung und Rayleigh-Streuung

Wenn Rontgenlicht (nach Wilhelm Conrad Réntgen) an einer Ladungswolke ge-
streut wird, tritt RAYLEIGH-STREUUNG auf. Das elektrische Feld der Rontgen-
welle bringt die Ladungen des Kerns zum Schwingen. Diese strahlen dann nach
[ , Kap. 6.5]
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2.2, 4 2
I(r,@):<s<7~,@,t)>t=,/;0 ¢ R sin” O (4.1.1)
0

(dmegc?)® 22

elektromagnetische Energie der gleichen Frequenz ab, es tritt also Streuung auf.
Aus der Gleichung (4.1.1) kann abgelesen werden, dass die Streuamplitude der
Rayleigh-Streuung proportional zu w* o v* ist. Die Amplitude ist proportional
q = Z-e, die Intensitét oder der Betrag des Poynting-Vektors proportional zu Z2e?.
Bei einer Energie von Aiw = 3 keV ist die Wellenldnge 1.046 852 1-10~ m und die
Frequenz 2.863 752 - 10 1/s, im Vergleich zu griinem Licht mit der Wellenlénge
51077 m und der Frequenz 6.00 - 10* 1/pers. Deshalb ist die Intensitit der
Rayleigh-Streuung fiir die Energie hw = 3 keV somit 5.204016 - 10'® mal starker
als flir griines Licht.

4.2. Streumethoden

Bei einem Streuexperiment werden Teilchen an einem ruhenden (oder bewegten)
Objekt, TARGET genannt, gestreut. Das Target wird tiiber seinen Wirkungsquer-
schnitt o charakterisiert. o ist die aus der Ferne aus der Richtung des streuenden
Teilchens gesehene Querschnittsfliche eines harten Streukorpers. Der Wirkungs-
querschnitt wird in der Teilchenphysik mit der Einheit

1 barn =1b:=10"% m? (4.2.1)

Die Wahrscheinlichkeit p, dass ein Streuereignis eintritt wenn eine Flache A mit N
sich nicht iiberlappenden STREUZENTREN mit dem Streuquerschnitt ¢ mit einem
Projektil beschossen wird ist

No

Solange Streuzentren sich nicht iiberlappen ist die Wahrscheinlichkeit gegeben
durch die Geometrie.

Der TOTALE WIRKUNGSQUERSCHNITT wird auch mit der Grosse o gemessen und
ist durch

#Reaktionen N N
_ Zeit — —
O = Strahlteilchen . Streuzentren N Ny I NAS <423)
Zeit Flache a A b

Hier ist N die Anzahl der Streuprozesse (Reaktionen) pro Sekunde, N, die Anzahl
der Teilchen pro Sekunde im einstromenden Teilchenstrahl, NV, Die Anzahl Streu-
zentren in der Flache A. N, = I ist auch der TEILCHENSTROM der eintreffenden
Teilchen. % = Nya ist die Fliachendichte der Streuzentren (mit der Annahme, dass
die Zentren sich nicht tiberlappen).
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<

Abb. 4.1.: Berechnung eines Streuquerschnittes nach | , Abb 2.3].

Abbildung 4.1 zeigt eine weitere Betrachtungsméglichkeit. Sei n, die Teilchendichte
im eintreffenden Strahl, N, die gesamte Teilchenzahl im Strahl, v, die (mittlere)
Strahlgeschwindigkeit, n;, die Volumendichte der Streuzentren, N, die Zahl der
Streuzentren im Target, A die Querschnittsflache des Targets und d dessen Dicke.
Dann haben wir die Grossen

N, =1, (Teilchenstrom) (4.2.4a)
Qo = ];/;a (Teilchenfluss) (4.2.4b)
N, = nyAd (4.2.4¢)
N = ]Zb (Dichte der Streuzentren) (4.2.4d)

Die Reaktionsrate oder Streurate im Target ist dann:

N = QuNyop, = I, NF o, (4.2.5)

Eine haufige Kenngrosse einer Streuung (oder Kernreaktion) ist die Luminositat:

L= I,NI' = n,u,N, Einheit: [cm_2 s_l] (4.2.6)

Mit der Luminositat L wird die Reaktionsrate (Streurate)

N=Lo (4.2.7)
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do

Variablen
b9

»
>

Streuzentrum

Variablen
0,0

Abb. 4.2.: Differenzieller Streuquerschnitt | ].

Der differentielle Streuquerschnitt ist folgendermassen definiert (siehe Abb. 4.2):

do #Reaktionen

__ Zeit - (4.2.8)
- Flachendichte - Raumwinkel

CTQ(Q) ~ Strahlteilchen
Zeit

do ist eine Flache, df) ein Raumwinkel. Beide hangen vom Streuwinkel 6 ab. Im
Vergleich zu Gleichung (4.2.3) ist im Nenner noch die Variable «Raumwinkel»
hinzugekommen.

Die Anzahl einfallender Teilchen in der Ringflédche do ist

do = 2mwbdb (4.2.9)

Diese Teilchen werden gestreut und werden danach auslaufende Teilchen genannt.
Sie bewegen sich durch das Raumwinkelelement df2

dQ = 27 sin(0)df = 2wd (— cos(f)) = —2md cos(0) (4.2.10)
Zusammen ergibt sich

do 2mbdb b db
dQ ~ 2msin(0)(—df)  sin(0) df

(4.2.11)

g—g ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen aus dem Bereich b...b + db nach

0...0+ df gestreut wird.
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N Detektor

do

N O,QC
"'o . V = A“A x

Al

AX

Abb. 4.3.: Prinzipieller Aufbau eines Streuversuches ( Adaptiert aus Demtroder
Band 4, Abb 2.1 | )

In Abb. 4.3 hat der einfallende Strahl die Teilchendichte

¢ = ny, (4.2.12)

(die Einheiten sind [®] = m™2 s7!, [n] = m™3, und [vg] = m s7!). Die Gesamtzahl
der Teilchen ist

N =®A (4.2.13)

Dann ist die Zahl AN der in die Richtung 6 gestreuten Teilchen im Vergleich zur
Gesamtzahl N

A]\JIV = £(0, E))AQ (4.2.14)

Wie immer hier wird Zylindersymmetrie um die Einfallsrichtung angenommen.
f(0, Ey) ist die Streufunktion. Die Form dieser Funktion hangt von der Physik des
Streuprozesses ab, vom Streuwinkel 6 oder von der Energie Fy (und damit von der
Geschwindigkeit vg). Mit der Teilchendichte ny im Targetvolumen V = A’ - Ax
erhalten wir fiir die elastische Streuung die Form

nr do (9 s Eo)
10, Bo) = 3V o
% ist die Dicke des Targets. Weiter ist der Ablenkwinkel #. Wir betrachten hier die
Streuung in den Raumwinkel d€2 bei der Energie Ey = imuv3. Wie schon definiert
ist j—g der differentielle Streuquerschnitt, also der Beitrag eines Targetatoms zur
Streuung in den Winkel # mit dem Normraumwinkel A2 = 1.
Mogliche einfallende Teilchen und deren Wechselwirkungen sind:

(4.2.15)

o Elektonen: Nur elektromagnetische und schwache Wechselwirkung
o Neutronen: Nur starke Wechselwirkung

e Protonen, a-Teilchen, usw.: Alle Wechselwirkungen

Wir unterscheiden die folgenden Arten der Streuung:

« FKlastische Streuung: Keine Dissipation
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o Inelastische Streuung: Innere Energie wird angeregt

o Reaktive Streuung: Identitét der beteiligten Teilchen ist nicht erhalten

Welle des einfallenden Teilchens

Abb. 4.4.: Skizze der Wellennatur der Streuung

Abbildung 4.4 zeigt die Streuung im Wellenbild. Eine einfallende ebene Welle ¢+*
entlang der z-Achse streut an einem punktférmigen Streuzentrum bei z = 0. Bei
elastischer Streuung wird die Energie der Teilchen oder Wellen nicht gedndert: Die
Wellenlédnge und damit der Wellenvektor k£ bleiben. Am Streuzentrum lauft eine
Kugelwelle weg. Wir tibersehen grossziigig die Probleme bei » = 0. Die detektierte
Welle bei ELASTISCHER STREUUNG ist eine Uberlagerung einer ebenen Welle und
einer Kugelwelle: elastische Streuung

) 1 .
U(r) = A |e* 4+ f(0) - e (4.2.16)
T
2 ist die Amplitude der Welle, f(#) ist die oben diskutierte Streufunktion, nur

ohne Bezug auf die Energie. Die gestreute Welle trifft im Abstand rp auf einen
Detektor mit der Flache dA. Der Detektor deckt also den Raumwinkel

o = 4 (4.2.17)

2
ab. Wenn j, die am Detektor eintreffende Teilchenstromdichte (Einheit [j,] =

m~2 s7!) und j, die Teilchenstromdichte des einfallenden Strahls ist, gilt die Be-
ziehung

JadA
Je
Fir den Teilchenstrom am Detektor erhalten wir mit v, der Geschwindigkeit der

auslaufenden Teilchen (Wir detektieren nur (¥2) = |¥|?)

o (6)dS) = (4.2.18)

2A f(0) Lo 2 dA = v, 2% | f(0)|? dQ (4.2.19)

r

JaldA = vy |Wa|* dA = v,

Bei elastischer Streuung ist v, = v,. Dann haben wir

do v |fO)° _ 2
0= g = MO (4.2.20)
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Das heisst, mit einem Streuexperiment kann |f(#)|* bestimmt werden, aber nicht
die in der Regel komplexe Amplitude f(¢). Gleichung (4.2.20) ist die Partialwel-
lengleichung.

4.3. Stossprozesse

Bei Stossen von geladenen Teilchen wie dem Elektron oder dem a-Teilchen mit
Atomen oder Atomkernen ist die elektromagnetische Wechselwirkung und insbe-
sondere die Coulomb-Wechselwirkung (nach Charles Augustin de Coulomb) domi-
nant. Diese Wechselwirkung ist das Hauptthema der folgenden Abschnitte.

4.3.1. Elektrodynamik und Vierervektoren, Repetition und
Erweiterung

Nach U. Ellwanger [ | muss zuerst die Formulierung der Elektrodynamik be-
trachtet werden.

Lorentzkraft klassisch  F(r,t) = q (E(r,t) + v X B) (4.3.1a)

Maxwellgleichungen = Wellengleichung =-

0’°E 9 0°B
BT =c*AFE und BT

= c*AB (4.3.1b)

Eine andere Schreibweise dieser Gleichung angepasst fiir Operatoren heisst Klein-
Gordon-Gleichung

82 82 82 82
<8t2 _ 2 <8x2 + @ + Z)) E(:L’, Y, 2, t) =0 (4.3.2)

Eine analoge Klein-Gordon-Gleichung existiert fiir B. B und E sind iiber die
Maxwellgleichungen gekoppelt, so dass es nicht 6 sondern nur vier unabhangige
Komponenten gibt.

= Verwendung des elektrostatischen Potentials ¢ und des Vektorpotentials A

o0 L[ 2 P
o L[ P .
((‘%2_6 <6x2+8y2+322>>142(x’y727t) _0 (S {I,y,Z} (433b>
und
E:—V(;S—%? B=VxA (4.3.4)

Formulierung als Vierervektor (¢, A,, A, AZ)T.
Fir hohe Geschwindigkeiten transformiert sich (¢, A,, A, AZ)T wie der Vierervek-

tor (ct, z, v, z)T.
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4.3.2. Elektron-Elektron-Streuung

— Impulsaustausch

Black Box

Abb. 4.5.: Links: Streuung zweier Elektronen im Schwerpunktssystem. Mitte:
Situation, wenn man die Details der Streuung vernachléssigt. Rechts:
Impulsiibertrag.

Wir betrachten nur das Schwerpunktssystem. Wir vernachlissigen dabei wie in
Abb. 4.5 die Details im Wechselwirkungsbereich. Dann sind Energien und Impulse
auch einzeln erhalten (siehe auch U. Ellwanger | , Kap. 5.2]):

vorher E} = \/mgc‘1 +(p8)* 2 = \/mgc‘l + (p§)* 2 = E2 (4.3.5)

Im Schwerpunktssystem vor dem Stoss ist p{ = —p§3. Wie iiblich wird der Abstand
der Bewegungslinien der beiden Elektronen mit b bezeichnet( Stossparameter).
Nach dem Stoss haben wir

nachher EY = \/mgc‘1 - (pl{)2 ¢ und \/mgc4 + (pg)Q =K} (4.3.6)
Es gilt die Energie- und die Impulserhaltung:

pl+ps=p,, =0=p,+p,und B¢ + ES = Bypy = EY + ES (4.3.7)
Damit folgt auch

E’ = E¢ und |p!| = |p%| mit i € {1,2} (4.3.8)
Der Winkel 6 gegeben durch das Skalarprodukt

P} - Py = |pf|
Klassischerweise wird die Ablenkung als Folge der Kréfte der elektrischen Felder
gesehen. Wenn |p,|> < mec? ist , haben wir

0\ (—e)” Me
tan <2> = (47?50 ) D ip (4.3.10)

Daraus ergibt sich die nach Ernest Rutherford benannte RUTHERFORD-STREUUNG.

2
do (—e)2> m?2
PO)=—= - 4.3.11

(©) dQ (471'60 16 |p,|* sin* (g) ( )

Bei vielen ununterscheidbaren Elektronen sind die gestreuten Teilchen in die Win-
kel 6 und 6 + 7w ununterscheidbar. Gleichung (4.3.11) muss erginzt werden. Wir
erhalten die Winkelverteilung

p’{‘ cos(0) (4.3.9)
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po) - 4 ((—e>2>2 m?

dmeo ) 16 |p,|* sin? (g)

n <(_€)2>2 me (4.3.12)

dmeo ) 16 |p,|* sin? (@)

Bei dem Prozess der Streuung zweier Elektronen miissen die Ladungen berticksich-
tigt werden. Das heisst, elektromagnetische-Wellen werden abgestrahlt.

e +e —e +e —AEg,+hy mit AE, =hv (4.3.13)

Es gibt auch den Prozess der inversen Bremsstrahlung, d. h. der Streuung im
elektrischen Feld

e +e +hy—e +e +AEL, (4.3.14)

Allgemein kann die elektromagnetische Wechselwirkung durch den Austausch vir-
tueller Photonen beschrieben werden. Die Lebensdauer des virtuellen Photons
E = hv betragt

— (4.3.15)

oder AE - At > h.

4.3.3. Quantenmechanische Behandlung

In diesen Abschnitten sollen die verschiedenen Effekte besprochen werden, die auf
der Anwendung der Quantenmechanik beruhen. So sind Teilchen vom gleichen
Typ ununterscheidbar, der Wellencharakter fiihrt zu Interferenzen und Prozesse
wie Absorption und Emission werden mit Ubergangsmatrixelementen beschrieben.

4.3.3.1. Differenzieller Streuquerschnitt

In diesem und den kommenden Abschnitten soll die quantenmechanische Behand-
lung nach J. Bleck-Neuhaus | | skizziert werden. Das Teilchen vor dem Stoss
hat den Impuls p,;, und nach dem Stoss den Impuls p,,; = P.in, + Ap. Ap ist
der IMPULSUBERTRAG. Die de Broglie-Welle (nach Louis-Victor de Broglie) hat eine
Wellenlange A qus = 27 h__ Im Raum hat die Wellenfunktion der einfallenden

Pein,aus

oder ausfallenden Welle die Form

Y = Agexp (i (k- r —wt)) (4.3.16)

mit den tblichen Definitionen in der Quantenmechanik hk = p und FEy;, = hw.
Weiter verwenden wir den Hamiltonoperator des freien Teilchens und die zeitun-
abhéngige SCHRODINGERGLEICHUNG (nach Erwin Schrédinger)
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. 132
Hy = om (4.3.17a)
Hovr = Eyintb (4.3.17b)

Zur Behandlung des Streuprozesse brauchen wir die komplette Schrodingerglei-
chung

h o A

; atw = Hy (4.3.18)
Der Hamiltonoperator H enthélt neben der kinetischen Energie (%) auch die po-
tentielle Energie V(r) des Streuzentrums. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap.
5.2.] kann gezeigt werden, dass weg vom Streuzentrum (V(r) < Ej;,)mit freien
Teilchen gerechnet werden kann. Die einlaufende Welle ist ein Eigenzustand von
I:IO und nicht zu H = I:IO + V. Im Streubereich ist die einlaufende Welle kein Ei-
genzustand des Hamiltonoperators. Sie muss nach den Eigenzustidnden entwickelt
werden. Wieder weiter weg sind die Eigenzustande von H keine Eigenzustande von
H, mehr, also miissen die Zustande nochmals Projiziert werden. Diese Projektionen
konnen mit einem Ubergangsmatrixelement

Wt Vb)) = [ Ui, (PIV ()b, () (4.3.19)

charakterisiert werden. Diese Naherung wird nach Max Born BORN’SCHE NAHE-
RUNG genannt.

Mit Gleichung (4.2.20) kann der differenzielle Streuquerschnitt 92 = | f * mit der
Streuamplitude f ausgedriickt werden. Die Streuamplitude ist in der BORN’SCHEN
NAHERUNG und mit Gleichung (4.3.19):

f (keina kau8> \7 ‘wkezn> (4-3-20)

m
= o2 (Vkgus

Anders als in der klassischen Mechanik kann aus der Streuamplitude nicht mehr
eindeutig auf das Streuzentrum geschlossen werden. Mit den hier verwendeten
ebenen Wellen und mit Ak = k.;, — k.;, wird die Streuamplitude

(Vkgus

Vi) = [ b (ks ) V(r)exp (—iken - r) d'r

_ / exp (iAk - 7) V(rd®r (4.3.21)

4.3.3.2. Streuung im Coulomb-Potential

Je nach Energie des einlaufenden Teilchens (auch PROJEKTIL genannt, Ladung ze)
sind Atomkerne (Ladung Ze) bei der Streuung mehr oder weniger abgeschirmt.
Das Coulomb-Potential (nach Charles Augustin de Coulomb) ist kugelsymmetrisch.
Deshalb ist die Streuamplituden nur von Ak = |Ak| ab.
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r 2Ze?exp (—¢
‘/abgeschirmt('r) = Va<r) = VC’Oulomb(r> exXp (_) - ( ) (4322)

a 4meg r

a ist die Reichweite, a — oo fithrt zum tiblichen Coulombpotential. Fiir die Streu-
ung von a-Teilchen ist a ~ 50 pm. Laut J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 5.4.1.] ist
die Streuamplitude fiir das abgeschirmte Coulombpotential

2m e? 1 e? 1

(AR = (2 7 —2mzZ : 4.3.23
Tl d =G CA) e mie v a? " i ap e 43

Mit a — oo wird aus Gleichung (4.3.23) die Streuformel fiir das klassische Cou-
lombpotential
e? 1
Ak) =2 J———

J(AK) e drey Ap?
Diese Gleichung ist sogar fiir Materiewellen rein klassisch (z.B. bei der RUTHERFORD-
STREUUNG (nach Ernest Rutherford) von a-Teilchen an einer Goldfolie.
Der differenzielle Streuquerschnitt fiir das klassische Coulomb-Potential wird

(4.3.24)

do _
aQ

) = (2m = 25 PRI (4.3.25)
= m z = — D

b 47T€0 Ap4 16 Sil’l4 <g)

Die Streuformel fiir das abgeschirmte Coulomb-Potential (£ > 0) hat keine Diver-

genzen mehr bei § = 0. Dies ist ein Ausdruck der quantenmechanischen Unschér-
ferelation nach Werner Heisenberg.

4.3.3.3. Mehrere Streuzentren

Bei mehreren Streuzentren miissen die einzelnen Streuamplituden kohérent iiber-
lagert werden. Das heisst, dass zuerst die Amplituden addiert werden miissen und
erst dann das Betragsquadrat (Wellenfunktion mal konjugiert komplexe Wellen-

funktion) berechnet werden darf. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 5.5.2] ist
es immer richtig die kohdrente Summe

2

S| =2l Y it (4.3.26)
" " n,m
n#m
Gleichung (4.3.26) bedeutet nichts anderes, dass der Betrag der kohédrenten Summe

2
) gleich der Summe der inkohérenten Summe (3 [¢,,|*) plus der Summe

(£ v
aller Interferenzterme ist. Die Summe der Interferenzterme der beiden Wellen 1/,
und v, sieht mit Phasenfaktoren Ay,,, = ¢ — @, SO aus

> Untm= > [l [thmcos (Apnn) (4.3.27)
n,m n,m
n#m n#m
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Die Interferenzterme verschwinden also nur wenn (bei gleichen Amplituden) die
Werte des Cosinus bei «+ » und «- » gleich haufig sind. Ein Beispiel der Wir-
kung dieser Aussage ist die Supraleitung, dort verschwinden die cos (Ap,y,,) der
Elektronenwellenfunktion (Fermionen) eben nicht.

4.3.3.4. Hofstadter-Streuung

Robert Hofstadter entdeckte, dass auch einzelne Atomkerne Teilchenwellen zur In-
terferenz bringen konnen. Seine Interpretation der Resultate mit der Streuung
an einer ausgedehnten Ladungsverteilung zusammen mit der elektromagnetischen
Wechselwirkung wurde mit dem Nobelpreis ausgezeichnet. Die Gleichung (4.3.23)
fiir die Streuung an einem abgeschirmten Coulombpotential kann so erweitert wer-
den, dass die Streuung an gedachten punktférmigen Streuzentren (fze punkt(Ak))
gefaltet wird mit der normierten Verteilung (p(r)) dieser Zentren. Die Form der
Ladungsverteilung beschreibt

dfr(Ak) = [ze punks(Ak)p(r)dV (4.3.28)
wobei dQ = p(r) Ze dV ist.

Detektor

Abb. 4.6.: Berechnung der Hofstadter-Streuung. Skizziert nach J. Bleck-
Neuhaus| , Abb. 5.2]

Analog zur Berechnung der Phase bei der Beugung an einem Gitter subtrahieren
wir die zwei Phasen k' - » und k - r, die an zwei durch den Vektor r getrennten
Punkten A und B gestreut werden (siche Abb. 4.6). Die Streuamplitude des Kerns
ist dann nach J. Bleck-Neuhaus| , Kap. 5.6.1.]

Frep( k) = [[exp (i8k 1) dfo(AK) = frepumia(AR) - [ exp 10k ) p(r)dV
= fzepunki(AK) - F(AKk) (4.3.29)

F(AEk) in Gleichung (4.3.29) ist die rdumliche FOURIERTRANSFORMIERTE der
Ladungsverteilung p(r). F'(Ak) heisst FORMFAKTOR DER LADUNGSVERTEILUNG.
Fir ein punktférmiges Teilchen mit p(r) = pod(r) ergibt sich die Streufunktion
fiir das Coulomb-Potential einer punktférmigen Ladung. Wenn Ak -r < 1 ist (die
Einheiten stimmen) im Gebiet mit p wesentlich von Null verschieden, dann sind
die Phasen klein und das Resultat fiir punktfoérmige Teilchen entsteht auch wieder.
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Ladungsverteilung p(r)

Formfaktor log(|F(k)|)

punktférmig (Elektron)  exponentiell (Proton) Gauss (°Li) homogene Kugel  Fermi-Verteilung (*°Ca)

Abb. 4.7.: Formfaktor verschiedener Ladungsverteilungen (nach J. Bleck-
Neuhaus | , Kap. 5.6.1.] und K. Bethge; G. Walter und B. Wie-
demann | ]

Abbildung 4.7 zeigt den Formfaktor fiir verschiedene typische Ladungsverteilun-
gen. Aus der Abbildung konnte die Idee kommen, dass aus dem Betrag des Form-
faktors, gemessen tiber die Streuamplitude, die Ladungsverteilung p(7) rekonstru-
iert werden konnte. Dies ist so direkt nicht moglich, da die Phase verloren geht.
Die einzige Moglichkeit ist, ein Modell von p(r) zu erstellen, und dann die Fou-
riertransformation zu berechnen. Stimmt diese mit den Messungen {tiberein, gibt
es eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit, dass das Modell die Wirklichkeit

wiederspiegelt.

4.3.3.5. Kohirente Uberlagerung

Aus der klassischen Behandlung kann die STREUFORMEL nach Ernest Rutherford

dn(0, dS2 Z%e*Dpoie N
n(0,d) _ i dQ (4.3.30)
n (4meg)2M20g sin? (g)
abgeleitet werden (siche O. Marti und M. Gongalves Atomphysik | 1.
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Rutherford-Streuung

100000 \\
10000

1000

Zhlrate

100

10

1
0.00m 0.251 0.501 0.751 1.00m
Winkel/radian

Abb. 4.8.: Schematischer Verlauf der Streuamplitude der RUTHERFORD-
STREUUNG.

Abbildung 4.8 zeigt die mit der Gleichung (4.3.30) berechnete Streukurve.

Nun treten noch zwei Phidnomene auf:

1. Wir konnen die Streuung in die Winkel # und 6 + 7 nicht unterscheiden, das
heisst wir miissen die beiden Streuquerschnitte addieren.

dn(Q, dQ) ZQ€4DFOIZ‘€N 1 1
n (4meg)2M2vg \ sin?

@/2) " cos4(9/2)> ds (4.3.31)

2. Bei gleichem Projektil und Ziel sind die Teilchen (z.B. Elektron und Elek-
tron, oder a-Teilchen und a-Teilchen, nicht aber ein Elektron und ein ANTI-
PROTON) nicht unterscheidbar, das heisst: Anstelle der Wahrscheinlichkeiten
miissen die Amplituden addiert werden und erst dann kann die Wahrschein-
lichkeit ausgerechnet werden. Dies fiihrt fiir @ zu Interferenzthermen.
Wir erhalten die MOTT’SCHE STREUFORMEL (nach Nevill Mott)

dn(Q, dQ) Z2€4DFO”€N 1 1 1
= — + F— ds2
sin*(0/2)  cos*(0/2) = sin*(0/2) cos?(6/2)

n (47eg)2M2vg
(4.3.32)

mit «+ » fiir Bosonen und «- » fur Fermionen. Bei unterscheidbaren Teilchen
ist Gleichung (4.3.30) zu verwenden.
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Rutherford-Streuung

\ Symmetie ———
\ Mott —_—

10000 |\ n(e)
\ dn(6-+m) /
1000 'r\o‘r‘ijn\ntmf renz N % Interferenz
100 \\\L W
10
e

1
0.001T 0.251 0.501t 0.751 1.00m
Winkel/radian

100000

Zhlrate

Abb. 4.9.: Vergleich der Streuung ohne Symmetrie (griin) mit der Streuung mit
Symmetrie (blau) und zusétzlich mit Interferenz (rot), der MoTT-
STREUUNG (nach Nevill Mott).

Abbildung 4.9 zeigt die Wechselwirkung ohne Beriticksichtigung der Quantensta-
tistik. Es gibt zwei Verhalten

e« Wenn beide Teilchen Bosonen sind, dann ist die Streuamplitude bei 0.57
grosser als aus der inkohérenten Streuung erwartet.

e Wenn beide Teilchen Fermionen sind, dann ist die Streuamplitude bei 0.57
kleiner als aus der inkohérenten Streuung erwartet.

R

e
e

i
%
i}

i)

5

-
23]
3|
5]

S
—

ro

45 90 135 45 90 135 45 90 135
6/Grad 6/Grad 6/Grad

Abb. 4.10.: Streuung von Fermionen und Bosonen (nach G. R. Plattner und
L. Sick | ] und J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 5.7.3.]).

Abbildung 4.10 zeigt die Streuung von *C und '2C Kernen aneinander. 3C ist
ein Fermion, '2C ist ein Boson. Wenn ein Fermion an einem Boson streut, ergibt
sich die ganz gewohnliche Streuung ohne Interferenz (Abb. 4.10 links). Bei der
Streuung eines Bosons an einem Boson ist bei § = 90° eine Uberhéhung gegeniiber
der nicht interferierenden Streuung zu beobachten. Bei der Streuung von einem
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Fermion an einem Fermion (Abb. 4.10 rechts) wird bei § = 90° ein Minimum
beobachtet. Die griine Linie zeigt den Winkel von 90° an. Die vertikale Achse zeigt
die gestreute Intensitit in zuféilligen Einheiten.

4.4. Compton-Effekt

Beim COMPTON-EFFEKT (nach Arthur Compton) ist die Energie der Photonen
sehr viel grosser als die Bindungsenergie des streuenden Elektrons (allgemein eine
Ladung) in einem Atom (oder einem anderen gebundenen System).

hw > B, (4.4.1)

Die y-Strahlen schlagen ein e™ aus dem Atom oder Kern. Dann kann das Streupro-
blem als eine Streuung des Teilchens Photon am Teilchen Ladung aufgefasst wer-
den. Es miissen sowohl Energie wie auch Impuls erhalten bleiben. Deshalb wird die
Energie und damit die Wellenlédnge der «-Strahlen sich bei der Compton-Streuung
dndern. Nach O. Klein und Y. Nishina | ] ist der relativistisch korrekte Streu-
querschnitt fiir die Compton-Streuung

2 2F 1 Z
= 2y el [1 ( ”) } el 442
O = T3 E, n e + 5| & E, ( )

Dabei ist r. der klassische Elektronenradius gegeben durch die Gleichheit der elek-

trostatischen Energie einer Kugel mit ¢ = e und r = r, und der Ruheenergie

Moc>.

= Mmec (4.4.3)

und

re=— (4.4.4)
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4.5. Paarbildung

+ Kern

Ekin (6_)

leere Zustande

"Elektron" Elektronen

2
MeC Vakuumniveau
MeC?
) "Loch"  Positronen n See von Elektonen
Ekin(e )
Anregung Uber die Bandlicke
Abb. 4.11.: Paarerzeugung nach Paul Dirac (Nach | , Abb. 4.51])

Abbildung 4.11 zeigt die Erzeugung eines e -¢*-Paars nach Paul Dirac. das Sze-
nario ist an die Vorstellungen der Festkorperphysik fiir die Anregung von Exzito-
nen (Elektron-Loch-Paare) in Halbleitern angelehnt. Der Prozess ist nur moglich,
wenn ein Atomkern als weiterer Kérper vorhanden ist, der durch seine Beteiligung
Energie- und Impulserhaltung garantieren kann. In der Vorstellung ist die das Vo-
lumen voll von unsichtbaren Teilchen, deren Fehlen (das Loch) als Antiteilchen
wahrgenommen wird. In diesem Bild muss fiir jedes neu entstandene Elektron ein
Loch, also ein Positron, vorhanden sein. Es muss gelten

hw > 2m,c? (4.5.1)
und fir die kinetische Energie
hw
Eiin = 5 - mec? (4.5.2)
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Fri,(e”
"Elektron"  Elektronen kin(€”)
leere Zustande

2

MeC Vakuumniveau

mec2
W m Positronen See von Elektonen
-* "Loch

Ekin(e+)
Rekombination
Abb. 4.12.: Paarvernichtung nach Paul Dirac (Nach | , Abb. 4.51])

Auch der umgekehrte Prozess ist moglich: Ein Elektron rekombiniert mit einem
Positron, einem Loch. Wegen der Impuls-, der Drehimpuls- und der Energieerhal-
tung entstehen zwei v-Quanten. Prozesse mit mehr v-Quanten sind denkbar, aber
viel unwahrscheinlicher.

Fiir diese Prozesse ist der Streuquerschnitt

o, x Z* (4.5.3)

Dominante Streuprozesse

T

100 T
80 i
. o
2 ! 5 G
3 renze
N 60 ““tg ¥ ' ! Photoeffekt-Compton
5 i 5 Grenze _ _
40 i L ! g Compton—Paarerzeugung
> \
20 S
o o
1072 10 10° 10 10?
E/MeV

Abb. 4.13.: Dominante Streuprozesse in Abhéangigkeit der Kernladung Z und
der y-Energie nach W. Demtréder| , Abb. 4.52]

Zur Einordnung des COMPTON-EFFEKTS (siche Abschnitt 4.4) und der Paarer-
zeugung mit dem Photoeffekt (Abschnitt 5.1) zeigt Abbildung 4.13 die Bereiche, in
denen jeweils einer der drei Effekte dominiert. Links ist der Bereich des PHOTOEF-
FEKTS, in der Mitte ist der Bereich des COMPTON-EFFEKTS und rechts dominiert
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die PAARERZEUGUNG.

Streuquerschnitte in Pb

40
| \
' / Gesamtstreu—
I querschnitt —
[aV] N
gE . Al Fotoeffekt - - - -
| 20 T
o i , Compton- _ _ _ _
35 N / / Streuung
\ / Paarerzeugung - - - -
\ /
0 = i El
104 10° 108 107 108

E/jeV

Abb. 4.14.: Streuquerschnitte von y-Quanten in Pb als Funktion der y-Energie
nach W. Demtroder [Dem 10, Abb. 4.53].

Abbildung 4.14 schliesslich zeigt den Beitrag der drei Effekte (PHOTOEFFEKT,
COMPTON-EFFEKT und PAARERZEUGUNG) zur Streuung von y-Quanten an Blei.
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5. Wechselwirkung von Teilchen mit
Materie

5.1. Photoeffekt

Beim PHOTOEFFEKT (erklart von Albert Einstein) wird durch die Absorption eines
Photons soviel Energie eingetragen, dass ein Hiillenelektron das Atom verlasst. Das
Restatom wird benotigt um Energie- und Impulssatz gleichzeitig zu erfiillen. Der
Streuquerschnitt ist die Summe der Streuquerschnitte jedes einzelnen Elektrons in

der Schale

Z

Tph = Y (Opn)i (5.1.1)

i=1
Oph,i ist der Streuquerschnitt des i-ten Elektrons. Von allen Elektronen haben dieje-
nigen in der K-Schale, also im untersten S-Zustand, den grossten Streuquerschnitt.

Nach Heitler | | und der Rechnung von Eichler und Stéhlker | , Gl 4.8]
gilt
o2\ 3
Oph ~ 0'025 <E6> fur E’Y > Eb(K) (512)
Y

Die Referenz ist die Bindungsenergie der K-Schale . Bei schweren Elementen tiber-
wiegt der Photoeffekt wegen Z5-Abhéngigkeit in Gleichung (5.1.2).

5.2. Verluste in Materie

Wenn sich leichte Teilchen wie ELEKTRONEN oder POSITRONEN durch Materie
bewegen, werden sie relativ schnell in andere Richtungen gestreut. Dadurch ist
die Teilchenzahl nicht alleine durch ein Exponentialgesetz beschrieben. Hans Be-
the konnte aus einer statistischen Betrachtung des Energieverlustes (Geschwindig-
keitsabnahme) nichtrelativistischer Elektronen oder Positronen' die Gleichung

dE _ Zie'n. <2m602> (5.2.1)

(Eb)

ableiten. Dabei ist n. die Elektronendichte im durchstrahlen Material (Target),
(E,) die mittlere Bindungsenergie der Elektronen im Target, Z; die Anzahl Elek-
tronen in einem Atom des Targets (Kernladungszahl), v die Geschwindigkeit der
Elektronen (oder Positronen) und m, deren Massen. Wird Gleichung (5.2.1) fiir
schwerere Teilchen verwendet, dann ist bei gleicher Energie deren Geschwindig-

dv 4w edmv?

'Fiir den relativistischen Fall siehe Gleichung (8.1.10).
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keit geringer. Deshalb ist die Reichweite von Elektronen in Materie bei gleicher
kinetischer Energie grosser als z.B. die Reichweite von Protonen oder a-Teilchen.
Ein weiterer Verlustmechanismus ist die BREMSSTRAHLUNG. Beschleunigte La-
dungen strahlen Energie ab. Der Verlust an kinetischer Energie pro Lange in Ma-
terie bei Bremsstrahlung ist

dE 4n, 720 (he)® E, E,
_ () _ dnaZlo” (he)” Be “(1/3) (5.2.2)
dx Bremsstrahlung mec Z
Hier ist n, die Zahlendichte von Atomen im Target, o = 47;2250 die FEINSTRUK-

TURKONSTANTE und a(E,) eine Funktion, die angibt, bei welchem Stossparameter
die Elektronen noch nahe genug am Kern vorbei fliegen um beschleunigt zu werden.
Die Bremsstrahlungsverluste dominieren bei hohen Energien.

Verluste in Materie

Gesamt-

60 /l verluste Pb

lonisations— _ _ _

5 ; verluste Pb
\ ; / Strahlungs—

- “ . / 3 verluste Pb
% \ ! : verIuGs?gaw;té —

> , H lonisati _
S 30 Y ; vgrrl]tljss}aI nQSO R

u g ” h —
? 20 U ;%_/_ L AR vSetrﬁs%q%so """"

- L - H =TT
10 T
0 ‘___. . Pl
10" 10 100 102 10° 10t
Ekinimg ¢

Abb. 5.1.: Verluste beim Durchgang durch Materie nach W. Demtroder
[ , Abb. 4.49].

Abbildung 5.1 zeigt die verschiedenen Verlustarten in Materie und deren relative
Starke.

5.3. Neutronen

Neutronen (entdeckt von James Chadwick) kénnen mit der Hiille von Atomen nur
magnetisch wechselwirken, da ihre Ladung ja null ist. Neutronen kénnen elastisch
an Kernen gestreut werden, wobei die Spins der Kerne und des Neutrons wechsel-
wirken, es also eine spinabhéngige Streuung gibt. Wenn wir die Orientierung der
Spins vernachlassigen, ergibt sich aus der Physik des klassischen Stosses bei einem
zentralen Auftreffen im nichtrelativistischen Falle der maximale Energieiibertrag
dmgm,

AE, = E, — E, = E, (5.3.1)

(mg + my)

wobei FE,, die kinetische Energie des Neutrons vor und E, die kinetische Energie
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87 5.3 Neutronen

nach dem Stoss ist. mg ist die Masse des Kerns und m,, die Masse des Neutrons.
Fir TH sind die Massen von Kern und Neutron etwa gleich, fir U ist der
Kern 235 mal schwerer als das Neutron.

Schliesslich kénnen Neutronen durch den Kern eingefangen werden. Beispiele fiir
solche Reaktionen sind:

n+ B0 — 1HCd" — 1ACd + 4 (5.3.2a)

n+3He — *H + p (5.3.2b)

n+"B — ILi+ jHe = [Li+a (5.3.2¢)
235 1367+ 98

n+ 35U — 1 4 BY 4 o (5.3.2d)

Der Absorptionsquerschnitt der Neutronen zeigt Resonanzen (sieche Abb. 5.2),
wenn die Energie der Neutronen einem Energieniveau des Kerns entspricht.

Wechselwirkung Neutronen — Urankerne

10*
\\_ “
il
N——
3 N A
10 N |
. u
& 102 | \ ; 2
5 ‘ | T
B inNYagm J J \\\\\
10"
0 Gesamtstreuquerschnitt ——
o y-FErzeugung ——
1072 107" 10° 10" 102 10° 10*

Eyin/MeV

Abb. 5.2.: Streuung von Neutronen an *%U (nach W. Demtroder [Dem 10,
Abb. 4.56]). Der Wirkungsquerschnitt ist in b (Barn) angegeben.
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6. Atome und Kerne

6.1. Atomkerne
6.1.1. Begriffe

Nukleonen Protonen und Neutronen 7Li, 22U

Nuklid Kern 2X mit A Nukleonen und Z Proto- '2C, 'ZC
nen und N = (A — Z) Neutronen

Isotope Kerne mit gleicher Protonenzahl Z, aber  92Ni, S{Ni
unterschiedlicher Neutronenzahl N

Isobare Kerne mit gleicher Nukleonenzahl A, 1§C, 1‘;N
aber unterschiedlicher Protonenzahl Z

Isotone Kerne mit gleicher Neutronenzahl N, 'C, >N, %0
aber unterschiedlicher Protonenzahl Z

Spiegelkerne  Kerne mit vertauschten Werten von Z ?H, 3He
und N

Isomere Kerne Kerne mit gleichem Z und N in unter- 'SO(E)), 'SO(E5)
schiedlichen Energiezustanden

Tab. 6.1.: Begriffe aus der Atomphysik (nach W. Demtroder | , Tab. 2.2.]).

Tabelle 6.1 erkléart einige, im Folgenden wichtige Begriffe.

6.1.2. Rutherfords Atommodell

Die auf Seite 72 beschriebene Streumethode hat Ernest Rutherford verwendet um
zu zeigen, dass Materie aus Atomen besteht. Er konnte dabei das Modell von J. J.
Thomson erweitern (siehe auch K. Simonyi | , Abb. 4.6-4 und Kap. 4.6.4.]).
Thomsons Modell bestand aus einem See von damals nicht spezifizierten positi-
ven Ladungen gemischt mit Elektronen. Sein Modell stammte aus seinen Beob-
achtungen mit KATHODENSTRAHLEN. Thomson erkannte, dass die Bestandteile
des Atoms sich aus thermodynamischen Griinden bewegen mussten. Er fithrte die
Emission von Licht auf Schwingungen in diesem Gemisch aus positiven und ne-
gativen Ladungen zuriick. Er erkannte, dass die thermischen Bewegungen wegen
den Maxwellschen Gesetzen (James Clerk Maxwell) zu einer Emission von elektro-
magnetischen Wellen fithren miisste, also einem Energieverlust. Thomson konnte
mathematisch zeigen, dass in sehr guter Ndherung die Interferenz der elektroma-
gnetischen Wellen eine Ausloschung derselben bewirkt. Die gleiche Thematik kam
dann wieder mit dem Bohrschen Atommodell auf (Niels Bohr).
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Rutherford-Versuch

50 T

Messdafen ——
Rutherford-Theorie

40 8

3,0

(lp)(x) = a'sin(6/2)~*

20 a= 14 and 104
} =(0,011+0,001)x10

Zahirate (107 1/l,)

Daten: Emily P. Wang, MIT

0,0

25 30 35 40 45 50 55 60
©/Grad

Abb. 6.1.: Moderne Ausfiihrung von Rutherfords Streuversuch von a-Teilchen
an einer diinnen Goldfolie (Quelle: E. P. Wang | ])-

Ernest Rutherford streute a-Teilchen an einer Goldfolie. E. P. Wang | ] hat
sein Experiment 2004 wiederholt (Siehe Abb. ??). Sein aus den Ergebnissen und
den Abweichungen hergeleitetes Modell hatte die folgenden Eigenschaften (siehe
auch J. Bleck-Neuhaus [ , Kap. 3.5.1.]:

o Atome haben eine Hiille von kreisenden Elektronen. Thre Anzahl stimmt
mit der Ordnungszahl des Elements tiberein. Die Elektronen nehmen den
grossten Teil des Atomvolumens ein.

o FEs gibt einen sehr kleinen positiv geladenen Kern. Die Anzahl positiver La-
dungen stimmt mit der Anzahl Elektronen tiberein, da Atome neutral sind.
Der Lowenanteil der Atommasse ist im Kern konzentriert. Ernest Ruther-
ford nahm an, dass der Atomkern aus den etwas frither entdeckten Protonen
(Wilhelm Wien) besteht. Um die Ladung zu kompensieren mussten sich zu-
sétzliche nicht beobachtbare Elektronen im Kern befinden.

Die Annahme, dass Elektronen im Kern gewisse positive Ladungen der Protonen
kompensieren, fiihrte zu einem Widerspruch mit gemessenen Drehimpulsen der
Atomkerne.

6.1.3. Bestimmung des Kernradius

Mit dem Coulomb-Gesetz (nach Charles Augustin de Coulomb) kann mit dem For-
malismus aus Abschnitt B.1.1 der minimale Abstand dy bei einem zentralen Stoss
berechnet werden. Fiir die Energie gilt:

muvy  muv?  ZyZye®

2 2 dmeg
Hier ist § = d(vp, b) der minimale Abstand zum Streuzentrum. Fiir einen zentralen
Stoss (b = 0) ist v = 0. Der minimale Minimalabstand d ist dann (siehe Abb. B.1)

(6.1.1)
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91 6.1 Atomkerne

(6.1.2)

A 4

Abb. 6.2.: Skizze der Streuung bei unterschiedlichen Streuparametern

Abbildung 6.2 zeigt die Streugeometrie. Eine allgemeine Lésung bekommen wir,
wenn wir die Drehimpulserhaltung mit verwenden. Fir den Drehimpuls bezogen
auf das Streuzentrum bekommen wir

b
mbvozmév:v:vog (6.1.3)

Zusammen mit der potentiellen Energie ergibt sich

mv3 _m v (0* N Zy Zye? (6.1.4)
2 2 02 47T€0(5
Wir setzen x = % und erhalten eine quadratische Gleichung
mvgh? 21Z262$ o mug 0 (6.1.5)

2 T Tane, 2

Diese hat die Losungen

_Z1Z262 :i: \/Z%Z§€4 _|_ 4mzvé b2

3
1672

mub?

AV 16m2e2m?2vgb?
= |11+ ———— 6.1.6
dmregmugb? ( J + Z373et ( )

x sollte positiv sein, also ist

71250 1672e3m2uih?
e 126(1_J1+Mom%) 6.17)

dmregmugb? Z373et

Damit ist 0(vg, b)
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4 2b?

5 (v, b) = — ik — (6.1.8)

70 Zye? (1 - \/1 + 716%25202”213201) )

Fiir den Grenzwert b — 0 schreiben wir Gleichung (6.1.5) um

AV
Va?+ S —1=0 6.1.9
v 27r50mv8$ ( )
Wenn b = 0 ist, ist die Losung
277'507711)3 1 Z12262 212262

= ———=—=0) = = 6.1.10
o Z1Z262 (50 0 277'607711)% 47T€0E0 ( )

Gleichung (6.1.9) kann mit ¢y (Gleichungen (6.1.2) oder (6.1.8)) geschrieben:

Va? + Gz —1=0 (6.1.11a)
b b
-+ —-——-1=0 6.1.11b
25 (6.1.11b)
b2+ 000 — 6> =0 (6.1.11c)
—0g £ /0% + 40  § 52
— =V = 0 [ g2 (6.1.11d)
—2 2 4
(6.1.11e)
0 muss positiv sein. Dann ist die Losung
do 62
0= — — + b2 1.12
7 + 1 + (6 )
Weiter ist
0 212262 1
tan — — - 1.1
) degmug b (6.1.13)
oder
b= (;Ocotg (6.1.14)

Schliesslich kénnen wir den Minimalabstand 6(6) schreiben

PN R PO ET R
2 4 4tan2§ 2 Sll’l2§

do 1
— (14—
2( sin9>

2

(6.1.15)

Wir setzen nun 6(0) = rg(0). Wir suchen nun den Winkel, ab dem die Streuglei-
chung (6.1.4) nicht mehr gilt. 7, ist dann ein Mass fiir den Radius des Kerns.
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) 1 2 1
2 sin 5 do sin 5
1 do
TS — 6.1.16b
sin 5 % 1= 2 — o ( )
) 0o . Z1 Zye?
O =2 =9 6.1.16

a arcsin ST— arcsin SreoEorne — 21756 ( c)

O ist der Grenzwinkel, ab dem die Physik der Coulomb-Streuung versagt. Es ist
Ey = %mvg.

Coulomb Scattering Pb Coulomb Scattering Au
10° . . : 10° . . . . .
Experiment + S
4 S Eo0(95°) = 20.25(40) MeV
10 Theory - #:@{: oo
&‘jﬁ E4”(60°)= 27.0(3) MeV
103 T =+
102 #‘@ e
Asin(8/2)* o

0 2 + o

“ + °
= = +
3107 4 4 + :*:#

+
1
0 + 10 . & ih
B +
+ 60% + i *
101} Eq=40.2 MeV + . 60° Theory - - + +
950 4 + +
102 . . . . + o 95° Theory ----- ) j j 4+ ‘tH:
20 40 60 80 100 120 140 10 10 15 20 25 30 35 40 45
6/Degree Eq/MeV

Abb. 6.3.: Coulomb-Streuung an Blei (links, adaptiert aus H. E. Wegner; R. M.
Eisberg und G. Igo, ,Elastic Scattering of 40-Mev Alpha Particles

from Heavy Elements® | |) und Gold (Adaptiert aus F. T. Avi-
gnone; S. R. Elliott und J. Engel, ,Double beta decay, Majorana
neutrinos, and neutrino mass“ | D).

Abbildung 6.3 zeigt, dass die Idee richtig war. Der Grenzwinkel 64, bei dem die
Streuung von der Coulomb-Streuung (auch Rutherford-Streuung) abweicht ist ein
Mass fiir die Grosse des Kerns.

Aus dhnlichen Experimenten schloss James Chadwick 1920 aus dem Knick in der
Rutherford-Streuung (Coulomb-Streuung) dass

Ry ~ 1o - A3 (6.1.17)

Die Masse des Kernes kann mit einem Massenspektrometer bestimmt werden (Vor-
schau)

c2

My =M* — [(Z — 1)m, — E%l] (6.1.18)

wobei % die Bindungsenergie der Z — 1 Elektronen ist (Aquivalenz von Masse
und Energie).
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6.1.4. Ladungsverteilung im Kern

Mit der in Abschnitt 4.3.3.4 diskutierten Methode konnte Robert Hofstadter die
Ladungsverteilung in Kernen messen. Abbildung 6.4 zeigt sein Resultat.

Ladungsdichteverteilung im Kern
3.0

251

g
1=}

Pei/(102° C m3)
o

05F
|

0.0 ! 40 6.0 8.0 10.0
r/(fm)

Abb. 6.4.: Ladungsdichteverteilung in Kernen, adaptiert von R. Hofstadter

[Hof57]

Wichtig fir das Verstdndnis von Kernen ist die Beobachtung, dass die Ladungs-
dichteverteilung fiir Kerne mit Z > 16 (ungefahr) konstant ist. Das heisst, die
potentielle Energie in einem Kern ist nicht die eines Wasserstoffatoms. Nach Enri-
co Fermi ist eine Approximation der Ladungsdichteverteilung im Kern

_ Po
1+exp ((r — Rya)/a)

r ist die Radialkoordinate und ;5 der Radius, bei dem die Ladungsdichtevertei-
lung auf die Héalfte abféllt. Abbildung 6.5 zeigt exemplarisch fiir Ca

p(r) (6.1.19)

Ladungsdichteverteilung im Kern

Ca +
Fit ——

o
©

Fit (Ca)

p(r) = po ((r-Ryr2)a)!
a = (0.5430.002) fm
R1/2 =(3.672+0.002) fm

\ po = (1.243+0.001) C m3
. . . . .

%0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
r/(fm)

#A»**WP#W

Pel(1025 C m3)
o o o
N S o

o
o
T

Abb. 6.5.: Fit der Ladungsverteilung bei Ca (Daten aus R. Hofstadter | D).
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6.1.4.1. Iterative Methoden

Theory Experiment

assume an

interaction potential

between scattering
particles

v

calculate the
) angular distribution

measure
differential
cross-section

bad fit good fit
compare
modify shape
| of potential
accept potential
and use for
further calculations
(other scattering
experiments)
Abb. 6.6.: Iterative Methoden, adaptiert aus W. Demtroder | , Abb 2.7].

Wie schon ausgefiihrt, ist es nicht moglich aus den Streukurven die Ladungsver-
teilung im Kern direkt zu bestimmen. Abb. 6.6 zeigt ein mogliches iteratives Vor-
gehen. Aus der Theorie wird ein Modell gebaut. Diese wird zur Berechnung der
Streuamplitude verwendet. Das Resultat wird mit dem Experiment verglichen.
Gibt es Diskrepanzen iiber einem gewissen Grenzmass, wird das Modell verandert
und wieder berechnet. Dabei wird darauf geachtet, dass das Mass der Differenz
abnimmt. Bei einer Konvergenz glaubt man, dass das Modell die Wirklichkeit be-
schreibt.

6.1.5. Beugung an Kernen

Aus Abschnitt 4.3.3.5 wissen wir, dass, wenn die de Broglie-Wellenlédnge (nach
Louis-Victor de Broglie) A < Ry kleiner als der Kernradius ist, es Beugungsmuster
in den Streuverteilungen AN (9)dd = (g—g) ny No V AQ gibt. Fiir nichtrelativisti-

. . _ h h . ~
sche Teilchen ist A = o N B Robert Hofstadter zeigte, dass Beugungsmes

sungen nicht direkt in Strukturfaktoren tiberfithrt werden kénnen (Phasenproblem,
siehe auch vorherige Abschnitte).
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Abb. 6.7.: Streuung von Elektronen an 1%Au Atomkernen skizziert nach Hof-

stadter |

]

Abbildung 6.7 skizziert das Resultat von Robert Hofstadter. Abbildung 6.8 zeigt
eine seiner genauen Auswertungen der Streukurven.
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o
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10—10 I i | i |\'
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Abb. 6.8.: Streumessung mit Beugung, skizziert nach Hofstadter | ]

Abbildung 6.9 schliesslich zeigt den Formfaktor bei einer Streuung an 'O -Kernen.
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R A N A
1 2 2 2 3 4 4 4 5
Ak/fm™

Abb. 6.9.: Streuung von 750 MeV-Elektronen an 120 -Kernen, adaptiert aus
[ [ , Abb 2.12].

6.1.5.1. Alternative Methoden

Aus der Atomphysik wissen wir, dass nach Johannes Rydberg die Frequenzen in
Atomen von der Masse des Kerns (und z.B. der Abschirmung durch die anderen
Ladungen) abhéngt. Nach der Messung des differenziellen Streuquerschnittes (sie-
he Gleichung (4.3.25)) werden die Frequenzen der Rontgen-K,-Linien gemessen
und mit dem MOSELEYSCHEN GESETZ (nach Henry Moseley) ausgewertet:

_ 1 o[ 1 1

v=4= R,-(Z-295) (n% n%) (6.1.20)
Hier ist 7 ist die Wellenzahl, Ry = 10973731.568527(73) m~* die Rydberg-
Konstante und (Z — 9) e die effektive Kernladung unter Berticksichtigung der Ab-
schirmung. Da Frequenzen auf mehr als 12 Stellen genau gemessen werden konnen,
bietet diese Methode eine Moglichkeit, Kernmassen zu bestimmen. Diese werden
zur Auswertung der Streuergebnisse benotigt.

6.2. Isospin-Formalismus

Werner Heisenberg zeigte, dass in weiten Grenzen ein NEUTRON n und ein PRO-
TON p als zwei Varianten eines gedachten Teilchens namens NUKLEON mit zwei
verschiedenen Ladungszustanden angesehen werden konnen. Dies erlaubt, analog
zum Spinformalismus eine Wellenfunktion fiir ein Nukleon hinzuschreiben
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V.= Y(r) - X* (6.2.1)

SN—— . .
Ortsfunktion Spinfunktion

Hier ist X+ = <(1) =t und X~ = ?) =] die Bezeichnungen fiir die zwei Zustan-

de. Diese Darstellung ist analog zum Spinformalismus

U, =Uy(r) 7 mit 7= (é) fir p (6.2.2a)
. 0\ ..

U, =Uyn(r) v mit v = <1> fir n (6.2.2b)

(6.2.2¢)

v und 7 sind die Isospinwellenfunktionen fiir das NEUTRON und das PROTON.

Die Isospinwellenfunktion ist eine abstrakte Darstellung der beiden
Zustande eines Nukleons, dem Proton und dem Neutron. Anders als
beim Spin ist beim Isospin kein magnetisches Moment und kein
Drehimpuls verkniipft.

Analog zum Spinvektor schreiben wir einen Isospinvektor

T = (71, T2, T3) (6.2.3)

Der Isospinvektor 7 hat alle Eigenschaften eines Drehimpulses und kann durch
Pauli-Matrizen (nach Wolfgang Pauli) beschrieben werden

1(0 1 1(0 —i 1(1 0
T1_2<1 0) T2_2<i o) TS_z(o —1> (62.4)

Analog zum Spin gibt es die Eigenwerte

w23 0) ()1 (0)-4 o2
w0 0)(0) L) e

Ein Kern besteht aus verschiedenen Nukleonen, der Isospin des Kerns ist die Vek-
torsumme der Isospins der einzelnen Bestandteile

T=% 7 (6.2.6)

Fir die 3-Komponente des Isospinvektors T' (Betrag T' = |T'|) gibt es 27 + 1
mogliche Werte von T3 = 3" 73, analog zu Drehimpulsen.

Achtung: Die Komponenten von 7 sind keine Ortskomponenten,
sondern Komponenten eines Isospins.
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Beispiel: Bei den beiden Spiegelkernen 1(1),C und %B miisste die Gesamtwellen-
funktion bei identischen Nukleonen identisch sein. Dabei wurde die Coulomb-
Wechselwirkung vernachlissigt. Wenn der Energiegewinn beim Ubergang von léC
in 1'B

5

AEq > (m, +m,)c* — BT -Zerfall (6.2.7)

ist, erwarten wir einen [-Zerfall.

6.2.1. Pauli-Prinzip

Wolfgang Pauli erkannte, dass die Symmetriebedingungen bei Spin—%—Teilchen die
moglichen Wellenfunktionen einschrénkten. Dies fithrte zum PAULI-AUSSCHLUSSPRINZP
oder PAULI-PRINZIP. 2p und/oder 2n mit jeweils antiparallelem Kernspin fiillen

die tiefen Energieniveaus. Fiir diese gepackten Nukleonen ist T3 = 0.

1éC und %B bilden ein Isospin-Dublett

11y . 1
I?C - =3 1 ¢ Isospin-Dublett (6.2.8)
B Ts=—3

Der in Abschnitt 6.2 angesprochene 3-Zerfall bedeutet fiir die 3-Komponente des
Isospins
1 1

T3 = +- Ty = —— 2.
e 3 5 (6.2.9)

dass sie sich dndert. Diese Anderung bei einem Ubergang ist ein Zeichen fiir die
SCHWACHE WECHSELWIRKUNG. Mehr dazu in spateren Kapiteln.
Allgemein gilt bei A Nukleonen

A
1
T3 =) Ta = 5(Z —N) (6.2.10)
k=1

A ist das allgemein tibliche Symbol fiir die Gesamtzahl der Nukleonen in einem
Kern.

T | Ts | Isospinfunktion
1| 1 |¢;=mn(1)- 7(2)
L] 0 | @y=m(Lr2)+r(2)v1) Isospin-Triplett
1| =1]¢=v() v(?2)
0] 0 | ¢f= % [T(Dr(2) — m(2)v(1)] } Isospin-Singulett
Tab. 6.2.: Isospinzustédnde bei zwei Nukleonen. (nach W. Demtroder | ,
Tab. 5.3]).

Die Gesamtwellenfunktion bei zwei Nukleonen hat die folgenden Symmetrieeigen-
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schaften:

o Isospin-Triplett = Wellenfunktion symmetrisch beim Austausch der beiden
Teilchen

o Isospin-Singulett = Wellenfunktion antisymmetrisch beim Austausch der
beiden Teilchen

6.3. Paritat

Unter dem Begriff PARITAT verstehen wir die Punktspiegelung im Raum

r— —r (6.3.1)

Wir haben bei der Diskussion in Abschnitt 6.2.1 gesehen, dass das PAULI-PRINZIP
eine Aussage iiber die Symmetrie der Wellenfunktion beim Austausch zweier Teil-
chen macht. Hier betrachten wir zwei Typen von Wellenfunktionen:

Symmetrisch: Vs (r) == (1) = s(—7) (6.3.2a)
Antisymmetrisch: Va(r) == 1a(r) = —tha(—7) (6.3.2b)
Nach J. Bleck-Neuhaus [ , Kap. 7.2.] bedeutet die Linearitat der Transforma-

tion, dass die Operation durch den PARITATSOPERATOR p ausgedriickt werden
kann. Die Eigenzustédnde des Paritdtsoperators haben den Eigenwert

Piy (1) = Piy(r) (6.3.3)

Wenn wir P zweimal anwenden haben wir die Identitéit

P2(r) = P (Py(r)) = P (Py(—r)) = P2y(r) = Tis(r) (6.3.4)
Daraus folgt:
P=+1 (6.3.5)

Weiter ist auch P = Pt = f’*l, also hermitesch und unitar. Die Eigenfunktionen
zu den zwei Eigenwerten sind

Y (=) = (+1) P (r) (6.3.62)
P (=) = (=1) ) (r) (6.3.6b)

I (r) = (PytD) (r)
v () = (Py) (r)

Die Bewegungsgleichungen der Quantenmechanik sind invariant gegen der Punkt-
symmetrie deshalb kommutieren der Paritatsoperator und der Hamiltonoperator.

[P,H]=0 (6.3.7)

Dies heisst, dass jeder nicht entartete Eigenzustand des Hamiltonoperators auch
ein Eigenzustand des Paritatsoperators ist, also eine definierte Paritat hat.
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Die Ortskoordinaten wechseln bei der Paritdtsoperation das Vorzeichen, genau-
so wie die Geschwindigkeiten. Dies entspricht dem Eigenwert —1. Oder in ande-
ren Worten: diese Vektoren sind beziiglich des Nullpunkts antisymmetrisch. Bei-
de Grossen sind polare Vektoren. Der Drehimpuls mit seinem Kreuzprodukt aus
Orts- und Geschwindigkeitsvektor dndert das Vorzeichen nicht, das entspricht +1.
Drehimpulse sind axiale Vektoren, also symmetrisch beziiglich der Spiegelung am
Koordinatennullpunkt.

Wenn der Wechselwirkungsoperator Hyyw mit dem Paritatsoperator kommutiert,
also

[P, Hyw]=0 (6.3.8)

Die elektromagnetische und die starke Wechselwirkung erhalten die Paritat, de-
ren Wechselwirkungsoperator kommutiert mit dem Paritatsoperator. Die schwache
Wechselwirkung ist nicht paritatserhaltend.

Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 7.2.] ist die PARITAT nicht einfach zu messen.
Wenn bei einer paritatserhaltenden Wechselwirkung ein Teilchen 1 sich in zwei
Teilchen 1’ und 2" aufspalten, gibt es die folgenden Einschrinkungen:

e Der gesamte Endzustand 1 g,q. muss die gleiche Paritdt haben wie der An-
fangszustand 14y fang. Das bedeutet dass

— bei gerader Paritit des Anfangszustandes die beiden Endzustande ent-
weder beide gerade oder beide ungerade

— bei ungerader Paritdt des Anfangszustandes die beiden Endzustéinde je
einmal gerade und ungerade

sein missen.

e Wenn die beiden Endzustande einen Bahndrehimpuls haben, dann kommt
noch ein Faktor (—1)* hinzu.

o Generell ist die Paritat das Produkt der Paritatseigenwerte aller Teilwellen-
funktionen.

o Die Transformationseigenschaften von Zahlen und Vektoren sind im Anhang
C.3 aufgelistet.

6.4. Nukleon-Nukleon-Streuung

Hier betrachten wir die Streuung von n an p, von n an n oder von p an p. Die
Berechnung der Streuung wird im Schwerpunktsystem durchgefiihrt. Bei kleinen
und mittleren Energien haben wir

1
L=rxp mit |L|=buvy= b\/imEO (6.4.1)

mit Ey der kinetischen Energie eines Nukleons und p = 72~ = 2 der reduzierten

mi+mg
Masse.
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Die Wechselwirkung z.B. zwischen Neutronen n kann nicht die elektromagnetische
Wechselwirkung sein. Wir kennen sie noch nicht, aber wir wissen, dass sie eine ma-
ximale Reichweite Ry haben miissen. Dieses Ry ist der maximal mogliche Abstand
bei dem es eine Wechselwirkung gibt. Das Produkt aus einer Geschwindigkeit und
einem dazu senkrechten Bahndrehimpuls ist ein Bahndrehimpuls. Bahndrehim-
pulse sind quantisiert. Das heisst, aus der Geometrie gibt es einem maximalen
Bahndrehimpuls, gleichzeitig gibt es den Bahndrehimpuls nur quantisiert. Wir ha-
ben die Beziehung

|Lmax| = gmaxh S QR()MUO = 2R0h/€ (642)

Die maximal mégliche Bahndrehimpulsquantenzahl £, fiir die Streuung (oder
der maximal mogliche Wert fiir die 3-Komponente des Bahndrehimpulses)

2 1
Emax S 2R0]€ = 50 §mE0 (643)

Quantenmechanisch wird der Streuprozess durch den totalen elastischen Wirkungs-
querschnitt fiir Teilchen mit der reduzierten de Broglie-Wellenldnge X = % = %
beschrieben. Wenn die einlaufende Welle in Partialwellen mit den Drehimpulsen A¢
beziiglich des Streuzentrums eingeteilt wird, ergibt sich eine Aufteilung der gesam-
ten Fléche des einfallenden Teilchenstroms in Kreisringzonen (siche W. Demtroder

[ , Kap. 4.4.2.]). Teilchen mit dem Impuls p ergeben die Ringradien

L B h h A
===l =l =l =0 (6.4.4)

Pro Kreisringsegment ergibt sich die Fléche

Ap=m (FP(+1) = () =7 (C+1)°X = X)) =X (20 +1)  (6.4.5)

Die Gesamtflache wird

brmaz bmax
A=Y o =X 2+1) =X +1) (6.4.6)
=0 £=0

Dieses A ist der Ausgang fiir die Berechnung des Streuquerschnitts unter Bertick-
sichtigung der Wechselwirkung tiber das Potential. Jede Partialwelle in A, erhélt
durch die Wechselwirkung einen Faktor (1 — exp (2id,)). Die Summation kann in
ein Integral tiberfiihrt werden. Aus dem Integral ergibt sich, dass bei der elasti-
schen Streuung jede Partialwelle eine Phase ¢, — also die Phase gegen einen einmal
festgelegten Nullpunkt — erhélt. Der Gesamtstreuquerschnitt ist dann

emax

ooy =472 > (20 + 1) sin () (6.4.7)

int
=0

erhélt. Die Streuphase §p wird durch die Physik der Wechselwirkung bestimmt.
Dadurch enthélt der gesamte Streuquerschnitt die Physik der Wechselwirkung.
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6.4.1. Spinabhangigkeit

Wir haben gesehen, dass Nukleonen einen Spin I; haben. Wie bei den sonstigen

Drehimpulsen gilt
|I;| = hy/I; (I; + 1) (6.4.8)

Bei einem Nukleon oder Teilchen mit mehreren Nukleonen ist die Vektorsumme
aller Spins' und aller Drehimpulse ein Charakteristikum des Teilchens. Diese Sum-
me

I= Z (I + &) (6.4.9)

heisst der KERNSPIN.

Abb. 6.10.: Definition der Streuebene nach | , Abb. 5.1]

Abbildung 6.10 zeigt die Streugeometrie. Wir setzen die z-Achse parallel zum Ge-
samtdrehimpuls I. Wenn die beiden einzelnen Spins I; der beiden Nukleonen par-
allel sind, dann befinden sich die beiden Nukleonen in einem TRIPLETTZUSTAND.
Der resultierende Gesamtspin kann eine 3-Komponente parallel zur z-Achse haben,
oder es ist I3 = 0. Bei antiparallelen Spins ist nur I3 = 0 moglich.

I,=0 in der Streuebene;
L= { I, = +1, auserhalb der Streuebene. (6.4.10a)
LI, = I, = 0 nur in der Streuebene (6.4.10Db)

Es gibt also drei Triplettzustédnde und einen Singulettzustand. Die Streuquerschnit-
te fiir Triplettzustande (of,,) und die Singulettzustande (o7,,) miissen dann mit den
Gewichten % und % addiert werden

1 3
Ufét = Zatsot + Zafot (6'4'11>

Mit den Streuphasen erhalten wir

Laber nicht der Isospins.
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. A7 13 . 1 . <
ol = 2|1 sin® 6} + 1 sin® 6§ (6.4.12)
mit k = i wie oben.
Experimentell waren die totalen Streuquerschnitte bei der Neutron-Proton-Streuung
(gemessen: ¢, sowie of,, und o, mit Gleichung (6.4.12) berechnet):

ol =203-100* cm® =203 b (6.4.13a)
ol ~38b (6.4.13b)
08, ~T70b=4(203b—3-38b) (6.4.13c)

Aus den Gleichungen (6.4.7) und (6.4.12) kann man fiir Streuwellen mit ¢ = 0 (S-
WELLE) eine Streuldnge definieren. Aus dem dann winkelunabhéngigen totalen
Streuquerschnitt ergibt sich

emax
lim oyt = 4m(a”)? S 4rd? 3 (204 1) sin?(5;) = 4nAZsin®()  (6.4.14)
— 00 —0

Durch Ziehen der Wurzel bekommen wir

a* = % lim Asin(d) = + lim sin(%) (6.4.15)

A—00 0 k

k — 0 ist dquivalent zur Aussage, dass die Energie des Teilchens gegen null geht.
In der Regel hat der Quotient einen endlichen Grenzwert.

Beispiel:

Aus o}, ~ 3.8:1072* cm? folgt a* = 5.5 fm. Aus der Singulett- und Triplettstreuung
kann a* und R bestimmt werden, aber nicht der Potentialverlauf.

6.4.2. Ladungsabhadngigkeit

Um die Ladungsunabhéngigkeit der Nukleonstreuung zu zeigen vergleichen wir die
p — n-Streuung mit der p — p-Streuung und der n — n-Streuung. Aus Gleichung
(4.3.25)

dO' 2
=170
folgt
dO' 2
=) % f(x — 9) (6.4.16)

Wenn der Stossparameter b geniigend klein ist, ist £ = 0 und damit (keine Win-
kelabhangigkeit bei S-WELLEN

F(0) = flx =) (6.4.17)

Bei hoheren Bahndrehimpulsen modifiziert dieser die Winkelverteilung, das heisst
die Symmetrie ist nicht mehr gewahrleistet. Wie schon besprochen ist bei Fermio-
nen die Gesamtwellenfunktion antsisymmetrisch. Das bedeutet, dass die Spins der
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Fermionen antiparallel sind.

Das bedeutet, dass die n —n- und die p— p-Streuung nur im Singulettzustand mog-
lich ist. Die p — n-Streuung unterliegt nicht dem Pauli-Prinzip: Sie tritt sowohl im
Singulett- wie auch im Triplettzustand auf. Deshalb muss hier der Singulettzustand
rechnerisch bestimmt werden.

Wir kénnen deshalb die n — n- und die p — p-Streuung nur im Singulettzustand
vergleichen (den Triplettzustand gibt es nicht). Bei der p — p-Streuung muss das
Coulombpotential zusétzlich mit berticksichtigt werden.

Wenn alle diese Nebenbedingungen erfiillt sind ergibt sich, dass die n — n-, p — p-
und p — n-Streuquerschnitte gleich sind. Dies ist eine Stiitze der Annahme eines
generischen Teilchens namens NUKLEON. Dies kann auch so formuliert werden:

Kernkrafte hdngen nicht von der Ladung der Nukleonen ab.

6.5. Kernmodelle

6.5.1. Massendichteverteilung und Masse
Die Ladungsdichteverteilung (6.1.19) (nach Enrico Fermi)

1
01 + exp (ﬂ%)

ist eine Approximation fiir die Massenverteilung.

p(r)=p

Massendichteverteilung im Kern

1.2 T
homogene Kugel
10 Fermi-Verteilung e
’ d=442a=230fm
0.8 E
N~
- @
5 ©
408 Y
a 14
£
041 E Z
S ™
S ©
02+ " ey
o '3
0.0 L L L L
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

r/(fm)

Abb. 6.11.: Massedichteverteilung von Au mit den verschiedenen Kernradien
(nach W. Demtroder | D.

Abbildung 6.11 zeigt die verschiedenen Gréssen bei der Beschreibung eines Kerns

« Halbwertsradius Ry, (= 6.38 fm bei '27Au )
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o mittlerer quadratischer Kernradius R, (R,, = 5.32 fm bei "7 Au )

o IS 2 p(r)dmridr
™ [ dqpr2dr

(6.5.1)

« Kugelradius bei einer homogenen Kugel Rk (Rx = 6.87 fm bei '’TAu )

1 00 3
Y= — r2p(r) - 4w ridr = Z R? 6.5.2
) drpy fo~ r2dr/o pir) 5K (6.5.2)
+ Randbereich von Rj/s — 2.2a bis Ry — 2.2a mit d = 4.4a (= 2.3 fm bei
197Au )
79

Der Radius der homogenen Kugel berechnet sich mit My = 4mp, fORK r2dr und
R,, fur p(r) = po. Bei einer konstanten Massendichte p,,(r) = po folgt aus der
Kernmasse

4
gngpo =Mg~My-A (6.5.3)

My ist die Masse eines Nukleons. Daraus ergibt sich

1
3Mg \? )
~ry- A3 5.4
(4pr> - Al (6.5.4)
Wir haben dann
Ry =/(r2) =0.77- Rg = AY?.1.0 fm (6.5.5a)
3

Ry = \/;Rm ~ AY?. 1.3 fm (6.5.5b)
Ripy=09—-11-R,~AY?.(09—11) fm (6.5.5¢)

Oft wird rg =~ 0.94 — 1.3 fm gesetzt.

Die Grosse des Kernradius’ hdngt vom betrachteten Modell ab.

6.5.2. Bausteine

Die Untersuchungen von Ernest Rutherford (siche Abschnitt 6.1.2) ergab sich, dass
haben Kerne aus zwei Arten von NUKLEONEN bestehen. Das PROTON ist das
positiv geladene Nukleon und ein wenig leichter als das ungeladene Nukleon, das
NEUTRON. Die Nukleonen werden durch Kernkrifte, die auch STARKE WECH-
SELWIRKUNG genannt werden, zusammengehalten. Diese ist unabhéngig von der
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LADUNG.

Name Proton Neutron

Symbol D n

Ladung +e 0

Masse 1.007 276 466 63(9) u 1.0086649159(5) u

£ 938.272081(6) MeV /c? | £ 939.565413(6) MeV /c?2

Spin % %

Pariat + +

magnetisches Moment 2.7928473446(8)uk —1.9130427(5) ke
Tab. 6.3.: Masse der Nukleonen nach P. A. e. Zyla, The Review of Particle Phy-

sics (2021) | |. i ist das KERNMAGNETON.

Da die Massen der beiden Nukleonen (siehe 6.3) unterscheidet sich nur um 1.293 332 1(5)
MeV /c?. Deshalb kann in guter Niaherung von einem generischen Nukleon gespro-
chen werden.

6.5.3. Tropfchenmodell

Im Folgenden werden die Gleichungen plausibel gemacht.

1. Anziehende Kernkrifte sind kurzreichweitig (also nur zu niachsten Nachbarn)
Aus = Ep/Nukleon unabhingig von A = Z + N
= E’B1 =+a, A

E31 = +ay - A (656)

Dies ist der VOLUMENANTEIL.

2. Wir nehmen weiter an, dass Nukleonen an der Oberflaiche weniger gebunden
sind, da Nachbarn fehlen:

Oberflache « V§ x A3

Ep, = —a, - A*3 (6.5.7)
Damit ist dies der Oberfllichenanteil.
3. Nukleonen sind Fermionen (nach Enrico Fermi) = Pauli-Prinzip (nach Wolf-
gang Pauli)

Energie minimal bei gegebenem A wenn eine gerade Anzahl von Protonen Z
und eine gerade Anzahl von Neutronen N vorhanden sind: gg-Kern
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Mit AN = N, — N, und N = N, + N, und N,, = (1/2)(A + AN) =
(A/2)(1+ AN/A) und N, = (1/2)(A— AN) = (4/2)(1 — AN/A)

3h2 (3m2\ Y A2/ AN\*? AN\
<E”_1mn<v> 575 <L+/1> +<1—44> (6.5.8)

302 (3n2\*° A5/ AN\ AN\*?
<E@“>_]onz<vf> HIE <1+-f4> 4—(1—f1> (6.5.9)

2 1
(1:i:m)2/3z1j:§m—§x2:i:...

2
(1+2)P+(1—2)Pr2—-222+...

9
AN2? 2 (AN’
Bun) =CiA (5) 0 [2=5 (S0) +--
B} =14 7 9 ( A ) *
2 AN?
=C |A—- = o 5.1
[ 0 A + 1 (6.5.10)
(mit A ~ V). Der erste Term ist im Volumenterm enthalten. Der zweite
Term wird
(Z - N
EB3 = —ag (6511)
A
Dies ist die Asymmetrie-Energie
4. Coulomb-Abstossung
VA ' 3 €
Ep, = —ac i mit ac = Gy (6.5.12)

Folgt aus der Integration der Coulombenergie fiir eine homogene sphérische
Ladung.

5. gg-Kerne sind stabiler als uu-Kerne. Also gibt es einen Paarungsanteil
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109 6.5 Kernmodelle

+1 fiir gg-Kerne
Ep. =ap-A7Y2%5 mit 6= 0 fir gu- und ug-Kerne (6.5.13)
—1 fir uu-Kerne

wobei die A-Abhéngigkeit empirisch ist

Mittlere Bindungsenergie pro Nukleon

10.0
\/ el ay = 15.84 MeV
| et ag = 17.23 MeV
A = 0.714 MeV
2 N/ - .
3 ‘. ag = 23.2 MeV
w40 N
20 al ]
| EgI(AVA -~ - -
Eg(AVA -~ -
0.0 4 8 12 16 20 o2 > >

A

Abb. 6.12.: Experimentelle Bindungsenergie pro Nukleon im Vergleich zum
Tropfchenmodell (Nach Demtroder Band 4, Abb 2.32 | 1)

6.5.3.1. Bethe-Weizsacker-Gleichung

Das Tropfchenmodell wird in der Bethe-Weizsdcker-Gleichung (nach Hans Bethe
und Carl Friedrich von Weizsacker) durch

Ep =AMc?
=(Zm, + Nm,, — My) ¢?
—ay A — agA?® —ap (N — Z2)° A7 — ac Z2A7Y3 4 6apA™V? (6.5.14)

beschrieben, wobei My die Masse des Kerns ist.

Die Zahlenwerte nach W. Demtroder | ] sind:
ay = 15.84 MeV ag = 18.33 MeV ap = 23.2 MeV (6.5.15a)
ac = 0.714 MeV a, = 12 MeV (6.5.15b)
A. Das und T. Ferbel | | geben den Paarungsterm etwas anders an:

A—27)?

Ep(A,Z) = ay A — agA?® — aF( I —acZ?A7V3 4 5a,A™¥* (6.5.16)
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mit den Zahlenwerten

ay = 15.6 MeV ag = 16.8 MeV ap = 23.3 MeV (6.5.17a)
ac = 0.72 MeV a, = 34 MeV (6.5.17b)

6.5.3.2. Gesamtmasse von Kernen und Atomen

Mic(A, Z) =Zm,, + (A — Z)m, — ]ff
=Zmy+ (A—Z)m, — 012 {aVA —agA*? —ap (N — Z)? A~
—agZ2 A7 4 Gap AT (6.5.18)
M,(A, Z) =M (A, Z) + Zm. — b;fl
=Zm, + (A — Z)m, + Zm, — 012 [aVA —agAY? —ap (N = 2Z)* A7
—acZ? A3+ dap A2 — B (6.5.19)

6.5.4. Einteilchenmodelle

Die einfachsten Kernmodelle betrachten jedes einzelne Nukleon als selbstandiges
Teilchen. Nach dem Kastenpotential wird als Erweiterung das Fermigas-Modell
(nach Enrico Fermi) betrachtet. Ein Vergleich mit der Atomphysik fithrt dann zum
Schalenmodell.

6.5.4.1. Begriffserklarung mit wiirfelformigem Kastenpotential

Vor dem sphérischen Potentialkasten betrachten wir zuerst den wiirfelformigen
Potentialkasten.

o Im Kern heben sich die gegenseitigen Krafte der Nukleonen auf

e Fiir » = a und r > a gibt es eine nach innen gerichtete Kraft, die die
Nukleonen im Kern hélt.

o Kurze Reichweite der Kernkrafte = das Potential ist wegen F' = — grad V'
im Kern konstant und negativ

» Potentielle Energie

) —Ey fir r<a
Epot (1) = { 0 fir r>a (6.5.20)
o Schrédingergleichung (nach Erwin Schrodinger)
—R?
—AY — Egyp = EyY (6.5.21)
2m
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111 6.5 Kernmodelle

¢ Produktansatz

(@, y, 2) = Yu() -y (y) - 1:(2) (6.5.22)

o Drei Gleichungen
;Z?a%g;gx) = B, (6.5.23)
;::yg’;gy) = B, (6.5.23b)
;Z?a?;p;gz) = B4, (6.5.23¢)

o FEnergieeigenwerte
E,+E,+E.=E+Ey=FE — Epy (6.5.24)

o Wellenvektor k; = %\/ 2mE;

an;§$> = k2, (6.5.252)
82:5553/) — 12y, (6.5.25b)
1.

azf) = — k2. (6.5.25¢)

« Randbedingungen (¢ verschwindet) ergeben

V() = Ay sin(kyx) mit ky =mng - i (6.5.26a)
a
b, (y) = Ay sin(k,y) mit ky =ny - (6.5.26b)
a
W, (z) = A, sin(k,z) mit k,=n,- T (6.5.26¢)
a
o Kubischer Potentialkasten
h2 2
E; = %%nf mit i =x,y, 2 (6.5.27)
« Gesamtenergie
R, 2 2

o E Gesamtenergie, E — E,,; = E + Ej (siehe Gleichung (6.5.20))

e Energie F < F,.. — Fy < 0 = Gitterpunkte in Oktanten mit &k, > 0,
ky >0, k., > 0 und

pmaz 1
bimaa = =3 = 24/2m - Epnas (6.5.29)
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o Anzahl Zustande

47 a’

S R? = G (2m - Epa)** (6.5.30)

n =

ool

o Die Zustande n < np werden bis zur Fermi-Energie Er aufgefillt (nach
Enrico Fermi). Wenn Z = N ist, sind dies A/4 = np Zustande

6.5.4.2. Fermigas-Modell

Mit Hilfe des im Abschnitt 6.5.4.1 wiirfelférmigen Kastens soll die Anzahl Zustéande
abgezahlt werden.

Annahme: Nukleonen sind ein Fermigas. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion fiir die Energie folgt der Fermi-Verteilung. Das Konzept der Fermi-
Energie stammt aus der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir Partikel mit halb-
zahligem Spin von Enrico Fermi.

Kinetische Energie
2 2

h
E+Ey= %% (ni +n; + nz) (6.5.31)

Nach Gleichung (6.5.30) ist die Zahl der Energieeigenwerte (in einem Oktanten
zwischen den -, y- und z-Achsen) fir £ < E,.. — Ey <0

3 .

a
n = m (QmEmaI)

Die Anzahl Zustande pro Volumen (unabhéngig vom Volumen!) ist

ol

(6.5.32)

n 1 <2mE>3/2
VvV  6r?

o =
und die Zustandsdichte

dn _ @ <2m>§-\/ﬁ (6.5.33)

dE ~ 4m2 \ n2
Wenn Z = N ist, ist die Fermi-Energie (nach Enrico Fermi)
h2 6 2 %
ngm
Er=— 6.5.34
"7 om ( Vv ) ( )
Da Neutronen und Protonen sich durch ihren Isospin unterscheiden konnen gilt
A
nF = (6.5.35)

Fir stabile Kerne muss

Er < Epaw = E <0 (6.5.36)

gelten. Die mittlere Nukleonendichte wird dann

pN = nvF ~ 0.15 Nukleonen /f*m (6.5.37)
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113 6.5 Kernmodelle

Daraus kann die folgende Voraussage gemacht werden

Er ~ 35 MeV, da Eg < 10 MeV (6.5.38)
Schliesslich ergibt sich daraus fiir die Tiefe des Potentialtopfs

—Ey ~ (40 — 50) MeV ~ unabhéngig von A (6.5.39)

Alternative Sichtweise

Abschatzung mit dem Phasenraumvolumen (nach A. Das und T. Ferbel | ,
Kap. 3.3.]):
Der maximale Impuls sei pr. Dann ist die maximale kinetische Energie

Ep= <L (6.5.40)

Der Impuls nimmt das Impulsvolumen

dr 4

Volpr) = 5 pr (6.5.41)

ein. Im Ortsraum ist das Volumen mit dem Kernradius Ry = roA'/?

4
V(A) = grf;A (6.5.42)
Das Phasenraumvolumen ist dann
4 47 47\ 2
View = Vy(pr)V (A) = ph - Sr8A = (3) (ropr)® A (6.5.43)

Nach Werner Heisenberg ist das minimale Phasenraumvolumen (UNSCHARFERELATION)

h
AxAp > 5 (6.5.44)

Das Volumen eines dreidimensionalen Zustandes muss dann mindestens

V;fot,l Teilchen — (27Th)g - h3 (6545)

sein. Damit gehen wir den umgekehrten Weg von Planck, der um seine Strah-
lungsformel abzuleiten einen klassischen Phasenraumansatz macht, aber nicht wie
iiblich A — 0 gehen lassen konnte.

Die Anzahl Teilchen bekommen wir, indem wir V;,; durch das Volumen eines Zu-
standes teilen. Wir beachten, dass wegen den Spins in jedem Einteilchen-Phasen-
raumvolumen zwei Teilchen sein koénnen.

(6.5.46)

nr ‘/tot,l Teilchen (27Th)3 97
ropr verglichen mit A ist offensichtlich ein Mass proportional zum Volumen eines
Nukleons.

Zur Abschétzung setzen wir N = Z = %. Wir beachten, dass Neutronen und Pro-
tonen im gleichen Phasenraumvolumen sein konnen, da sie einen unterschiedlichen
Isospin haben. Wir setzen nun A/2 gleich np und erhalten

2
Vit (%) e’ A 4 fropry?
=2 A( h )
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A 4 ’I"()pF>3

—=—A 5.4

2 Orm ( h (6.5.47)
A fallt heraus (das war zu erwarten, da Robert Hofstadter | | experimentell

gezeigt hatte, dass die Ladungsdichte und damit die Massendichte konstant ist.
Bei ausschliesslich nachster Nachbar-Wechselwirkung bedeutet dies, dass der Po-
tentialtopf eine konstante Tiefe hat. Der Fermiimpuls ist

ho/9m\'/3
pr= (8) (6.5.48)

Damit ist auch der Fermiimpuls konstant. Die entsprechende Energie ist
2 2 2/3
Py 1 (h (97r>
E.=fr — ~ [ - 6.5.49
E7om ™ 2m <T0> 8 ( )

Mit der Masse eines Nukleons (etwa die Protonen- oder Neutronenmasse) folgt

Ep =~ 33 MeV (6.5.50)

Mit der noch nicht besprochenen Bindungsenergie im Kern Ep g ~ —8 MeV ergibt
sich

—EQ = EF - EB,K =41 MeV (6551)
Besser als das Kastenpotential ist das WOODS-SAXON-POTENTIAL

Vo
1 4 e(r—Ro)/b

-0.2

oods—-Saxon

_06 -
/ Kasten

o8 |

/ Oszillator

0.0 05 1.0 15 2.0
1Ry

V(r) = (6.5.52)

V(N

Abb. 6.13.: Woods-Saxon-Potential

6.5.4.3. Spharisches Kastenpotential

Annahme: Kerne sind ein sphérisches Kastenpotential fiir Neutronen und Proto-
nen.
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115 6.5 Kernmodelle

E,=—k mit k,=—, neN (6.5.53)

Abb. 6.14.: Kastenpotential fiir Neutronen und Protonen adaptiert aus Dem-
troder Band 4, Abb 2.28 | ]

Abbildung 6.14 zeigt schematisch ein Kastenpotential fiir gLi . Dabei ist die
Coulomb-Abstossung der Protonen vernachléssigt.

Abb. 6.15.: Vergleich der Potentiale von Neutronen und Protonen fir 'JF |
adaptiert aus Demtroder Band 4, Abb 2.29 | ]

Abbildung 6.15 zeigt die Anordnung von Protonen und Neutronen fiir lgF )

Das Potential ist tiefer, als es der Bindungsenergie entspricht, weil die Nukleonen
aufgrund der Unschérferelation wegen ihrer rdumlichen Begrenzung eine grosse
positive kinetische Energie besitzen.

Die Energie, die benotigt wird um einen Kern zu verlassen ist die Austrittsarbeit

W, =Ey, = —E,os — EF. (6.5.54)
Da E,o < 0 gilt ist Ep > 0.
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A | ,#_A
N
'He “Li "Li
I1=0 I=1 3

Abb. 6.16.: Nukleonenaufbau der leichten Kerne, adaptiert aus Demtroder
Band 4, Abb 2.30 | ]

6.5.4.4. Harmonischer Oszillator

Das Potential eines harmonischen Oszillators ohne Beriicksichtigung der Drehim-
pulse ist

V(r)=c-r*—Vp (6.5.55)
Esist (V(r) + Vp)? o< r? = 2% + 4* + 22 und damit
Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators
1 1 1

= hw ((nz +ny, +n,) + 3) (6.5.57)

6.5.4.5. Schalenmodell

Die Idee ist, dass bei elektronischen Zustédnden im Coulombpotential immer dann
wenn alle Drehimpulszustande zu einem n gefiillt sind, die Elektronenkonfigura-
tion besonders stabil ist. Beim Wasserstoffatom sind dies (siehe O. Marti und M.
Gongalves | , Kap. 6.])

n—1
ng=2Y (20+1)=2n (6.5.58)
£=0

Zustédnde. Wenn noch die Reihenfolge der Besetzung von Unterschalen berticksich-
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tigt wird ergeben sich die Zahlen in Tabelle 6.4

n 1 2 3 4 5

ng 2 8 18 32 50

Magische | 2 10 18 36 54

Zahlen =2+8 =248 =248 =2+8+18
+8 +18 + 8 +18 +8

Tab. 6.4.: Magische Zahlen der Elektronenkonfigurationen

Erster angeregter Zustand ®
)
3 ° 6
[ ] 20
o
[
> ° ®
e
§2 ° % 28 90 @
: o .o : 82 %e
g ) $ . ® Y °
e, °® o °°
1 o o oo )
o | .® °. o0 ® e
e® ° [ ] ° [ ]
o e ' o | °
° ® ®
) ° L Py

N

0 @
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Abb. 6.17.: Energie des ersten angeregten Neutronenzustandes als Funktion der
Neutronenzahl nach W. Demtroder | , Abb. 5.29].

Abbildung 6.17 zeigt eine Messung der Energie des ersten angeregten Neutronen-
zustandes, die zeigt, dass es auch im Kern magische Zahlen geben muss.
Diese experimentell bestimmten Zahlen sind in Tabelle 6.5 angegeben.

Schale

3 4 5 6 7

Mag. Zahl N
Mag. Zahl Z

1 2
2 8
2 8

20 28 50 82 126
20 28 50 82

Tab. 6.5.: Magische Zahlen der Protonen (Z) und Neutronen (N) in Kernen
nach A. Das und T. Ferbel |

, Kap. 3.4.].

In diesem Abschnitt soll nun begrindet werden, wie diese Zahlen gefunden werden
konnen. Beim Kastenmodell und beim harmonischem Oszillator sind n und ¢ unab-
héngig. Immer dann wenn bei den Drehimpulsen Schalen oder Unterschalen gefillt
sind beobachten wir magische Zahlen, also besonders stabile Konfigurationen.

o kugelsymmetrisches Potential, radiale Schrodingergleichung (nach Erwin Schro-
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dinger) mit u(r) =r - R(r)

2
i PR et L

fut u=0 (6.5.59)

2mr?

o V(r) liegt zwischen dem Kastenpotential und dem harmonischen Potential

— Losung Kastenpotential (Energieeigenwerte nach Gleichung (6.5.28))
h*n?

B(ne,ny,n) = 5 (n2 +n? +n?) (6.5.60)

— Losung harmonisches Potential (Energieeigenwerte nach Gleichung (6.5.57))
1 1 1
E(nx,ny,nz) = hw (nx + 2) + hw <ny + 2) + hw (nz + 2)

= hw ((nw +ny, +n,) + 2) (6.5.61)

Teilchen im Potentialtopf

Die radiale Wellenfunktion kann aus der Gleichung (siehe O. Marti und M. Gongal-
ves [ , Kap. 6.3.2.4.])

W 1d(,d)  RE+])
[_Qmer?dr <T dr) oz TV RO =B R() (6.5.62)
berechnet werden. Die Losungen sind nach A. Das und T. Ferbel | , Kap.

3.4.1.] sphérische Besselfunktionen. Insbesondere sind die Energieniveaus fiir alle
n und ¢ nicht entartet. Was bleibt ist die Entartung der ¢-Abhéngigkeit, also der
m-Quantenzahl. Analog wie beim Wasserstoffatom ist

—4<m<{lund meZ (6.5.63)

Das heisst, es gibt zu jedem /¢ bei zwei Spinorientierungen 2(2¢ + 1) entartete
Zustande.

14 01 2 3 4 5 6

220+1)12 6 10 14 18 22 26

Tab. 6.6.: Gefiillte Schalen im Kastenmodell nach A. Das und T. Ferbel | ,
Kap. 3.4.].

118 ©2005-2022 Universitat Ulm, Othmar Marti



119 6.5 Kernmodelle

Die Werte aus Tabelle 6.6 ergeben die magischen Zahlen in Tabelle

Schale 1 2 3 4 5
Magische | 2 8 18 32 50
Zahlen =246 =8410 =18+14 =32+18
Tab. 6.7.: Magische Zahlen der im Kastenmodell nach A. Das und T. Ferbel
[ , Kap. 3.4.].

Die Zahlen in Tabelle 6.7 sind Kombinationen aus der Tabelle selber und aus
Tabelle 6.6.

Teilchen im harmonischen Oszillator

Die radiale Wellenfunktion lautet hier (siehe A. Das und T. Ferbel | , Kap.
3.4.2.])
d>  2m 1 R0+ 1)
By mmut?— DN B 6.5.64
(dr2 + h? ( e T et 2mr? Hne =0 ( )

Die Losungen sind Laguerre-Polynome. Die Energieeigenwerte sind

1
E,, = hw <2n—|—€— 2) mitn=1,2,3,... und £ =0, 1,2,... unabhéingig von n
(6.5.65)

Mit der Umformung A = 2n+/¢—2 bekommt man eine Darstellung wie in Gleichung
(6.5.57). Dann ist

3
Eny=E\ = hw (A + 2) mit A =0,1,2,.... (6.5.66)

Wieder gibt es die (2¢ + 1)-fache Entartung. Nur in der Koordinate A ist dies
komplizierter, da prinzipiell n und ¢ unabhéngig sind. Fur gerade A ist (¢,n) nach
A. Das und T. Ferbel | , Kap. 3.4.2.]

A+2 A A—-2
= (0250), (24), (1250) s

Fiir ungerade A ist (¢,n) nach A. Das und T. Ferbel | , Kap. 3.4.2]
A+1 A—1 A—3
(6,n) = (13) (3, 2), <5,2>, (A1) (6.5.68)
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SHHrOoO RO RO FO
U W WD N~ =
S e e e e e N N

J

(6,1)
(7,1)
(6,2)

N W RN W W
=W W NN ==
N N — —

| 2) (8,1)

(1L,5) (3,4) (53) (7,3) (9,1)

Tab. 6.8.: Entartete Niveaus im harmonischen Oszillator nach A. Das und T.
Ferbel | , Kap. 3.4.].

© 00N U W~ O
e e e e e N e

In jedem (¢, n)-Niveau gibt es 2(2¢—1) entartete Zustande (¢-Abhangigkeit, Spins).
Die Anzahl der entarteten Niveaus bei geradem A ist

A AJ2
= > 2204+1) =3 20k+1)=...= (A+1)(A+2) (6.5.69)

Fiir ungerade A erhalten wir den gleichen Wert. Die beiden Bedingungen zusam-
men ergeben die Tabelle 6.9.

A 01 2 3 4 5 6
A+D(A+2)[2 6 12 20 30 42 56

Tab. 6.9.: Entartungen im harmonischen Oszillator.

Tabelle 6.10 zeigt die daraus abgeleiteten magischen Zahlen.

Schale 0 1 2 3 4
Magische | 2 8 20 40 70
Zahlen =246 =24+6+12 =24+6+12+20 =2+6+12+20+ 30
Tab. 6.10.: Magische Zahlen der im Kastenmodell nach A. Das und T. Ferbel
[ , Kap. 3.4.].
M. Goeppert Mayer und J. H. D. Jensen | | erkannten, dass im Inneren von

Kernen eine starke Spin-Bahnkopplung herrschen muss. Das bewirkt fiir grosse n
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Abweichungen der magischen Zahlen. Das Potential mit Spin-Bahn-Kopplung ist

Vi(r) =V (r)+ Vis(r)- L -8 (6.5.70)

Vis(r) ist eine Funktion von r. Diese Funktion ist in der Atomphysik Vis(r) = 1.
Hier ist sie nicht konstant und die wichtige von Maria Goeppert-Mayer gefundene
Funktion der Kopplung der Niveaus. Wie iiblich bekommt man mit J = L + S
und J® = L’ + 8>+ 2L - S dass L- S = § (J? — L’ — §%). Daraus ergibt sich fiir

den Erwartungswert

<L-S):<;(J2—L2—SQ)>:Z(j(j+1)—l(l+1)—s(s+1))
s=1 K2 h? ir 7 = 1.
_QZ(j(j+1)—l(l+1)—i> _{ L iﬁrizﬁfgi (6.5.71)

Vs ist negativ. Deshalb liegt das Niveau mit j = ¢ — % tiefer. Die einzelnen Niveaus
verschieben sich durch die Kopplung um

2
ABn (J' =+ ;) —Z/Iwn,e(r)\zvls(r) dr (6.5.72a)

. 1
M (7=t 3)

h;(e 1) [ 1oner) Vis(r) dr (6.5.72b)

Dies ergibt die Aufspaltung

1 1
A:AEn,g<j:£—2>—AEn,g<j:£+2)

_ 2 (z+ ;) [ 1nsr)PVir) dr (65.73)

Fir grossere ¢ wird die Aufspaltung von Niveaus durch die Spin-Bahn-Kopplung
grosser. Schwere Kerne sind nicht mehr kugelsymmetrisch. L ist nicht zeitlich
konstant. Dies &ndert nochmals die Reihenfolge und die Besetzung von Niveaus.
Das Schalenmodell manifestiert sich in der Energie die benotigt wird um ein Neu-
tron abzuspalten.

e Energie, um ein Nukleon abzuspalten

—Ep=E% + Eyy = Er — Ey (6.5.74)

kin
Ep: Fermi-Energie (nach Enrico Fermi)

Ey: Tiefe des Potentialtopfs

o Vergleich der Separationsenergien fiir p und n

Es(p)
Es(n)

Eg(N,Z) — Eg(N,Z — 1) (6.5.75a)
Ep(N,Z) — Eg(N — 1, 2) (6.5.75b)
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e Paarung von zwei n oder zwei p mit antiparallelem Spin erhéht die Bindungs-
energie

Ep(p) =2[Ep(N,Z) — Eg(Z — 1,N)| = [E(N, Z) — Ep(Z — 2, N)|
(6.5.76a)

Ey(n) =2[Ep(N,Z) — Ep(Z,N — 1)] = [E5(N, Z) — Ep(Z, N — 2)]
(6.5.76b)

20 T T T T T T T T T T \
18 | Separationsenergie eines Neutrons ] ]
16 i Paarenergie eines Neutronenpaares [ ) 4

3T e,
: i!ll\i;
S
¢

E/MeV
N
—®

e % o0

-2 A //

4 \ /N ¢ ¥ ¢
/

16 18 20 22 24 26 28 30 32

Abb. 6.18.: Separationsenergie eines Neutrons (Fg(N), rot) und Paarenergie
cines Neutronenpaares (Ep(N), blau) fiir Kalziumisotope ***Ca
nach W. Demtroder [Dem 10, Abb. 5.27]

o Fermigasmodell sagt voraus, dass es keine Schwankungen gébe

o Schwankungen der Separationsenergien analog zu den Schwankungen der
Ionisierungsenergien in der Elektronenhiille
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Abb. 6.19.: Paarenergie eines Neutronenpaares fiir verschiedene Isotope nach
W. Demtroder | , Abb. 5.28]
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Abb. 6.20.: Anzahl der stabilen Isotope als Funktion der Protonenzahl Z und
der Neutronenzahl N nach W. Demtroder | , Abb. 5.30].

Maxima analog zu Maxima in der Ionsiationsenergie der Atome.

6.5.5. Mehrteilchenmodelle

e Schalenmodell bei schweren Kernen nicht sehr genau
o Tropfchenmodell bei sehr schweren Kernen manchmal genauer

Quadrupolmomente stimmen nur qualitativ

o Schwere Kerne haben ein permanentes elektrisches Quadrupolmoment

o Aage Bohr, James Rainwater, Ben Mottelson: Mehrteilchenmodell
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e Schalenstruktur im Inneren, fliissige Oberflache

« Vorhersage: Vibrations- und Rotationsniveaus in Kernen (sie existieren ex-
perimentell)

» Rotationshamiltonoperator H = L it Eigenwerten

L(0+1) 32
QItriig h

2Itr£ig

o Modell sagt Verringerung der Niveauabstinde bei zunehmendem A voraus

6.5.6. Vergleich der Kernmodelle

Maria Goeppert-Mayer verglich das SCHALENMODELL mit vielen anderen Modellen.

OszinatorpotentiaIT Atom Kastenpotential
E-E,
6 hmﬂ*fifw ﬂ
| 132
| e
. _[112]]
35(2) ﬂ
4 o0} 24010) 154]
19 (18)
| s8
3001 2pE) | [40]
1f (14)
— | 34
20 25 |y
1400 T g
1 heo 18] |
~.1p6) |
0 o2 1s(2) 2

n ZN;<PaU) n,LNn ZNa(Pa n)

i=0 i=0

Abb. 6.21.: Vergleich der Kernmodelle nach M. Goeppert Mayer und J. H. D.
Jensen, Elementary Theory of Nuclear Shell Structure | | sowie

[ ; ; ; ; ]

6.5.7. Bindungsenergien

Unter Bindungsenergie verstehen wir das Folgende:

Mk =Y m,+ > m, — AM (6.5.77)
Ke;r,r;;sse — Massendefekt

Protonen Neutronen

Achtung: Die Bindungsenergie E'z wird positiv definiert, so dass —Fp die Ernied-
rigung der Energie durch eine Bindung ist.
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125 6.5 Kernmodelle

Der Massendefekt AM wird bestimmt, indem die Gréssen Mg, m, und m, ge-
messen werden. Den Massendefekt bezogen auf die Zahl der Nukleonen nennt man
auch Packungsanteil

AM

Die folgende Tabelle 6.11 gibt einige Resultate wieder:

Kern | Masse / u | Eg/MeV | Eg/A/MeV
‘H 2.014 2.225 1.112
°H 3.016 8.482 2.827
;He 4.003 28.295 7.074
;Li 7.016 39.245 5.606
tC 12.00 92.161 7.68
0 15.995 127.617 7.976
2Cl 34.969 298.20 8.520
ggFe 96.935 499.90 8.77
U | 238.051 | 1804.04 7.58
Tab. 6.11.: Kerne und Kernmassen nach W. Demtroder| , Tab. 2.6.].

Bindungsenergie

0 \
_200 \ Data Points [

_400 . Tabelle [

-600 e Fit Line  ------ 1

-1800 Com

0 50 100 150 200 250
A

Abb. 6.22.: Bindungsenergie von Kernen nach Demtroder Band 4, Abb 2.24
[ ]

©2005-2022 Universitdt Ulm, Othmar Marti 125



Atome und Kerne 126
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Abb. 6.23.: Bindungsenergie von leichten Kernen nach Demtréder Band 4, Abb
2.24 | ]

Die Tabelle oben zeigt, dass die Bindungsenergie pro Nukleon, der Packungsanteil,
fir 92Ni maximal ist.

Mittlere Bindungsenergie pro Nukleon

Data Points [ |

'?Tabelle |
; | | FitLine - |
P3H | | FitLine oben ~ ------
2 '3He i i i !
0 50 100 150 200 250

A

Abb. 6.24.: Mittlere Bindungsenergie (Nach Demtréder Band 4, Abb 2.25
[ )

Abbildung 6.24 zeigt die mittlere Bindungsenergie pro Kern.
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Bindungsenergie
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Abb. 6.25.: Stabilste Kerne (Nach Demtréder Band 4, Abb 2.26)

Abbildung 6.25 zeigt den Bereich der stabilsten Kerne mit der hochsten Bindungs-
energie.

Base : NUBASE
Version : January 08ih, 2004
Parity (Z,N) : all
DECAY MODES

B* (EC +e*)

[C Ny

Oa

. Internal Transition

[ spontaneous Fission

He

Hn

H stable nuclide

[J unknown decay

Abb. 6.26.: Nuklidkarte erzeugt mit Nucleus-Amdc [Wap12]

Daten zur Stabilitat der Kerne kénnen aus Programmen wie Nucleus-Amdc [Wap12]
oder aus Webseiten wie dem Nuclear Data Center [Nat17] des Brookhaven National
Laboratory gewonnen werden (sieche auch Abb. 6.26).

6.5.8. Rotation und Schwingung von Kernen

Wenn Kerne von der sphéarischen Form abweichen, konnen sie in nachster Naherung
durch Rotationsellipsoide beschrieben werden.
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0)

\
N

Abb. 6.27.: Bezeichnungen in einem Rotationsellipsoid.

Beim Rotationsellipsoid in Polardarstellung in Abbildung 6.27 ist der Radius als
Funktion von 6 durch

R(0) = Ro [1+ BYS(0,0)] = Ro (i\/iﬁ (3cos*(6) — 1) + 1) (6.5.79)

gegeben. Mit § = g\/g . % haben wir auch

R(@):R0<1+AR<

Ry

cos?(0) — ;)) (6.5.80)

In der iiblichen Darstellung eines Rotationsellipsoids mit a der Halbachse entlang
der Symmetrieachse und b den Halbachsen senkrecht dazu ist

AR=a—-10 (6.5.81)
l\y
X
B r1 = R(6)sin(0)
0 » Z
dh(8) = — ("’;;;‘” cos(6) — R(0) sin(ﬁ)) 9
A(0) = wr3 = wR(H)?sin’(6)

Abb. 6.28.: Definition der Integrationsfliche bei einem Rotationsellipsoid.

Das Volumen (siehe Abbildung 6.28) kann berechnet werden, indem die Fliche

A(0) = A(R(0)) = 712 sin®(9) = nR*(9) sin®(6) (6.5.82)

tiber den Wertebereich von € integriert wird. Dabei kann aus dem Abstand h(f) =
R(0) cos(0) entlang der z-Achse zum Nullpunkt
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dR(6
dh(8) = — ( dé ) cos(f) — R(0) sin(@)) db (6.5.83)
(das ,,—“-Zeichen hangt von den Zahlrichtungen ab) berechnet werden. Das Volu-
men ist dann
V(Ro, / A(6)dh(o (6.5.84a)
0

) sin? (dR(‘)) cos(6) — R(6) sm(e)) 4

Rgo/ (i\/iﬁ (3 cos?(6) — 1) + 1) sin®(6)
: (—2\/55 cos?() — (i\/iﬁ (3 cos?(6) — 1) + 1)) do
47TR3 ((\[5%1) & 1) (6.5.84b)

O\

U(0) = 27r, = 2xR(0)sin(6)

Abb. 6.29.: Definition der Integrationsfliche bei einem Rotationsellipsoid.

Fiir die Oberflache (siehe Abbildung 6.29) benétigen wir den Umfang

U(0) = U(R(0)) = 27, = 2rR(0) sin(0) (6.5.85)

und das Linienelement entlang eines Grosskreises durch die Pole. Nach dem Cosi-
nussatz ist

ds*(0) = R*(0) + R*(0 + dO) — 2R(0) R(6 + d0) cos(db) (6.5.86)

Wenn man R(0 + df) = R(6) + %ﬁﬁd@ einsetzt und cos(df) = 1 — d*0/2 bis
zur ersten nichttrivialen Ordnung einsetzt, die Wurzel ausrechnet und Ordnungen
hoher als 2 ignoriert, bekommt man

©2005-2022 Universitdt Ulm, Othmar Marti 129



Atome und Kerne 130

dR(6)\2
ds(0) = R(0) (1 + ; ( }g? 03 ) do (6.5.87)

Damit ist die Oberflache

U(0)ds(9) (6.5.882)

=2 Rg/ (i - (3 cos®(6) — 1) + 1) sin(6)
1 —3,/2Bsin(f) cos(8) 0
2 (%\/%ﬁ (3cos?(0) — 1) + 1)
=47 R} (1 + f) (6.5.88b)

Mit dem Parameter AR sind Volumen und Oberflache

A 4AR* 16AR®
V(Ry,AR) = —R} |1 5.
(Ro, AR) 3R0< t5mr t 9455%) (6.5.89a)
16AR?
Av(Ro,AR) = 47Rj [ 1+ —— - (6.5.89b)
45R?

Nach Bethe-Weizsicker (6.5.16) ist der Oberflichenterm proportional zu R? oder
zu Ay (Ry, AR). Mit Gleichung (6.5.89b) und der Definition AR = a — b mit
a = Ro(1+¢) und b = Ry/+/T1+ € erhalten wir fiir B = —agA%? = —agAy (R, €)

16AR? 16(a — b)*
Av(Ry, €) = 47R2 1 —drR2 14+
v(Fo,e) 7T°<+45Rg> W0<+ I5R2
2
16 1 4¢?
=47R} |1+ —|e————=| +1| =4nRj(1+— °
WRO( +45 (e m) + ) 7TR0< + 15 + O(e ))
(6.5.90)

Damit wird der Oberflachentherm

4 2
ES = Ej (1 + 4—65 + 0(63)> = ES + AE® (6.5.91)

Der Ladungsterm E§ = —ac A3 = —GoR™ wird mit
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TR 1 1 2¢?

Damit wird der Ladungsterm

2 2
EC =EfY (1 — 4% + 0(&”)) = E{ — AEY (6.5.93)

6.5.9. Drehimpuls, Spin, Statistik

Optische Spektren von Atomen zeigen eine HYPERFEINSTRUKTUR. Deshalb miis-
sen Kerne ein magnetisches Moment haben. Und dies kénnen sie nur haben, wenn
es einen Spin gibt.

6.5.9.1. Kerndrehimpulse

o I: Kernspin, I: Kernspinquantenzahl
|[I|=h/I-(I+1) (6.5.94)

e Der Kernspin I ist die Vektorsumme aus den Bahndrehimpulsen der Neu-
tronen und Protonen sowie aus deren Spins.

I=> (I,+ L (6.5.95)
o Magnetisches Moment
I
Br=gr- Py (6.5.96)
mit Kern-Landé-Faktor g; und Kernmagneton
K = ——h=5.056-10" J T~ (6.5.97)
2m,,

In der Regel ist L; = 0 im Grundzustand. Es gibt Ausnahmen, z.B. gLi

Landé-Faktor (nach Alfred Landé)

=

I

gr = (6.5.98)

=

Verhéltnis von magnetischem Moment zu Drehimpuls
KERNSPIN [
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Abb. 6.30.: Kernspins, Adaptiert aus Demtroder Band 4, Abb 2.16 [Dem 10]

Verhéltnisse

gyromagnetisches Verhéltnis:

|N1|
= (6.5.99)
1]

Bestimmung aus der Hyperfeinstruktur des 1s-Zustandes im H-Atom

2
AEprs = 3H0gel!B - Gpltrc - [115(r = 0)[? (6.5.100)

Zeeman-Aufspaltung (nach Pieter Zeeman)

AW =p- B (6.5.101)

Rabi-Methode (nach Isidor Rabi): Wegen des Kernspins / = 1 gibt es vier
HF-Uberginge mit Am; = +1

6.5.9.2. Rabi-Methode

Die Methode ist nach Isidor Rabi benannt. Benutzt wird, dass der Gesamtdrehim-
puls J der Elektronenhiille an den Kernspin I koppelt und es (analog zu J) einen
neuen Gesamtdrehimpuls F' gibt., mit

(F) = h/F(F+1)= (I +J) mit |[J—I|<F <|J+]] (6.5.102)

Analog zur Zeemanaufspaltung ist die Energie des Wechselwirkungsoperators Virs
des Kernspins I mit der magnetischen Induktion des Gesamtdrehimpulses J, B
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FF+1)=JJ+1)—II+1)
_|_

AEprs = —p; - By = grux By
JI(J+1)
_ AF(F+1)—J(J+1)—I(I+1) (6.5.103)
2 J(J+1)

mit g; dem Landé-Faktor des Kerns, ux = Qfsp dem Kernmagneton und A =

% der Hyperfeinstrukturkonstante. Die Rabi-Methode kann nun AEypg be-

stimmen.
’ﬂlr 7777
0 A b) . -
0+ 12 TVB TVB
| A4 o Detektor
s,  _F=1 \ @) \.
Am, = +1 Vo aN ‘ B A7\ ‘
_F=0__ . B, B,
Mikrowellen- Blende 1 Blende 2
1 entladung
B=0  B>0 -1 ’A
1
o)

Abb. 6.31.: Messung des gyromagnetischen Verhéltnisses nach Isidor Rabi, ad-
aptiert aus Demtroder Band 4, Abb 2.16 | ]

Abbildung 6.31 zeigt den Aufbau der Apparatur. Die zu untersuchenden Atomker-
ne (z.B. %H ) werden aus dem Ofen nach rechts emittiert. Im Bereich A lenkt ein
inhomogenes Magnetfeld die Atome ab. Die Grosse der Ablenkung hingt vom ge-
samten magnetischen Moment ab. Dieses wird durch das Magnetische Moment der
Elektronen dominiert. Im Bereich C induziert Mikrowellenstrahlung einen Uber-
gang vom F' = 0 ins F' = 1 Niveau. Das anliegende homogene Magnetfeld erzeugt
eine Hyperfeinaufspaltung, also eine Aufspaltung, die vom magnetischen Moment
des Kerns abhéngt. In B schliesslich kehrt ein umgekehrt orientiertes inhomoge-
nes Magnetfeld die Ablenkung um. Die Blende B, wihlt die Atome aus, die nicht
abgelenkt sind. Durch die Anderung der Frequenz der Mikrowellenstrahlung kann
so die Hyperfeinaufspaltung abgetastet werden.

6.5.9.3. Magnetische Momente von Nukleonen

Die Landé-Faktoren von Proton und Neutron haben keine so «schonen » Werte
wie beim Elektron. Dies ist ein Hinweis auf die moglicherweise vorhandene innere
Struktur der beiden Nukleonen. Das magnetische Moment des Protons ist

[y = +2.79278 1k (6.5.104)

Damit wird das magnetische Moment des Protons p, in Einheiten des KERNMA-
GNETONS g = 2 ausgedriickt. Der Spin und das magnetische Moment des

2m,
Protons sind parallef Der Landé-Faktor des Protons ist

 pp/pr 279278
=TI R T 05

= 5.58556 (6.5.105)
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Das magnetische Moment des Neutrons existiert, auch wenn das Nukleon ungela-
den ist. Sein Wert betragt:

[, = —1.91315p (6.5.106)

Der Neutronenspin und das magnetische Moment sind antiparallel. Der Landé-
Faktor des Neutrons betragt

gn = —3.8263 (6.5.107)

Wiéhrend fiir die Bestimmung des magnetischen Moments des Protons die aus
der Atomphysik bekannten Verfahren verwendet werden kénnen, funktioniert dies
bei Neutronen wegen der fehlenden Ladung nicht. Zur Bestimmung des magneti-
schen Moments verwendet man die spinabhéngige Streuung des Neutrons an Spin-
polarisierten Targetatomen. Die Streuung des Neutrons hingt von der relativen
Orientierung des Neutronenspins und des Spins der Target-Atome ab.

a) 10 B, 6 B, 3
L R o e 1
T IR TITTTIRITIT

b) 10 Bl 6 HF 8 Ez 4
i [ o e
TR TR THTTT (IR

Abb. 6.32.: Messung des magnetischen Moments des Neutrons, Adaptiert aus
Demtroder Band 4, Abb 2.18 | ]

In Abbildung 6.32 a) wird ein Neutronenstrahl durch ein Eisentarget in einer star-
ken magnetischen Induktion gesandt. Neutronen mit einem antiparallelem Spin
(Anzahl N_) zur Polarisationsrichtung des Eigentargets werden weniger oft ge-
streut als Neutronen mit parallelem Spin (N, ). Der Strahl ist nun leicht polarisiert

N, — N_
po NN
N, + N_

P ist negativ, da N_ > N, ist. Das zweite durch ein Magnetfeld polarisierte Eis-
entarget dient als Analysator. Sind die beiden magnetischen Induktionen B; und
B, parallel ist die Transmission hoher als im antiparallelen Falle. Im homogenen
Magnetfeld bei b) zwischen Polarisator und Analysator kann die Spin-Richtung
der Neutronen umgeklappt werden. Die Energie der beiden Zeeman-Niveaus ist

(6.5.108)

Eis=+p, B (6.5.109)

Aus der Frequenz der elektromagnetischen Strahlung und der Grosse der magne-
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tischen Induktion kann gy bestimmt werden.

6.5.9.3.1. Proton, Elektron, Neutron Tabelle 6.12 zeigt einen Vergleich von
verschiedenen Grossen der beiden Nukleonen Proton und Neutron mit dem Elek-

tron.
Grosse P n e~
Masse 1.67262192369(51) - 1027 kg 1.67492749804(95) - 1027 kg | 9.1093837015(28) - 10~31 kg
Spin 1/2 1/2 1/2
Magn. +2.792 847 344 63(82) ux —1.913 042 73(45) ¢ —1.001 159652 181 28(18)up
Moment | 1.41060679736(60)-10~26 J T—1 | —9.6623651(23)-10727 J T~1 | —9.2847647043(28) - 1072+ J T
Landé- +5.585 694 689 3(16) —3.826 085 45(90) —2.002 319 304 362 56(35)
Faktor
Lebens- | > 1-10%0 a 887 s 00
dauer

Tab. 6.12.: Vergleich von Proton, Neutron und Elektron (nach W. Demtroder
[ , Tab. 2.3.] und The NIST Reference of Constants, Units and
Uncertainty | ].

6.5.10. Momente von Kernen

Das magnetische Moment des Deuterons *H (Spin Iy = 1) ist nach The NIST
Reference of Constants, Units and Uncertainty | ]

11q = 0.857 438 233 8(22) 11 (6.5.110)

Dies ist um

Apg = g — (pp + fin)
— 0.857 438233 8(22)1uxc — (2.792 847 344 63(82) e — 1.913 042 T3(45) 11xc)
= —0.0223664(4)ux  (6.5.111)

Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 7.3.2]] ist der Grund, dass die beiden Nu-
kleonen neben dem Grundzustand noch mit kleiner Wahrscheinlichkeit in einem
angeregten Zustand mit dem Bahndrehimpuls ¢ = 2 sind. ¢ = 1 ist nicht moglich,
da dieser Zustand eine andere Paritdt hat als der Grundzustand. Der Spin dieses
angeregten Zustandes steht dann antiparallel zu ¢ = 2, also m, = —2.

Insgesamt zeigen sich Gemeinsamkeiten bei Kernen mit ungerader Protonen- und
Neutronenzahl, bei Kernen mit ungerader Protonenzahl und gerader Neutronen-
zahl, oder umgekehrt. Die Interpretation analog zu den Elektronen im Atom sagt,
dass nach abgeschlossenen Schalen ein Leuchtnukleon existiert, analog zum Elek-
tronensystem. Eine genaue Analyse dieser Idee und der Abweichungen davon fiihrte
dann zum Schalenmodell.
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6.5.10.1. Resonanz-Spektroskopie, Magnetische Momente von Kernen

Wie bei Atomen gibt es fiir ein Nukleon eine Energieaufspaltung im Magnetfeld,
einen nuklearen Zeeman-Effekt. Nach J. Bleck-Neuhaus [Ble13, Kap. 7.3.3.] ist die
Aufspaltung

AFE = tharmor = gpNKB (65112)

Bei einer magnetischen Induktion von B = 0.15 T entspricht dies AF = 50 nV.
Auch mit stédrkeren magnetischen Induktionen ist die Energieaufspaltung direkt
spektroskopisch nur schwierig nachzuweisen. AFE entspricht einer Larmorfrequenz
von

AFE
= —— =42 MH 511
VLarmor o h VA (6 5 3)

Diese Frequenz ist leicht herstellbar und messbar. Das heisst, beim Durchstimmen
einer Hochfrequenzquelle sollte sich bei 4.2 MHz ein Absorptionsmaximum zeigen.

Detektion

u Verstarkung
@
\,

/ Probe \\\\\

LI

|
=— &7

Anregung

Abb. 6.33.: Prinzip der Magnetresonanzmessung (analog zu W. Demtroder
[Dem 10, Abb. 2.19.]).

Abbildung 6.33 zeigt das Prinzip der Magnetresonanzmessung. In einer magneti-
schen Induktion in die z-Richtung befindet sich die Probe. Mit der Anregungs-
spule wird ein periodisches Magnetfeld in die y-Richtung erzeugt. Die durch B
ausgerichteten Spins der Probe préazedieren um die z-Richtung. So wird auch eine
periodische Komponente in die z-Richtung erzeugt. Die Auslesespule detektiert
diese Komponente des Magnetfeldes. Das verstirkte Signal ist das Messergebnis.
Wenn nun die Anregungsfrequenz durchgestimmt wird, koénnen die verschiedenen
moglichen Anregungen, und insbesondere auch die Hyperfeinaufspaltung durch
die Kopplung des Kernspins an den Gesamtspin der Elektronen detektiert werden.
Da die Grosse des Kernspins und damit die Aufspaltung charakteristisch fiur die
Kernsorte und das Isotop ist, kann man so sehr genau z.B. die Antwort von 12C
detektiert werden.

Mit inhomogenen magnetischen Induktionen kann iiber die Aufspaltung bei be-
kanntem Isotop auch der Ort des Kerns detektiert werden. Die Anregung wird in
der Regel nicht kontinuierlich eingestrahlt, sondern gepulst. Dies erlaubt, die freie
Prézession zu detektieren. Auf diese Weise konnen auch Informationen iiber die
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Umgebung des getesteten Isotops erhalten werden.

6.5.10.2. Elektrisches Dipolmoment

Elektrische Dipolmomente treten im Gegensatz zu magnetischen Dipolmomenten
selten auf. Magnetische Dipolmomente beruhen auf einem axialen Vektor (die Fla-
che des Kreisstromes), der bei der Raumspiegelung seine Richtung nicht dndert.
Bei elektrischen Dipolmomenten ist dies ein polarer Vektor (der Abstand). Alle Ei-
genzustande des Hamiltonoperators haben definierte Paritat. Eine kurze Rechnung
zeigt, dass dies dquivalent dazu ist, dass es bei diesen Zustanden kein elektrisches
Dipolmoment geben darf.

Der Storoperator hingegen hat eine Dipolkomponente. Wenn dem nicht so wé-
re, gébe es keine Absorption oder Emission von Licht im Elektronensystem eines
Atoms. Die Drehimpulserhaltung bei der Emission oder Absorption fithrt dann zu
den bekannten Auswahlregeln.

6.5.10.3. Elektrisches Quadrupolmoment

Im Gegensatz zu Dipolmomenten kénnen permanente elektrische Quadrupolmo-
mente existieren. Diese treten auf, wenn Kerne nicht mehr kugelférmig sondern
elliptisch sind. Die Argumentation nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 7.4.2.] be-
ginnt mit der Beobachtung, dass bei Kugelsymmetrie

/m2,0K('r)d3r = /yQpK(’r)d?’r = /z2pK(r)d3r (6.5.114)

ist und dass wegen 72 = 22 + y? + 2% dann das Quadrupolmoment null wird. Das
Quadrupolmoment in die z-Richtung ist durch

Q=2(%) = ((«") + ("))
= / <3r2 — 22) px (r)dPr = /r2 (3 cos? () — 1) pr(r)d*r (6.5.115)

gegeben. Dies fithrt zum Quadrupoloperator

Qer? (3 cos?(0) — 1) (6.5.116)

und zu dessem Erwartungswert

Q= [vQud'r = (vl QL) (6.5.117)

Wenn ein Kern mit mehreren Protonen den Kernspin I hat ist das gesamte Qua-
drupolmoment parallel zu <I >

Q = (1] Q) (6.5.118)
Die Energie eines Quadrupols in einem Feldgradienten % ist
E, 2(0) — 1
AE = Q2E:3cos(0) (6.5.119)

4 0z 2
A AN2
Diese Energieaufspaltung ist proportional zu m?, gegeben durch (I -J ) .
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Quadrupolmomente wurden nur in kernen mit I > 1 beobachtet. I = 0 bedeutet
Kugelsymmetrie. I = % ist dquivalent zu einem Vektor. Qudrupolmomente und
héhere Momente zeigen oft grossere Abweichungen von Kernmodellen als z.B. die
Schalenstruktur.

6.5.10.4. Isotopeneffekt in der optischen Spektroskopie

Die enorme Prazision der optischen Spektroskopie ermdglicht es, einzelne Isotope in
optischen Spektren zu unterscheiden. R. N. Zare u. a. | | zeigen dies anhand
der Untersuchung von '*C und "2C . Grundlage fiir diese Messungen ist einerseits
die Abhéngigkeit von der Kernmasse der reduzierten Masse in der Rydbergformel
und andererseits die Kopplung von Kernspins iiber die Hyperfeinaufspaltung.

6.5.11. Kollektive Anregungen

Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 7.4.2.] kénnen Kerne mit A > 6 kollektive
Bewegungen mit scharf definierten Frequenzen zeigen. Dies kann verstanden wer-
den, indem Kerne als kleine Vielteilchensysteme betrachtet werden, wie z.B. im
Tropfchenmodell oder bei Mehrteilchenmodellen mit einer fliissigen Oberflache.

e Wenn Kerne schwingen konnen elektrische Dipolmomente auftreten. Die-
se kénnen als Dipol-Riesenresonanzen beobachtet werten (siehe J. Bleck-
Neuhaus | , Kap. 7.5.1.]). Diese Riesenresonanzen sind experimentell
beobachtet worden (B. L. Berman und S. C. Fultz | 1.

« Kollektive Rotationen kénnen entlang der Achse des Kerns mit dem gross-
ten oder dem kleinsten Massentragheitsmoment auftreten. Dies ist analog

zur Kreiseltheorie aus der Mechanik (siehe | |). An schwereren Kernen
wurden solche Rotationen gefunden. A. Heusler | | zeigt Messungen an
208Pb

g2m -

o Wenn das Mehrteilchenmodell stimmt, miissten analog zu Oberflaichenerdbe-
benwellen auf Kernen Oberflichenschwingungen auftreten. Auch diese Anre-
gungsform wurde gefunden (siche z.B. B. Hadinia u.a. | D

6.6. Kernkrafte und Kernmodelle

6.6.1. Deuteron

Wie misst man die Bindungsenergie des Deuterons?

o Photospaltung

fH—i— hv — n+p+ Ein (6.6.1)

— Dazu Messungen von hr mit dem Photoeffekt
hv = U - e wenn U die Beschleunigungsspannung fiir die Elektronen ist
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139 6.6 Kernkrafte und Kernmodelle

~ JR— 2
— da My XMy = Ekin,n - Ekin,p

— Messung von Ej;, , mit einer Gegenspannung

o Rekombinationsstrahlung

n+H-—2H+v  wobei £, =hv=Ep (6.6.3)

= FEp = 2.224573 MeV, da die Bindungsenergie kleiner als 8 MeV pro
Nukleon ist = grosse kinetische Energie

Abschétzung: Da p; ~ & fiir [ = z,y,2

ey A R h A
Mn = om om 2mR2

= 23 MeV /Nukleon
—FEp = —FEy+ Eyn = Ey = +48 MeV

o Hyperfeinaufspaltung = [=1 aus 1s-Zustand von fH
= up = 0.857348 g magn. Moment
wp ist kleiner als i, 4+ p1, = 0.87963 pg

= up rithrt von den Spins her und nicht von den Bahndrehimpulsen
=L=0 , S-— Zustand

Bezeichnung analog zur Elektronenhiille 3S—Zustand

D hat ein elektrisches Quadrupolmoment

QMp =2.86-10"%" cm? - e (6.6.4)

= Ladungsverteilung ist nicht sphéarisch.

6.6.1.1. Abschatzung des n-p-Abstandes

Kastenpotential

2
2 . _ 1.1
genauer: Eyiy, p = k™ ( 2Ein pmp — p;w)
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_me L mim = Yo, +om)
W= o+ n~ 5 — g\"ln P
' | —-Ey firr <R
Pot. Energie Epot = { 0 sonst

du

m
g2 T alE = Epar(r)] =0

| Aysin(kir) r< Ry
= u(r) = { Ase™ "% r > R,

Mit k; = %\/m(EO — Ep) und % = %\/mEB

Stetigkeit

Ro m(Eo — EB)

ki cot(k1Rg) = cot "

B Egp 1
= E— b

e |

Wenn Ey > |Ep|

2

™2 h?
o= (Z)
0 (2) mR2

1. Ry=151m, Ep =2.2 MeV = FEy =45 MeV

= Wahrscheinlichkeit, das Nukleon ausserhalb zu finden: 80 %

WW zwischen zwei Nukleonen:

Van = Vi(r) + Va(I4, In)
(I r)- (Iz-7)

r2

‘/2([1,[2):&1 3- -1 -1,

6.6.2. Mesonen-Austauschmodell
Siehe auch Seite 64
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6.6 Kernkrafte und Kernmodelle

Analog kann die starke WW beschrieben werden

elektromagnetische Wechselwirkung

starke Wechselwirkung

e +e —e + (), +e —e +e

pHp—=p+ () +p > ptp
ptn—=n+(rt) . . +n—>n+p

virt

n+p—n+(7°

v

n+n—n+(rh)

VT

Joire TP —= 1 +D
n+p—=p+( ), t+tp—p+n
,Fn—n+n

(
p+n—=p+ (7)., +n—=>p+n
(

Tab. 6.13.: Vergleich der starken Wechselwirkung mit der elektromagnetischen

Wechselwirkung. Die Austauschteilchen sind virtuell.

7 hat einen Isospin

Ty : 7 13 =0
at m=1 Austauschmodell der Kernkrafte (Hideki Yukawa)
T T3 =—1
(6.6.5)
m: m—Meson, auch Pion genannt.
Ruhemasse: hv: my=0 = unendliche Reichweite (6.6.6a)
m: mo, >0 = endliche Reichweite (6.6.6b)
Wegen AE-At>h  mit AE =m,c>und r < c- At
h
=71 <ry= (6.6.7)
MrC
mit m,c> =139 MeV = ry=1.41fm
Yukawa-Potential (nach Hideki Yukawa) V(r)= 9 e~ (me)r (6.6.8a)
r
h
Reichweite der Kernkrifte — rg = A.x = (6.6.8b)
MC

Die WW zwischen p-p und n-n wird iiber 7% vermittelt, n-p und p-n iiber 7 und

™ .

Mp+ > My
M- > Mo
Geometrie

Da ist die np-WW die starkste
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Atome und Kerne
— 4 hk 2 0
Cos (W 5 ) = % = k= %sin <2> (6.6.9)
Relativitéatstheorie
p=mv= ot - (6.6.10)
5
Quantenmechanik
2 2 mhy/1 — %
L A - e (6.6.11)
k 2psin (g) psin (g) MoV sin (g)
Dieses Photon entspricht der Energie
hemgo sin (Q) 2cmv sin (Q)
C 0 2 0 P}
= - (6.6.12)
T2

2

AFE =hy=h— =
A 7h -

Nach der Energieunschéarfe entspricht dies der Zeit
o2
(6.6.13)

. ho hy /1 — %
AE 2cmov sin (g)

Damit erreicht das Pion maximal die Reichweite
ficy/1 — % hvc? — v?
o=V (6.6.14)

HE R y—— (3)  2emovsin(3)
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7. Radioaktiver Zerfall

Anhand des Tropfchenmodells (Gleichung (6.5.14) oder Gleichung (6.5.16)) kann
die Frage (teilweise) beantwortet werden: Welches sind die stabilen Kerne? Dazu
suchen wir die Kernladungszahl Z,,;, (Anzahl Protonen) bei der die Masse des
Atoms M, minimal ist, die Gesamtenergie also minimal ist.

OM,(Z, A)

7 L0 (7.0.1)

A=const

und daraus

0 0 {Zmp—i—(A—Z)mn—I—Zme— ! [ay A

A 2
—asA™® —ap (N = 2)* A7 — ac ZA73 4 6apA™? — E|} (T.0.2a)

mit %Eg%OundA:N—i-Z:const

0 1
- {Zmp + (A= Zymo+ Zm, — = [av A
—ag A —ap (A= 22 A —ac Z2 AP 4 Gap A2 — Ef|L (T.0.2b)
1 —2 A
=M, — My, + M — = [—2aF(A — 2Z)(A) - 2aCA1/3] (7.0.2¢)
8a 2a¢
0=Z (AF + A1/3> + ¢ (my, — my, +me) — dag (7.0.2d)
Z
0 =1 <8aF + 2aCA2/3) + ¢ (my, — my, +m,) — dap (7.0.2¢)

dap — & (my —my, +m.)  Adap — & (my, —my, +me)

Z =A =
8(1F + 2&0142/3 2 4ap + acA2/3

(7.0.2f)
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Minimalenergie

800 - ,_
‘\‘ .l': \ Asd —
700 \ ; A8
\ ' \ A=16 —
\ = —
500 ‘ A=32 — |
. A=64 -
500 \ A=128 —
> » : A=2
[O) \ |
2 SN
< 400
N \
= . v
=z § .
300
200 [ >l
100
0
15 10

Z-A2 = (Z-N)/2

Abb. 7.1.: Lage der Minima nach Hans Bethe und Carl Friedrich von Weizsacker

Abbildung 7.1 zeigt die Lage der Minima fiir verschiedene Nukleonenzahlen A.

Dargestellt ist die Bindungsenergie Ep als Funktion von Z — 3 = %

stabil ——
100 |
Z=N ------ ’
A=N+Z=crnst)
80 7y
w 60
40 —_—
Base : NUBASE
Ve Fetray 4. 08|
——Zerfall Parity ZN):all
20 Isotone (N=const) G
Hestobisons
He
E :(ab lid
0 ° [0 unknown decay
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

N

Abb. 7.2.: Stabilitatsbereiche berechnet mit der Bethe-Weizsacker-Gleichung
(Gleichungen (6.5.14) oder (6.5.16)), Nuklidkarte als Hintergrund-
bild erzeugt mit Nucleus-Amdc [Wap12]

Abbildung 7.2 zeigt die Linie der stabilen Kerne nach Gleichung (7.0.2). Einge-
zeichnet sind weiter die Bezeichnungen ISOBARE, [SOTOPE und [SOTONE.

Mit Gleichung (6.5.18) kann berechnet und dargestellt werden, ob und wie Kerne
ineinander umgewandelt werden konnen (siche Abbildung 7.3).
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A g eRdaghide ™

A ungerade, konstant A gerade, konstant
uu-Kerne -—-—
[\ - uu-Kerne -—-— +
B B RO g - P ST gg-Kerne ———
g ] E P\ o gg-Keme —-—— ’/ s
< I P \’/ <f
< s ~ - 7 =1 ,
\,// : j \\\\,7//, - ',/'//,
-3 2 A 0 1 2 3 -8 2 -1z oz ow 2 43 S,
Az az P az P
Abb. 7.3.: Stabile Kerne nach W. Demtréder | , Abb. 3.3]

Wenn bei der Reaktion von QX nach ‘;:Y ein Produkt mit der Masse M, entsteht,
muss gelten:

M (4X) > M (£Y) + M, (7.0.3)

Nur dann ist ein Zerfall moglich (notwendige Bedingung).
Die dazugehorige Reaktion ist:

A A’ A-A'
X— Y+, Y (7.0.4)

7.1. Stabilitatskriterien

7.1.1. Mattauch’sche Isobarenregeln
Die Regeln sind nach Josef Mattauch benannt.
e Oberhalb von Z = 7 gibt es keine stabilen uu-Kerne

o Elemente mit ungeradem Z besitzen hochstens zwei stabile Isotope, die sich
fur Z > 7 um AA > 2 unterscheiden

o Fir Elemente mit A = 2n+ 1 (ungerade) gibt es in der Regel nur ein stabiles
[sobar

o Fiir Elemente mit A = 2n gibt es fiir Z > 7 keine stabilen isobare uu-Kerne
und mindestens zwei stabile gg-Isobare

o [~-Zerfall
A A -
AX =, AY+ (7.1.1)
mit
AFE = (MX - My + me) C2 + Ekln (712)

Wenn AE < (Myx — My +m.) ¢? ist, ist der ~-Zerfall verboten. Analoges
gilt fur den S*-Zerfall
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7.2. Zerfallsgesetze

Wahrscheinlichkeit eines Zerfalls sei fiir alle Atome einer Sorte gleich

dP
A= — 2.1
o (7.2.1)
Anzahl Kerne
dN
— = —)AN = —A(t 2.2
= 0 (722
A(t): Aktivitat
N(t) = Noe ™ (7.2.3)
A(t) = Age™ (7.2.4)
Ay = ANy (7.2.5)
Zeitkonstante
1 0o 0o . 1
T:(t>:—/t-)\~N(t)dt:/t-)\-e dt = - (7.2.6)
Ny A
0 0
Halbwertszeit
tl/g =T- 111(2) (727)
N,
Ay = —21In(2) (7.2.8)
12

Aktivitdt = Anzahl der instabilen Kerne (wenn nur eine Sorte vorhanden ist)

7.2.1. Statistik der Zerfalle

Radioaktive Zerfélle werden durch die entstehenden ausgesandten Teilchen oder
Quanten charakterisiert. Charakteristisch ist in der Regel, dass eine sehr grosse
Anzahl Ny &~ N, Atomkerne vorhanden sind, deren Zerfallswahrscheinlichkeit p <
List [ |. In einer gegebenen Zeitspanne t,,.ss werden im Mittel p Zerfélle iiber
die Produkte gemessen. Erwartet werden

(m) = = Nop (7.2.9)

Zerfélle. m ist die gemessene Anzahl Zerfélle. Die Wahrscheinlichkeit, bei gegebe-
nem Mittelwert x4 in Ny Experimenten m € IN U {0} Ereignisse zu haben, ist das
Produkt aus der Wahrscheinlichkeit von m Ereignissen, p™, der Wahrscheinlich-
keit, kein Ereignis zu haben (1 — p)™~™ und der Anzahl méglicher Reihenfolgen

<N0> , also
m
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W, (m) = p™ - (1 —p)o=™ - <N°> (7.2.10)

Wir spalten

Q=p™ ™ =Q0-p ™1-p = (1 - j€0> h (1 N J$o>NO

auf. Im Grenzfall Ny — oo erhalten wir

No
o\
m) m)! ~oml

Fir sehr grosse Werte Ny und sehr kleines p lautet die POISSON-VERTEILUNG

m

P,(m) = %e*ﬂ (7.2.11)

Dies erhélt man, wenn man die Definition von p einsetzt.

Bei gegebener Zerfallskonstante A\ und gegebener Messzeit ,,.ss bekommen wir

i(tmess) = No = N(tmess) = No (1 — = mese) (7.2.12)

Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir Zerfalle in der Zeit t,,.ss durch

tmess —
P(timess) = lliess) _ | _ pdmes (7.2.13)

No

gegeben.

Damit ergibt sich

Nm 1 p— e_)\trness m at
Photmees () = — ( — ) ¢~ No(1meTmes) (7.2.14)
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7.2.2. Natiirlich vorkommende radioaktive Kerne

Element | Symbol | Strahlungsart | E/MeV | t;/5/a
Tritium ?H B~ 0.0286 12.3
Kalium ‘lng B~ 1.3 1.5-10°
Rubidium | §'Rb B~ 0.275 5-10%°
Iod | B 0.15 1.7-107
Césium 92Cs B 0.21 3.0 - 108
Blei SPb |« 2.6 ~ 1.4-10%
Polonium | **Po o 4.87 103
Radium | *PRd | « 4.77 1620
Thorium 2ggTh « 4.5 —4.718-104
Uran U o 46 —4.8|25-10°
Uran QSEU « 43—46|71-10%
Uran FoY o 4.2 4.5-10°
Tab. 7.1.: Natiirlich vorkommende radioaktive Kerne (nach W. Demtroder
[ , Tab. 3.1.]).

Tabelle 7.1 gibt eine Liste von einigen natiirlich vorkommenden radioaktiven Iso-
topen. Beispiele von solchen Reaktionen sind:

o a-Zerfall
X — 270Y + JHe (7.2.15)
o [ -Zerfall
X =  AY +e” (7.2.16)
o [T-Zerfall
gX — Zfl‘Y + et (7.2.17)
o y-Zerfall
AX* — X 4 h (7.2.18)

7.2.3. Goldene Regel und Lebensdauer

Bei Zerfallen von Kernen (wie auch bei vielen anderen Prozessen in der Natur)
spielt nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] Zufall eine wesentliche Rolle. Die
Umwandlung jedes Kernes folgt dabei ohne dusseren Einfluss. Es stellen sich dabei
nach J. Bleck-Neuhaus zwei Fragen:

« Wann wandeln sich in einem Ensemble (Probe) pro Zeitintervall At die meis-
ten Kerne um? Die Antwort ist bei ¢ = 0 und nicht nach einer Wartezeit.

o Welche mittlere Wartezeit haben diejenigen Kerne noch vor sich, die nach
der Zeit t > 0 noch nicht umgewandelt sind? Die Antwort ist, dass diese
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149 7.2 Zerfallsgesetze

die gleiche mittlere Wartezeit 7 haben wie zu Beginn oder zu jedem anderen
Zeitpunkt.

Angenommen, wir haben zu Beginn N(0) = Ny Atome, die zerfallen kénnen und
wir beobachten in der Zeit At die Anzahl AN Zerfélle, dann ist die Wahrschein-
lichkeit eines Zerfalls

Wt =0, At) = ANN At (7.2.19)
0

mit A der in Gleichung (7.2.12) definierten Zerfallskonstante. Gleichung (7.2.19)
gilt, wenn At < 7 = % Dann ist die Ubergangsrate (oder die Zerfallskonstante)

W(t=0,At)
At
Diese Ubergangsrate ist konstant, unabhéngig vom Zeitpunkt der Messung. Er-

klaren kann man sie mit der Quantenmechanik und der Stérungstheorie nach Paul
Dirac. Dazu nimmt man zuerst einen (wahrscheinlich unbekannten) wahren und

A= (7.2.20)

zeitunabhingigen Hamiltonoperator H und den exakten Eigenzustand v an

Hyp = Eyp (7.2.21)

Ware unser Atomkern in diesem Eigenzustand, dann wére er stabil und koénnte sich
nie umwandeln. Alles was sich dndern konnte ist die Phase exp (z’%t), die aber bei
der Berechnung des Erwartungswertes von g herausfillt.

h o

10t
Ein radioaktiver Kern kann sich also nie in einem exakten Eigenzustand ¢ g befin-
den. Er muss sich vielmehr in einem Anfangszustand v;,; # ©¥g befinden, der aber
dahnlich zum exakten Zustand ¢ g =~ 1;,; sein kann. 1;,; kann dann keine scharf
definierte Energie besitzen. 1;,; ist ein metastabiler Zustand zu einem ungestorten
Hamiltonoperator H,

Vp = Hip = Evg (7.2.22)

Ho

O>:EQ

ing ing

i) (7.2.23)

ing

Dabei soll die hochgestellte 0 einen Eigenzustand zu H, anzeigen. Die Differenz
von H und Hy ist der STOROPERATOR

Hyw = H—Hy (7.2.24)

Auf jeden Fall ist [ﬁo,ﬁww] = 0, die beiden sind also nicht vertauschbar. Die
zeitabhangige Schrodingergleichung mit H = Hy + Hyy lautet

h o
1 Ot
Hyyw mischt [¢9,) dauernd andere zu [¢0,;) orthogonale Zusténde zu, erzeugt also
eine Ubergangswahrscheinlichkeit. Das heisst, dass beispielsweise beim Ubergang

24X — 272Y + SHe nach Gleichung (7.2.15) Hyyw die Wellenfunktion wim-(;‘X)>

0) = (i + T

0>:EQ

ne ini

?ni> + Hypw %Qm> (7.2.25)
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mit der Wellenfunktion ’@bfm(é:;Y» + Q/Jmi(;lHe)> mischt!. Hyyyy ist eine Line-
arkombination aller Eigenzustinde ¢, zu Hy. Von allen diesen Eigenzustinden
kommen die beobachtbaren Zustdnde 1, in Frage. Das Betragsquadrat der Bei-
mischungsamplitude ergibt die Wahrscheinlichkeit des jeweiligen Ubergangs. Nach
J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] wichst die Wahrscheinlichkeit des Uber-
gangs immer dann besonders schnell, wenn die Endenergie der Zustande gleich
der Anfangsenergie ist (in Resonanz). Wichtig ist ferner, dass die Wellenfunktion
des a-Teilchens die Bewegung weg vom Mutterkern beschreibt. Aus der mit der
Zeit zunehmenden Amplitude kann die Wahrscheinlichkeit des « Quantensprungs»
abgelesen werden.

Die goldene Regel wurde von Wolfgang Pauli formuliert und dann von Enrico Fermi
so benannt. Sie gibt die Zerfallskonstante als Funktion des Wechselwirkungsope-
rators (Storoperators) an.

21
A= T M (7:2.26)

Die wesentlichen Faktoren nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] sind

o My = (Ygin] Hypw |thini) Dieses MATRIXELEMENT gibt die Grosse der Kopp-
lung des Endzustandes |t);,,) mit dem Anfangszustand [¢;,;) an, also wie
gross die erwartete Amplitude des Endzustandes bei gegebenem Anfangszu-
stand ist.

e pp = % Die Phasenraumdichte oder Zustandsdichte gibt an, wie viele der
Endzustiande dN pro Energie dE unter den Nebenbedingungen der Ener-
gie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung vorhanden sind. Wenn Sie tiber einen
Bach hiipfen wollen muss es sowohl einen Platz am Ausgangsufer haben als
auch einen am Zielufer, sonst gelingt der Sprung nicht. Ein Beispiel: Der
K-Einfang funktioniert nur fiir die K-Schale (Elektronenzustand mit n = 1,
da dieser der einzige ist ohne Knoten im Kern).

Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] beschreibt die GOLDENE REGEL in
Gleichung (7.2.26) den spontanen Prozess wie auch einen Prozess als Reaktion
auf vorhergehende Aktionen, also den Umkehrprozess. Das Matrixelement My, ist
symmetrisch fiir den Vorwarts- und den Riickwartsprozess.

Mit Gleichung (7.2.26) kann der Wirkungsquerschnitt o und die Zerfallskonstante
A miteinander verkniipft werden. Aus Dimensionsgriinden muss die Grosse, die A
in o tberfithrt die Einheit [Flache/Zeit] haben. Dies ist die Stromdichte j = nv
der einlaufenden Teilchen (n ist ein inverses Volumen, v eine Geschwindigkeit. Wir
haben

1

9]
Die Details, die bei der genauen Ableitung von Gleichung (7.2.27) zu beachten
sind, finden Sie in J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.].

Die Energieunschirfe AE = E — E? . des Anfangszustandes |1);,;) bekommt man
aus Gleichung (7.2.24)

(7.2.27)

o

INur die Summe der Eigenfunktionen aller Produkte ist richtig!
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151 7.2 Zertallsgesetze

(Ho + Hww) [vp) = E 1) (7.2.28)

indem man 1;,; als Linearkombination der ¢z zu verschiedenen Eigenwerten F
schreibt. Nach J. Bleck-Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] heisst dies, dass

|WE) = |Vini) + einlaufende und auslaufende Welle (7.2.29)

ist. Jede laufende Welle hat ein kontinuierliches Energiespektrum, deshalb sind die
Eigenwerte E auch kontinuierlich. Vor der Emission miissen sich im Aussenraum
alle Wellen mit Eigenwerten um den speziellen betrachteten Eigenwert E auslo-
schen, das heisst alle Phasen zwischen 0 und 27 miissen gleichverteilt sein. Das
heisst, dass es eine bestimmte Mindestenergiebreite geben muss, die Ursache der
Energieunschérfe von |1;,;). Bei einer kleinen Stérung (1. Ordnung Stérungsrech-
nung reicht) sind es nur die Wellenfunktionen in einem kleinen Energiebereich um
E? . deren Amplituden sich nach der Emission konstruktiv iiberlagern kénnen:

ni)

E—-EY

ing

(7.2.30)

0 )71 Der messbare Erwar-
tungswert nimmt dann quadratisch ab, also eine LORENTZ-KURVE. Die Halbwerts-
breite der Energieunscharfe ist

Die Amplituden nehmen ab, proportional zu (E — E)

AE—hx=" s ABr—h (7.2.31)
T

Klassisch kann ein ahnliches Resultat fiir den geddmpften harmonischen Oszillator
abgeleitet werden (siehe z.B. O. Marti, Mechanik - Vorlesungsskript | ]). Aus
a(t) = A(t)sin(wt) = Agexp(—(N/2)t)sin(wt) folgt fir das Amplitudenquadrat
(proportional zur «Energie») |A(t)|* o exp(—At). Diese Analogie ist nach J. Bleck-
Neuhaus | , Kap. 6.1.2.] der Grund, warum kurzlebige Teilchen RESONANZEN
genannt werden.
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8. Radioaktive Strahlung

8.1. Strahlenquellen und Strahlungsarten

8.1.1. a-Strahlung

Bei einem Kernzerfall, also auch bei einem a-Zerfall miissen die Erhaltungssétze
gelten.

Abb. 8.1.: Energielandschaft beim Alpha-Zerfall.

Abbildung 8.1 zeigt die Energielandschaft beim a-Zerfall. Es gilt fiir die Massen

AM = M(Z,A) — My(Z — 2, A —4) — M,(2,4) > 0 (8.1.1)

Energie-und Impulserhaltung bei einem ruhenden Mutterkern (Ausgangskern) lau-
ten klassisch

Mivy + M,v, =0 (8.1.2a)

M,

M
Epin (M) + Epin (M) = AM & = 7%;3 + 71;3 (8.1.2b)

Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit des a-Partikels, wenn keine weiteren Teilchen
involviert sind:

Vo = —Evl (813)

Diese Gleichungen konnen eingesetzt und wir erhalten
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1 2
§Mlvl (v —va) =AM ¢ (8.1.4a)
M,
——M1 M1 ( - va> AM & (8.1.4b)
M M
5Mav ( M ) — AM 2 (8.1.4¢)
2M1 AMC2
1.4
V2 = AL ML 5 T (8.1.4d)
oder fiir Energien
M, My AM
Epin(a) = =202 = — 2 (8.1.5)

Blasenkammer

a-Quelle

Abb. 8.2.: Skizze der Bahnen von a-Teilchen des 2}*Po in einer Blasenkammer,

skizziert nach [GMNB51]

Aus Messungen analog zur Simulation in Abbildung 8.2 kann mit Gleichung (8.1.5)
geschlossen werden, das AM beim «-Zerfall gut definiert ist. Hier wird ausgenutzt,
dass der Energieverlust in einer Blasen- oder Nebelkammer proportional zur kine-
tischen Energie ist. Kommen die a-Teilchen zur Ruhe, kénnen Sie keine Bléaschen

oder Nebeltropfchen mehr bilden, sind also nicht mehr sichtbar.
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a—-Spektrum von 221 inw

5
e
Bi
221
221" \ /\
104 58

|
MY

o
N

Zahlrate/50 keV
o
w

e —
—
=
—
—

_.
o_n

\r
100 iDaten von Jeppesen et al. The European Physical Journal A, April 2007, Vglume 32, Issue;1, pp 31-34
5.0 55 6.0 6.5 7.0 75 8.0 85 9.0
Eq/(MeV)
Abb. 8.3.: a-Teilchen beim Zerfall von ?21Fr, gezeichnet nach | , Fig. 1]
Abbildung 8.3 zeigt Messungen der a-Spektren verschiedener Kerne | ]. Da

alle Spektren Linien zeigen, muss wie oben diskutiert geschlossen werden, dass der
a-Zerfall ein Zweikorperproblem ist.

8.1.1.1. Geiger-Nuttall-Geraden bei o-Strahlern

Wenn angenommen wird, dass die Wahrscheinlichkeit eines a-Zerfalls unabhéngig
von allen Variablen und konstant ist, folgt, dass

dN(t 1
p(Zerfall, N) = p(Zerfal )N = dzf) = —p(Zerfal )N = _XN(t) (8.1.6)

A ist die Zerfallskonstante. Die Differentialgleichung lautet dann

dN (t
dt() + AN(t) =0 (8.1.7a)
N(0) = Ny (8.1.7b)
Die Losung dieser Gleichung ist
N(t) = Npexp (—At) (8.1.8)

Ublicherweise wird die Halbwertszeit angegeben, also die Zeit ¢1 /o bei der N(t) =
No/2 ist. Damit haben wir die Beziehung

In(2)
12

(8.1.9)

zwischen der Zerfallskonstante A und der Halbwertszeit ¢, 5. Aus der Gleichung fiir
den Energieverlust auch relativistischer Elektronen | ; ]

©2005-2022 Universitdt Ulm, Othmar Marti 155



Radioaktive Strahlung 156

dFE _ Zl2€4n€ (hl <2me/02> —In (1 _ 52) _ 52> (8110)

dr — Amed’m, (Ep)

(7, ist die Ladung des Projektils) ergibt sich im nichtrelativistischen Falle § = 0
die Approximation

dE  Zin, Zip

— 8.1.11
dx x mu? Ein, ( )
Dabei ist p die Massendichte im Target.
Der Erwartungswert der Reichweite ist
0
dE
(R) = _/E (8.1.12)
Ey, dr

Daraus und mit einem Korrekturfaktor fiir die Relativistik!' folgt, dass die Reich-
weite proportional zu E,Z’l/f ist.

Daraus ergibt sich die Geiger-Nuttall-Gleichung | | (nach Hans Geiger und
John Nuttall)

In(\) = A+ BIn(R,) (8.1.13)

wobei A und B fiir alle Elemente einer Zerfallsreihe gleich seien. R,, ist die Reich-
weite der a-Teilchen. Diese Gleichung kann mit der Energieabhangigkeit umge-
schrieben werden

In(Eyin) = a+ bln(N) (8.1.14)

Das heisst, dass die Zerfallskonstante und die kinetische Energie verkniipft sein
miussen.

Etwa so: In(v?/vd) = 21In(v/v) &~ 2In(1 4 v/vg) x v/vg < v/ Ekin
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Geiger—Nuttal-Beziehung

s _ 2epy Fitf od(N) = —a; ZiBEyl o %+ &y
0 N+ 219, ‘ rr\n tall)
10 - 5
21;@( Zéipo Ny 2, =1.30 = 1.10
+ a1z Bi
83k +
i+ ~ e
- N a
10 5 \‘A\ 2; :
- ++\ 25Th
2 ~.+
10 R
10 ~ 231
J{, 1P zg Th
T
~N
107"° g
\i?%ruh
1.0 1.1 .2 1.3 1.4 1.5

]

Z/(Egin 1o (keV)) 2

Abb. 8.4.: Geiger-Nuttall-Darstellung | ].  Daten aus National Nuclear
Data Center, information extracted from the NuDat 2 database,
http://www.nndc.bnl.gov/nudat2/| ]

Abbildung 8.4 (nach Hans Geiger und John Nuttall) zeigt anhand von experimentel-
len Daten, dass die empirische Theorie stimmt. Man muss also daraus schliessen,
dass die Zerfallskonstante umso grosser ist, je grosser die beobachtete kinetische
Energie ist.

N Radiale Potentiallandschaft

E=0

Protonen Neutronen

Kern
Abb. 8.5.: a-Zerfall, adaptiert aus Demtroder | , Abb. 3. 16 und 3.17]
Eine mogliche Erklarung ist der Tunneleffekt nach George Gamow| |, wie er

in Abbildung 8.5 skizziert ist.
Wir betrachten die Reaktion

X = 2 Y 4 la (8.1.15)
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Coulomb-Potential (nach Charles Augustin de Coulomb):

1 ZKern Za 62

E,, = 8.1.16
(1) = o (8116
Kernradius nach Gleichung (6.1.17) (auch Reichweite der Kernkrafte)
1
TK =170 AS
mit 7o ~ 1.3-107"° m = 1.3 fm.
a-Teilchen und Restkern beriihren sich wenn
T = Tmaz = TK,A—4 + Ta (8.1.17)

ist. Dann ist die Coulombenergie maximal und die starken Wechselwirkungen sind
bei grosserem r unwirksam. Es ist Zpx = Z —2 und Z, = 2 und Arx = A —4
sowie A, = 4.

1 ZTK Za 62

Eo maz) —
pot(Tmaz) = ro (A7 + A°)

(8.1.18)

Weiter kann mit klassischen Stossen gerechnet werden, also mit reduzierten Massen

me MTK

Eyin = Exintx + Erinag = Egin - —————— + Epin - ———— 8.1.19
k kin, TK kin, k Mrre + e k M + ma ( )
und deshalb M
Eina:Em'i 8.1.20
i, g MTK + My ( )
FEin kann auch mit Massen ausgedriickt werden
B M(X) - ((0) <2 (W) @1

Die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir eine Barriere mit konstanter Energie (siehe auch

[ , Seite 103 ff, GL. (5.9.15)]) ist

T e 16E(Vy — E) 6—(2% \/Qm(VQ—E))

w —(2% 2m(V0—E)>
0

~Toe (8.1.22)

Bei einer nicht konstanten Barriere wird der Exponent durch ein Integral iiber die
Barrierenbreite ersetzt

TaToe © (8.1.23)

G heisst Gamow-Faktor | |(nach George Gamow) und ist fiir eine konstante
Barriere

G = 24 \/2m(Vy — E). Fiir eine Barriere mit variabler Potentialhohe haben wir
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\/2m/d< 1 Zgern Zy €2

—F 8.1.24
4meg r ) ( )

Die Losung dieses Integrals unter der Massgabe, dass r; der Radius des Kernes ist,
ro der Ort und bei dem die Coulombenergie gleich E ist (also ro > ry), ist

2 2m Z12262 1 1 ™
G=—-\—" — | —/— (1= — 8.1.25
W E T dne, [MCCOS ( ry ry ( 7’2> (8.1.25)

Wenn Z; =2 und Z; = Z — 1 folgt

2 [2m 2(Z —2)e? 1 1 Z -2
S L 7 L L - ) 222 (812
o= E o e () - (- B)| < 57 1w

Abbildung 8.6 ist eine experimentelle Bestatigung des Gamow-Modells (nach Ge-
orge Gamow) des a-Zerfalls, erstellt aus Daten von | .

Test der Gamow-Theorie

103 ‘ ‘ T ‘ ‘ ‘ ‘ T T
3 : : Fitfunktion. log(A) = -a; (Z-2) E-(ijn'totilflz + a,i (nachi Gamow)
: = 115.04 £ 5.93 ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ 1
1007 LT Y JeION  O0- Y0000 00000000 00 SNHIS VS0SH00S0N0 SORSNUSRANE RSN N S
218, :
IS 8470 | 214BI : |
e i TgaBl ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10_3’ + Bi_ G e e
I ‘ : 223é§§%Ra ‘ : : : : ]
6| Tl Sl 1
107 [ :'-1*.','.'. i ":"'Zéé;rh"' L
T I ‘ ‘ ‘ o ‘ ]
e R
< -9
10777 | | | | R e
T 281pg : ; ; ;
2| SRR g ]
10 CETTETT :
10_15 B T
: 238,
‘\'“-.290
10_187 ‘ ! ; : : ‘ | | :I: 7]
35.0 1/240.0 45.0
Z/(Eygn 1o/ (MeV)

Abb. 8.6.: Gamow-Theorie (nach George Gamow) mit Daten aus National Nucle-
ar Data Center, information extracted from the NuDat 2 database,
http://www.nnde.bnl.gov/nudat2 /| ]

Die Wahrscheinlichkeit einer Emission ergibt sich aus den folgenden Komponenten:

e Der Wahrscheinlichkeit, dass ein a-Teilchen gebildet wird: p,,
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« der Rate (Stosse/Sekunde) mit der die a-Teilchen die Wand bertihren: R,

o und der Tunnelwahrscheinlichkeit 7" o exp(—G)

Alles zusammengenommen ergibt sich
= paRoT (8.1.27)
Die Vorhersage ist:

In(ti) o< —In(\) x —G o —E;/? (8.1.28)

«

Vergleiche dazu die Abbildung 8.4 mit der Geiger-Nuttall-Beziehung | ).

8.1.2. ~-Strahlung

0.450 MeV
212,,. 0.727 MeV
8301 1.524 MeV 0.786 MeV
X : 1.805 MeV
2.25MeV 225 MeV i 1,53 MeV
B ] 0.727 MeV
212 "

8.95 MeV

208
P (ad o)

Abb. 8.7.: 4- Strahlung von **Po entstanden durch 3~-Zerfall aus *.’Bi, adap-

tiert aus | , Abb. 3.29] mit Daten der IAEA | ]

Abbildung 8.7 zeigt die Energieniveaus beim Zerfall von *1°Bi iiber den 3-Zerfall
in angeregte Kernniveaus von 2éiPo . Diese relaxieren unter Aussendung von ~-
Quanten in den Grundzustand. Dieser wie auch angeregte Zustande zerfallen mit

a-Teilchen in 22§Pb )

Das Beispiel in Abbildung 8.7 zeigt, dass y-Strahlen entstehen, wenn der Tochter-
kern in einem energetisch angeregten Zustand gebildet wird, und nicht im Grund-
zustand.
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E/keV
1060 255,5 511 766,5 1022 1277,5 1533 1788,5
Annihilation; 511 keV
ernibergang; 1274 keV
10°
Ruckstreuung
Wéw&(
@04 Annihitation 1,022 MeV.
2 o
§ Sekundarelektronen
< r
2108
LS&’\‘M
102
POy
| ot
Summe 511 keVi+ 1274 keV = 1735 keV
1
1
0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Bin—Nr.

Abb. 8.8.: 7- Spektrum von 2*Ne entstanden durch *-Zerfall aus *Na, nach
Demtroder Band 4, Abb. 3.30 | ]

Abbildung 8.8 zeigt ein typisches y-Spektrum. Dabei ist nicht nur die erwartete
Linie bei 1274 keV zu sehen, sondern auch sogenannte ,Vernichtungsstrahlen® mit
zwei 7s in entgegengesetzte Richtungen. Diese treten auf, wenn ein e~ mit einem
e~ = e reagiert.

et +e — 2y mit hvy =mec? (8.1.29)

Generell treten die Energien

hvy, 2hvy, hvy, hv, + hvy, hvy 4 2hvy, ..

auf.

8.1.2.1. Multipol-Uberginge

Wir haben gesehen, dass jeder Kern einen Kernspin I tragt. Wenn ein y-Quant
emittiert wird, miissen die Regeln der Drehimpulserhaltung gelten, also die Aus-
wahlregeln. Das heisst, AI muss mit dem Drehimpuls des y-Photons kompensiert
werden.

Aus

I, — I, (8.1.30)

(7 bezeichnet den Anfangszustand und f den Endzustand) folgt, dass fiir die nach
L klassifizierten Moden des elektromagnetischen Spektrums

L — ;| <L<IL+I (8.1.31)

gelten muss. Die Multipolentwicklung ergibt sich aus der lokalen Amplitude des
elektromagnetischen Feldes analog zur Multipolentwicklung des elektrostatischen
Potentials (siehe z.B. | 1 [ | oder | )
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47750 J:[j r — ,,,‘ (8.1.32)

kann analog zu Taylorreihen (Entwicklung nach Potenzen) nach Kugelflachen-
funktionen entwickelt werden (siche auch das Wasserstoffatom in der Atomphysik

[ ),
B(r) = fj oYy (0, ) Lem (8.1.33)
dmey (=5 26 +1° 0" rt+l

mit Entwicklungskoeffizienten, den sphérischen Multipolmomenten

co m 21
4 ~0+1 2 e PN 1T A g~
O/O/O/pe \/; Yom(0,9)Psin(0)dododr  (8.1.34)

Analog kann das elektromagnetische Feld einer Welle in Multipole Entwickelt wer-
den. Wir erinnern uns, dass die Amplitude einer sphéarischen Kugelwelle durch

E(r,0,¢) = Ey° (8.1.35)
r
gegeben ist, dquivalent zum Fall, dass alle g;,, = 0 sind ausser ¢po = ). Dann ist

Q

47’(’60

O(r) = (8.1.36)

Also kann auch die Amplitude einer elektromagnetischen Welle nach Multipolen
entwickelt werden (K ist eine vom Einheitensystem abhéngige Konstante)

E;,,
S SO SR 5.037

(=0 m=—/¢

mit Entwicklungskoeffizienten, den sphérischen Multipolmomenten

oo T 27
4rr L
= E Y, (0, )72 sin(0)de df dr (8.1.38)
[[[ECoe) 55
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L | 2" | AL | Name Symbol | Parititserhaltung
011 Monopol keines 0 — 0 verboten
112 |1 Dipol El nein (-1)
M1 ja (+1)
2 14 |2 Quadrupol E2 ja (+1)
M2 nein (-1)
318 |3 Oktupol E3 nein (-1)
M3 ja (+1)
4 116 | 4 Hexadekupol | E4 nein
M4
Tab. 8.1.: Tabelle der Multipolmoden des elektromagnetischen Feldes (nach
Demtroder | , Tab. 3.3])

Tabelle 8.1 zeigt die Bezeichnungen und Entartungen fiir L = ¢. Nach Victor Weiss-
kopf | | kann die Wahrscheinlichkeit fiir einen elektrischen Multipoliibergang
zwischen F; und E}, im Kern durch

R 2L
A (x) (8.1.39)
beschrieben werden. Dabei ist R die Ausdehnung der Ladungsverteilung und A =
ﬁ = £. Die Lebensdauer eines Zustandes berechnet sich dann zu
1
—=> Ay (8.1.40)
T k)

wobei {k} die Menge aller aus dem Zustand |i) zugéinglichen energetisch tieferen
Zustande |k) ist.

Daraus ergibt sich

1 1 (A\*
- - (Z 1.41
T W E, S(L) (R) (8.141)
Hier ist
1
0= oo (8.1.42)

die Feinstrukturkonstante und E, = E; — Ej, die Energie des 7-Quants. Weiter ist

33 2(L+1)

SEEvA M+ D) (8.1.43)

S(L)

das statistische Gewicht.
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T R R

¢ | | | |
%) BN SR S S

3 ! I !
R
07l SRS SRR SO PO

: : : : *

10-1° ; ; ; : ;

0 2 4 6 8 10

Abb. 8.9.: Statistische Gewichte S(L) fir Multipolibergange

Aus Abbildung 8.9 ersieht man, dass nur die einfachsten Multipoliibergéinge be-
obachtbar sind. Fiir Kerne mit /I = 0 existieren nur Monopole. Das heisst, ein
~-Zerfall ist nicht moglich, da dazu I > 0 bendtigt wird, damit ein Al # 0 exis-
tieren kann. Dies ist analog zu Antennen fiir elektromagnetische Strahlung. es
braucht einen zeitlich wechselnden elektrischen Dipol, eine Ladung alleine und in
Ruhe erzeugt keine Strahlung.

8.1.2.1.1. Multipol-Uberginge und reziproke Ubergangswahrscheinlichkeiten
(Lebensdauern)

E, E1 E?2 E3 E4
0.1 MeV [1-1078s{1-10°s | 1-10*°s |1-10s
1 MeV 1-100%s[1-1071%s | 1-10%s | 1s
1I0MeV [1-1078s|1-107%s|1-1072s|1-107%s
Tab. 8.2.: Ubergangswahrscheinlichkeiten von Multipoliibergingen (nach Dem-
troder | , Tab. 3.4])

Analoges zeigt Tabelle 8.2. Weiter ist die Paritat der Wellenfunktion wichtig. Dar-
unter versteht man ob sich das Vorzeichen der Wellenfunktion bei der Operation
r — —r andert (Il = —1) oder nicht (Il = 1).

Fiir magnetische Dipoliibergénge berechnet sich die Zerfallszeiten zu

1 2(L-1)/3
— B2 ALY — (8.1.44)
Verglichen mit elektrischen Multipoliibergéngen
1 2L/3
~ o BALAGY / (8.1.45)

Te
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ergibt sich

AR
O T LRVCL (8.1.46)
Te Aik

Magnetische Multipoliiberginge mit niedriger Ordnung L sind deshalb weniger
wahrscheinlich.

8.1.2.2. Innere Konversion

0.8

P I | S S -

.......................................................

N(E)
-

7 0 N N N S —

0.0

Abb. 8.10.: Skizze des S-Spektrums bei innerer Konversion

Unter innerer Konversion versteht man die Reaktion eines angeregten Kernes, bei
dem ein ionisiertes Atom entsteht.

A A+ -
IXF— 2XT e (8.1.47)

Dieser Prozess heisst auch innerer Photoeffekt. Es entsteht kein Neutrino, da das
Elektron aus der Elektronenhiille entfernt wurde und nicht neu gebildet wird.
Fiir die Energie ergibt sich

Eyin(e”) = E (4X7) = E (4X7) = Ep(e") (8.1.48)

;‘X* entsteht hdufig als Resultat eines 5-Zerfalls. Die Signatur dieses Prozesses ist
ein kontinuierliches Spektrum des (3-Zerfalls tiberlagert mit einem Linienspektrum
(sieche Abbildung 8.10).

8.1.2.3. Innere Paarbildung
Innere Paarbildung liegt zum Beispiel bei der Reaktion
B0 — 90 +e +e' + Epn (8.1.49)

VOr.
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8.1.3. Isomere

E
: 85,902 keV, 57, 4,4205h
|
L 37,056 keV, 27, 7.46 ns
Ef
‘
| 5aBr | _0keV, 1%, 17,68 min
EC 83% it /34 91,7%
g Sk

Abb. 8.11.: Isomerzustand 5/Br" des instabilen §)Br-Grundzustandes, Daten
aus | ]. EC heisst Electron Capture, Elektronencinfang. Neben
den Niveaus sind die Energien bezogen auf den Grundzustand des
5oBr angegeben, dann ist [?, also den Kernspin und die Paritét
sowie die Lebensdauer 7.

Abbildung 8.11 zeigt mit Daten aus | | die Niveaus und die Lebensdauern und
Multipolmoden des Zerfalls des 5Br*. Abbildung 8.12 zeigt das Niveau-Schema
generiert aus der IAEA-Website.

80 B
r First 40 levels
35 45 levels over 100.0

5- 85.843 (4) 4.4205 (8) h

Spin Level  Energy Half life

964.0 (2) 2.9(2) @s
Uncertain gamma-ray

537.23

(2,4+) 488.5 (4)

Regular gamma-ray

STABLE

2- 37.0526 (18)  7.43(6) ns

1+ 0.0 17.68 (2) m 1+

Abb. 8.12.: Niveau-Schema erzeugt mit der IAEA-Website und ihren Tools

[0t 17].
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8.1.4. j3-Strahlung

Der p-Zerfall ist ein Beispiel fiir die Wirkung der schwachen Wechselwirkung und
fiir die Symmetrieverletzung der Paritdt. Beim [-Zerfall andert sich die Zahl der
Nukleonen A nicht. Beispielreaktionen sind

B8~ _
2R, L, 2500 4 8 (8.1.50a)
150 2 15N 4 g (8.1.50b)

Schema Blasenkammerbild

\&° < . .
\S\@ (kiinstlerische Skizze)
(\%\o@
Atomrumpf ‘

Elektron

®w$

Abb. 8.13.: [-Zerfall eines ruhenden gHe—Kerns, inspiriert von Demtroder Band
4, Abb. 3.20 | ]

Abbildung 8.13 zeigt eine Messung eines f-Zerfalls in einer Blasen- oder Nebel-
kammer. Magnetfelder bewirken tber die Lorentzkraft eine Ablenkung geladener
Teilchen. Im nichtrelativistischen Falle ist

2
|F.| :m%:IFLI =qlvx B|"= quB (8.1.51)

und daraus

V2m B
Y _ VM (8.1.52)
qB qB

r

oder
Ip| =qr |B| (8.1.53)

8.1.4.1. Doppelzerfille

Doppelzerfille sind Reaktionen von ?X nach ‘Z‘:‘llY , die iiber zwei Wege ablaufen
konnen.
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212p; BT, 212

gbl — g Po

e e (8.1.54)

208 B~ 208

g 11— “LPb
In diesem Reaktionsschema sind die Energien der a-Zerfélle bekannt (2-Korper-
Zerfélle), die Energien der beiden J~-Zerfélle aber nicht (kontinuierliches Spek-
trum). Experimentell gilt aber:

Erae(87) + Erin(a1) = Enae(By ) + Erin(az) = const = 11.2 MeV  (8.1.55)

unabhéangig vom Weg. Das heisst, dass es beim [-Zerfall ein zweites Teilchen geben
muss, dessen kinetische Energie verschwinden kann und dessen Ruhemasse sehr
klein oder null sein muss.

Durch den p-Zerfall wird aus einem gu-Kern ein ug-Kern. Geradzahlige Nukleonen
haben einen ganzzahligen Kernspin, oftmals auch 0. Ungeradzahlige Nukleonen
fithren zu einem halbzahligen Kernspin, mindestens aber h/2.

Wir haben also

ug-Kern BN gu-Kern + 3
i 1 (8.1.56)
R . h_h

Spin 5 Spin § + 5

Das heisst, wenn wir an Erhaltungssatze glauben, dann ist der -Zerfall verboten,
ausser es existiert ein weiteres elektrisch neutrales sehr leichtes Teilchen mit Spin

h/2.

Aus Neutral fiir ohne Ladung und ,-ino“ fiir klein ergibt sich dann das Neutrino,
v.

Wie es Elektron und Positron, also 3~ und 8+ = 3, also Teilchen und Antiteil-
chen, gibt es Neutrino v und Antineutrino 7.

Neutrinos und Elektronen gehoren zur gleichen Klasse der Leptonen. Die Zahl der
Leptonen ist erhalten, also muss

e mit einem Elektron, einem 5~ ein Antineutrino 7 und

e mit einem Positron, einem S* ein Neutrino v entstehen.
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B-Spektrum von 32p
p/(m kg/s)
0 2x1072  4x102  Bx102  8x102  1x102'  1.2x107%

180

S~

160 //
140

<120
: / X
2100 /

Q

T 80 ] N
§ A\
N 60

40 \
22 \\

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
B p/(T m)

Abb. 8.14.: [-Spektrum von 2P nach Lyman [Lym37]

Wie Abbildung 8.14 zeigt, beobachtet man beim [-Zerfall immer ein kontinuier-
liches Spektrum und nie ein Linienspektrum. Der g-Zerfall kann deshalb kein Zwei-
korperzerfall sein, mindestens drei Objekte, die Energie und Impuls tragen kénnen,
miissen involviert sein.

1
| S—

- Photonen- Puls- Koinzidenz-
. detektoren diskriminatoren detektor

1 Zahler
L

Abb. 8.15.: Nachweis des Antineutrinos, inspiriert von Demtroder Band 4, Abb.
3.21 [Dem10]

Abbildung 8.15 zeigt eine Moglichkeit zum Nachweis von Neutrinos. Die Kombi-
nation aus CdCl, gelost in H,O wird verwendet, um die Detektion von Neutrinos
zu vereinfachen.

Das Neutrino reagiert (sehr selten, aber doch ab und zu) mit einem Proton aus
dem Wasser.

V+p—n+e’ (8.1.57)

Dieses Positron reagiert weiter mit einem Elektron, es ANNIHILIERT sich:

et +e —y+7y hv, = 0.511 MeV (8.1.58)

Es gibt noch einen zweiten Kanal, den iiber CdCl,. Das Neutron reagiert nach der
folgenden Reaktionsgleichung mit '}3Cd (Halbwertszeit 8 - 10" a [Int17]):
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113 114 * 114
1 Cd+n — 1 2Cd" — 1 2Cd + (8.1.59)

Dabei bedeutet '}:Cd" dass der Kern '}*Cd in einem angeregten Kernzustand
ist. Die Detektion lauft nun so:

1. Detektiere ein v bei 511 keV.

2. Detektiere ein zeitverzogertes  aus der Reaktion mit '2Cd .

Nur diese Kombination garantiert, dass ein Neutrino die Reaktion ausgelost hat
und nicht ein anderer Prozess.

In Abbildung 8.15 sind rechts die einzelphotonenzéahlenden Detektoren mit einer
nachgelagerten Schaltung zur Pulsformung und -diskrimination und einer Koinzi-
denzschaltung gezeigt.

8.1.4.2. j-Zerfall und Positronenemission

Protonen - Protonen

Naitranan Nantranan

Abb. 8.16.: Umwandlung von Protonen in Neutronen (links) und umgekehrt
(rechts), inspiriert von Demtroder Band 4, Abb. 3.22 und Abb. 3.23

[ ]

8.1.4.2.1. Umwandlung von n in p Die Ausfithrungen beziehen sich auf Abbil-
dung 8.16, linke Seite.

n—p+e +7U.+ Eun (8.1.60a)
A A - —
P (8.1.60b)
AE =M (4X) = M (,AY) & > (me- +mz,) & + Eyn (8.1.60c)

Freie Neutronen, also Neutronen, die nicht in einem Kern sind, zerfallen mit ei-
ner Zeitkonstante von 7, = % = 879.4(4) s (t12 = 1268.7(8) s ([ | und
[ ]) mit der Reaktion

n—pte +7, (8.1.61)
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Damit ist auch klar, dass die Masse des Protons mindestens ¢? - 511 keV leichter
ist als die Masse des Neutrons.

Neutronenlebensdauer t

970 T T
adaptiert von Zyla et al. 2020
960 Lifetime —+—

950
940

930 \
920 \

910

T4/8
[S—

900

890

880 ke
L

870

860
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Jahr

Abb. 8.17.: Zeitliche Entwicklung des Messwertes der Neutronenlebensdauer
nach P. A. Zyla u.a., ,Review of Particle Physics® | .

Abbildung 8.17 zeigt die zeitliche Entwicklung der Schétzwerte und der Genauig-
keit der LEBENSDAUER DER NEUTRONEN.

8.1.4.2.2. Umwandlung von p in n  Die Ausfithrungen beziehen sich auf Abbil-
dung 8.16, rechte Seite.

p—n+e’ +ve+ B (8.1.62a)
A A +
ZX—= Y +te tu. (8.1.62D)
AE = M (;‘X) - M (Zfl‘Y) > (Mer +my,) & + Egin (8.1.62c)

Bei diesen Reaktionen sind die Baryonenzahl B und die Leptonenzahl L erhalten.

8.1.4.2.3. Baryonenzahl und Leptonenzahl bei g-Zerfallen Sowohl Neutronen
wie Protonen sind Baryonen. Jedes Teilchen zahlt als B = 1. Elektron und Neutri-
no sind Leptonen, auch hier zahlt jedes Teilchen L = 1. Positron und Antineutrino
sind Antileptonen, ihre Leptonenzahl ist L = —1.

In Gleichung (8.1.60a) sind dies auf der linken Seite ein Neutron und keine Lep-
tonen, also ist

B=1und L=0 (8.1.63)
Auf der rechten Seite haben wir ein Proton, also B = 1, ein Elektron (L = 1) und
ein Antineutrino (L = —1). In der Summe also auch

B=1und L=0 (8.1.64)
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In Gleichung (8.1.62a) ist die Situation analog, nur dass hier das Neutrino das
Lepton und das Positron das Antilepton ist.

8.1.4.3. Fermi-Theorie des [3-Zerfalls

Enrico Fermi publizierte 1933 eine Theorie des (-Zerfalls basierend auf quanten-
mechanischen Zustdnden im Inneren der Kerne und fiir die emittierten Elektronen
[ ; |. Die folgende Argumentation folgt Demtroder | ].

Enrico Fermi geht davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen bei der Ener-
gie I/ im Intervall dF zu finden durch

W(E)dE = g. gz Wi;dE (8.1.65)

ist. dabei sind g. und g5 die statistischen Gewichte des Elektrons und des An-
tineutrinos. Mit statistischen Gewichten ist dabei die Anzahl der bei der Ener-
gie p?/(2m) zugénglichen Zustinde gemeint. W;; ist die Wahrscheinlichkeit (das
Matrixelement) fiir den Ubergang des Ausgangszustandes (i: initial state) in den
Endzustand (f: final state), also fiir den Ubergang éX -, SY.

Die Anzahl zugénglicher Zustédnde fiir grosse Impulse p > 0 ist proportional zum

Volumen einer Kugelschale mit der Dicke dp und dem Radius p, also

g = 4mp*dp (8.1.66)

wobei natiirlich relativistisch F = y/m2ct + ¢2p? und dE = ¢* p/E ist. Den unbe-
kannten Proportionalitatsfaktor kénnen wir am Ende tiber eine Normierung be-
stimmen. Damit kénnen die Energie- in Impulsintervalle umgerechnet werden.
Wir wissen, dass wir drei Zerfallsprodukte haben. Da die Gesamtenergie gegeben
ist, kann die Energie von zwei Objekten (in Grenzen) frei gewdhlt werden. Hier
nehmen wir diese Freiheit fiir p. und pz in Anspruch.

ge = 4mpidp, (8.1.67a)

gy = dmpidpy (8.1.67b)

Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E = /m?c* + ¢?p? erhalten wir
fir kleine Massen my < py/c

E; =cpy (8.1.68)

Wenn Fy = Ey + E,. die fir das Elektron und das Antineutrino insgesamt zur
Verfiigung stehende Energie ist, gilt

2= — (Ey— E.)? (8.1.69)

Da p. und F in einer funktionellen Abhéngigkeit stehen, kann mit einem Korrek-
turfaktor a; die Wahrscheinlichkeit auch so geschrieben werden:

1
W (pe)dpe = ar Wigp? 5 (Fo — E.)? dp. = a WispZp2dp. (8.1.70)

Aus der relativistischen Energie-Impulsbeziehung E = \/m2c* 4+ ¢2p? erhalten wir
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2 2
dE:$dpe: € Pe

2
it z dp. = E dE = c*p. dp. (8.1.71)

und andererseits

Pe = /B2 — m2ct (8.1.72)

Wir teilen in Gleichung (8.1.70) p?dp, in einen Faktor p. und einen Faktor p,. dp,
auf. Weiter schieben wir alle konstanten Faktoren inklusive a; in den Faktor as
und erhalten

W(E)dE = ay Wiy Ey/ E2 — m2ct (Ey — E,)* dE (8.1.73)

Wir ersetzen nun E = E, + moc? und erhalten fiir die Zahlrate N(E,) im Energi-
eintervall dE, (und der Konstanten as)

N(E.)dE, = a5 Wiy (Ee + mec?) \/ B2 + 2mo?E, (Ey — Eo) dE,  (8.1.74)

Damit ergibt sich mit Gleichung (8.1.70) die Vorhersage

N(pe)

2

x E, — E. (8.1.75)
P

Diese Uberlegung steckt hinter der Darstellung in Abbildung 8.18 nach Enrico
Fermi und Franz Kurie.

F