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Teil I.

Vorbemerkungen






1. Einleitung

Eine gute Website zum Aufarbeiten Ihres Wissens ist Hyperphysics von R. Nave.
Ergénzend gibt es vom gleichen Autor auch Hypermath.

1.1. Allgemeines zur Physik

/

/ N
Ingenieurwissenschaften Biologie

\ Chemie
/Physik*j
Mathematik

Abb. 1.1.: Bezichungen zwischen den Naturwissenschaften

e Messbare und berechenbare Grossen

o Krafte, Energien

o Quantenphidnomene (Laserdiode, Transistor)


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hmat.html#hmath

FEinleitung 14

Grossenordnungen: Siehe auch Film: Grossenordnungen

Strecke m
Protonenradius 10715
Atomradius 10-10
Virusdurchmesser, Gate-Dimension eines Transistors 1077
Riesenamobe, kleinste Si-Release-Strukturen 1074
Walnuss 1072
Mensch 10°
Hochster Berg 104
Erddurchmesser 107
Sonnendurchmesser 10?
Abstand Erde-Sonne 10t
Durchmesser Sonnensystem 1013
Abstand von a-Centauri 106
Durchmesser Milchstrasse 102!
Durchmesser sichtbares Universum 1026

Tab. 1.1.: Langenskalen der Physik

Masse kg
Elektronneutrino | ] 107%
Elektron 10739
Proton 10727
Aminosiure 107%
Hémoglobin 10722
Grippevirus 1071
Riesenamédbe 1078
Regentropfen 1076
Ameise 1072
Mensch 102
Re 6/6 oder E101 10°
Pyramide 1010
Erde 10%4
Sonne 1030
Milchstrasse 104
Universum 102

Tab. 1.2.: Massenskalen (Grossenordnungen)

14 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



15 1.2 Einheitensysteme

Zeitintervall S
Licht durchquert einen Atomkern 10-%
Elementarprozesse einer chemischen Reaktion 10-16
Schwingungsperiode des sichtbaren Lichtes, kiirzeste Pulse 107%°
Schwingungsperiode von Mikrowellen 10719
Halbwertszeit Myon 1076
Schwingungsperiode hochster horbarer Tone 1074
Zeit zwischen zwei Herzschlidgen 10°
Halbwertszeit des freien Neutrons, Unterrichtsstunde 103
Dauer der Erdumdrehung 10°
Umlaufszeit der Erde um die Sonne 107
Lebensdauer Mensch 10°
Halbwertszeit 23°-Plutonium 10*2
Lebensdauer einer Gebirgskette 10t°
Halbwertszeit Uran 1016
Alter der Erde 10%7
Alter des Universums 1018

Tab. 1.3.: Zeitskalen in der Physik

1.2. Einheitensysteme

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 1])

Wir rechnen in unserer Vorlesung ausschliesslich mit dem gesetzlichen Einhei-
tensystem: SI.

s SEKUNDE, ZEITEINHEIT. Definiert mit der Frequenz des Ubergangs zwischen
zwei Hyperfeinniveaus des '#2Cs Isotops' . Diese Frequenz betragt 9192631 770 Hz.

m METER, LANGENEINHEIT. Abgeleitete Grundeinheit, definiert mit der Sekun-
de und der LICHTGESCHWINDIGKEIT IM VAKUUM ¢ = 299 729 458 %.

kg KiLOGRAMM, MASSE-Einheit (nicht Gewicht). Die festgelegte PLANCKKON-
STANTE (nach Max Planck) ist definiert als h = 6.62607015 - 10_34¥.
Daraus kann mit den Definitionen von ¢ und der Sekunde das Kilogramm
abgeleitet werden.

K KELVIN, TEMPERATUR (nach William Thomson, 1% Baron Kelvin). Diese Einheit
ist {iber die festgelegte BOLTZMANNKONSTANTE kp = 1.380649 - 1072 4
(nach Ludwig Boltzmann) definiert. Alle Einheiten in K sind mit Meter,
Sekunde und Kilogramm gegeben.

1Cs ist das Symbol fiir CASIUM

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 15



Einleitung 16

A AMPERE, STROMSTARKE (nach André-Marie Ampeére). Definiert iiber die festge-
legte EINHEITSLADUNG e = 1.602176 73410~ 2 mit gegebener Sekunde.

mol MoOL, STOFFMENGE. Definiert tiber die festgelegte AVOGADROZAHL Ny =
6.022 14076 - 10723 Teilchen/mol (nach Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avo-
gadro, Conte di Quaregna e Cerreto), wobei Teilchen keine Einheit ist.

cd CANDELA, LICHTSTARKE. Definiert tiber Die Leistung pro RAUMWINKEL (Ein-

heit Steradian) bei der Frequenz v = 5.40-10" Hzmit 1ed = L W

@5.40-1014 Hz

Das SI-SYSTEM ist also iber die Naturkonstanten

einen atomarer Frequenziibergang ves = 9192631 770 Hz,

o die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299 729 458 7,

« die Planckkonstante h = 6.626070 15 - 10~34 kem®

« die Boltzmannkonstante kg = 1.380649 - 1072* 2 (nach Ludwig Boltzmann),
o die Einheitsladung oder ELEMENTARLADUNG e = 1.602176 734 - 10~ %,

o die Avogadrozahl Ny = 6.02214076 - 10723 Teilchen/mol (nach Lorenzo Ro-
mano Amedeo Carlo Avogadro, Conte di Quaregna e Cerreto) und

« die Lichtleistung pro Raumwinkel bei einer Frequenz 1 cd L % Z"—r
definiert.

@5.40-104 Hz

Faktor Vorsilbe Abkiirzung | Faktor Vorsilbe Abkiirzung
1039 Quetta Q 1073%  Quekto q
1027 Ronna R 10-%7 Ronto T
10% Yotta Y 10**  Yokto y
102 Zetta Z 10721 Zepto z
108 Exa E 10-%8 Atto a
101° Peta P 107  Femto f
1012 Tera T 10712 Piko p
10° Giga G 1079 Nano n
106 Mega M 10°¢ Mikro !
103 Kilo k 1073 Milli m
102 Hekto h 1072 Zenti c
10! Deka da 1071 Dezi d

Tab. 1.4.: Vorsatze zu SI-Einheiten um Exponenten zu vermeiden.

16 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



17 1.3 Messfehler

Grosse SI-Einheit Symbol
Lange Meter m
Zeit, Sekunde s
Masse Kilogramm kg
Fléache Quadratmeter m?
Volumen Kubikmeter m?
Frequenz Hertz Hz=s"1= %
Geschwindigkeit Meter /Sekunde ms~ ! =12
Beschleunigung Meter / Quadrat- | > _ o

sekunde s
KRAFT NEWTON N =kgms™? = k&p
En"ergie, Arbeit, Joule J=Nm=kgm?s2? = ke’
Warmemenge s
Druck, gEnergie-
dichte oder Pascal Pa=Nm?2=Jm3 = H11<§2
Joule/Kubikmeter
Leistung Watt W=Js!= kgs—gmz
Dichte Kilogramm / Kubik- ke m—3 = k&

meter m
Temperatur Kelvin K
Stromstérke Ampere A
Ladung Coulomb C=As
Stromdichte Ampere / Quadrat- Am2=24

meter m
Spannung Volt V=JC 1= ks
Widerstand Ohm Q=VA-! = kems
Kapazitét Farad F=CV!= ﬁ;rf;
ilektrlsche Feldstar- Volt/Meter V! — igsr?
H(la?gnetische Feld- Ampére/Meter Am-l—A
starke m
1Izrilabgnetlsche Induk- Tesla T=Vsm-2— Ak§2

ion

Induktivitét Henry H=VsAl= g—g
Lichtstarke Candela cd
Energiedosis Gray Gy=Jkg ' = ?—22
Aktivitit Becquerel Bq=s'=1
Stoffmenge Mol mol

Tab. 1.5.: Namen von Grossen in der Physik und ihre Einheiten

1.3. Messfehler

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik |

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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Versuch 1: @ Versuch zur Vorlesung:
Messfehler am Beispiel der Zeitmessung: Lange Luftkissenbahn mit
Smartphoneuhren (Versuchskarte M-059)

Jede Messung ist fehlerbehaftet
Beispiel in Vorlesung: Messung der Geschwindigkeit
Es gibt drei Fehlertypen:

Grobe Fehler Entstehen durch Unachtsamkeit, mangelnde Kenntnis, usw.

Systematische Fehler Konnen prinzipiell bestimmt und auch nachtraglich, bei
korrekt gefithrtem Laborjournal, korrigiert werden. Sie treten immer in glei-
cher Weise auf.

Beispiel: Voltmeter mit abgelaufener Kalibrierfrist.

Zufidllige Fehler Sie sind bei jeder Wiederholung einer Messung anders. Zu den
zufalligen Fehlern gehoéren auch die Rundungsfehler bei digitalen Messgeré-
ten.

Arithmetisches Mittel

12 1
i=1

Standardabweichung

n—1i=

stJ ! j (2 — ())? (1.3.2)

Zufillige Fehler 16schen sich teilweise aus, also ist

S 1 - 2
S0 = T J mn—Dn ; (2 — (z)) (1.3.3)

Besteht ein Experiment aus mehreren Teilmessungen, muss das Fehlerfortpflan-
zungsgesetz nach Gauss angewandt werden. Sei

Y =Y (X1, Xo,. .., Xom) (1.3.4)

Dann ist der resultierende Fehler

m ooy O\’
Sy = Z (a)(jSXj> (].35)

J=1

£
2

Beispielsweise ist der Druck bei einem zylinderférmigen Kolben durch p = —

gegeben. Der Fehler ist also
1 2 —2F
=\ (z0r) +(Fr) (1.3.6)

18 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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19 1.4 Dimensionsanalyse

1.4. Dimensionsanalyse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 5]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 2])

Die Dimension zeigt, wie eine Grosse von den Basisgrossen, z.B. Liange, Zeit und
Masse abhéngt. Wie man nicht Apfel mit Birnen verrechnen kann, miissen bei
einer physikalischen Gleichung die Dimensionen auf beiden Seiten tibereinstimmen.
Die Dimensionsanalyse ist ein méchtiges Werkzeug, um zu testen, ob man richtig
gerechnet haben konnte. Man kann damit beweisen, dass man einen Fehler gemacht
hat, nicht aber dass man richtig gerechnet hat. Dies ist analog zur Neunerprobe.

Beispiel:

1 2
Tr =g+ Uot + 5&015 (141)

Gleichung (1.4.1) ist richtig, wenn man wie unten fiir die Lédnge L und fiir die Zeit
T einsetzt.

L L_, 1
L=[X]|=L=[x]= TT = [vot] = ﬁT = [iaot ] (1.4.2)
Beispiel: Schwingungsdauer eines Pendels
Die Schwingungsdauer ¢ hangt von der Lange ¢, der Masse m und der Erdbeschleu-

nigung g ab. Also ist

t = m®lP g (1.4.3)
oder
1 arp L\? B4y A far—2v
T = M*L <T2> = L"TTMT (1.4.4)
. . 1 . 1 .
Der Exponentenvergleich ergibt o = 0, v = —5 und damit g = 5. Wir erraten,

dass die Schwingungsdauer eines Pendels wie

l
tr |- 1.4.5
p (1.4.5)

ist, das korrekte Resultat, wenn man von Vorfaktoren absieht.

1.5. Literatur
Die Vorlesung orientiert sich an den Werken von
o P. A. Tipler und G. Mosca | |, Physik,

o D. Meschede [ |, Gerthsen Physik,

D. Meschede | |, Gerthsen Physik,
« D. Halliday; R. Resnick und J. Walker [ |, Physik,

o D. Halliday u.a. | |, Halliday Physik,
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D. Halliday u. a. | |, Halliday Physik Fir Natur- und Ingenieurwissen-
schaftliche Studiengdnge,

H. J. Paus | |, Physik in Ezperimenten und Beispielen.

Lindner | |, Physik fur Ingenieure 19.A.

E. Hering; R. Martin und M. Stohrer | |, Physik fir Ingenieure,

K. Liiders und G. von Oppen | |, Bergmann, Schéfer, Mechanik, Akustik,
Wirme,

H. Stocker | |, Taschenbuch der Physik Formeln, Tabellen, Ubersichten,
H. Kuchling | |, Taschenbuch der Physik.

Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als Einsteigerliteratur) kann
auch F. Kneubtihl| | «Repetitorium der Physik» empfohlen werden.

Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schén im Bronstein| ]
zusammengefasst.

20
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2. Kinematik

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 9])

Die Kinematik befasst sich mit der Frage nach dem Wie einer Bewegung, nicht
nach dem Warum.

2.1. Bewegung in einer Dimension

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 3])

Versuch 2: @ Versuch zur Vorlesung:
Gleichformige und beschleunigte Bewegung, Messen von Hand und
mit Tracker (Versuchskarte M-083, Software Tracker)

Aus dem Alltagsleben:

G tstreck
Durchschnittsgeschwindigkeit = CRATISLIOCEE (2.1.1)
Gesamtweg
Physik: Mathematische Formulierung
Gesamtweg:
Ar = x9 — 11 (2.1.2)
Gesamtzeit:
At =ty — t (2.1.3)
Wir schreiben fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit
A _
0y =2 =271 (2.1.4)

At ty— 1

Was ist die Durchschnittsgeschwindigkeit bei drei Strecken (zo — x1) , (z3—2x2), (24—

x3) hintereinander, die in den Zeiten (to—ty), (t3—t2), (t4—t3) durchfahren werden?
(v) = Az (o — x1) + (3 — 22) + (x4 — 73) _ T T (2.1.5)

At (to — t1) + (t3 — t2) + (t4 — t3) ty —t

Was bedeutet das, wenn wir (18. Jahrhundert) von Ulm iiber Buchhorn (103 km,

35h) nach Durlesbach (—36 km (wir wandern zuriick), 9h) wandern?

Ulm, Durlesbach und Buchhorn liegen auf einem Kreissegment, also auf einer «Li-

nie». Also ist die Durchschnittsgeschwindigkeit



https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_083V00.PDF
https://tracker.physlets.org/
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103km + (-36km)  67km _ _km
- - ~ 150 2.1.
) 350+ 9 an (2.1.6)

Der Sprachgebrauch im Alltag sagt:

— 103km + |-36km| 139k k
(o) — 103k & [=86lan| _ 139k, ) km (2.1.7)

35h+9h 44 h h
Es wurde mit den Betragen gerechnet, oder es wurde die Geschwindigkeit entlang
eines Weges und nicht vom Anfang zum Ende berechnet.

Wir verwenden ausschliesslich die physikalische Definition nach Glei-
chung (2.1.5) und Gleichung (2.1.6)!

" T

Buchhorn Y >//:i’ )

& Flucht
Durlesbach &
$

Ulm t

Abb. 2.1.: Graphische Darstellung einer linearen Bewegung

Link zur Vorlesung: (Simulation zu konstanter Bewegung)

2.1.1. Momentangeschwindigkeit und Beschleunigung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 10])

Momentangeschwindigkeit < Tangente < Ableitung

. Az dzx
v=1

Link zur Vorlesung: (Simulation Momentangeschwindigkeit (unten))

24 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti [ Ba
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25 2.1 Bewegung in einer Dimension

Xo v(tg) = Steigung

ty

Abb. 2.2.: Graphische Darstellung einer linearen Bewegung

Beispiel:
Sei z(t) = At" + Bt™. Dann ist
d d
u(t) = ch = = (A" + BE™) = nA"! 4 mBe! (2.1.9)

Beschleunigung <= Anderung der Momentangeschwindigkeit
Mittlere Beschleunigung

A
(a) = K;} (2.1.10)
Momentanbeschleunigung
. Av o du(t)
alt) = im Xy = (2.1.11)
Beschleunigung und Ort
ddl’(t) 2
a(t) = dolt) _ @ _ ) (2.1.12)

a — dt — dt?
Wie kommt man von einer bekannten Beschleunigung zum Ort? = Integration

Flache = Weg

Xo

Abb. 2.3.: Graphische Darstellung einer Geschwindigkeit und Integration.

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 25
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dv
dt
Wir multiplizieren die obige Gleichung mit dt

a (2.1.13)

dv = adt (2.1.14)

Nun integrieren wir auf beiden Seiten von der Zeit t = 0! bis ¢

t t
/dv - /adt (2.1.15)
0 0

und erhalten
o(t) —v(0) = a-t|, =a-t (2.1.16)

oder mit v(0) = vy

v(t)=vo+a-t (2.1.17)
Dabei ist die Anfangsbedingung mit eingerechnet.
Versuch 3: @ Versuch zur Vorlesung:

Anfangsgeschwindigkeit: Einfluss auf den zuriickgelegten Weg (Ver-
suchskarte M-133)

Weg:
dx
E:U:vojta-t (2.1.18)
Wir integrieren auf beiden Seiten
t t
/dx:/(vo+a~t)dt (2.1.19)
0 0

und erhalten

t

1 1
z(t) —x(0) = (vo-t+§a~t2) zvo-t+§a-t2 (2.1.20)

0

oder mit x(0) = xg

1
z(t) =xzo+vo-t+ 30 t? (2.1.21)

1Sollte der Zeitwert fiir den Anfangswert des Integrationsintervalls nicht null sein, verschieben
wir die Zeitskala um den entsprechenden Wert.

26 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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27 2.2 Bewegung in zwei und drei Dimensionen

Schauen Sie in einem Mathematikbuch oder (Siehe P. A. Tipler
und G. Mosca, Physik | , pp- 30]) nach, wie die Integration
durchgefiithrt wird

Materialien
Link zur Vorlesung: (Bremsweg bei konstanter Beschleunigung)

Gleichung (2.1.18) kann verstanden werden, in dem man realisiert, dass die Ge-
schwindigkeit sich von vy nach vy + at dndert, so dass (v) = W = v + %at2
ist.

Gleichungen bei konstanter Beschleunigung

v = vo + at (2.1.22a)

1
T = xo + vot + §at2 (2.1.22b)

Durchschnittsgeschwindigkeit

Az (zo+uvot+ 2at?) —zg 1
_ Az _ _ ! 2.1.23
(W) = 2 t Mt (2129
Wenn die Endgeschwindigkeit v. = vy + at ist, erhélt man aus Az = x(t) =
vot + 3at? mit ¢ = Le=to

Ve — vy 1 (ve — v0>2 Vove VR VE wey VR
— = — — 2.1.24
+ 2(1 a a 2 2a a - a ( 2)

v2 = g + 2aAx (2.1.24b)

Az = vy

2.2. Bewegung in zwei und drei Dimensionen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 43]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 9])

2.2.1. Vektoren und Vektorrechnung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 47])

Versuch 4: @ Versuch zur Vorlesung:
Vektoraddition von drei Kréften (Versuchskarte M-012)

Link zur Vorlesung: (Graphische Vektoraddition)

Grafische Addition

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 27
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Abb. 2.4.: Grafische Vektoraddition. Der Resultatvektor reicht vom Anfang des
ersten Vektors zum Ende des letzten Vektors. Subtrahierte Vektoren
werden in umgekehrter Richtung gezeichnet.

Komponentenschreibweise

Az

». yx-Koordinate
j\? “1”-Koordinate

Abb. 2.5.: Komponentenschreibweise von Vektoren

A= (A, Ay) = ( ﬁ; ) (2.2.1)

A= /A2 4+ A2 (2.2.2)

Lange

Winkel mit der x-Achse

cos (0) = ix (2.2.3)

Einheitsvektoren e, in x-Richtung, e, in y-Richtung, e.-in z-Richtung.

A=Ae, +Ae, +Ae, (2.2.4)

Addition in Komponentenschreibweise

28 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



29 2.2 Bewegung in zwei und drei Dimensionen

UA
B,
By~ A
&ﬁ’::B
_-7/@// Ay : EAy+B:u:(A+B)y
X2 i
Ay?’ !

. 4

A, +B,=(A+B),

Abb. 2.6.: Vektoraddion in Komponentenschreibweise

A+ B = (Ase; + Aje, + Aze.) + (Boe, + Bye, + Bee.)
= (A, + B,)e, + (A, + By)e, + (A, + B.,)e. (2.2.5)

Ortsvektor

r =ze, + ye, + ze, (2.2.6)
Mittlere Geschwindigkeit

Ar

:

X

Abb. 2.7.: Mittlere Geschwindigkeit

<m:i: (2.2.7)

Momentangeschwindigkeit

. Ar  dr
v = lim

A = =T (2.2.8)
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Ableitung in Komponenten

Ar I Aze, + Aye, + Aze,

v= Alglo At A}tr—r}() At
T Az
= AmAr N A At hmoE (22.9)
also
dx dy dz
= — 2.2.1
v 7 e, + — o e, + 7 e, ( 0)

Analog zur obigen Rechnung erhélt man die Beschleunigung aus der Geschwindig-
keit.
Mittlere Beschleunigung

Av

= — 2.2.11
(@) =+ ( )

Momentanbeschleunigung

. Av dv
oder auch
d d d

a=""e, + e .+ Wee, (2.2.13)

dt dt © dt
Relativgeschwindigkeit

Versuch 5: @ Versuch zur Vorlesung:
Relativgeschwindigkeit Fahrzeug auf Lehmann-Bahn

——p»UMensch gegen Erde

B —>» UMensch gegen Bus
(u3 () » UBus gegen Erde

Erde

Abb. 2.8.: Relativgeschwindigkeit

Die Geschwindigkeit eines Menschen gegen die Erde berechnet sich aus seiner Re-
lativgeschwindigkeit gegen den Bus und dessen Geschwindigkeit gegen die Erde
zZu

UMensch gegen Erde = UBus gegen Erde + UMensch gegen Bus (2214)
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31 2.2 Bewegung in zwei und drei Dimensionen

2.2.2. Bsp: Wurfbewegung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 53])
Wurfbewegungen sind zusammengesetzte Bewegungen (Beispiel aus (Siehe P. A.
Tipler und G. Mosca, Physik | , bp- 53]) ).

Versuch 6: @ Versuch zur Vorlesung:
Freier Fall und waagrechter Wurf - Uberlagerung von zwei Bewegun-
gen (Versuchskarte M-053, Video (VPN oder intern))

Link zur Vorlesung: (Simulation von Walter Fendt)

ZA
Al””””””: ”””” ]
0o,z 9
U0,z X

Abb. 2.9.: Wurfbewegung als zusammengesetzte Bewegung.

Abb. 2.10.: Bild gezeichnet nach (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik
[ , pp. 55]) . Rot ist die horizontale, griin die vertikale Position
markiert. Die horizontalen Absténde sind, innerhalb meiner Zeichen-
genauigkeit, gleich, deuten also auf eine konstante Geschwindigkeit

hin.
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Versuch 7: @ Versuch zur Vorlesung:
Wurfparabel (Versuchskarte M-050, Video (VPN oder intern))

Beschleunigungen
Sei (t=0) =0, y(t =0) =0, v,(t =0) = v, und v, (t = 0) = v,

ay(t) = —g (2.2.15a)
az(t) = 0 (2.2.15b)

Geschwindigkeiten
vy(t) = —g-t+v,0 (2.2.16a)
V(1) = vap (2.2.16b)

Ort
Lo

x(t) = vppo -t (2.2.17b)

Diese Bewegung ist parabelférmig, wie man leicht sieht, wenn man xz(¢) nach ¢
auflost und einsetzt.

y(x)=—59 <x> + 0y (2.2.18)

2.2.3. Gleichformige Kreisbewegung (mit vektorieller
Darstellung)

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 61]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 16])
Link zur Vorlesung: (Simulation Karussell von Walter Fendt)
Kreisformige Bewegungen gibt es
o Fahrt durch eine Kurve mit Fahrrad, Auto, Schlittschuhen ...

o Zentrifuge

o Satelliten
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Mittelpunkt

Abb. 2.11.: Schematische Darstellung eines Satelliten.

Der Satellit |[v| = v bewegt sich im Kreis mit dem Radius 7. In kleinen Zeiten ¢
bewegt er sich um vt in der urspriinglichen Richtung weiter. Er fallt um h. Der
Satz des Pythagoras angewandt auf das rechtwinklige Dreieck ergibt

2+ (vt)? = (r+h)? =r*+2rh + h? (2.2.19)

Kleine Zeiten bedeutet, dass h < r ist. Also kann

Fallgesetz, Weg und Beschleunigung

) e 1 (2.2.20)
(vt)? = 2rh = h=3%t7 = iat
geschrieben werden.
Vergleich
2
a, = — (2.2.21)
r

Wenn 7(t) = (r cos (wt) ,rsin (wt),0) ist ( w heisst Kreisfrequenz und wird beno-
tigt, um aus der Zeit eine als Argument der Winkelfunktion benétigte dimensions-
lose Grosse zu erzeugen), dann ist

d

v(t) = %r(t) = (—rwsin (wt) , rw cos (wt) , 0) (2.2.22)
und
a.(t) = ccliv(t) = Ccl;r(t) = (—rw?cos (wt), —rw?sin (wt) ,0) = —w?r(t) (2.2.23)
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T(tHAL))

T(t+A?)
Mittelpunkt

Abb. 2.12.: Zentripetalbewegung. Die durch 7y, ro und durch v, v, aufgespann-
ten Dreiecke sind ahnlich

Link zur Vorlesung: (Masse auf Kreisbahn mit Gegengewicht)

2.2.4. Nichtkommutativitat endlicher Drehungen

Versuch 8: @ Versuch zur Vorlesung:
Nichtkommutativitat von Drehungen (Versuchskarte M-108)

Za Za

4 A Endlage
Zwischenlage Yy y

Endlage
2. Drehachse 1. Drehachse Zwischenlage
Ausgangslage r Ausgangslage v
1. Drehachse
2. Drghachse

Abb. 2.13.: Beispiel fiir die Nichtvertauschbarkeit endlicher Drehungen.

Die mathematische Darstellung eine Drehung um die z-Achse kann wie folgt her-
geleitet werden:

Ag
Jeder Vektor A= | A, | kannals A = A,e, +Aye,+ A.e, geschrieben werden.
A,
1 0 0
Dabeiiste, = 0 |,e,=| 1 [unde,=| O
0 0 1
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Die Funktion R,(A,«) soll den Vektor A um die z-Achse drehen. Dann ist die
neue z-Komponente eine Funktion f(A,, A,, @) und die neue y-Komponente eine
andere Funktion g(A,, A,, a).

Wenn der Vektor A um die z-Achse gedreht wird, dann ist der gedrehte Vektor

f(Az, Ay, )
RZ(AJ Oéz) = Al = g(Axa Aya az)
A,

Die z-Komponente wird dabei nicht verandert, die z- und die y-Komponenten sind
Funktionen der urspriinglichen z- und y-Komponenten sowie des Winkels.

y1 Y
— sin(a,

(’-’:{))SOJ
(2'70)80:)

(?0)urs

Z - sin(ay, z

Abb. 2.14.: Links wird gezeigt, wie e, rotiert wird. Rechts wird e, rotiert.

Wir erhalten:

1 cos (o)
R.(es ;) =R, 0 [,a.| =1 sin(a,)

0 0

0 — sin ()
R.(ey,a.) =R, 1 |,a,| = cos(a,)

0 0

0 0
R.(e.,a.) =R, 0 |,a.| =10

1 1

Mit

R.(A,,.) =R.(Ae, + Aye, + Ace., o)

A, cos (o) — Ay sin (a)
= AR, (es,a.) + AR (ey, ) + AR, (e, a,) = | Apsin (o) + Ay cos(ay)
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Diese letztere Gleichung kann als

A, cos (o) — Aysin (o)
R.(A,a,) = A" = | Asin(a,)+ A, cos ()
A,

8

cos (a,) —sin(a;) 0 A
= | sin(a,) cos(ay) O A, (2.2.24)
0 0 1 A

I

Damit kann eine Drehung um die z-Achse als Matrix R,

cos () —sin(a,) 0
R.(a;) = | sin(a,) cos(a,) 0 (2.2.25)
0 0 1

geschrieben werden. Durch formales «Rotieren» der Koordinaten z — y, y — x
und x — z bekommt man die Drehmatrix fiir eine Drehung um die y-Achse

cos (oy) 0 sin(ay)
Ry (o) = 0 1 0 (2.2.26)
—sin(ay) 0 cos(ay)

Weiteres formales «Rotieren» der Koordinaten z — y, y — x und z — z liefert
die Drehmatrix fiir eine Drehung um die z-Achse

1 0 0
R.(a) = ( 0 cos(a,) —sin(ay) ) (2.2.27)
0 sin(ag) cos(ay)

Die Drehung um die y-Achse um —m/2 (= 90°) und dann um die x-Achse um —7/2
wird mit Matrizen wie

Y

1 0 0 00 —1 1
001)010><0)

0 -1 0 10 0 0

0 0 -1 1
=1 0 o (0

0 -1 0 0

0
=1 (2.2.28)

0

gerechnet. Werden die Drehungen in umgekehrter Reihenfolge durchgefiihrt, so ist
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37 2.2 Bewegung in zwei und drei Dimensionen

r' = R,(—=7/2)Ry(—7/2)r

0 0 -1 1 0 O 1

=101 O 0O 0 1 0
1 0 O 0 -1 0 0
01 0 1

=10 0 1 0
1 00 0
0

= o (2.2.29)
1

Grosse Drehungen konnen nicht vertauscht werden. Es gibt viele
Eigenschaften in der Physik, die nicht kommutativ sind.
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3. Dynamik, die Newtonschen
Axiome

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 71]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 12])

3.1. Tragheitsgesetz: Erstes Newtonsches Axiom

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , bp- 72])

Alltagliche Beobachtung: alle Bewegung stoppt = Aristoteles nimmt dies als Na-
turgesetz an.

Isaac Newton argumentiert: Reibungskrafte stoppen die Bewegung. Wenn es keine
Reibungskréfte giabe wiirde sich der Bewegungszustand nicht &ndern.

Versuch 9: @ Versuch zur Vorlesung:
Newton’sches Grundgesetz mit LKB und CASSY (Versuchskarte M-
201, Video (VPN oder intern))

Erstes Newtonsches Axiom:
Wenn F' = ¥ F; = 0 ist, andert ein Korper seinen Bewegungszu-

(3
stand nicht, d.h. er bleibt in Ruhe oder bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit.

1. NEWTONSCHES AXIOM £ TRAGHEITSGESETZ
Bsp: Galileis Gesetz (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , bp. 72])

Bezugssystem Wir wihlen einen Koordinatenursprung 0 und ein Koordinatensys-
tem und schreiben alle Gleichungen in Bezug auf dieses Koordinatensystem
auf.

Bezugssysteme konnen
o fix in Bezug zur Erde sein
o fix in Bezug zu einem Gefahrt sein (Bus, Zug, Flugzeug, ...)

« fix in Bezug zur Milchstrasse sein

Ein Bezugssystem, in dem das erste Newtonsche Axiom gilt, heisst Inertialsys-
tem.
Gibt es Inertialsysteme?


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_201V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_201V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/ASP/OArchiv_Videos.asp?OrdnungsNr=M%2D201
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3.2. Kraft, Masse,Impuls: Zweites Newtonsches
Axiom

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [I'MO4, pp. 74]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 12])

das zweite Newtonsche Axiom beantwortet die Frage: Was ist die Ursache der
Bewegung?

Newtons Formulierung:
Die Anderung des Impulses (p = mw) eines Korpers ist gleich der
auf den Korper wirkenden KRAFT

F=" = (3.2.1)

Bernoullis Formulierung (Achtung: Fin Spezialfall!)

Die Beschleunigung eines Korpers ist umgekehrt proportional zu sei-

F

ner Masse und proportional zur resultierenden KRAFT a = -~

Das zweite Newtonsche Axiom wird auch AKTIONSGESETZ genannt.

Bernoulli m muss konstant sein (analog zur Durchschnittsgeschwindigkeit)

Newton analog zur Momentangeschwindigkeit mit
m = const

_ dmv) _ dm dv — dv _
F = dt _dtv+mdt - myg = ma

Versuch 10: @ Versuch zur Vorlesung:
Kraftstoss (Versuchskarte M-104)

Einheit der KRAFT: 1N = 1 2k&

52

3.2.1. Masse (m)

Die Masse im zweiten Newtonschen Axiom ist die trage Masse.
Massenbestimmung mit dem 2. Newtonschen Axiom

o gleiche KRAFT auf zwei Massen m; und ms

az
ai

d F:m1a1:m2a2:>%:
Masse: Einheit Kilogramm, M ASSE-Einheit (nicht Gewicht). Die festgelegte PLAN-
CKKONSTANTE ist definiert als » = 6.626 070 15- 1073 @. Daraus kann mit den
Definitionen von ¢ und der Sekunde das Kilogramm abgeleitet werden. (Urspriing-

lich definiert mit Urkilogramm in Sévres = Sekundérnormale, Eichung!)
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41 3.2 KRAFT, Masse,Impuls: Zweites Newtonsches Axiom

3.2.2. Kraft (F)

Einheit der KRAFT: N = ms—‘f Name: NEWTON
KRAFT und Bahnkurve r(t) bei konstanter Masse
dv d*r

F = -—m—=m— 2.2
ma =m- =mo; (3.2.2)

d.h. die KRAFT hiangt auch von der Kriimmung der Bahnkurve r(t) ab.
Impuls: Definition: p = mwv, Einheit [p] = ké—‘sﬂ =Ns

Die Weiterentwicklung der Physik nach NEWTON (u.a. Quantenmechanik) hat
gezeigt, dass der Begriff des Impulses p universell verwendbar ist, nicht aber m

und v.

3.2.2.1. Drittes Newtonsches Axiom
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [T\N04, pp. 80])

Versuch 11: @ Versuch zur Vorlesung:
Actio = Reactio: Fischerstechen (Versuchskarte M-141)

Drittes Newtonsches Axiom:
Krafte treten immer paarweise auf. Wenn vom Korper A aus auf den
Korper B die KRAFT F' ausgeiibt wird, so wird vom Koérper B die
KRAFT —F auf den Korper A ausgetibt.

Diese Reaktionskraft ist also gleich gross wie die urspriingliche KRAFT, aber ent-
gegengesetzt gerichtet.

—Fgq

Abb. 3.1.: Gewicht auf Tisch.

Wiéhrend das erste wie auch das zweite Newtonsche Axiom auch in der Quan-
tenmechanik und in der Relativitatstheorie gelten, versagt in diesen moderneren
physikalischen Theorien das dritte Newtonsche Axiom.
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—>
—Fgq

Abb. 3.2.: Kraft zwischen Sonne und Erde bei einem Abstand von ~ 1.5 -
10" m = 150 - 108 km.

Frage: Wirkt die KRAFT instantan?

3.2.2.2. Kraft durch Gewicht und schwere Masse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 78]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , Dp. 46])

Jede Masse wird von jeder anderen Masse angezogen (Gravitation).

Die Erdanziehung auf eine Masse m ist

Fs=mg (3.2.3)

lg| = g = 9.81% ist die Fallbeschleunigung auf Meereshéhe. my ist die SCHWERE
Masse.

Anwendung: Massenbestimmung durch Kraftvergleich.

Wenn an einem Ort Fj; = F,, ist, so ist auch m; = my. Wenn an einem Ort
F,1 = aF,, ist, so ist auch m; = ams.

3.2.3. Arten von Kraften
Fundamentale Krafte

1. Gravitationswechselwirkung
2. elektromagnetische Wechselwirkung

3. starke Wechselwirkung (Kréfte zwischen Kernbausteinen wie Protonen oder
Neutronen

4. Schwache Wechselwirkung (Verantwortlich z.B. fiir den Zerfall der freien
Neutronen).

Kontaktkrifte
Die KRAFT ist proportional zur Auslenkung F' = —kz, analog zur Feder. Anwen-
dung: Federwaage.

3.2.4. Beispiele zur Losung von Bewegungsproblemen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 86])
Beispiel: Klotz an Faden ziehen
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43 3.2 KRAFT, Masse,Impuls: Zweites Newtonsches Axiom

Abb. 3.3.: Krifte auf einen Korper

Fy, Fg und Fy sind Kréfte auf den Korper

Fy; =ma,
Reaktionskraft auf Fy: F), = —Fy
3. NEWTONSCHES AXIOM: KRAFT durch ziehende Hand = - KRAFT auf Korper
Wenn die Masse mit einem Faden gezogen wird und dessen Masse my ist, ist
F—F, =mya,

Ist die Masse des Fadens vernachlassigbar: F' — F/, ~ 0

-« dm >

F, T

Abb. 3.4.: Fadenspannung

1 2

Bei vernachléssigbarer Masse ist |Fz| tiberall im Faden gleich. F; heisst die Zug-
kraft.

Beispiel: schiefe Ebene
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Abb. 3.5.: Schiefe Ebene.

Fg . = Fgsin (©) = mgsin (0)

Fg, = —Fgcos(©) = —mgcos (O)

In unserem Koordinatensystem ist a, null.

> F,=Fy—mgcos () =0

Also ist

Fyx = mgcos (©)

Die z-Komponente ist

> F, =mgsin (0) = ma,

oder
a; = gsin (©)

Versuch 12: @ Versuch zur Vorlesung:
Kréfteparallellogramm (Versuchskarte M-12)

Beispiel: Gewicht an einer Schnur
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45 3.2 KRAFT, Masse,Impuls: Zweites Newtonsches Axiom

Abb. 3.6.: Links: Konstruktion mit Kréafteparallelogramm, rechts vergrosserte
Ansicht.

Gegeben ist: F,, o und 8

Mit dem Sinussatz fiir beliebige Dreiecke (Seitenliange dividiert durch den Sinus
des Gegenwinkels ist konstant)

£ _ F _ F
sin (a4 f)  sin(7/2—p)  sin(7/2 —a) (3.2.4)

umgeformt

B cos (/3)

Fi= Pt ) (3.2.5)
B cos (@)

B= Pt B (3.2.6)

Schlussfolgerung: Wenn e und (8 gegen null gehen, dann werden die Krafte F; und
5 sehr gross. Sie konnen leicht die maximal zulassige Seilspannung tibersteigen.

Beispiel: Zentrifugalregulator (Erfindung von James Watt)

Versuch 13: @ Versuch zur Vorlesung:
Watt’scher Zentrifugalregulator
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Dynamik, die Newtonschen Axiome 46

Abb. 3.7.: Schematische Darstellung des Watt’schen Zentrifugalregulators.

Die Masse m wird durch die Gravitation und die Seilspannung beschleunigt. Die
resultierende KRAFT ist die Zentripetalkraft F.
Grosse der Zentripetalkraft

Fz = mw?r = Fgsin (O) (3.2.7)
und
Fscos (©) =mg = Fg (3.2.8)
Zusammen
?2 :)I; (((2))) =tan(0) = mﬂc;;;T = ;wQ (3.2.9)

also ist fur kleine ©

_ [ ~ 99
w= 7ntan(@)m . (3.2.10)

Der Watt’sche Regulator ist also ein Drehzahlmesser.

3.3. Anwendungen der Newtonschen Axiome

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp- 80])
Wir setzen voraus, dass wir alle Krafte kennen: dann kénnen wir die Beschleuni-
gung und damit auch die Bewegung eines Teilchens bestimmen.

3.3.1. Reibung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 99]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 40])
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47 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

Erfahrung: wenn man versucht, ein Mobelstiick zu verschieben, muss man eine
KRAFT austiben.

Reibungskrafte versuchen, Bewegungen zu verhindern oder zu damp-
fen

¥

Versuch 14: @ Versuch zur Vorlesung:
Haft- und Gleitreibung (Versuchskarte M-22, Video (VPN oder in-
tern))

3.3.1.1. Haftreibung

Beobachtung: Wenn ein Korper mit der KRAFT Fly, der Normalkraft, auf einen
anderen Korper gedriickt wird, wird mindestens eine KRAFT

benotigt, um den Korper in Bewegung zu setzen. Fy heisst Haftreibungskraft.
g ist der Haftreibungskoeffizient.

Umgekehrt gilt die Aussage, dass wenn die zur Auflagefliche parallele KRAFT
F < Fpy ist, bewegt sich der Korper nicht. Die Haftreibungskraft, englisch: stiction,
ist eines der grossten Probleme in der Mikrosystemtechnik (englisch Micro-Electro-
Mechanical-Systems, MEMS) und in der Festplattenindustrie.

3.3.1.2. Gleitreibung
Wenn ein Korper gleitet, dann gilt die Beziehung

FG = MgFN (332)
wobei Fg die Gleitreibungskraft und ug der Gleitreibungskoeffizient ist.

Frimax = b Fin

Fe =pg Fn

F=Fy

0

Abb. 3.8.: Schematische Darstellung der Haft- und Gleitreibungskraft als Funk-
tion der angelegten, parallel zur Auflage wirkenden KRAFT.
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Schematisch verhalten sich Haftreibungskraft und Gleitreibungskraft wie in der
Abbildung 3.8 gezeigt.

3.3.1.2.1. Eigenschaften

* pG = pH

e ug hangt von der Relativgeschwindigkeit der Oberflachen ab. Fg ist im Ge-
schwindigkeitsbereich von 1 <% bis einigen ** naherungsweise konstant. Aus-
serhalb dieses Geschwindigkeitsbereiches nimmt die Gleitreibungskraft zu.

e ug und pg hangen von der Struktur der Oberflichen und ihrer Zusammen-
setzung ab, nicht aber von der scheinbaren makroskopischen Kontaktflache
AM ab.

e ug und py hangen von der wahren Kontaktfliche Ay, < A ab sowie vom
Kontaktdruck in dieser Fliche. (Deshalb ist die Reibung zwischen ultrafla-
chen Endmassen aus der Mechanikwerkstatt oder zwischen Objekttragern
extrem gross.)

3.3.1.2.2. Schlussfolgerung Die Reibung wird von temporaren Bindungen zwi-
schen den Atomen der Oberflichen der einzelnen Reibpartnern gebildet. Zusétzlich
und meistens auch dominierend ist jedoch die zur Abscherung mikroskopischer Er-
hohungen (Asperities in englisch) benétigten Kréfte.

Versuch 15: @ Versuch zur Vorlesung:
Schiefe Ebene (Versuchskarte M-49, Video (VPN oder intern))

Abb. 3.9.: Krifte auf einen Korper auf einer schiefen Ebene.

Die x-Achse sei parallel zur Auflage, die y-Achse senkrecht dazu.

Y F,=Fy—mgcos(a)=0 (3.3.3)
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49 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

Y F,=mgsin(a) — Fy =0 (3.3.4)
Oder
Fy = mgsin (a) = —_sin (a) = Fy tan () (3.3.5)
H_mgSIHQ_Cos(a)Slna_ N tan (& L.

Der Haftreibungskoeffizient ist gleich dem Tangens des Winkels, bei dem der Kor-
per zu gleiten beginnt.

pr = tan (Qmaes) (3.3.6)

Gleitreibung wird durch Messung der Beschleunigung bestimmt.

F, =mgsin (o) — pcFe = ma, (3.3.7)
a; = g (sin (o) — pgcos () (3.3.8)
oder
—tan(a)—L (3.3.9)
Ha = gcos (a) o

3.3.1.3. Rollreibung

Abb. 3.10.: Geschwindigkeitsvektoren bei einem rollenden Rad rot gestrichelt:
Geschwindigkeitsvektoren von der Achse aus gesehen (mitbewegt);
grun: Geschwindigkeitsvektor der Achse; blau: Summe.

Ein Rad, das am Boden abrollt, wird durch die Haftreibung zum drehen gebracht.
Der momentane Drehpunkt eines Rades ist die Auflageflache. Dies ist einfach er-
sichtlich, wenn die Geschwindigkeitsvektoren des Rades von der Achse aus gesehen
(rot gestrichelt) zum Geschwindigkeitsvektor der Achse (griin) dazugezahlt wer-
den. Die resultierenden Geschwindigkeitsvektoren sind so, dass am Auflagepunkt
die Geschwindigkeit gleich null ist. Da der Ort mit der Geschwindigkeit 0 immer
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die momentane Drehachse ist, dreht sich jedes abrollende Rad und jeder abrollende
Korper um seinen Auflagepunkt.

Rollreibung meint die Reibung, die bei einem rollenden Koérper auftritt. Ist der
Korper nicht deformierbar, dann ist die Rollreibung null, wenn die beiden Ober-
fléichen sich nicht anziehen (Adhésion, Klebrigkeit!)

3.3.1.3.1. Beispiel: innen oder aussen um die Kurve fahren? Die Zentripe-
talbeschleunigung ist a; = v?r~!. Die Masse des Autos sei m, der Haftreibungsko-
effizient py. Dann muss Fy = azm = v?r~'m < pymg sein. Die Geschwindigkeit
muss der Bedingung

U< \/HTY (3.3.10)

gentigen. Die Zeit zum Durchfahren eines Bogens der Lénge | = ar mit dem Winkel
a im Bogenmass und dem Radius r ist

T(r,a,v) =lv ! =—> =« (3.3.11)

3.3.2. d’Alembert’sches Prinzip

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 162])

Um die Bewegung eines Massenpunktes oder eines Systems von Massenpunkten
zu berechnen, miissen die Bewegungsgleichungen gelost werden. Das Prinzip von
d’Alembert (nach Jean Baptiste le Rond d'Alembert) sagt:

Ersetzt man bei einem bewegten System von Massenpunkten m;
die entsprechenden Beschleunigungen a; durch die Tragheitskrafte

Fr;=—m; - a,

so hat man das dynamische Problem formal auf ein statisches
Problem zuriickgefiihrt.
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51 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

ruhender =
Beobachter @ o
@\ Fr;
%«j y il = mitbewegter
‘) Foi+22; Fji Beobachter
Dynamik Fri+Fu+ Y, F;i =0
— mit mlc_il = _FT'L'

Statik

Abb. 3.11.: Prinzip von Jean Baptiste le Rond d'Alembert. Links der Standpunkt
eines ruhenden Beobachters, rechts derjenige des mitbewegten Beob-
achters. Die F'j; sind Krafte innerhalb des Systems von Massen, F'g;
sind aussere Krafte. a; ist die Beschleunigung der Masse m;.

Beschreibung durch den ruhenden Beobachter mit dem 2. Newtonschen Axiom
(Dynamik)

m;a; = Fm' + Z FjZ (3312)

J

Und nun die Beschreibung des mitbewegten Beobachters (Fiir ihn ist der Massen-
mittelpunkt des Massensystems in Ruhe!).
Nach Jean Baptiste le Rond d'Alembert gilt

m;a; = _FTi = Fai + Z Fji (3313)
J

und damit die Beschreibung im mitbewegten Bezugssystem (Statik) tiber das for-
male Kréftegleichgewicht

FT1+Fa1+ZF]z:O (3314)
J

Anwendung des Prinzips von Jean Baptiste le Rond d'Alembert: Maxwellsches Rad
auf einer Waage (nach James Clerk Maxwell)

Versuch 16: @ Versuch zur Vorlesung:
d’Alembertsches Prinzip: Maxwellsches Rad auf Waage (Versuchs-
karte M-70, Video (VPN oder intern))

3.3.3. Bewegung mehrerer miteinander verbundener Korper
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 110])
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Abb. 3.12.: Zwei verbundene Korper an einem Tisch.

Masse 1 wird beschleunigt. Trégheitskraft F, = mja = F; (Seilspannung)

Masse 2 wird beschleunigt. Kréafte an Masse 2: Tragheitskraft F, = moa sowie
Erdbeschleunigung F;, = myg. Die RESULTIERENDE KRAFT ist die Seilspannung
Fy = mog — maa.

Nun muss a fiir beide Massen gleich sein (dehnungsfreies Seil). Ebenso ist die
Seilspannung iiberall gleich.

Fy = mia = mag — moa (3.3.15)
oder
mao
gm1 + Mo ( )
und die Seilspannung
mime
F,=g—— 3.3.17
gml + mo ( )

1L H,12 |m2 >
}N21 1 mig —
9 g’ F JR—
H2N F7,2 = Tmag

Abb. 3.13.: Beschleunigung zweier auseinander liegender Massen.
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53 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

« 3. NEWTONSCHES AX10M: Normalkréfte zwischen den beiden Massen Fy o1 =
Fyno

e 3. NEWTONSCHES AXxIOoM: Reibungskrifte zwischen den beiden Massen
Fri2 = Fyan

o 1. NEWTONSCHES AXIOM fiir die Masse m; (keine Beschleunigung in senk-
rechte Richtung): F,; = mig = Fn o

e 2. NEWTONSCHES AXIOM fiir die Masse my (keine Beschleunigung in senk-
rechte Richtung): Fyo 4+ Fn12 = mag + Fnjiz = meg +mig = Fy

o 2. NEWTONSCHES AXIOM fiir Masse my: 3. F, = Fy12 = mias
e 2. NEWTONSCHES AXIOM fiir Masse mg: > F, = F — Fyo1 — Fran

Die Masse 2 bewegt sich nicht, wenn F' < ppgonFn = pman(mi + ma) gilt.
Uberschreitet die angelegte KRAFT diesen Wert, dann muss die Gleitreibungskraft
Faan = paanFn eingesetzt werden.

Wir betrachten nun die untere Masse als bewegt.

Wenn die Grenzkraft der Haftreibungskraft nicht iiberschritten wird, wenn also
Fri1 < pmioFyo1 ist, bewegen sich die beiden Korper zusammen. Die Haftrei-
bungskraft F 12 = Fyo1 kann eliminiert werden.

F = (my+ma)a+ Fgan
= (m1 + ma)a + pgan(mi +mae)g = (my + me) [a + pcong] (3.3.18)

Hier ist pp12 = pmo1 der Haftreibungskoeffizient zwischen den Massen 1 und 2
und ppony der Haftreibungskoeffizient zwischen der Masse 2 und der Unterlage.
Wenn die durch die Tragheit der Masse 1 generierte KRAFT grosser als die maxi-
male Haftreibungskraft ist, dann gleitet Masse 1 auf Masse 2. Dies tritt nicht auf,
wenn

. FH,12 < ,UH,12FN,21

a = - (3.3.19)
ist. Dies ist aquivalent zu
a < [y129 (3.3.20)
Damit ist die maximale KRAFT
F < Frae = (mq +ma)g [mi2 + pean] (3.3.21)

Gleitet Masse 1 iber Masse 2, dann ist die iibertragene KRAFT Fo = pg 12mig die
Gleitreibungskraft mit ;12 dem Gleitreibungskoeffizienten zwischen den beiden
Massen. Das horizontale Kraftegleichgewicht fiir die Masse 2 muss nun fiir beide
Grenzflichen mit den Gleitreibungskoeffizienten geschrieben werden.
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Die Masse 1 wird mit

a1 = fig,129 (3.3.22)
beschleunigt; die Masse 2 mit
F — Fgi2 — Fgaon = maay (3.3.23)
Also ist
gp = o2 = Foon (3.3.24)
mo
Bemerkung:

Wenn Fron = paan(mi +me)g > Frae = (M1 4+ ma)g [fir12 + paan] ist, ist es
nicht moglich die Masse 2 in Bewegung zu setzen ohne dass Masse 1 gleitet!

3.3.4. Kridfte in bewegten Bezugssystemen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 115])

Fallbewegung in einem bewegten Wagen. Der Wagen wird genau ab dem Moment
beschleunigt, ab dem auch der Ball zu fallen beginnt.

l@l
A

O mg
vorher T nachher
O

A
"¢ Beobachter “ ¢ Beobacht
(\i\] \\ (\,\“\) eobachter

A

Abb. 3.14.: Standpunkt eines ruhenden Beobachters: Fall in einem beschleu-
nigten Wagen.

Fiir den ruhenden Féllt der Ball ganz gewohnlich. Fiir ihn ist £ = mg die Ursache
der Bewegung.
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O

Beobachter
w

2

lgl

Abb. 3.15.: Standpunkt eines mitbewegten Beobachters: Fall in einem be-
schleunigten Wagen.

Fir den mitbewegten Beobachter sieht das ganze anders aus. Auf den Ball scheint
fiir ihn die KRAFT F = F—ma zu wirken. Auf den Ball wirkt vom beschleunigten
Beobachter aus gesehen eine zusatzliche KRAFT ma, die in einem Inertialsystem
nicht wirkt. Diese von einem ruhenden Beobachter aus nicht vorhandene KRAFT ist
eine Tragheitskraft (manchmal irrefithrenderweise Scheinkraft genannt). Der Be-
griff Scheinkraft ist schlecht, da fiir den mitbewegten Beobachter die KRAFT ma
sehr real sein kann und Schmerzen verursachen. Der mitbewegte (beschleunigte)
Beobachter muss die Tragheitskraft F'¢ = —ma einfithren, um die Newtonschen
Axiome zu retten (diese gelten nach der Definition eigentlich nicht in einem be-
schleunigten Bezugssystem).

Beobachter a
o
i

o

[

&R

Beobachter

O
S

Abb. 3.16.: In einem beschleunigten Wagen hingende Lampe. Links der Stand-
punkt eines beschleunigten Beobachters, rechts der Standpunkt des
mitbeschleunigten Beobachters.

Fir beide, den ruhenden und den mitbeschleunigten Beobachter ist die Seilspan-
nung im Seil, das die Lampe héalt, sowie das Gewicht der Lampe das gleiche. Die
Interpretation ist aber verschieden.

e Der ruhende Beobachter sagt: Die Lampe wird beschleunigt. Auf sie wirken
zwei Kréfte: die Seilspannung F's und die Schwerkraft mg. Die resultie-
rende Kraft ist die Beschleunigung der Lampe a mal deren Masse,
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also ma = mg + F's. Dabei ist die Beschleunigung der Lampe die gleiche
wie die des Wagens.

o Fiir den mithewegten Beobachter ist die Lampe in Ruhe. Die resultierende
Kraft ist die Gegenkraft zur Seilspannung. Der mitbewegte Beobachter
muss, um den Newtonschen Axiomen zur Geltung zu verhelfen, die KRAFT
Fs¢ = —ma einfihren.

3.3.4.1. Zentrifugalkraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 116])

Wir betrachten ein rotierendes Bezugsystem. Eine Masse m ist an einer Schnur an
der Achse verbunden.

e Der ruhende Beobachter beschreibt die Situation so: die Masse wird durch die
Schnurspannung auf eine Kreisbahn gezwungen. Die Geometrie der Bahn und
die Geschwindigkeit legen die Zentripetalkraft Fiyp = —m:f—i'r = —m%er =
—mrw? = —mrw?e, fest.

o Der mitbewegte Beobachter beschreibt die Situation so: Der Korper ist ge-
geniiber dem rotierenden Bezugssystem in Ruhe. Da eine Seilspannung be-
obachtet wird, muss um den Newtonschen Axiomen geniige zu tun, eine
Zentrifugalkraft Fyp = —m:—zfr = m”r—zer = mrw? = mrw?e, eingefithrt
werden.

Versuch 17: @ Versuch zur Vorlesung:
Zentrifugalkraft (Versuchskarte M-60)

3.3.4.2. Die Erde als rotierendes System: Corioliskraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 117]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 56])

Versuch 18: @ Versuch zur Vorlesung:
Mechanik Corioliskraft: Kugel auf Drehtisch (Versuchskarte M-7,
Video (VPN oder intern))
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Beobachter Beobachter

[4¥))
B

Abb. 3.17.: Coriolisbeschleunigung: Bewegung eines von einer rotierenden Schei-
be geworfenen Balls. Links der Standpunkt des ruhenden Beobach-
ters. Rechts derjenige des mitbewegten Beobachters. (Fiir diesen ro-
tiert die Welt, analog dazu dass fir uns die sonne sich bewegt!)

Rotierende Bezugssysteme konnen mit der Zentrifugalkraft alleine nicht beschrie-
ben werden. Da bei gleicher Winkelgeschwindigkeit die lineare Geschwindigkeit
vom Abstand zur Drehachse abhédngt, muss eine den Abstand zur Drehachse &n-
dernde Bewegung notwendigerweise eine beschleunigte Bewegung sein. Diese Im
rotierenden Bezugssystem auftretende Beschleunigung, die immer senkrecht zur
Geschwindigkeit steht und verschwindet, wenn die Geschwindigkeit null ist, heisst
die Coriolis-Beschleunigung.

Die Coriolis-Beschleunigung und Coriolis-Kraft sind fiir die lange Lebensdauer der
Hochdruckgebiete und Tiefdruckgebiete verantwortlich.

Versuch 19: @ Versuch zur Vorlesung:
Corioliskraft: Moskauer Gerat (Versuchskarte M-152)

3.3.5. Numerische Methoden

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 118])
Wie berechnet man eine Bahnkurve, wenn man die KRAFT (Beschleunigung) ge-
geben ist? Diese Frage ist die gleich wie die Frage nach der Methode zum Losen

von Differenzialgleichungen.
Mit

Av Ax
=7 W =Ar
konnen wir die Geschwindigkeit zur Zeit At folgendermassen berechnen:

v(At)vy = vy + apAt (3.3.25)
Die Geschwindigkeit zur Zeit 2At ist

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 57


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_152V00.PDF

Dynamik, die Newtonschen Axiome 58

V(2At) = vy = v + a1 At = vy + a1 At + agAt (3.3.26)

Analoge Gleichungen gelten fiir den Ort.
Zusammen erhalten wir das Euler-Verfahren.

Vi+1 = U; + CL,At (3327&)

Euler-Verfahren
204 325
-3
=275
F25
225
1254 k2
Li7s \ a
15
75 F125
=1
59 Lo7s
05
025

\ %

T T T T T 0
005 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8
t

Abb. 3.18.: Beispiel des Euler-Verfahrens mit a = ao(1 — Sv?). Diese Gleichung
simuliert den freien Fall mit Luftwiderstand.

3.4. Arbeit,Energie,Leistung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 129]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 20])

Die Definitionen von Arbeit, Energie und Leistung weichen von
den im alltdglichen Leben tiblichen Begriffen ab!

o Arbeit: Eine KRAFT verrichtet nur dann Arbeit, wenn ihr Angriffspunkt sich
unter der Einwirkung der KRAFT eine gewisse Strecke bewegt. Nur die Kraft-
komponente entlang der Bewegung entlang der Bewegungsrichtung tragt zur
Arbeit bei. Wenn Sie unter grosser Kraftanstrengung einen Gegenstand in
Position halten, dann leisten Sie im Sinne der Physik keine mechanische Ar-
beit.

o FEnergie bezeichnet die Fahigkeit eines Systems, Arbeit zu leisten. Leistet ein
physikalisches System an einem zweiten Arbeit, dann wird Energie ausge-
tauscht. Energieformen sind die Bewegungsenergie, auch KINETISCHE ENER-
GIE genannt, die Lageenergie, POTENTIELLE ENERGIE genannt, Energie der
elektrostatischen und magnetischen Felder sowie Warmeenergie.
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o Leistung bezeichnet die Rate des Energietransfers oder der Arbeit, also Ar-
beit pro Zeit.

¥
Versuch 20: @ Versuch zur Vorlesung:
Mechanik Schiefe Ebene: Arbeit (Versuchskarte M-94)

3.4.1. Arbeit und Energie bei konstanter Kraft, kinetische
Energie

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 130])

Abb. 3.19.: Mechanische Arbeit.

Die Arbeit W im obigen Bild ist

W = Fcos(0) x = F,x (3.4.1)

Einheit der Arbeit oder Energie 1J =1Nm =1 mi%

3.4.1.1. Beschleunigungsarbeit

Bei konstanter Beschleunigung und konstanter Masse ist

F, =ma,
Der zuriickgelegte Weg ist nach Gleichung (2.1.24b)

v2 = g + 2alAx (3.4.2)
Arbeit:
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W = F,A A ve Ul L e L (3.4.3)

=L AT = MA AT =M | — S| = MY, — 7MY 4.
2 2| 27¢ 27770

Die Beschleunigungsarbeit dndert offensichtlich eine Grosse, die nur von der Masse

und von der Geschwindigkeit abhéngt.

Die KINETISCHE ENERGIE E};, = %va ist die in der Bewegung

innewohnende Energie, die zur Arbeitsleistung herangezogen werden
kann

Versuch 21: @ Versuch zur Vorlesung:
Autorennen auf drei Bahnen: Potentielle und kinetische Energie
(Versuchskarte M-55)

3.4.2. Arbeit und Energie bei veranderlicher Kraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 134])

Wenn die KRAFT nicht konstant ist, so kann die Strecke s in n Teilstrecken s/n
aufgeteilt werden.

Die Flache unter der Kurve ist dann

r1+s

n—1
. S
W= nlg&}%ﬂﬁ - / F, («)dz (3.4.4)
J= x1
Der Grenzwert ist das Integral.
Das Integral

2

W= [F(x)ds (3.4.5)
:1-;1

ist die Definition der Arbeit

Beispiel: Flache unter g(«) = sin («)

Das Resultat ist [ sin (o) da = cos (o)|5 = 2.
0
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Amplitude

Amplitude

1.1 4

Integration
3 Schritte: F = 1,57

1.1 4

Integration
5 Schritte: F= 1.8

33 Schritte; F=2

Armnplitude

alpha

1+ 1+
08 - 0.8 <
08+ 0.8+
0.7+ g 0.7
05 = 05
0,5 - E 0.5 -
04+ <L 0.4
02+ 0,2+
0.2 - 0.2 o
01+ 0.1
0 ] 1
alpha alpha
Integration Integration
9 Schritte: F=1,97 17 Schritte: F=1,88

1.1 o 1.1 o
14 14
[ 0,4+
08— 0.8
0.7 - g 0.7
0.5 - = 06
05 EL 0.5 -
0.4 <L 0.4 -
03 0.3+
02— 0,2+
0,1 01 -
0 o

alpha alpha

Integration

Abb. 3.20.: Fliche unter der Kurve sin () zwischen 0 und 7. Der Untertitel gibt
die Anzahl Schritte sowie das numerische Resultat.

3.4.2.1. Spannarbeit, Arbeit bei veranderlicher Kraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 134]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 134])
Beispiel: wir spannen eine Feder.

Versuch 22: @ Versuch zur Vorlesung:
Elastische Dehnung einer Schraubenfeder (Versuchskarte M-100, Vi-

deo (VPN oder intern))

Das Kraftgesetz einer Feder ist
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Dynamik, die Newtonschen Axiome 62

F(x)=—kx (3.4.6)

Das Minuszeichen bedeutet, dass die KRAFT entgegengesetzt zur Auslenkung ge-
richtet ist. & mit der Einheit N/m ist die Federkonstante.

Wenn ich als Experimentator die Feder spanne, dann muss ich die KRAFT F,,, () =
—F (z) austiben. Die Arbeit, die ich leiste, ist

W= / Foupl€)de = — / F(€)de = / (—ke)de (3.4.7)

Die Spannarbeit beim Spannen von 0 nach x ist also

W (@) = [ F©ds = [ ~(-ke)a (348)

Wir miissen die von uns aufgebrachte KRAFT, also die Reaktionskraft zur Feder-
kraft, einsetzen und erhalten richtigerweise positive Kréafte. Die Arbeit, die die
Feder verrichtet, ist gegeben aus der durch die Feder erzeugten KRAFT und dem
Weg: deshalb muss ein Minuszeichen weniger stehen.

Die Arbeit, die ich an einem System verrichte, wird in dem System
als potentielle Energie gespeichert.

Eine aquivalente Aussage ist: Die POTENTIELLE ENERGIE ist
die Arbeit gegen die Feldkraft.

3.4.2.2. Nicht-lineares Kraftgesetz (F' = —Dr?)

Versuch 23: @ Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Dehnungskurve von Gummi (Versuchskarte M-29)

Wir setzten das Kraftgesetz F' = —Dr? in die Gleichung (3.4.4) ein, beriicksichti-
gen, dass wir gegen diese KRAFT arbeiten miissen und erhalten

T2
D ., D
W= / —(=Dr¥dr = =13 = 3 [7"3 — ri’] (3.4.9)
T1 "

3

Alle physikalischen Gesetze und Phanomene sind nichtlinear. Dies
tritt in der klassischen Physik bei grossen Auslenkungen, Anregun-
gen, Spannungen usw. auf. Die QUANTENMECHANIK ist inhérent
nichtlinear.

Denken Sie bei allen Experimenten daran, dass lineare Gesetze nur
Néherungen fiir kleine Abweichungen sind.
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3.4.3. Aligemeine Formulierung der Arbeit bei 3 Dimensionen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 137])

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich auf einer beliebigen Bahn im 3-
dimensionalen Raum bewegt. Bei der Kreisbewegung sahen wir, dass eine senkrecht
zur momentanen Geschwindigkeit gerichtete Beschleunigung den Betrag der Ge-
schwindigkeit nicht andert. Wir betrachten nun zur Berechnung der Arbeit W die
entlang des Weges wirkende KRAFT F.

AW = F,As (3.4.10)

wobei As die Lénge einer an die Bahnkurve angelegten Sehne ist.
Grenzwert

W= /Fsds (3.4.11)
51

wobei die Lange der Strecke entlang der Bahnkurve mit s gemeint ist.
2. NEWTONSCHES AXIOM

dv
it
Es gilt, wenn wir die Geschwindigkeit entlang der Bahnkurve s(t) mit der Ketten-
regel ausrechnen. ds ist ein Weglangenelement entlang der Bahnkurve.

F, = (3.4.12)

dv dvds dv

Arbeit

i 7 dv T dv I 1 1
Wes :S/FSdS :S/mdtds :S/mvdsds :v/mvdv = imvg — imvf (3.4.14)

In 3 Dimensionen ist die KINETISCHE ENERGIE wie in einer
Dimension durch

1
Epin = imUQ (3.4.15)
gegeben.
3.4.3.1. Skalarprodukt
(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp- 189])
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Ist F' nicht entlang der Bahnkurve ds gerichtet, dann muss die Komponente von
f entlang ds berechnet werden. Wenn der Winkel zwischen der Bahnkurve und
der KRAFT ¢ ist, gilt

Fy = (Fcos(9)) (3.4.16)

Die Funktion, deren Resultat von einem Winkel zwischen zwei Vektoren abhangt,
ist das Skalarprodukt.
Definition

A-B = ABcos (¢) (3.4.17)

Rechenregeln

e A- A = A? Skalarprodukt eines Vektors mit sich selber. Die Linge eines

Vektors ist also |A| = \/w =VA- A

e A-B = B - A Kommutativitat

« (A+B)-C=A-C+ B - C Distributivgesetz

« A-B=(Ae,+Ae,+ Ace,) - (B,e, + Bye, + B.e,) = A,B, + A B, +
A, B,. Komponentenschreibweise. Bei der Rechnung muss beriicksichtigt wer-

den, dass die Einheitsvektoren e; jeweils paarweise senkrecht aufeinander
stehen. Deshalb sind alle Skalarprodukte e; - e; = 9; ;. Die Funktion ¢; ; hat

zwel Werte
0 i
51'7]‘ - .
1 1=7

Nun ist die Arbeit entlang eines infinitesimalen Vektors ds entlang der Bahnkurve
durch

dW = Fcos (¢) ds = F - ds (3.4.18)

oder in Integralform

Allgemeine Definition der Arbeit

52
W= [F-ds (3.4.19)
$1
3.4.4. Potentielle Energie
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 129]) (Siehe D. Meschede,

Gerthsen Physik | , Pp- 22])
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Die an einem System verrichtete Arbeit fithrt zu einer Anderung des
Energieinhaltes eines Systems. Diese gespeicherte Energie kann bei
Bedarf abgegeben werden. Sie heisst deshalb potentielle Energie.

Potentielle Energien existieren nur, wenn die Kréifte KONSERVATIV
sind.

o Eine KRAFT heisst KONSERVATIV, wenn die gesamte Arbeit ent-
lang einer geschlossenen Bahn null ist.

o Die Arbeit, die eine konservative KRAFT an einem Massenpunkt
verrichtet ist unabhangig vom Weg.

Versuch 24: @ Versuch zur Vorlesung:
Galileis Pendel (Versuchskarte M-150)

Wenn ein System mit Hilfe seiner potentiellen Energie Arbeit verrichtet, dann
nimmt seine POTENTIELLE ENERGIE ab.

W= / F.ds=—AE,, (3.4.20)
Anders gesagt,
dEp = —F - ds (3.4.21)
59
AEpot = Bpors = Epory = =W = — [ F-ds (3.4.22)
S1
Die Lageenergie eines Korpers in Niahe der Erdoberfliache ist (KRAFT F', = —mge,

dEyt = —F - ds = —(—mge,) - (dzve, + dye, + dze,) = mgdz (3.4.23)

oder

E,ot = Eporo +mgz (3.4.24)
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Auf die Frage nach der Definition der potentiellen Energie mit
E,ot = mgh zu antworten ist falsch. Diese Formel ist ein Spezialfall,
eine Anwendung der Gleichung

AEjpot — Epot,Q - Epot,l = — /F . dS,

ist die richtige Antwort.

Beispiel: Feder

Die Federkraft ist /' = —kxz. Deshalb ist die POTENTIELLE ENERGIE der Feder
x x x ]_
Epot = —/ F(&)ds = —/ —kEdE = k/ ¢d¢ = §k$2 (3.4.25)
0 0 0

Beispiel: Feder mit progressiver Kennlinie
Sei F'(z) = —k(z + 2?). Dann ist

T x k, 2
BEpor = —/O —k(E+&%)de = k/o £+ &%dE = 5952 (1 + 9”2) (3.4.26)

Federn mit progressiver Kennlinie sind in der Technik weit verbreitet. Schon Kut-
schen hatten Federn, die bei kleinen Auslenkungen weich und bei grossen hart
waren. Fahrzeuge heute haben oft auch solche Federn.

3.4.4.1. Gleichgewicht

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 147])

Die POTENTIELLE ENERGIE E,.(7), die Bahnkurve s(r) und die KRAFT F(r),
die iiber die Gleichung (3.4.21) miteinander verbunden sind, hingen alle vom Ort
ab. In einer Dimension ist klar, dass wenn

Epor(52) = — / F(s)ds (3.4.27)
S1
ist, dass dann auch
dE,;
F(s) = ——%= 3.4.28
(5) = — 2 (3.4.28)

sein muss. In drei Dimensionen kann man sich tiberlegen, dass die drei Kraftkom-
ponenten entlang der z-, der y- und der z-Achse die Bewegung in Richtung der
jeweiligen anderen Achsen nicht beeinflussen (orthogonale Vektoren). Wir hatten
bei der Behandlung des schiefen Wurfes gesehen, dass dies so war. Also scheint es
angebracht, dass die z-Komponente der KRAFT nur von der Ableitung der poten-
tiellen Energie nach x abhangt.
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Fy(z,y, 2) = —aaE;"t (3.4.29)
Fy(z,y,2) = —aggj"t (3.4.29b)
F.(x,y,2) = —agzot (3.4.29¢)

Die Schreibweise W meint, dass man bei der Berechnung der
Ableitung die Variablen y und z konstant setzt. Dies ist die partielle
Ableitung nach x

Die drei Operationen aus Gleichung (3.4.29) schreibt man kompakt als Gradien-
tenbildung

aE}oot aE1pot aE1pot
ox = Oy = Oz

F =—grad E,,, = — ( ) = —-VE,, (3.4.30)
V = eza% + eya% + ez% heisst Nabla-Operator und ist eine Kurzschreibweise
fir die Bildung der drei partiellen Ableitungen.

Bei einer Feder ist die POTENTIELLE ENERGIE E,, = %k::z:Q. Die KRAFT auf
das Federende ist gegeben durch F' = —ﬂi"t = —kx. Fir die Lage z = 0 ist
die KRAFT auf das Federende null: dies ist eine Ruhelage. Bei einer Auslenkung
aus der Ruhelage wirkt die KRAFT so, dass das Federende gegen die Ruhelage

beschleunigt wird (Minuszeichen in der KRAFT).

Versuch 25: @ Versuch zur Vorlesung:
Gleichgewichtsarten: Stabil, labil und indifferent (Versuchskarte M-
21)

Man unterscheidet die folgenden Gleichgewichte:

o Ein Teilchen befindet sich in einer Ruhelage, wenn die KRAFT auf das Teil-

chen null ist, wenn also die POTENTIELLE ENERGIE ein Extremum hat
dEpo
F=—=3
» Die Gleichgewichtslage heisst stabile Gleichgewichtslage, wenn die PO-
TENTIELLE ENERGIE ein Minimum hat (wie bei der Feder). Ein Minimum
2
liegt vor, wenn die zweite Ableitung % > 0 ist. Allgemeiner: Ein Mini-
mum liegt vor, wenn die erste nicht verschwindende Ordnung der Ableitungen

gerade ist und ihr Wert grosser null ist.

o Eine Gleichgewichtslage heisst labiles oder instabiles Gleichgewicht,
wenn die POTENTIELLE ENERGIE in der Gleichgewichtslage ein Maximum
hat. Dies ist aquivalent zu der Aussage, dass die zweite Ableitung % <0
ist. Allgemeiner: Ein Maximum liegt vor, wenn die erste nicht verschwinden-
de Ordnung der Ableitungen gerade ist und ihr Wert kleiner null ist.
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o Ein indifferentes Gleichgewicht liegt vor, wenn die erste Ableitung der
potentiellen Energie in der Umgebung der Gleichgewichtslage konstant gleich
null ist.

Beispiel: Kraft auf zwei Kondensatorplatten (Elektrostatische MEMS)
Ohne Beweis: Zwei Kondensatorplatten der Flache A im Abstand x geladen auf
die Spannung U ziehen sich mit

Ao
F = —eeoﬁU (3.4.31)

Die POTENTIELLE ENERGIE ist dann

T A
Epot (l‘) - —/—EEOEU%ZZE

71
= eeoAUZ/—de
S

[e.e]

A
= eey—U?
x

= —eeoéUQ (3.4.32)
i

x

Wenn wir nun eine Blattfeder mit der Aufhingung im Abstand xy montieren, so
hat diese die POTENTIELLE ENERGIE

1
Epot,Feder = 7]@‘(1' - -'170)2 (3433)

2
Zusammen ist die POTENTIELLE ENERGIE

1 A
Epot,gesamt = ik(gj - IO)z - GGOEUQ (3434)

20.0

X=05 ——
Xg=10 ——
X0=20 ——
15.0 - Xp=4.0

10.0

5.0

Epot gesamt

0.0 VA —

-5.0 [+
|
‘/

-10.0 1

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Abb. 3.21.: Elektrostatisch angezogene Blattfeder. Diese Funktion zeigt die ge-
speicherte Energie fir verschiedene xy = [0.5,1,2,3,4] gezeichnet
(von rot bis griin).
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Die KRAFT ist dann (Ableitung)

dBp A

F = i —k(z — 20) — eeOPU2 (3.4.35)

10.0

X=05 ——
Xg=1.0 ——

x
3

Xg=4.0

5.0

s
/

50 i —
| —
|
lf
/

-10.0 !

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Abb. 3.22.: Krifte berechnet fiir o = [0.5, 1,2, 3, 4] (von rot bis griin) und kon-
stante angelegte Spannung. Fiir die beiden kleinsten Werte existiert
keine Ruhelage.

Die Gleichgewichtslage wird mit F'(zg) = 0 berechnet. Uns interessiert die Ru-
helage als Funktion der angelegten Spannung U. Die Bestimmungsgleichung ist
von dritter Ordnung. Wenn x;, ein Schéitzwert ist, dann setzen wir g = xr; + Ax
ein und vernachlassigen alle Terme, in denen Ax mit einer hoheren als der ersten
Potenz vorkommt.

A
0= LL’%(J?R — LL’()) + EGQ*UZ

k
A
= 2% — 2o2% + EEQEUQ
A
= (zp + A)® — zo(xp + Ax)? + GEOEUQ
A
=28 + 30 Ax + ... — xoxt — 2201 AT — ...+ g U? (3.4.36)

k

Aufgelost ergibt sich die Rekursionsformel

3 2 Arr2
ry — xoxy + 6oL U

Ar = — 3.4.37
v 322 — 2xo1p ( )
Die erste Naherung erhalten wir, indem wir x; = xy setzen.
AT72
zU
Ag = — Ok (3.4.38)
20

also
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Arr2
zU
Tr = Ty — o k2 (3439)

Ty

1. Naherung: xp =2 ——
1. Néherung: xg =3 ——
N 1.Naherung: xg =4 —— |
] R 2. Naherung: xo =
T 2. Naherung: xg =

35 PN : 3. Naherung: xo =
S 3. Naherung: xg =3 -

2

3

2. Naherung: xg=4 -----

2 i
3

3. Naherung: xo = 4

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 3.23.: 1. Ndherungslosung (durchgezogene Linie), 2. Naherungslosung (ge-
strichelte Linie) und 3. Naherungslésung (punktierte Linie) fiir die
Gleichgewichtslage als Funktion der angelegten Spannung. Man be-
achte, dass die beiden Naherungslosungen nur fiir kleine Spannungs-
werte iibereinstimmen. Die Diskrepanz rithrt daher, dass dieses Sys-
tem eine eingebaute Instabilitat besitzt und eine analytische Nahe-
rungslosung in deren Néhe versagt.

3.4.5. Energieerhaltungssatz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 158]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , Pp. 25])

Bei einem rein mechanischen konservativen System muss die vom System geleistete
in die Anderung der kinetischen Energie gesteckt werden.

Wges = /F -ds = _AEpot = +AEk@n (3440)

Anders geschrieben

Afa‘pot + AEkin = A(fipot + Ekin) =0 (3441)

Das bedeutet, dass die mechanische Gesamtenergie

E = Eyot + Ejin = const (3.4.42)

fiir konservative Systeme konstant ist. Dies ist der Energieerhaltungssatz
der Mechanik.
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3.4.5.1. Harmonischer Oszillator

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN01, pp. 394])

Versuch 26: @ Versuch zur Vorlesung:
Harmonischer Oszillator : Schwingende Masse zwischen zwei Federn
auf LKB (Versuchskarte M-102)

Bei einem harmonischen Oszillator wird Energie zwischen zwei Reservoirs hin und
her verschoben, zwischen der kinetischen Energie und der potentiellen Energie.

Abb. 3.24.: Harmonischer Oszillator mit Feder-Masse-System, Federkonstante
k, Masse m.

POTENTIELLE ENERGIE

Epo (z) = %k‘xQ (3.4.43)
Kinetische Energie mit v ()
Epin (z) = %mfu2 (x) (3.4.44)
Gesamtenergie
Eiot = Eyin + Epot = % (ka:2 + mu? (:c)) = const (3.4.45)
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“Epoty Ekzn

\ Brot /

x

Abb. 3.25.: POTENTIELLE ENERGIE (rot) und KINETISCHE ENERGIE (Blau)
beim harmonischen Oszillator.

3.4.5.2. Mathematisches Schwerependel

Versuch 27: @ Versuch zur Vorlesung:
Fadenpendel: Amplitudenabhéngigkeit der Schwingungsdauer (Ver-
suchskarte M-77, Video (VPN oder intern))

In einem Potential E,.(2) gilt

E

p

1
ot(2) + §mv2(z) = E = const (3.4.46)

Die Geschwindigkeit ist also gegeben durch

(z) = \/ 21E = Epor(2)] (3.4.47)

m

Beispiel:
Im Schwerefeld ist E,,; = mgz. Wenn h die Referenzhohe ist, gilt

v(z) =1/29(h — 2) (3.4.48)
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mg

Abb. 3.26.: Hubarbeit beim Fadenpendel. Die Hohe ist h = L — L cos («).

Der Energieerhaltungssatz der Mechanik besagt, dass

1
E = En+ Ep = 5m2(h) + mgh (3.4.49)
Wenn h,,., die Hohe bei der maximalen Auslenkung ist, dann ist

1
MGRmaz = imUQ(h) + mgh (3.4.50)

Umgerechnet erhélt man

0(h) = /29 (hinas — h)
= \/29 (L (1 — cos (naz)) — L (1 — cos (a)))
= \/2gL (cos (@) — cos (Umaz)) (3.4.51)

3.4.5.3. Ebenes 2-dim. Pendel mit lin. Kraftgesetz
Ein zweidimensionales Pendel liegt vor, wenn die POTENTIELLE ENERGIE durch
1 2, .2
Bpor = 5k (2% +?) (3.4.52)
gegeben ist. Die KRAFT ist
x
F=-VE, =—k ( y ) (3.4.53)

Dieses Pendel zeigt Bewegungen, die in der z-Richtung und in der y-Richtung
harmonische Funktionen sind, aber eine Phase beinhalten konnen.

T cos (wt)

r(t) = ( sooos ot £5) ) (3.4.54)

Dies sind Lissajous-Figuren.
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Das Potential muss nicht rotationssymmetrisch sein. Wenn wir annehmen, dass
die x- und die y-Achse Hauptachsen sind, dann kann das Potential als

_ 1 2 2
Byt = 5 (kat® + kyy?) (3.4.55)
geschrieben werden. Die KRAFT ist
Fe—VEy,—— " (3.4.56)
_ == iy A.

Dieses Pendel zeigt Bewegungen, die in der z-Richtung und in der y-Richtung
harmonische Funktionen sind, aber wie vorher auch eine Phase beinhalten konnen.

xg cos (wyt)

r(t) = ( o cos (wyt + &) ) (3.4.57)

Diese Lissajous-Figuren beschreiben nur dann geschlossene Bahnen, wenn w, /w,
eine rationale Zahl ist.

3.4.6. Verallgemeinerter Energiesatz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 158])
Wenn nichtkonservative Kréfte, also Reibungskrafte, vorhanden sind, dann gilt fiir
die Arbeit, die in diese nichtkonservativen Kréfte geht:

—VVnk — AEpot + AEkzn == AE S 0 (3458)

Die nichtkonservativen Kréfte verringern also die mechanische Energie eines Sys-
tems.

3.4.7. Leistung

Die Leistung gibt an, wie schnell Energie (Arbeit) von einem System
auf ein zweites iibertragen wird.

dW =F -ds=F -vdt (3.4.59)
oder
dWw
P=—=F. 3.4.60
pn v ( )

Die Einheit der Leistung ist: 1W =1 g =1N- =

Beispiel:
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Ein Lastwagen der Masse m fahrt einen Berg der Steigung o mit der Geschwin-
digkeit v hoch. Was ist die minimal bendtigte Leistung?

Es gilt:

und damit

v, = vsin ()

P = mgv, = mgvsin («)

(3.4.61)

(3.4.62)

Wenn die Masse des Lastwagens m = 40000kg und seine Geschwindigkeit v =
10m/s £ 36 kTm ist, erhalten wir die Ergebnisse nach Tabelle 3.1.

Winkel | Steigung [%] | Leistung [kW]
0 0 0
/1000 0.314 12.3
/100 3.14 123
/50 6.3 246
/20 15.8 614

Tab. 3.1.: Geschwindigkeit und Leistung eines Lastwagens bei einer schiefen Ebe-
ne.

Umgekehrt, wenn P = 400 kW ist, ist die maximale Geschwindigkeit nach Tabelle

3.2.

Winkel | Steigung [%] | Geschwindigkeit [m/s] | Geschwindigkeit [km/h]
/1000 0.314 325 1170

7/100 3.14 32.45 116.82

/50 6.3 16.23 58.43

/20 15.8 6.52 23.47

/10 32.5 3.24 11.66

/4 100 1.30 4.68

Tab. 3.2.: Maximalgeschwindigkeit eines Lastwagens bei einer schiefen Ebene

Fiir einen Personenwagen mit m = 2000 kg und P = 100 kW sind die Resultate in
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Tabelle 3.3 aufgelistet.

Winkel | Steigung [%] | Geschwindigkeit [m/s] | Geschwindigkeit [km/h]
7/1000 0.314 1625 5850

7/100 3.14 162.3 584.3

7/50 6.3 81.2 292.3

/20 15.8 32.6 117.4

/10 32.5 16.2 58.32

/4 100 6.5 23.4

Tab. 3.3.: Maximalgeschwindigkeit eines Personenwagens auf einer schiefen Ebe-
ne.

3.5. Teilchensysteme und Impulserhaltung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 177])
3.5.1. Massenmittelpunkt
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 177])

Versuch 28: @ Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbestimmung bei einem starren Koérper (Ver-
suchskarte M-45, Video (VPN oder intern))

Auf einer Geraden ist der Ort des Massenmittelpunktes zg ist durch

MygesTs = M1T1 + Moo (3.5.1)
Dies ist der mit der Masse gewichtete Mittelwert der Position.
Allgemein fiir n Massen
rg = = (3.5.2)
2. m;
i=1
In drei Dimensionen bei n Teilchen
i mr;
rg ==k (3.5.3)
2 m
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Fiir kontinuierliche Massenverteilungen

Jrdm  [rp(r)dV
[dm —  [prdV

Methode zur Bestimmung des Massenmittelpunktes:

rg = (3.5.4)

Abb. 3.27.: Ein ebener Testkorper muss mindestens zweimal aufgehangt werden,
um den Massenmittelpunkt S zu finden. Bei einem nicht ebenen Kor-
per sind mindestens drei Punkte notig.

3.5.1.1. Bewegung des Massenmittelpunktes

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 182])
Wiederholung: Definition des Massenmittelpunktes.

MgesTs = (Z mi> rg = Zmiri (3.5.5)

i=1 i=1

Wir leiten ab und erhalten die Geschwindigkeit (die Masse soll konstant sein)

d n
mges% = MygesVs = Zmz Z (356)

Wir leiten ab und erhalten die Beschleunigung (die Masse soll konstant sein)

d n
mgesdits = Mges@s = Zmz Z (357>

Auf das i-te Massenstiick wirken interne Kréfte F'; ; und externe Kréfte F'; ,. Nach
Isaac Newton gilt

Z F,,+F,, (3.5.8)

J=Li#j

Die beiden letzten Gleichungen kombinieren
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Mges@s = Z [ Z Fz‘,j + Fiﬂ = Z Fi’j + ZFi,a (359)
i=1 | j=11#j i=1 j=1,i#j i=1

Fir die internen Kréfte gilt nach dem 3. Newtonschen Axiom

Also wird die Doppelsumme iiber die internen Kréfte gleich null.

Feo. = ZFi,a = Myges@gs (3511)

i=1
Ein System von Massen bewegt sich so, wie wenn die Summe aller dusseren Kréfte
am Massenmittelpunkt angreifen wiirde.

Versuch 29: @ Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbewegung: Stoss zweier Kugeln auf Glasfahr-
bahn (Versuchskarte M-139)

3.5.2. Impulserhaltung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 185])

Wir betrachten zwei Teilchen der Masse m;, die die Krafte F'; » und F'y; aufein-
ander austben.

2. NEWTONSCHES AXIOM:

dp,

Fiy = 7 (3.5.12a)
d
Fio= % (3.5.12b)
3. NEWTONSCHES AXIOM F'i 5 = —Fy;
d d d
0= P 4P _ d(py+py) (3.5.13)

dt dt dt

Daraus folgt:

Wenn keine dusseren Krafte wirken, gilt, dass p; + p, = const
ist, also dass der Gesamtimpuls erhalten wird. Die Formel lasst
sich zwanglos auf eine beliebige Anzahl Teilchen erweitern.

Pyes = Zmivi = MygesVs (3514)
=1

Nun ist nach dem 2. Newtonschen Axiom
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" d
Fges =Fey = ZFi,a = Poes (3515)
i=1 dt
Ohne 4ussere Krafte
n
Pyes = MgesVs = Y, M;v; = const (3.5.16)
=1

Gesetz der Impulserhaltung

3.5.3. Massenmittelpunkt als Bezugssystem

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 190])

Abb. 3.28.: Kollision zweier Lastwagen mit unterschiedlichen Massen und un-
terschiedlicher Geschwindigkeit dargestellt im Laborsystem.

Im Laborsystem sollen die Geschwindigkeiten v; und vy sein. Wenn vg = %
die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes ist, ist
Uy = v — Vg (3.5.17a)
Uy = Vg — Vg (3.5.17b)
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Abb. 3.29.: Kollision zweier Lastwagen mit unterschiedlichen Massen und un-
terschiedlicher Geschwindigkeit dargestellt im Massenmittelpunkts-
system.

Im Massenmittelpunktsystem haben beide Lastwagen den gleichen Impuls (der
Gesamtimpuls ist ja null). Also gilt dort

P1 = —P2 = MU = —1MaUy (3518)
Wenn wir einen elastischen Stoss annehmen, dann wird u; — v} = —u; und
us — uy = —uy. Die neuen Geschwindigkeiten sind dann:

/ /
V] = Uy + Vs = Vg — Up
2mivy 4 2meove — MU — Moty

=2vg — v =
S 1 mi + mso
_ v + mo(2vy — vy) (3.5.19a)
mi + ma B
Vh = Uy + v = vg — Uy
2myvy + 2mav — Myvp — Moty
= 2ug — vy =
mi + Mme
_ Mgty +my (201 — vy) (3.5.19b)

my + Mo

Setzen wir m; = 1000kg (Smart), ms = 3000 kg (z.B. Mercedes-Benz) und v; =
102 und vy = —10 % (eine Frontalkollision in der 30-er Zone). Dann erhalten wir
vy = —20 2 und vy = 0 2. Die gesamte KINETISCHE ENERGIE beider Autos wird
also in das leichtere der beiden tibertragen.

Setzen wir m; = 1000kg (Smart), my = 3000kg (z.B. Mercedes-Benz) und v, =
30 =108 und vy = 602 = 216 1%; (eine Auffahrkollision auf der Autobahn).

Dann erhalten wir v] = 752 = 2702 und v}, = 452 = 16252, eine ziemlich
unangenehme Situation fiir die Insassen des leichteren Autos.
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Versuch 30: @ Versuch zur Vorlesung:
Elastischer Stoss mit LKB und CASSY: Unterschiedliche Massen
(Versuchskarte M-205, modifiziert, Video (VPN oder intern))

3.5.4. Kinetische Energie eines Teilchensystems

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 194])

Wir betrachten ein System von n Teilchen, jedes mit der Masse m; und der Ge-
schwindigkeit v;. Die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit

Jede Geschwindigkeit wird im Massenmittelpunktssystem zu u; = v; — vg.

Die KINETISCHE ENERGIE des Teilchensystems ist

n n

B =Y gmilw)? =Y ;mi(vi 1) (3.5.20)

i=1 =1

Die Geschwindigkeiten im Massenmittelpunktssystem eingesetzt ergibt

i i i=1

Die letzte Summe ist der Impuls im Massenmittelpunktsystem, also null. Deshalb
ist die gesamte KINETISCHE ENERGIE

1
Ekzn - imgesvg‘ —I— Ek‘in,rel (3522)

wobei die KINETISCHE ENERGIE der Relativbewegung durch
1& 9
Ekin,rel - 5 Z m;u; (3523)
=0

gegeben ist.
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Die KINETISCHE ENERGIE eines Teilchensystems ldsst sich als Sum-
me von zwei kinetischen Energien schreiben, der kinetischen Ener-
gie %mgesvg der Massenmittelpunktsbewegung, wobei mg., die ge-
samte Masse ist, und der kinetischen Energie der Relativbewegung

Z m;u?, also der Bewegung w; der einzelnen Teilchen relativ zum

79

Massenmlttelpunkt

3.5.5. Stosse in einer Dimension
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 195])

Bei jedem Stoss gilt die Impulserhaltung Z MV e = % M;iVi g, WO-

bei v;, die Anfangsgeschwindigkeiten und v; . die Endgeschwmdlg—
keiten sind.

3.5.5.1. Elastische Stosse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN041, pp. 196])
Bei einem elastischen Stoss gilt zusatzlich die Energieerhaltung

"1 1
> ompv, =Y —myvs, (3.5.24)
e

Als Beispiel berechnen wir den elastischen Stoss zweier Massen auf einer Geraden
(eine Dimension)

M1 ,q + Moz, = M1V + Moo, (3.5.25a)
1 1 1 1
§mlvia + §m2v§7a = §mlvie + imgv;e (3.5.25b)

Wir erhalten aus der Energiebedingung

my(vf, —v7,) = ma(vs, — v3,) (3.5.26)

oder

mq (Ul,a — Ul,e)<vl,a + Ul,e) = mg(UQ,e — U27a)(1}27a + Ugye) (3527)

Die Impulsbedingung kann analog geschrieben werden

M1V — V1e) = Ma(V2e — V20) (3.5.28)
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Indem wir die Gleichung (3.5.27) durch die Gleichung (3.5.28) teilen ergibt sich

Ul Ve = Vag + Ve (3.5.29)

oder

— (V2,0 = V1,0) = + (V2 — V1) (3.5.30)

Dies bedeutet, dass die Relativgeschwindigkeit der beiden Korper wohl das Vor-
zeichen, nicht aber den Betrag andert.

3.5.5.2. Inelastische Stosse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 201])

Versuch 31: @ Versuch zur Vorlesung:
Inelastischer Stoss (Versuchskarte M-78)

Bei einem inelastischen Stoss wird ein Teil der kinetischen Energie der Stosspartner
in andere Energieformen umgewandelt. Meistens sind die anderen Energieformen
die Warmeenergie oder die Energie der plastischen Deformation. Denkbar
ist aber auch eine Umwandlung in magnetische oder elektrische Energie.

Wir nehmen nun einen vollstindig inelastischen Stoss an. Dann vereinen sich
die Stosspartner m; und msy zu einer Masse m; + msy, die sich mit der Schwer-
punktsgeschwindigkeit vg fortbewegt.

M1V + Mava e = (M1 + Ma)Us (3.5.31)

Bei jedem Stoss, auch beim inelastischen, gilt die Impulserhaltung

Impulserhaltung
Pla+ D2a = MUy e + Mol g = De = (My + Ma)ve (3.5.32)
oder
v = TWVLa T Mal2a _ (3.5.33)
mi + Mo
Energiebetrachtung

Vor dem Stoss ist

2 2
Pla | P2a
17 _'_ 27

- 2m1 27712

1
Erina = 3 (mlvia + mzvia) (3.5.34)

Nach dem Stoss
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1 P2
Erine = = (my +mg)v? = ——— 3.5.35
: g (mutm) 2(my + my) ( )
Vergleich
Ek:in,e _ pg _ pgmlmQ (3 5 36)
Ekina 92(my + my) ( Ao | Pa ) (m1 + mo) (map? , + mup3 )
Fir den Spezialfall, dass p, , = 0 ergibt sich
E in,e
kin, m (3.5.37)

Ekin,a B (ml + m?)

3.5.6. Stosse in drei Dimensionen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 203])

Bei elastischen Stossen von zwei Korpern der gleichen Masse im 2- oder 3-dimensionalen,
bei dem ein Korper zu Beginn in Ruhe war, gilt aus der Energieerhaltung:

1 1 1
5mvia = §mv§e + 5mv;e (3.5.38)

oder
Ui, =i+ 05, (3.5.39)

Dies ist aber die pythagoraische Gleichung, mit v , als Hypotenuse. Damit sind
v1,. und vy Katheten und stehen damit senkrecht aufeinander.

Immer dann wenn zwei Teilchen der gleichen Masse, von denen eines
am Anfang in Ruhe ist, elastisch stossen, ist der Winkel zwischen den
beiden Endgeschwindigkeiten /2.

Auch bei unterschiedlichen Massen ist jeder Stoss im Ruhesystem (vor dem Stoss)
eines der beiden beteiligten Teilchens in einer Ebene.
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85 3.5 Teilchensysteme und Impulserhaltung

Laborsystem W1~y Ruhesystem des 2. Teil-

chens vor dem Stoss

Abb. 3.30.: Stoss mit allgemeinen Geschwindigkeiten.

Im Ruhesystem des 2. Teilchens sind die Geschwindigkeitsvektoren aller Teilchen
(wy, w} und w)) in einer Ebene. Dies ist einsichtig, wenn man ein Koordinaten-
system so legt, dass die x-Achse parallel zu w; ist. In diesem Koordinatensystem
hat der Gesamtimpuls nur eine x-Komponenten (vor und nach dem Stoss). Das be-
deutet, dass die y- und z-Komponenten der impulse nach dem Stoss fiir die beiden
Teilchen gegengleich sein miissen. Dann sind die Projektionen von w’ und w, kol-
linear, also liegen w1, w) und w), in einer Ebene. Im urspriinglichen Laborsystem
gilt die Aussage nicht mehr!

Im Detail ausgefiihrt fiir zwei gleich schwere Teichen geht die Rechnung wie folgt:
Zur Betrachtung der Impulserhaltung legen wir das Koordinatensystem so, dass
die x-Achse sich entlang von v, , befindet. Die y-Achse soll in der durch v; . und
vy aufgespannten Ebene sich befinden. Dann ist die Impulskomponente in die
z-Richtung vorher und nachher null. Die Anfangs-Impulskomponente in die y-
Richtung ist null und bleibt nach dem Stoss null: da die Massen gleich sind gilt
auch

V2ey = —Vley = —Vey (3540)

In x-Richtung erhalten wir

Vl,a,x = Vlex + V2,e,a (3541)

Zusammen mit der Energieerhaltung gilt

Uimx = (Ul,e,x + U2,e,:r;)2 = (Ul,e,x + Ue,y)2 + (U2,e,x - Ue,y)Q (3542)

oder

2
21}176@1}276@ - Q(Ul,e,it - U2,e,$>ve,y + 2Ue,y (3543)
Wenn wir v, , als Parameter annehmen und berticksichtigen, dass vge, = V1,42 —
Ve ist, dann ist
2
Ul,e,x(vl,a,x - Ul,e,x) = (2?}176’1 — Ul,a,x)ve,y + Ue,y (3544)

und
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vie,x + Ul,e,x(QUe,y - vl,a,:p) + ve,y(”e,y - Ul,a,z) (3545)
sowie
Vi,a,0 — 2ve,y + \/(2Ue,y - Ul,a,ac)Q - 4ve,y(ve,y - Ul,a,w)
Viex = 9
1 1
= ivl,a,x - 2Ue,y + §U1,a,x (3546)
und analog
1 1
V26,0 = ivl,a@ + 2Ue,y F 5’017&7z (3547)

3.5.7. Kraftstoss
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [T\N01, pp. 206])

Versuch 32: @ Versuch zur Vorlesung:
Kraftstoss und Impuls : Stoss eines Gleiters gegen einen Kraftauf-
nehmer (Versuchskarte M-104)

Welche Kréfte wirken bei einem Stoss? Das 2. NEWTONSCHE AXIOM sagt, dass
F = Z—’t’ ist. Wir integrieren diese Gleichung tiber ein Zeitintervall von t; bis 5.

p(ts) — plt1) = / F(t)dt (3.5.48)

Wenn also eine KRAFT (die nicht konstant sein muss) iiber eine vorgegebene Zeit
wirkt, resultiert eine Impulsdnderung.

Mit einem Kraftstoss oder einem Impulsiibertrag kann die Wir-
kung einer sehr kurzzeitigen KRAFT beschrieben werden, ohne dass
genaue Details iiber den zeitlichen Verlauf der KRAFT bekannt sein
mussen.

Wirkung eines Kraftstosses

1
to —t

(F) = / F(t)dt (3.5.49)

3.5.8. Riickstossantriebe
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 210])
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U — Uqus

L,
Am

fU—FAv>

Abb. 3.31.: Geschwindigkeiten und Massen bei einer Rakete.

Versuch 33: @ Versuch zur Vorlesung:
Rakete (Versuchskarte M-147, Video (VPN oder intern))

Der Gesamtimpuls des Systems bleibt p oder dndert sich um F,,;At.

Zur Zeit t + At ist die Masse m um Am gedndert. Die neue Masse ist also
m(t + At) = m — Am. Wir wollen zum Schluss unserer Uberlegungen auf eine
Differentialgleichung kommen, die wir integrieren kénnen. Dabei nimmt die Masse
m ab. Wir erhalten eine vorzeichenrichtige Gleichung, wenn wir dm = —Am schrei-
ben. Da die Obergrenze m, < m, im spéateren Integral kleiner als die Untergrenze
my ist, erhalten wir wieder die urspriingliche Uberlegung.'

Pa =mv = pe = (M +dm)(v+ dv) + (—dm)(v — Ugyus)
=muv+dnv+mdv+dndv—dnv+ dm g,
~muv+mdv+ dm g, (3.5.50)

indem die quadratisch kleinen Summanden vernachlassigt werden.
Also bekommt man

AD = pe — Po = MAV + Ugus A = Fpy At (3.5.51)
oder
dv dm
— = —Ugys— + F., 3.5.52
Mg T Mgy T e (3:552)
Bei konstanter dusserer KRAFT ist mit der Brenndauer tg
Ve = U — Gt + Ugus In (m“> (3.5.53)
Me

! Achtung: Die Ausgangsgleichung im Tipler, Seite 210, ist falsch. Tipler verwendet |Am| um
sich die Vorzeichen nicht zu iiberlegen, und muss danach die unphysikalische Annahme machen,
dass |dm/dt| = —dm/dt ist.
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3.6. Drehbewegungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , Pp- 225])

do

Bezug

Abb. 3.32.: Definition eines Winkels und einer Winkelgeschwindigkeit.

3.6.1. Winkel, Winkelgeschwindigkeit und
Winkelbeschleunigung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , PP- 225])
Wir betrachten einen Kreisbogen der Lange s im Abstand r von der Drehachse.
Dann ist ds = vdt. Die dazugehorige Winkelanderung ist
d
a6 =2 (3.6.1)
r

ist unabhangig vom Abstand von der Drehachse.

| © ist der Drehwinkel

Einheiten: [0] = 1.

w = % — O ist die Winkelgeschwindigkeit

Einheiten: [w] = 1/s. Die Drehfrequenz hiangt mit der Winkelgeschwindigkeit iiber
w = 27 f zusammen.

o= ‘2—“; =w = (57(? — O ist die Winkelbeschleunigung.
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89 3.6 Drehbewegungen

Einheit: [a] = 1/s%.
Die Tangentialgeschwindigkeit ist eines Teilchens im Abstand r ist

ds rdO
= — = p— . .2
v= pn TW (3.6.2)
Die tangentiale Beschleunigung ist
dv dw
ay = E = TE =Trox (363)

Die Zentripetalbeschleunigung ist zum Mittelpunkt hin gerichtet und hat die Gros-
se

2
a, = v rw) = rw? (3.6.4)
r r

Analog zu den Gesetzen der linearen Bewegung haben wir

w=uwy+at (3.6.5a)
1

O = Oy + wot + §at2 (3.6.5b)

w? = Wi +2a(6 — 6)) (3.6.5¢)

3.6.2. Drehmoment und Tragheitsmoment

Welche Krafte konnen eine Scheibe zum Drehen bringen?
o Kréfte parallel zur Drehachse verursachen keine Drehung
o Krifte in radialer Richtung verursachen keine Drehung
o Kréafte in tangentialer Richtung drehen eine Scheibe

Wir teilen die Scheibe in n Teile. Auf das i-te Teilchen wirkt die KRAFT F'; mit
einem Hebelarm ¢; = r; sin ¢;, wobei ¢; der Winkel zwischen der KRAFT F'; und
dem Ortsvektor 7r; ist.

Das Drehmoment durch die KRAFT F'; ist also

wenn [, die Tangentialkomponente der KRAFT F'; ist.
2. NEWTONSCHES AXIOM

F,y = mya;; = myra (3.6.7)

Durch die Multiplikation dieser Gleichung mit r; erhilt man

T, = riF; = miria (3.6.8)
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Uber alle Teilchen summiert, bekommt man

T = zn:sz = Zn:lmir,?a = azn:mirf =al (3.6.9)
i= i= i=1
[=3 my? (3.6.10)
=1

ist das Tragheitsmoment. Es iibernimmt fiir die Drehbewegungen die
Funktion, die die Masse fiir Translationsbewegungen innehat.

Also

T =1Ia (3.6.11)

Die Werte der Triagheitsmomente finden sie im Tipler[TN04, S. 231].

Versuch 34: @ Versuch zur Vorlesung:
Messung der Triagheitsmomente von verschiedenen Korpern (Ver-
suchskarte M-38, Video (VPN oder intern))

Beispiel:

Fs

m

malt

Abb. 3.33.: Ein Korper der Masse m hangt an einer masselosen, nicht dehnbaren
Schnur an einer Seilscheibe mit dem Radius r. Fyg ist die Seilspan-
nung.

An der Scheibe gilt die Drehmomentgleichung

Fs-r=Ia (3.6.12)

Die Beschleunigung der Masse m ist
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mg — Fs = ma (3.6.13)
Das Seil impliziert die folgende Beziehung

a=ro (3.6.14)
Damit wird
FS T = [g
,
F 2
a=-3 (3.6.15)
I
Weiter erhélt man
F 2
mg — Fs =m ST
I
2
Fy (1 + W) =mg
I
Fy—— L (3.6.16)
= m 0.
ST T
Damit wird die Beschleunigung
mr (3.6.17)
a=—-7 6.
I +mr2?

Nun ist fir eine Vollscheibe I = %mgcheibJQ. Damit wird die Gleichung

2m
e — 3.6.18
Mgcheibe + 2mg ( )

3.6.3. Kinetische Energie der Drehbewegung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 234])
Wir betrachten ein rotierendes Objekt, das in n Teile geteilt sei. Bei einer infinite-

simalen Drehung um A©; der Masse m;, die sich im Abstand r; von der Drehachse
befinde, ist die Arbeit

Aufsummiert erhalt man

dW = Mdo (3.6.20)
Die Leistung dieser Arbeit ist
dw do
P=—=M—=M 6.21
dt at Y (3.6:21)
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Wir berechnen nun die Beschleunigungsarbeit fiir Drehungen, um zu einem Aus-
druck fiir die KINETISCHE ENERGIE der Rotationsbewegung zu erhalten.

m(riw;)? = 5 > myriw? (3.6.22)
— i=1

Die KINETISCHE ENERGIE der Rotationsbewegung ist

1
Ek‘m,rot - Erot - 5[&)2

3.6.4. Berechnung der Tragheitsmomente

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 237])
In Gleichung (3.6.10) wird die Summe durch ein Integral ersetzt.

[= / r2dm (3.6.23)

Beispiel:

€

&V

s

Abb. 3.34.: Triagheitsmoment eines Kreisringes des Radius R der um die z-Achse
rotiert.

I= /T2dm = RQ/dm = Myges R? (3.6.24)

Die Einheit des Trigheitsmomentes ist [/] = kgm?

Beispiel:
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93 3.6 Drehbewegungen

Trégheitsmoment I, eines Stabes entlang der z-Achse, Lange ¢, der um die y-Achse
rotiert und dessen gesamte Masse auf der x-Achse konzentriert ist.
Massenelement dm = Trdx

f me3  mil?

¢
m
I, = /x2dm = — /x2dx =—=— (3.6.25)
/ ell / 3¢ 3

Beispiel:
Tragheitsmoment einer homogenen Scheibe, Radius R.

Die auf einem Kreisring mit dem Radius 7 befindliche Masse ist dm = =4=2mrdr
mit A = 7 R?

R R
— 2 _ 2 Mges o 2TTMges 3
—/rdm—/r JZQWTdT_Tf;/TdT
0 0
2Mpes B 1
- ”;g o= 3l (3.6.26)

Das Resultat fiir den Vollzylinder, der um seine Symmetrieachse rotiert, ist das
gleiche.

Wenn ich einen Kérper bilden kann, indem ich eine Grundform, von der /; bekannt
ist, nehme und eine zweite Form, von der I, bekannt ist, subtrahiere (z.B. Hohlzy-
linder als Differenz zweier Zylinder), dann ist das resultierende Tragheitsmoment

[=1—1 (3.6.27)

Wenn das Tragheitsmoment Ig eines Korpers um eine bestimmte, durch den
Massenmittelpunkt gehende Drehachse bekannt ist, wenn aber der Korper um
eine zu dieser Drehachse parallele Achse rotiert, kann das neue Triagheitsmoment
mit dem Satz von Steiner ausgerechnet werden.

=I5+ myesh® (3.6.28)

wenn h der Abstand der beiden Drehachsen ist.
Beweis mit der kinetischen Energie.

1
Ekin,rot = §ISW2 (3629)

Wir verschieben die Drehachse um h, dann ist die Geschwindigkeit des Massen-
mittelpunktes beziiglich der Drehachse vy, = hw. Die KINETISCHE ENERGIE des
Massenmittelpunktes ist

§mgesv§ = §mgesw2h2 (3.6.30)
Die gesamte KINETISCHE ENERGIE ist
1 1 1 1
Biin = 510* = gmgeh®o® + 5 Isw® = 3 (mgesh? + Is ) w? (3.6.31)

Ein Vergleich der Klammer mit [ liefert das gewiinschte Ergebnis.
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Bei flachen Korpern, das heisst bei Korpern, bei denen die Dicke oder die z-
Ausdehnung verschwindend gegen die Ausdehnung in die x- und die y-Richtung
ist, gilt

L=1I+1I, (3.6.32)

Da der Korper flach ist, ist sein Tragheitsmoment fiir Drehungen um die x-Achse
oder um die y-Achse nur von den Massenelementen und den Absténden in die y-
oder die x-Richtung abhingig. Der Term 7? wird also zu z? oder zu y2. Damit
ist I, = [y*dm und I, = [ 2*dm. Beztiglich der z-Achse miissen wir den Abstand
quadrieren, um das Triagheitsmoment zu berechnen. Der Abstand héngt von x und
y, aber nicht von z ab.

I, = /r2dm = /(x2 +y?)dm = /x2dm + /dem =1,+1, (3.6.33)

Korper Parameter Masse Massentragheitsmoment
Punktmasse Abstand  von m Ly = ma®

Achse a, Masse

m
Kugel Radius r, Masse m Ic = 2mr?

m
Vollzylinder Radius r, Liange m tmr?
entlang  Zylin- | a, Masse m
derachse
Hohlzylinder Radius aussen | m = wph (r? —r?) I, = sm (r2 +r?)
entlang  Zylin- | r,, innen 1y,
derachse Hohe h, Dichte

p
Quader, Rotati- | Seiten a, b, c, m = pabc Ig.= 15 (a® +1?)
on parallel zu ¢ | Dichte p
Elektronen im | 1/e-Radius o, m = 3/ zporg Ig = mr%
s1-Zustand Dichte p(r) =

2
Po €Xp (— (;) )

Tab. 3.4.: Massentriagheitsmomente einiger Koérper fiir Achsen durch den Mas-
senmittelpunkt (ausser der Punktmasse)

3.6.5. Drehimpuls und Drehimpulserhaltung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , Pp. 242])
Analog zum linearen Impuls, der durch F = %’ gegeben ist, hat ein Teilchen, das
sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius r bewegt einen Drehimpuls, der mit
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seinem lineare Impuls mv wie folgt zusammenhéangt:

L =mvr =m(rw)r = mriw = lw (3.6.34)

Fiir allgemeine Bewegungen ist

L=mvr; =mv,r=muvrsin(0) (3.6.35)

wobei r; der senkrechte Abstand zur Drehachse ist. Wenn ein Teilchen parallel zur
x-Achse in der zy-Ebene am Nullpunkt entlang fliegt, dann kann man die z-Achse
als Drehachse betrachten und das Teilchen hat einen konstanten Drehimpuls!

Sind mehrere Teilchen m; mit dem jeweiligen Drehimpuls L; = mir?w, dann ist
der gesamte Drehimpuls

L= L= mriw=w) mr; = lw (3.6.36)

=1 =1 1=1

Der Drehimpuls eines rotierenden Korpers ist

L=1Iw (3.6.37)

Die Einheit des Drehimpulses ist [L] = kgm?/s

Analog zum zweiten Newtonschen Axiom kann fiir die Beziehung zwischen dem
Drehimpuls L und dem Drehmoment T' geschrieben werden

_dL d(lw)
dt dt

T (3.6.38)

Bei einem starren Kérper (und nur da) ist / = const und wir konnen schreiben

d(I d
Uw) _pdw _ (3.6.39)

T = =
dt dt

Wenn kein dusseres Drehmoment auf einen Korper wirkt, ist

_dL

T=0=—
dt

(3.6.40)

also der Drehimpuls konstant.
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Drehimpulserhaltung

Wenn das resultierende aussere Drehmoment null ist, dann bleibt der
Gesamtdrehimpuls eines Systems konstant.

Weiter gilt

Das Drehmoment beziiglich des Massenmittelpunktes und die An-
derung des Drehimpulses sind tiber

dL

Te —
ST dt

(3.6.41)

miteinander verkniipft.

Beispiel:

Bei Ténzern oder Eiskunstlauferinnen ist das Drehmoment durch die Fiisse (Kufen)
sehr gering.Deshalb ist der Drehimpuls in guter Ndherung erhalten. Wenn die Arme
an den Korper gezogen werden, verringert sich I, die Winkelgeschwindigkeit muss
entsprechend zunehmen. In diesem Falle gilt {ibrigens 7" = [« nicht; vielmehr ist

_ dI
T—dtw.

Die KINETISCHE ENERGIE der Rotation wurde als Ejiyrot = %[ w? geschrieben.
Diese Gleichung kann umgeformt werden, so dass die KINETISCHE ENERGIE als
Funktion des Drehimpulses gegeben ist.

(w)* L?
o 21

1
Ekin,rot = 5[&12 = (3642)

3.6.6. Rollende Korper

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 249])
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V)

Abb. 3.35.: Rollen eines Rades ohne zu gleiten.

Wenn ein Rad um den Winkel ¢ abrollt, legt die Drehachse (der Massenmittel-
punkt) den Weg

s = Ry (3.6.43)
zuriick. Der Massenmittelpunkt hat die Geschwindigkeit

vs=— = R— = Ruw (3.6.44)

Die Bedingung vy, = Rw heisst Rollbedingung. Durch Ableiten dieser Gleichung
erhélt man eine dquivalente Bedingung fiir die Beschleunigungen

as = Ra (3.6.45)

Beispiel:
Eine Kugel hat das Tragheitsmoment Ig = %mRQ. Die KINETISCHE ENERGIE der
rollenden Kugel kann auf zwei Arten berechnet werden:

1. Die Kinetische Energie ist die Summe der translatorischen kinetischen Ener-
gie und der Rotationsenergie um die Drehachse durch die Mitte des Rades

2
1 1 1 1(2
Ehin = 3m* + 3Isw? = 3muv® 4 3 (ng2> (%) =
1 2

1 241 _
5mv —|—5mv = {gmv

2. Die momentane Drehachse ist die Auflagelinie die um den Abstand R von der
Drehachse durch den Massenmittelpunkt entfernt ist. Das Tragheitsmoment
um diese Drehachse ist Iy, = I +mR?. Die KINETISCHE ENERGIE ist dann

Epin = 5Iuw® = § (Is + mR?) (%)2 =
s (3) + m2 (3)" = 4 (3m?) () + bmo? = Fyme?

Beispiel:

Wie weit muss man in einem Billardspiel die Kugel oberhalb des Mittelpunktes
treffen, damit sie rollt. Die Distanz der Drehachse oberhalb des Mittelpunktes sei
x. Die Rollbedingung sagt: ' = ma = mRa. Die Drehmomentbedingung gibt
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T = Fr = la. Teilt man die beiden Gleichungen durcheinander, dann bekommt
man z = I/(mR). Mit dem Trigheitsmoment einer Kugel Is = 2mR? bekommt
man: r = %R.

Abb. 3.36.: Kugel mit dem Radius R, die eine schiefe Ebene hinunter rollt.

Versuch 35: @ Versuch zur Vorlesung:
Tragheitsmoment: Voll- und Hohlzylinder auf schriager Ebene (Ver-
suchskarte M-52, Video (VPN oder intern))

Drehimpuls

Lg = Isw (3.6.46)
Drehmoment hervorgerufen durch die Reibungskraft

dLg
A
dt o

dw

T=FyR= i
LR dt

(3.6.47)

Fp ist die Reibungskraft: wir brauchen Sie, um die Aufteilung in Drehmoment
und lineare Beschleunigung zu berechnen. Sie muss vorhanden sein, tritt aber
im Schlussresultat nicht auf. Die obige Gleichung kann auch als FrR = Is«
geschrieben werden. Auf den Massenmittelpunkt wirkt die Beschleunigungskraft
mgsin (©) — Fr = mag. Nun ist a;/R = . Wir erhalten

as
FrR=1s—
R S R
Is
FR = ECLS (3648)

Eingesetzt in die Beschleunigungsgleichung erhalten wir
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1
mgsin (©) — R—ias = mag
mgsin (©)
m + R2

Ohne Rotation ware die Beschleunigung a = g¢sin (©). Das Abrollen von einer
Schiefen Ebene ist langsamer als das abgleiten. Die Bedingung ist, dass

_ Ismgsin(©)  Ismygsin (©)

Fn =
TR my Ly mR? + I

< pgmg cos (O) (3.6.50)
ist?. Tabelle 3.5 gibt eine Ubersicht iiber die Beschleunigungen verschiedener Kor-
per. Man kann so zum Beispiel herausfinden, ob ein Zylinder eine hohle Stahlréhre
oder ein Aluminiumvollprofil ist, wenn der Aussendurchmesser und das Gewicht
gegeben sind. Weiter kann man mit dem abrollen den Haftreibungskoeffizienten
bestimmen. Man erhoht die Steigung so, dass der Zylinder oder sonstige Kor-
per ins gleiten kommt. Fiir einen Zylinder wird die Bedingung Fr < ugFy =
ppmg cos () zu Fr = gmgsin (©) < pugmg cos () oder

tan (©) < 3uy

Korper Tragheitsmoment | Beschleunigung
Gleitende Masse - ag = gsin (O)
Kugel Ix,s = 2mR? as = 2gsin (O)
Zylinder Izs = mR? as = 2gsin (©)
Diinner Hohlzylinder | Iyzs = mR? as = 3gsin (©)

Tab. 3.5.: Beschleunigung auf einer schiefen Ebene mit dem Winkel ©.

Dieser Grenzwinkel heisst auch der Haftreibungswinkel. Er ist identisch mit dem
Boschungswinkel bei Schiittgiitern (siehe Tabelle 3.6).

Material Boschungswinkel | Haftreibungskoeffizient
Getreide 31° 0.12
trockener Sand 349 0.13
Kohle 35° 0.14
Gips 459 0.2

Tab. 3.6.: Boschungswinkel und Haftreibungskoeffizient unter der Annahme, dass
die Teilchen kugelférmig sind tan (©) < 5uy,

Energiebetrachtung fiir einen rollenden Zylinder:

1 1
Ekm + Ekm,rot = *mU2 + 515‘&) = mgh = Epot (3652)

2

2Der Satz von Steiner ldsst griissen.
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Mit der Rollbedingung

1, 1
5™ + ilsﬁ = mgh
2mgh
2
= 3.6.53
V= T ( )
Bei einem Zylinder Is = 3mR? ist das Resultat
2magh 4
2= TMIT__ Zop (3.6.54)

! S m+m/2 3

3.6.7. Vektorcharakter von Drehgrossen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , Pp- 256])

Wenn man einen rotierenden Korper betrachtet, dann soll der Dau-
men der rechten Hand parallel zur Drehachse sein. Die die Finger
der rechten Hand zeigen in die Drehrichtung. Dann legt der Daumen
die Richtung des Vektors w fest.

Bei einer Schraube mit Rechtsgewinde zeigt der Daumen in die Vorschubrichtung.
Das Drehmoment hangt vom Winkel ¢ zwischen der Verbindungslinie r zwischen
der Drehachse und dem Angriffspunkt der KRAFT F'. Ist der Winkel 7/2, ist das
Drehmoment maximal. Bei einem Winkel 0, wenn die KRAFT und die Verbindungs-
linie parallel sind, ist das Drehmoment null. Die dazugehoérige Vektoroperation ist
das Vektorprodukt

T=rxF (3.6.55)

Das Vektorprodukt oder das Kreuzprodukt ist durch A x B = (ABsin(¢))n
gegeben, wobei n der Normalenvektor auf der von A und B aufgespannten Ebene
ist.

Einige Eigenschaften:

¢« AXA=0

A x B = —B x A (Das Kreuzprodukt ist antikommutativ!)

Ax(B+C)=AxB+AxC

« 4(Ax B)=Ax%+% B (Achtung: Die Reihenfolge darf nicht verindert
werden).

s e, xXe, =e, e xe, =¢e; und e, X e, = e, fir die Einheitsvektoren des
kartesischen Koordinatensystems.

e e xe=0firi=ux,y,z
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101 3.6 Drehbewegungen

e Das Kreuzprodukt in Komponentenschreibweise ist

AxB=(A,e, + Aje, + Ace.) x (B,e, + Bye, + B.e.)
=A,B,e, x e, + A, Bye, x e, + A, B.e, x e,
A,B,e, x e, + A,Bye, x e, + A B.e, X e+
A.B,e, x e, + A,Bye, x e, + A,B.e, x e,+
=0+ A,Bye, + A, B.(—e,)+
AyB,(—e,)+0+ A A e+
A.B,e,+ A,B,(—e;)+0
=(A,B, — A.B))e,+
(A.B, — A,B.)e,+
(A, B, — AyB,)e, (3.6.56)

Das Ergebnis kann formal mit der Determinante

e, e, e, A, B, e,
AxB=|A, A, A, |=|A4, B, e, (3.6.57)
BCIS By Bz Az BZ eZ

e Wenn A und B in der xy-Ebene liegen, ist das Resultat des Kreuzproduktes
parallel zur z-Achse. A x B = (A, B, — A,B,)e.

e 1 X (7‘2 X 7“3) = (Tl . 7’3) To — (Tl . 7'2) T3
Drehimpuls

L=rxp (3.6.58)

Ausgeschrieben fiir den Fall dass p und 7 in der zy-Ebene liegen

L=rxp=rxmv=(rmvsint/2)e, = rmve, = mriwe, (3.6.59)

Der Drehimpuls liegt parallel zur Drehachse, so dass wir auch
L=mrw=Iw (3.6.60)

haben.
Wenn F' die resultierende &ussere KRAFT ist, dann ist einerseits nach dem 2.
Newtonschen Axiom

d
T=rxF=rx2 (3.6.61)
dt
und andererseits
dL d dr dp
-~ _ = [ = — .6.62
o dt(rxp) (dtxp>+<rxdt> (3.6.62)
Der erste Term ist null, da % Xp=vXmv =70 ist.

Also ist
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dL dp

T.. = % ist das resultierende dussere Drehmoment, das gleich der

zeitlichen Anderung des Drehimpulses ist.

Die Einheit des Drehmomentes ist [T] = m*kg/s*> = Nm

3.6.7.1. Beispiel: Auswuchten von Reifen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 262])
Es gibt zwei Arten, wie Reifen ausgewuchtet werden kénnen:

1. Statisches Ungleichgewicht oder statische Unwucht liegt vor, wenn die Dreh-
achse des Rades nicht seiner Symmetrieachse entspricht. Dann wird eine
Zentripetalkraft benotigt, um das Rad auf seiner Position zu halten. Diese
Unwucht kann kompensiert werden, indem man versucht, das rad in eine
indifferente Gleichgewichtslage zu bringen.

2. Dynamisches Ungleichgewicht oder dynamische Unwucht. Der Drehimpuls-
vektor ist nur bei freien Drehachsen parallel zum Vektor der Winkelgeschwin-
digkeit. Wenn der Drehimpulsvektor parallel zur Drehachse gemacht wird,
spricht man von dynamischem Auswuchten. Das dynamische Ungleichge-
wicht dussert sich in einem Taumeln der Rader.

Ein Rad kann dynamisch im Gleichgewicht sein und statisch nicht, oder umgekehrt.

3.6.8. Drehungen um beliebige Achsen: Tragheitstensor

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp- 77]) (Siehe F. Kneubtihl, Repe-
titorium der Physik | , pp. 116])

Wir haben bei der Gleichung (3.6.35)gesehen, dass L = Iw ist. Wenn wir den Vek-
torcharakter der Drehungen berticksichtigen, dann beobachtet man, dass L und w
nicht mehr parallel sind. In einem am rotierenden Korper befestigten Koordina-
tensystem kann der Zusammenhang mit Hilfe des Tragheitstensors geschrieben
werden. Wir bemerken, dass

v=wXr (3.6.64)

Fiir jedes Volumenelement dm gilt dL = (r x v) dm. Also ist auch®

3Es gilt: 71 X (rg x 73) = (r1 - 73) T — (71 - 72) 73 (Beweis z.B. indem man die Komponenten
einsetzt und ausrechnet).
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103 3.6 Drehbewegungen

L:/(rxv)dm:/(rx (wxr))dm:w/(T)Qdm—/r(r-w)dm
(3.6.65)

So gilt fiir die x-Komponente

L, = w, /((fr2 — ri) dm — wy/rxrydm — W, /rzrzdm

— wx/ (7’5 + 7"3) dm — Wy/rwrydm — Wy / o1 .dm (3.6.66)

und zyklisch permutiert fiir die anderen Koordinaten x — y — z — .
Die Gleichung (3.6.66) kann wie folgt interpretiert werden:

Wiirde w entlang der x-Achse liegen, also nur die x-Komponente von null verschie-
den sein, dann ist das erste Integral die schon bekannte Definition des Tragheits-
momentes. Die beiden anderen Momente, auch Deviationsmomente genannt, sind
nur dann von Null verschieden, wenn w nicht parallel zur x-Achse liegt. Analoges
gilt auch fiir die y- und die z-Achse.

Gleichung (3.6.65) kann in Matrixschreibweise als

Lx I:L':E Ixy Ixz wl’
L=|1, |=| 1w 1, L. || w, | =lw (3.6.67)
L. L. L, L. )\ w.
wobei
- / (2 +72) dm (3.6.682)
I, = / (=rgr,) dm (3.6.68b)

ist. Jeder Tensor, also auch |, kann durch die Rotation des Koordinatensystems so
transformiert werden, dass nur die Komponenten auf der Hauptdiagonalen von null
verschieden sind. Wenn wir die drei Komponenten als I; > I, > I3 (Hauptachsen)
schreiben, kann die Stabilitat von Drehungen betrachtet werden. Wir nehmen an,
dass eine Drehachse sich in der Néhe einer der Hauptachsen befinde. Dann sind
Drehungen um die 1-Achse und um die 3-Achse stabil und um die 2-Achse labil.

Wir definieren ein Tragheitsellipsoid, ein Ersatzkorper, der sich beziiglich Rotatio-
nen gleich wie der entsprechende allgemein geformte Ursprungskoérper verhélt.

. o
I i I 1
u=|w |=| % (3.6.69)

Die Linge der einzelnen Halbachsen i ist 1/+/I;.
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Kreisel Haupttriagheits- Tragheitsellipsoid
momente

Kugel, Wiirfel, Tetra- | [, = I, = I3 Kugel

eder

axialsymmetrisch, tel- | Iy > Io = I3 Rotationsellipsoid, tel-

lerformig lerformig

axialsymmetrisch, L=1,>1; Rotationsellipsoid,

spindelférmig spindelférmig

niedrigsymmetrisch L >1 > 15 allgemeines Ellipsoid

3.6.9. Kreiselbewegung

Ein Kreisel ist ein an einem Punkt auf der Drehachse unterstiitzter rotierender
Korper. Dadurch, dass die Drehachse an einem Punkt fixiert ist, hat sie in zwei
Richtungen, Azimut und Elevation, Bewegungsfreiheit. Die Bewegungen des Krei-
sels konnen in zwei Kategorien aufgeteilt werden, kréftefreie Bewegung (Nutation)
und Bewegung unter dusseren Kraften (Prazession).

3.6.9.1. Prazession (Momentenbehaftet)
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp- 89])

dé |

D W\U mlgz(t) ’

Abb. 3.37.: Kreisel mit Prazession.

Versuch 36: @ Versuch zur Vorlesung:
Grosser Kreisel: Prézession (Versuchskarte M-30, Video (VPN oder
intern))

Auf diesen Kreisel wirkt die Gravitation an der Stelle des Rades. Die KRAFT myg,
die im Abstand D vom Drehpunkt wirkt, bewirkt ein Drehmoment 7" = mgD, das
nach hinten gerichtet ist. Nun ist dL = T'dt, also muss dL parallel zu T liegen. Dies
ist nur moglich, wenn der Drehimpuls des Rades L = [w, der in der horizontalen
liegt, sich nach hinten dreht. Der Drehimpuls kann auch differenziell geschrieben
werden, indem man die Geometrie in der obigen Zeichnung verwendet: dL/L = d¢
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105 3.7 Statische Gleichgewichte von starren Korpern

dL  mgD
dp = — = ——dt 6.
¢ L L (36.70)

Der Winkel ¢ beschreibt die Winkelprazession.

do  mgD
3.6.9.2. Nutation (momentenfrei)
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , bp- 88])

Versuch 37: @ Versuch zur Vorlesung:
Grosser Kreisel: Nutation (Versuchskarte M-30, Video (VPN oder
intern))

Wenn bei einem momentenfreien Kreisel die momentane Drehachse und die Haupt-
tragheitsachsen nicht parallel sind, rotiert die Drehachse um die Haupttragheits-
achse. Diese Bewegung sieht bei einem einseitig unterstiitzen momentenfreien Krei-
sel wie ein Nicken (Nutation) aus.

3.7. Statische Gleichgewichte von starren Korpern

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 279])

Starre Korper sind im Gleichgewicht, wenn

ZFe:Utern =0 (371)

und wenn

Z Te;z:te'rn =0 (372)

3.7.1. Massenmittelpunkt

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 281])

Das Drehmoment auf einen Korper kann wie folgt behandelt werden:

Auf jedes Massenelement wirkt die KRAFT F'; = m;g. Wir vereinfachen das Pro-
blem und betrachten eine Massenverteilung entlang der x-Achse. Wenn der Dreh-
punkt xy wire, dann wére das resultierende Drehmoment

n

T(zo) =Y Fi(z; — o) = imig(xi — Zp) (3.7.3)

1=1

Wir suchen zg so, dass T'(xy) = 0 ist. Dann gilt
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0= Zmig(xi —z9) & Zmigxl- = Zmigxo = meixi = gxo Zmi (3.7.4)
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Damit haben wir die Definition des Massenmittelpunktes aufgeschrieben.

In einem homogenen Kraftfeld ist der Massenmittelpunkt (iiber das
Drehmoment definiert) identisch mit dem Schwerpunkt.

In drei Dimensionen lautet die entsprechende Gleichung:
T(rs)=>_ mig x (r; —rs) (3.7.5)
i=1

Daraus folgt mit einer analogen Uberlegung, dass

TSy M=y mr; (3.7.6)
i=1 i=1
Als Integral geschrieben
d
rem = /’rdm = rg= ffrd;: (3.7.7)
3.7.1.1. Beispiele fiir statisches Gleichgewicht
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 283])
Abb. 3.38.: Krifte an einem Arm.
Es gilt
300
F,-(34cm)=mg-(30cm) & F,, = 3L M9 = 88myg (3.7.8)
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107 3.7 Statische Gleichgewichte von starren Korpern

Fiir eine Masse von 10 kg ergibt sich also Fj; ~ 8.8 kN.

Abb. 3.39.: Krafte bei einer Leiter.

Da die Leiter sich nicht bewegt, miissen die Kréfte in horizontaler Richtung und
die Kréafte in vertikaler Richtung sich aufheben.

FN = FG (379&)
Fy=F (3.7.9b)
Die Verkniipfung der horizontalen und vertikalen Krafte wird durch die Bedingung,
dass die Leiter sich nicht dreht, bewirkt. Wir sind frei in der Wahl des Drehpunktes

und wahlen den Fusspunkt als Drehpunkt. Dann sind die Hebelarme von Fy und
Fy null, diese Kréfte miissen also nicht betrachtet werden.

F,-ls=F -h (3.7.10)

Die Leiter steht dann fest, wenn Fy < puyFly ist. Diese Gleichung kann auch als

0
Fgf < unFa (3.7.11)

ist. Der Haftreibungskoeffizient muss also mindestens

ls ¢
> — = — = coth 712
T coth © (3.7.12)
sein (O ist der Neigungswinkel).
3.7.2. Kraftepaare
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 287])

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 107



Dynamik, die Newtonschen Axiome 108

Versuch 38: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehmoment: Kraftepaar an einem starren Kérper (Versuchskarte
M-11, Video (VPN oder intern))

Abb. 3.40.: Definition eines Kréiftepaares.

Ein Kraftepaar besteht aus einer KRAFT F' am Punkte j und einer Kraft —F am
Punkte i. Ein Kraftepaar bewirkt ein DREHMOMENT T' = r;; X F. F und —F
dirfen beliebig entlang der Geraden g; und g; verschoben werden. Dabei ist

T= F x (r;,—79)+ (—F) x (r; — 70) (3.7.13a)
= Fx(ri—ry—(r; —10)) (3.7.13b)
= Fx(ri—rj))=Fxr (3.7.13¢)

Das Kraftepaar entspricht einem reinen Drehmoment! Die Grosse
des Drehmomentes ist fiir jeden Raumpunkt r( gleich.

Zwei Kraftepaare heissen dquivalent wenn sie das gleiche DREHMOMENT bewirken.

_ o !
T—'I”Z‘jXF—'f’inF

Anwendung von Kraftepaaren: Beim Schneiden eines Gewindes sollte man das
Werkzeug nur mit zwei Fingern drehen. Man erzeugt so ein Kréftepaar und ein
reines DREHMOMENT. Damit verhindert man ein Ausbrechen des Werkzeuges.

3.7.2.1. Dyname

Definition: DYNAME = KRAFT F' am Punkt « + DREHMOMENT T
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109 3.7 Statische Gleichgewichte von starren Korpern

Abb. 3.41.: FEine an einem beliebigen Ort angreifende KRAFT kann durch die
Addition der KRAFT «0» am Massenmittelpunkt S in eine dort an-
greifende KRAFT und ein reines Drehmoment iibergefiithrt werden.

Wie wirkt eine KRAFT F' am Punkte ¢7 Wir bemerken, dass Krafte am Schwer-
punkt eine reine Translation bewirken. Das Rezept ist:

e Zeichne in S die Kréfte F und -F' ein. Dies dndert nichts an der Physik, da
bei gleichem Angriffspunkt gilt

F+(-F)=0

o Wir interpretieren nun die Konstruktion mit drei Kraften neu.

— Es gibt eine KRAFT F' in S, die eine reine Translation bewirkt (KRAFT
auf Massenmittelpunkt)

— Es gibt ein Kréftepaar mit T' = rg; X F', das als reines DREHMOMENT
eine Drehung um S mit einer Achse parallel zu T bewirkt.

Die Wirkung einer beliebigen KRAFT mit beliebigem Angriffspunkt
auf einen starren Korper entspricht einer KRAFT im Massenmittel-
punkt S sowie einem Kréftepaar, d.h. einer Dyname.

Bemerkung:

Wenn aus anderen Griinden ein Punkt 0 fixiert ist, dann muss man in der obigen
Argumentation einfach S durch 0 ersetzen.

Wenn viele Krafte angreifen, gilt

F =) F (3.7.14a)

Das heisst, wir konnen den Impuls- und den DREHIMPULSSATZ anwenden.
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3.7.3. Stabilitat des Gleichgewichts

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 289])

Fiir die Stabilitat des Gleichgewichts gelten die gleichen Regeln wie fiir die Minima
der potentiellen Energie. Wenn die Auslenkung eines Korpers aus seiner Ruhelage
eine KRAFT oder ein Drehmoment bewirkt, das diesen in die Ruhelage zuriick
treibt, spricht man von einem stabilen Gleichgewicht. Im entgegengesetzten Fall
handelt es sich um ein labiles Gleichgewicht. Eine Kugel auf einer horizontalen
Unterlage befindet sich in einem indifferenten Gleichgewicht.

3.8. Schwerkraft oder Gravitation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [I'N04, pp. 299])

Die Schwerkraft oder Gravitation ist die einzige langreichweitige KRAFT (soweit
wir wissen), die sich nicht kompensiert. In diesem Kapitel sollen Aspekte der Gra-
vitation besprochen werden. Einige der Diskussionspunkte sind auch fiir die Be-
handlung der elektrostatischen Felder von Bedeutung.

3.8.1. Keplersche Gesetze

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TNO04, pp. 299])

Die Keplerschen Gesetze lauten

1. Alle Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen um die Son-
ne, wobei die Sonne in einem Brennpunkt der Ellipse steht.

2. Die Verbindungslinie zwischen der Sonne und den Planeten
tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten ist proportional zur
dritten Potenz seiner mittleren Entfernung zur Sonne.

Nach Johannes Kepler
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111 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

Abb. 3.42.: 2. Keplersches Gesetz.

Das zweite Keplersche Gesetz driickt die Drehimpulserhaltung aus. Diese besagt,
dass in einem abgeschlossenen System L = p X r = const = mwv x r gilt. In den
Zylinderkoordinaten (7, ¢) lautet der Satz der Drehimpulserhaltung L = mrvg Fiir
eine sehr kurze Zeit dt gilt

L
cds =7 - v.dt = —dt 8.1
reds=r1-v, - (3.8.1)

und damit der Flachensatz.

3.8.2. Newtonsches Gravitationsgesetz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 303]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 46])

Aus der Umlaufszeit des Mondes von 27.3 Tagen kann mit der Formel fiir die
Zentripetalbeschleunigung

, Amr
a, =rw’ =
2
i

die Gravitationskraft auf der Mondbahn r = 3.84 - 108 m ausgerechnet werden.

(3.8.2)

47?384 10°m n
= @raxsodone 0P G (3.8.3)

Auf der Erdoberfliche (r = 6370km)ist ¢ = 9.81 5. Wenn wir annehmen, dass
sich die Gravitationsbeschleunigung wie ag = Kr® verhélt, dann ist

ag, T? ri\ In (Zg’;) In ag1 — In agG.o
== \) Za= N = : : (3.8.4)
ago T35 9 In (%1) Inr; —Inry
2
Wir setzen ein und erhalten @ = —1.9977, also ein Gravitationsgesetz der Form

Fo o< r2.
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Neben dieser Beobachtung, die unabhéngig von den Keplerschen Satzen ist, kann
man auch aus diesen die Form des Gravitationsgesetzes ableiten.

3.8.2.1. 1. Méoglichkeit

Da die Gravitation die einzige Moglichkeit fiir die ursdchliche KRAFT der Zentri-
petalbeschleunigung ist, muss Fz = ma, sein. Das 3. Keplersche Gesetz sagt nun
dass T¢ = Kr? ist. Wir haben also

Am*mr  Ammr  4rPm
F,=ma, = T2 =K = 2 (3.8.5)

Das heisst, dass nach dem 3. Keplerschen Gesetz die Gravitationskraft Fg ~ %2

sein muss.

3.8.2.2. 2. Maoglichkeit

Wir verwenden das 1. und das 2. Keplersche Gesetz.

Abb. 3.43.: Parameter bei einer Ellipse. Die Ellipse ist definiert, dass die Sum-
me der Abstdnde von jedem Punkt ihrer Berandung zu den beiden
Brennpunkten konstant und gleich dem grossen Durchmesser 2a ist.

Wir nehmen an, dass die Bahn s eines Teilchens ganz allgemein durch s(r, ¢)
gegeben ist. Dann schreiben wir die Geschwindigkeit in einem Zylinderkoordina-
tensystem als v = (v,;v4). Der Drehimpuls ist in diesem Koordinatensystem durch
L =mrvg = mr2¢ = const gegeben. Damit ist auch ¢ = 2 und 7 = gb
Die KINETISCHE ENERGIE ist

dd) mr2

dr
Epin = ;m (7 +r%¢?) = 26; (‘f’) + :2 (3.8.6)

Die Gesamtenergie bestehend aus der kinetischen Energie und einer unbekannten
potentiellen Energie £, muss konstant sein.
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113 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

2
L ([ (& 1
Etot = Ekm + Epot = const = % (?4) + 73 + Epot (387)

Das erste Keplersche Gesetz sagt aus, dass die Bahnen Ellipsen sind. Wir ver-
allgemeinern auf Kegelschnitte und bemerken, dass alle Kegelschnitte (Hyperbel,
Parabel und Ellipse) in Zylinderkoordinaten durch die Gleichung

_ p
1 —ecos (o)

gegeben sind, wobei ¢ der Winkel des Ortsvektors zur grossen Halbachse ist. Wir
haben dann

r(o) (3.8.8)

= e e () =o' (esin(9) = 0 (3s0)

Mit dieser Gleichung kann (%)2 berechnet werden
()’ _riesin(9) e ($) = < (1 - cos? () (3.8.10)

r prr p? P?

2
Weiter ist 2 = 1 — ecos (¢) und damit cos® (¢) = (1 — %) %. Somit wird

2
= 2 21] -1 2 1
(&) _e 1—(1—p) S . (3.8.11)
r4 p? r) € p? pr 12
Eingesetzt in die KINETISCHE ENERGIE Fy;, erhalten wir
102 (e2—-1 2 1 1 102 (-1 2
Epin = —— Sy == — 3.8.12
F 2m<p2 +pr r2+r2> 2m p? +pr ( )
Damit die Gesamtenergie konstant ist, muss die POTENTIELLE ENERGIE
L2
Eppt = ——— (3.8.13)
mpr

sein.

Weiter ist es, bei einer Annahme von linearen Systemen, natiirlich, dass die Gra-
vitationskraft proportional zu den beteiligten Massen ist.

Aus all diesen Beobachtungen hat Isaac Newton sein Gravitationsgesetz abgeleitet.

mimo T2
—= 3.8.14
T%,Q T'1,2 ( )

FLQ = -G

G =6.673(10) - 107" 2,

Link zur Vorlesung: (Wie misst man die Gravitationskonstante)
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Der Vektor :—; ist ein Einheitsvektor, der von der Masse m; zur Masse moy zeigt.
Dieser Vektor definiert das Vorzeichen der KRAFT!

Aus der Gravitationskraft kann die POTENTIELLE ENERGIE der Gravitation be-
rechnet werden, indem wir von einem Ort r auf dem Strahl vom Koordinatenur-

sprung (Ort der Masse m; ins unendliche integrieren.

T T 1 T
Epot = —/F(p)dp = /Gm;;nzdp = - Gm1m2; = —Gm1m2

o0

Was wir bis jetzt berechnet haben, ist die Arbeit, die benotigt wird, um eine Masse
me im Feld der Masse m; vom Unendlichen nach » zu verschieben. Wir machen
dies, da es iiblich ist den Nullpunkt der Gravitationsenergie ins unendliche zu
verschieben.

Wir miissen zeigen, dass diese Arbeit unabhingig vom Weg ist. Jede allgemeine
Verschiebung kann als eine Kombination einer radialen Verschiebung sowie einer
zweiten Verschiebung in konstantem Abstand zur Masse m; geschrieben werden.
Bei der Verschiebung auf einer Kugelschale (konstanter Abstand) ist die KRAFT
immer senkrecht auf der Verschiebung, die Arbeit also null. Das heisst, dass nur
die Abstandsédnderung zur Arbeit beitragt, und diese ist gleich, unabhingig vom
Weg. Deshalb ist das Gravitationsfeld ein konservatives Kraftfeld.

Aus der potentiellen Energie konnen wir die KRAFT nach

d 1 1 dr
der T r2dz

F(T) = _VEpot = _(_GmlmZ) %% = Gmyims _%é% (3816)
dzr T r2dz

Wir beachten, dass r = /x? + y? + 2?2 ist. Dann ist

dr _ 4 fo et 1 v
dr  dz V" Tyre 2\/m2+y2+z2x r ( )
Also ist

Gm1m2

F(r) = —VEu, = — (3.8.18)

r2

SIS R3IR
I
|
Q

Oft ist es sinnvoll, die von der Masse m; ausgehende Kraftwirkung unabhéngig
von der Masse my anzugeben. Wir definieren deshalb:

Der Feldvektor des Gravitationsfeldes ist

F(ri2) my T2

) ) _ _gMiT2 3.8.19
9(riz) ms 7“%.,2 12 ( )

An der Erdoberflache ist der Betrag des Feldvektors der Gravitation |g(Erdradius)| =
9.81 5 (stimmt das?).
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115 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

Abb. 3.44.: Das Gravitationsfeld einer Masse.

Wir kénnen fir das Gravitationsfeld Feldlinien einzeichnen. Eine Probemasse wird
durch das Gravitationsfeld beschleunigt und bewegt sich entlang der Feldlinien.
Das Gravitationsfeld verhalt sich analog zum elektrostatischen Feld.

In der Néhe der Erdoberfliche » = R konnen wir die POTENTIELLE ENERGIE
linearisieren.

dE,, 1 1
PLAr = —Gmem— + Gmem—

Epot(R + A’I") = Epot(R) + d?“ R R2

Ar (3.8.20)

Wenn wir den Nullpunkt der potentiellen Energie auf die Erdoberfliche legen,
haben wir

1
Ar=m [GmeRQ} Ar =mgAr (3.8.21)

1

Epot(R+ Ar) — Ep(R) = GmemR2

indem wir g = Gmeé setzen. g ist eine Beschleunigung.

Die Formel E,,; = mgh ist die fiir die Erdoberflache linearisierte
Form der potentiellen Energie der Gravitationsenergie

mpgm

Epot =-G

72

der Erde.

3.8.2.3. Selbstenergie der Erde

Analog zum klassischen Elektronenradius kénnte man sich fragen, bei welchem
Radius die Gravitationsenergie der Erde gleich der Energie mc? ist. Wir setzen
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und erhalten

Nm? 6-10%kg

ke (3.108m)° S

r=GoE ~ 6671071
c

3.8.2.4. Messung der Gravitationskonstante

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 309])

Durch die Bestimmung der Umlaufzeiten und Umlaufbahnen von Himmelskérpern
kann immer nur das Verhéaltnis zweier Massen, nie aber der Absolutwert bestimmt
werden. Deshalb miissen zwei Testmassen in einen kontrollierten Abstand gebracht
werden.

Abb. 3.45.: Abbildung der Gravitationswaage aus der Vorlesungssammlung.

Versuch 39: @ Versuch zur Vorlesung:
Gravitationswaage: Bestimmung der Gravitationskonstante (Ver-
suchskarte M-5, Video (VPN oder intern))

Die Gravitationswaage ist symmetrisch aufgebaut, um Fehler zu minimieren und
um den Effekt zu verdoppeln. Gemessen wird die Winkelbeschleunigung

a 1 M
o = a = a <Gb2 — Felast) (3822)

3.8.3. Schwere und trage Masse

Wir haben bis jetzt immer angenommen (und bei der Beschleunigungsmethode
(Gleichung (3.8.22)), die wir angewandt hatten, tun wir dies auch), dass die tra-
ge Masse m; (der Proportionalitidtsfaktor im 2. Newtonschen Axiom) gleich der
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schweren Masse m, im Gravitationsgesetz sei. Gleichung (3.8.22) misste eigent-
lich lauten

Mmg,
b2

1/ Mm,
meder = msa = <G - Felast) Sa=S— <G Ms _ Felast> (3.8.23)

3.8.4. Raumfahrt

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 312])

Mit der tiblicherweise verwendeten Notation, dass Ep, = mgh sei, berechnet man
sofort, dass es unmoglich sein sollte, die Erde zu verlassen. Wir starten an der Erd-
oberflache und setzen r = Rp und mochten, unter Vernachlassigung der Reibung
bis in den Abstand ry kommen. Die dafiir nétige KINETISCHE ENERGIE ist

1
Ein(ry) = 57”'“}3 = Epot(1f) = Epot(TE)

+G

Tf TE

1 1
= Gmgm ( — )
T Ty

Tf —TE

mgm mem

e

=Gmgm

(3.8.24)

TfTE

Daraus ergibt sich

1 1
Vg = JQGmE < - ) (3.8.25)
TE Ty

Wenn wir 7y = oo setzen, berechnen wir, dass v,(c0) = 11200 % ist. Die Geschwin-
digkeit auf einer Umlaufbahn in der Hoéhe 7, konnen wir mit der Zentripetalbe-
schleunigung ausrechnen:

v? 1
= — = — 8.2
a " GmErg (3.8.26)
Daraus folgt, dass
1
v(ry) = GmEr— (3.8.27)
b

ist. Setzen wir r, = rg folgt fiir die Bahngeschwindigkeit einer erdnahen Kreisbahn

v(re) = /Gmp,: = J5va(00) = 79200 2.

3.8.5. Potentielle Energie, Gesamtenergie und Umlaufbahnen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 318])

Ya_

Die Umlaufgeschwindigkeit fiir r, = rg ist v(rg) = %
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Die gesamte Energie eines Satelliten ist

Etot = Epot + Ekln

mgpm

1
= -G + imvz(rb)

Tp

1 G
_ _GmEm meg

Tp Ty
1 Gmgm

2 Ty

1
— §Ep0t == _Ek'm (3828)

Wenn wir eine bestimmte Umlauffrequenz vorgeben, also w, dann Teilchen einen

Drehimpuls L = Jw = mriw. Seine KINETISCHE ENERGIE ist dann Ej;, = %Iw2 =

%LTQ Dies entspricht einer potentiellen Energie im mitdrehenden Koordinatensys-

tem

1.2 117
Ezen r =5 7 — 5 3.8.29
wr(7) 2 1 2 mr¢ ( )
Die gesamte Energie ist also
1 L? mpem
Eiy = = -G 3.8.30
T 2 2 Ty ( )

Sie hat ein Minimum bei dem fiir den Drehimpuls charakteristischen Bahnabstand.
Ellipsenbahnen koénnen als ein Oszillieren in dieser Landschaft der potentiellen
Energie angesehen werden.

Epol,gesamt/a'u'

02

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
rg/a.u. 460

Abb. 3.46.: Kombiniertes Gravitations-und Zentrifugalpotential.
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(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik |
, pp- 93])

Gerthsen Physik |

, Pp- 339]) (Siehe D. Meschede,

Bis jetzt waren die Objekte der Physik starre Korper. Jegliche Materie ist aus
Atomen und Molekiilen aufgebaut. Die Wechselwirkung zwischen diesen Grund-
einheiten ist jedoch nicht unendlich gross. Deshalb gibt es keine starren Korper im

eigentlichen Sinne.

Eine wichtige Eigenschaft realer Korper ist die Dichte.

Masse m
Dichte Volumen oder p v
Substanz Dichte/ <& Substanz Dichte/ <&
Aluminium 2.70 - 10° Blei 11.3-10°
Eis 0.92 - 10? Eisen 7.96 - 103
Erde (gemittelt) 5.52 - 103 gewohnliches Glas 2.4 - 10% bis 2.8 - 10?
Gold 19.3 - 103 Eichenholz 0.6 - 103 bis 0.9 - 103
Knochen 1.70 - 103 Muskeln 1.06 - 103
Fett 0.92-10° Kupfer 8.93-103
Zement 2.7 -10% bis 3.0 - 103 | Ziegelstein 1.4-103 bis 2.2 - 10?
Ethanol 0.806 - 103 Benzin 0.68 - 103
Meerwasser 1.025 - 103 Quecksilber 13.6 - 103
Wasser (bei 377 K) 1-10° Dampf (bei 373 K) 0.6
Helium 0.1786 Luft 1.293
Wasserstoff 0.08994
Tab. 3.7.: Dichte bei 273.15 K und Normaldruck 1013 hPa.
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4. Skalare Elastomechanik

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 130])

4.1. Dehnung und Kompression

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 130])

Zieht man an einem Draht (Lange ¢, Querschnitt d und Querschnittsfliche A =
2d?), dann vergrossert sich die Lange um A¢ und verringert sich (meistens) der
Querschnitt um Ad.

Al =¢el (4.1.1a)
—Ad = ped (4.1.1Db)
Es sind
o ¢ die relative Dehnung
o 4 die Poisson-Zahl
Wir definieren nun die Spannung
o= Z (4.12)

dabei ist F' die an der Querschnittsfliche A wirkende KRAFT.

Das Hooke’sche Gesetz verkniipft Spannung ¢ und Dehnung €

o = Fe (4.1.3)

E ist eine Materialkonstante, der Elastizitits- oder der Dehnungsmodul (im eng-
lischen Young’s Modulus genannt).
Einheiten

e ¢: dimensionslos

. E: N
m
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Wenn wir die obigen Gleichungen umschreiben, erhalten wir

_1(F

o= == (4.1.4)

Aus Anderung des Querschnitts und der Linge konnen wir die Volumeninderung
berechnen. Wir setzen an, dass V = (d? ist

Al Ad

AV = d*Al + 20dAd = v7 + 2v7 (4.1.5)
Umgeschrieben erhalten wir
AV AL Ad o
7—74—27—6—2#6—6(1—2#)—E(l—Qlu) (4.1.6)

Wir sehen, dass fiir positives AV die Poisson-Zahl der Ungleichung ;2 < 0.5 genti-
gen muss. In speziellen Fallen kann p auch grosser als 0.5 sein.

€ ist ein Skalar.

Wird der Testkorper hydrostatischem Druck Ap unterworfen, ist also die Spannung
auf allen Seiten gleich, andert sich das Volumen um den dreifachen Wert, der bei
einer uniaxialen Spannung auftreten wiirde.

AV 3Ap
—=—(1-2 4.1.7
= =220 2 (11.7)
Die Kompressibilitat x = VA—A‘; ist
k= 20— o) (4.1.8)
Wird ein Draht gedehnt, kann ihm die Federkonstante k = % = % zuschreiben.
Bei der Dehnung wird die Arbeit
Al
1 1 A2 1
- = kAP = _EAI—— = —EVé 4.1.
Wo/ka:da: KA = SBAl—- = SEVe (4.1.9)

verrichtet. Wenn wir die Arbeit, oder Energie, pro Volumeneinheit ausrechnen, ist
die elastische Energiedichte

w = ~Fé (4.1.10)

4.2. Scherung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 131])
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125 4.2 Scherung

Scherung nach oben

Scherung nach unten

Abb. 4.1.: Begriindung des Namens Scherung.

Abbildung 4.1 zeigt eine Skizze des Schneidevorgangs in einer SCHERE. Dabei wird
eine Seite des Papiers nach oben gedriickt, die andere nach unten. Dabei wird eine
Kraft tangential zur zukiinftigen Schnittfliche ausgeiibt. Diese Kreft verschiebt
das Papier nach oben oder unten. Wir nennen deshalb eine solche Deformation
eine SCHERUNG.

A F,

Abb. 4.2.: Scherung eines Wiirfels.

Wenn die KRAFT F tangential zur Oberfliche steht, dann wird der Testkorper
geschert. Wenn die Stirnfliche des Wiirfels A ist, ist die Schubspannung

T=5 (4.2.1)

Als Konsequenz dieser Schubspannung wird der Testkérper um den Winkel o ge-
schert.

7T=Ga (4.2.2)

Einheiten
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e «: dimensionslos

. N
T %
« G- X

m

G ist der Schub- oder Torsionsmodul (englisch: shear modulus)
Analog zur Energiedichte der axialen Deformation kann auch fiir die Scherenergie-
dichte

1
w = §Ga2 (4.2.3)

geschrieben werden.

4.3. Verdrillung eines Drahtes

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 131])

al
1.4

[P
IN

Abb. 4.3.: Verdrillung. Zur Berechnung wird der Draht in koaxiale Zylinder un-
terteilt.

Hier verdrehen zwei entgegengesetzte Drehmomente 7' einen Draht um den Winkel
¢. Ein Hohlzylinder mit dem Radius r un der Dicke dr wird um

o
a

geschert. Wir bendtigen die Schubspannung 7 = Ga und eine Scherkraft dF =
7 - 2mrdr. Das Drehmoment ist also

a = (4.3.1)

2rG
dT' = dFr = 7T7¢r3dr (4.3.2)
Das gesamte Drehmoment erhalten wir durch Integration
T oG T R
T = / = T = TG (4.3.3)

0
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127 4.4 Biegung

Wir kénnen dem Draht die Richtgrosse

T = R
D, =—=—-G— 4.3.4
5207 (4.3.4)
zuschreiben. Beachte, dass die Richtgrosse D, extrem stark vom Drahtdurchmes-
ser abhangt.

Die Einheit der Richtgrosse ist [D,] = Nm.

Versuch 40: @ Versuch zur Vorlesung:
Richtmoment aus einem Drehpendel

Das Tragheitsdrehmoment ist 7, = [ dzd‘:g(t), das ricktreibende Drehmoment 7, =

—D,«a(t). Daraus ergibt sich die Differenzialgleichung

d*at)
dt?

d*a(t) D,

=7 =
0 I + ]a(t)

+ Dya(t) = (4.3.5)

Die Losung ist analog wie bei einem Pendel (siehe Abschnitt 3.4.5.2). Daraus ergibt
sich

wo = 1| =~ (4.3.6)

4.4. Biegung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp- 134])

Abb. 4.4.: Biegebalken.

Biegebalken werden heute in vielen die Oberflichen abtastenden Instrumenten
eingesetzt. Als Stimmgabeln sind sie die zeitbestimmenden Elemente in einer Uhr.
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Der Balken der Lange ¢, Breite b und Dicke h soll einseitig eingespannt sein.
Wir legen am Ende eine KRAFT F' an, die senkrecht zur urspriinglichen Lage des
Balkens sein soll. An einem Punkt im Abstand x vom Balkenende ist als Wirkung
der KRAFT der Balken gebogen, und zwar mit einem Kriimmungsradius von r. Die
oberen Schichten werden um % gedehnt, die unteren entsprechend gestaucht. In
der Mitte befindet sich (rot eingezeichnet) die neutrale Faser Gemittelt iiber die
obere Hélfte des Balkenquerschnitts (iiber der neutralen Faser) ist die Dehnung -
Die untere Halfte ist entsprechend gestaucht. Sowohl fiir die Stauchung wie auch
fiir die Dehnung wird eine KRAFT von F=F. %%, und analog dazu eine KRAFT
fir die Stauchung. Die beiden Kréfte bilden ein Kréftepaar (Abstand g), das das

Drehmoment

(4.4.1)

« ist hier eine Schatzung und miisste mit einer ausfiihrlicheren Rechnung berechnet
werden. Fir einen rechteckigen Querschnitt zeigt die genauere Rechnung, dass
a = 1/12 und nicht 1/16 ist. Die Ursache fiir das Drehmoment T (z) ist die
KRAFT F am Ende des Balkens im Abstand x. Wir erhalten

3
Fo—T(z) = 2217 (4.4.2)
r

oder

(4.4.3)

Die Krimmung 1/r ist an der Einspannungsstelle am gréssten. Die Spannung o
ist

h  Eh FY Ft

= E— = — =
O o T T2 WERb . 2ah%b

(4.4.4)

Wird die Festigkeitsgrenze iiberschritten, bricht der Balken an der Einspannstelle.
Die Belastbarkeit eines einseitig eingespannten Balkens ( und auch eines zweiseitig
eingespannten oder aufgestiitzten Balkens) geht mit hbe

Typische Anwendungen einseitig eingespannter Balken finden sich in der Mikro-
systemtechnik.
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129 4.5 Beziehung zwischen den elastischen Konstanten

Abb. 4.5.: Bild eines Cantilevers.

Abb. 4.6.: Mikrofotografie eines Cantilevers.

4.5. Beziehung zwischen den elastischen Konstanten

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 132])
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<
5 4—/’1:/—/

als
f/ F
2.
F
’ 2

Abb. 4.7.: Zusammenhang zwischen Scherung und Dehnung.

Die blau eingezeichneten Kréfte in der obigen Abbildung bewirken eine Scherung
um den Winkel a.. Der Schermodul des Materials ist also

_2F

== (4.5.1)

Die blauen Krifte konnen jeweils in zwei halb so grosse Krifte (rot) aufgespalten
werden. Nun werden jeweils zwei rote Krifte von zwei nebeneinander liegenden
Flachen zusammengefasst; das Resultat sind die grimen Krafte. Diese bewirken
eine reine Dehnung oder Stauchung. Jede Scherung kann also als Kombina-
tion von einer Stauchung und einer orthogonal dazu liegenden Scherung
aufgefasst werden. Die eine Diagonale wird um ad//2 gedehnt, die andere um
den gleichen Wert gestaucht. Die Krafte wirken auf die mittlere Flache der Grosse
d-dv/2. Die Krifte miissen gemittelt werden, so dass sie effektiv nur halb so gross
wie urspriinglich angenommen sind. jeder der Krifte F/y/2 erzeugt eine relative
Dehnung oder Stauchung um # in ihrer Richtung und eine Querkontraktion oder

-dilatation von ,u% dazu. Beide Krafte bewirken eine Kontraktion oder Dilatation
von 2F]g1d§“) = % = \/5’;% = $(Hinweis: Die Krifte an gegeniiberliegenden Ecken

haben die gleiche Wirkung: die eine ist die Gegenkraft zur anderen, deshalb muss
nur eine bericksichtigt werden.). Wir erhalten

_AF(1+p)

E 4.5.2
ad? ( )
und durch Vergleich
E =2G(1+ p) (4.5.3)
Da die Poissonzahl 0 < 1 < 0.5 ist, bekommt man auch
E E
—>G> 4.5.4
5 3 (4.5.4)
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4.6 Anelastisches Verhalten

4.6. Anelastisches Verhalten

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 132))
6 /ep . SII:#FUSS :

5

N/EE\ .

€

0
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 045 0.50

Abb. 4.8.: Anelastisches Verhalten: Spannungs-Dehnungs-Kurven von Stahl und

Grauguss.

Bei grossen Deformationen ist die Antwort des deformierten Korpers nicht mehr
linear. Wir nennen diesen Bereich auch den «Nicht-Hooke’schen Bereich». Im obi-
gen Bild wird das Verhalten fiir Grauguss und Stahl dargestellt. Es kénnen die

folgenden Bereiche unterschieden werden:

o Fiir kleine Dehnungen ¢ bis zur Elastizititsgrenze op wir alle in der Defor-

mation gespeicherte Energie bei der Entlastung wieder zuriickgewonnen.

« Bis zur Proportionalitatsgrenze op ist die Dehnung proportional zur Span-

nung.

e An der Streckgrenze og beginnen, manchmal schubweise, starke plastische

Verformungen.

o An der Frestigkeitsgrenze o, auch Fliessgrenze genannt, beginnt das Mate-

rial zu fliessen.

e Bei der Bruchdehnung eg bricht das Material.
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4.7. Elastomechanik anisotroper Korper

Lo F

1 AZ; ;A

Y

/!

Abb. 4.9.: Allgemeine Kréfte an einem Wiirfel.

An einem Wiirfel kénnen im allgemeinen Falle die folgenden Krafte oder Spannun-
gen sowie Deformationen auftreten:

e An jeder der 6 Flichen konnen
— 3 unabhingige Krifte (2 parallel zur Fléche, eine senkrecht dazu) und
— 3 unabhiangige Deformationen, die aus einer Kompression oder Di-

latation sowie zwei Scherungen bestehen.

e Da keine Netto-KRAFT und kein Netto-Drehmoment auf den Wiirfel wirken
soll, missen die Krafte in die x-, y-, oder z-Richtung auf gegeniiberliegenden
Seiten gegengleich sein.

o Wir kénnen also 3 mal 3 Krifte spezifizieren.

« Ebenso miissen die Deformationen auf gegentiberliegenden Seiten gegengleich
sein.

o Wir haben also als Resultat der 3 mal 3 Kriafte 3 mal 3 Deformationen.

o Krifte und Deformationen sind jeweils 3 mal drei Matrizen, die iiber einen
Tensor 4. Stufe (eine 3 mal 3 mal 3 mal 3 Matrix) miteinander verbunden
sind.

Formal

Oij = ZZEi’j’k’gEk,g mit 7, j, k, { =z, y, z (4.7.1)
k0

Im allgemeinen Falle heisst das, dass fiir gleiche Kréfte die Antwort des Systems
von der Orientierung der Probe abhéngt. Je hoher die Symmetrie eines Materials
ist, desto weniger unabhangige Konstanten gibt es. Im Grenzfall des isotropen
Mediums bleiben zwei, ' und G.
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Mechanik der Fliissigkeiten und
Gase: Hydro- und Aerostatik,
Fluiddynamik






5. Fliissigkeiten und Gase

5.1. Aggregatszustdnde

Materie besteht aus Atomen oder Molekiilen. Sie kommt in 4 verschiedenen Zu-
standen, Aggregatszustidnde genannt, vor.

Fest Fliissig Gas Plasma
wohldefinierte wohldefinierte Abstiande varia- | Abstédnde varia-
Abstéande Absténde bel bel

geometrisch nur Nahordnung | keine  Nahord- | keine  Nahord-
periodische An- nung nung

ordnung

Form ist stabil | grossere Krafte | sehr kleine Kraf- | Kerne und

Ato-

zwischen
men

te zwischen Ato-
men

Elektronen sind
getrennt, grosse
Coulombkréfte

grosse  Krafte | im GRAVITATI- | Im Gravitation- | Im Gravitation-
zwischen  Ato- | ONSFELD wohl- | feld keine de- | feld keine de-
men definierte Ober- | finierte Oberfla- | finierte Oberflé-

flache che che
schwingen  ge- | verschieben sich | Dichte ~ 1000x | Dichte variabel
geneinander gegeneinander kleiner als in

FLUSSIGKEIT

form- und volu- | Forménderung | raumfiillend raumfillend
menelastisch kraftlos  mog-

lich (ohne

GESCHWINDIG-

KEIT)

Tab. 5.1.: Aggregatszustande
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5.2. Gestalt von Fliissigkeitsoberflachen

—

I,

0000000000000 0

Abb. 5.1.: Fliissigkeitsoberfliche

Eine KRAFT F' tangential zur Fliissigkeitsoberfliche bewirkt eine Verschiebung
aber keine Formanderung

An der Flissigkeitsoberflache gibt es keine Tangentialkréfte.

g
K.;(W
\ dm w37
dm g Lres
o
>

Abb. 5.2.: Oberfliche einer rotierenden Fliissigkeitsflache

Beispiel: Kaffee beim Umriihren. Wir wollen die Form der Fliissigkeitsfliche be-
rechnen.

t = = 5.2.1
ana = —— . . ( )
und
2 1 w2
Y= /w—rdr =22 (5.2.2)
g 29

Eine rotierende Fliissigkeitsoberfliche hat also Parabelform.
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137 5.3 Druck

5.3. Druck

-
T

I

Abb. 5.3.: Definition des Druckes

Druck ist die KRAFT pro Fliche auf die Berandung eines Behalters.
Es sei

AF,=—-p-AA-n
Wir nennen p den isotropen Druck. Die Einheit von p ist Pascal [%} = [Pa]

Bemerkung: die Energiedichte g hat die gleiche Einheit wie der Druck. Eingehen-
dere Uberlegungen zeigen, dass Druck immer mit einer Energiedichte, und Ener-
giedichte mit Druck verbunden ist.

Merken Sie sich die Identitat:

Energiedichte =Druck

5.3.1. Wirkung auf Korper

Eine Druckénderung Ap bewirkt eine Volumenénderung.

AV

Lokal bewirkt eine Volumenanderung AV eine Dichtednderung Ap.
A
f=—=L= _Alnp (5.3.2)
p

(Wenn das VOLUMEN abnimmt, nimmt die Dichte zu.)
Die Dichtedanderung ist proportional zur Druckanderung

Ap——K0——1¢ (5.3.3)
K
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K heisst Kompressionsmodul. Seine Einheit ist 1 Pascal = 1Pa =1 % Wir haben
weiter

__1dv _ldp (5.3.4)
Vidp  pdp o
k heisst Kompressibilitat. Ihre Einheit ist é = %2

5.3.2. Hydraulische Presse

Versuch 41: @ Versuch zur Vorlesung:
Hydraulische Presse (Versuchskarte MF-008)

[A;] l Ay |

Abb. 5.4.: Hydraulische Presse. Krafte bezogen auf die Wirkung auf die Aussen-
welt.

Wir haben
Fy=pA
Fy =pA,

und R ) I 55
A A, o

Bemerkung: Die Wirkung von hydraulischen Pressen kann sehr gut mit virtuellen
Verrtickungen berechnet werden.
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139 5.4 Schweredruck

5.3.3. Druckarbeit

=
I fﬂ
()
b
=

z

Abb. 5.5.: Druckarbeit

Das Differential der Druckarbeit ist
dW = Fdx = pAdx = —pdV (5.3.6)
da daAdx = —dV ist. Also ist die geleistete ARBEIT:
W=— / pdV = / &V pdp (5.3.7)

Andert sich V' wenig, so ist die Druckarbeit

W = V/Iipdp = ;KV (pg - p?) (5.3.8)
5.4. Schweredruck

Versuch 42: @ Versuch zur Vorlesung:
Hydrostatischer Druck (Versuchskarte MF-009)

/ A/

Abb. 5.6.: Berechnung des Schweredruckes
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Wir berechnen die KRAFT bei (1). Die MASSE des verdrangten Wassers ist Ahp =
m. Die daraus resultierende Gewichtskraft betragt I' = mg = Ahpg. Also ist der
Schweredruck des Wassers

F
== =h 5.4.1
p=—4=hog (5.4.1)

unabhéngig von A. In einem Meter Tiefe ist der Schweredruck 10kPa, das heisst
es ist unmoglich mit einer Schnorchel von 1 m Lange zu atmen. Der Schweredruck
héngt nur von der Fliissigkeitshohe ab, nicht jedoch vom Querschnitt der Fliissig-
keitssdule. Deshalb steht in kommunizierenden Rohren das Wasser iiberall gleich
hoch.

5.4.1. Auftrieb

Versuch 43: @ Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb (Versuchskarte MF-001)

Oberflache

Abb. 5.7.: Auftrieb in Fliissigkeiten

Wir betrachten einen untergetauchten Wiirfel. Die KRAFT von oben ist
Fy = —pghA

Die KRAFT von unten ist
Fy=4pg(h+1¢)A

Also ist der Auftrieb
Fy=Fy+ Fy, = pglA = pgV (5.4.2)

Salopp gesagt, ist der Auftrieb die « Gewichtskraft der verdrangten FLUSSIGKEIT».
Ein Korper schwebt im Wasser, wenn

Fy=Fg (5.4.3)

ist.
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141 5.4 Schweredruck

Versuch 44: @ Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb: Modellversuch zur Zellseparation im Dichtegradient (Ver-
suchskarte MF-54)

5.4.2. Schwimmen

Oberflache l PK
F, Y/
o [ 1,
p -
FJ

Abb. 5.8.: Schwimmen

Wenn pg < p ist die Gewichtskraft F,, = pxlAg. Die Auftriebskraft ist hingegen
Fy = phAg. Der Korper schwimmt, wenn die Auftriebskraft gleich der Gewichts-
kraft ist (F4 = F,). Dann ist

pxl Ag=phAg (5.4.4)
und der Korper taucht bis zu
h=t-2% (5.4.5)
p

ins Wasser ein.

5.4.2.1. Wann schwimmt ein Korper stabil?

Versuch 45: @ Versuch zur Vorlesung:
Schwimmende Prismen: Schwimmlage von homogenen Koérpern
(Versuchskarte MF-045)
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Oberflache

Abb. 5.9.: Stabilitit eines schwimmenden Korpers

Sei S der Massenmittelpunkt des Korpers. Sg sei der Massenmittelpunkt der ver-
drangten FLUSSIGKEIT. Solange der Korper schwimmt ist 'y = —Fg. Die beiden
Krafte bilden ein Kraftepaar und damit erzeugen sie ein DREHMOMENT

T=RxF, (5.4.6)

Dieses DREHMOMENT richtet den Korper auf. Wenn S unter Sg liegt, ist die
Schwimmlage stabil. Wenn S iiber Sg liegt, hangt die Stabilitdt von der Lage des
Metazentrums M ab.Das Metazentrum ist durch die Schnittlinie der Mittellinie
des Korpers und der Verlangerung von F'4 gegeben. Die Schwimmlage ist stabil,
wenn M iiber S liegt.

5.4.3. Araometer

Versuch 46: @ Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb: Ardometer und Batteriesauretester (Versuchskarte MF-
057)
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143 5.5 Gasdruck

Abb. 5.10.: Araometer

Mit einem Ardometer misst man die Dichte einer FLUSSIGKEIT (Schnapswaage).
Wir haben

m=p(Vo+A-h)
m W

T Ap A

5.5. Gasdruck

Das GESETZ VON BOYLE-MARIOTTE (nach Robert Boyle und Edme Mariotte)
lautet

Cc
V=- 5.5.1
p (5.5.1)

Damit es anwendbar ist, brauchen wir

o cine hohe Temperatur

« cine kleine Dichte

¢ hangt von der Temperatur 7" und der Anzahl Molekiile ab. Bei T' = 0°C' ist das
VOLUMEN eines Gases

V=224— .- (5.5.2)

wobei m die MASSE des Gases, M die Molmasse, V' das VOLUMEN in Litern und
p der Druck in bar ist. Bei langsamen Zustandsénderungen ist die ISOTHERME
KOMPRESSIBILITAT

Ldv. 1c¢ 1

isotherm) — — 1, 7. — 1r o — _ 5.5.3
Flisotherm) = "V dp ~ Vi T p (5:5:3)
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5.6. Atmospharendruck

Der Luftdruck kann mit einem Barometer gemessen werden.

Abb. 5.11.: Quecksilber-Barometer

A-h-pHgyg

A
Unter dem Normaldruck versteht man einen Druck von 760 mmHg (Quecksilber-
sdule). Die Einheit mm Hg bezeichnet man nach Evangelista Torricelli mit Torr. Der

Normaldruck ist also auch 760 Torr. In SI-Einheiten ist der Normaldruck 1013 hPa,
was der alten Einheit Atmosphéire 1 Atm entspricht.

5.6.1. Hohe der Atmosphare bei konstanter Dichte *

Die Dichte der Luft bei Umgebungsbedingungen ist

k
m
mit
pgh = Paim (5.6.2)

bekommt man .
o 10-10° X
ho=PAm o~ 7.7-10%m (5.6.3)

s 103.13%

Aber: Gesetz von Boyle-Mariotte (nach Robert Boyle und Edme Mariotte)

=p=c-p (5.6.4)
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Ah Ap

Abb. 5.12.: Druckinderung mit der Hohe

mit p’ < p folgt

und p
14
— =—p(h
AWK
Nun ist aber
L const = Po
p Po
wobei pg, po auf Meereshohe gemessen werden.
Also ist p
0
p(h) ==—p(h)
Po
und
dp_ o
dh Po
Die Losung ist
p = poe "

Wir setzen ein und erhalten

_ £o _
Apge™ " = —Zgpoe
Do

oder
A=P0
Po
Also o
p=poe "

(5.6.5)

(5.6.6)

(5.6.7)

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)

(5.6.12)

(5.6.13)

Diese Gleichung heisst isotherme Barometerformel. Sie ist eine Ndherung, da wir
die Temperatur als konstant angenommen haben ebenso wie den Feldvektor des

Gravitationspotentials g (h) = go = const.
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5.7. Druck als Potential *

Der Druck p (r) sei eine skalare Funktion des Ortes

Behauptung:
Fy (r) = —grad (p(r)) (5.7.1)

Fy (r) ist die Volumenkraft. Das ist die resultierende KRAFT auf die Oberflache
des Volumenelements, dividiert durch das VOLUMEN dieses Elements.

Beweis
4 —AF(z+ Az) = -Az- Ay - p(z + Az)
z+Az ]
Z——
TAF(Z) = Az - Ay - p(z)
Abb. 5.13.: Druck auf ein Volumenelement
also

—AF (z4+Az)+ AF (2) = — (p(z + Az) —p(2)) Az - Ay

=LAV (5.7.2)

Daraus folgt die Behauptung.

Eine andere Moglichkeit des Beweises ist: Wéahle ein Volumenelement AV mit der
Oberflachen Aa

AFy = /dF = /—p-nda: / grad (—p)dV (5.7.3)
Aa Aa AV

Beispiel: Wasser:
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147 5.7 Druck als Potential *

Abb. 5.14.: Krafte auf ein Volumenelement Wasser

p(r) = —pm20 - 29
r=(z,y,2)
grad (p(r)) = — (0,0, pr209)
FV = (0707/0H20.g)

k
— (0, 0,1000—= - 10 m)
m
N
= (0,0,1 -10* ) (5.7.4)

Der Druck ist also das Potential zur Volumenkraft

p(r) = p(ro) — / F, (r)dr (5.7.5)
ro
potentielle Energie <> GRAVITATIONSKRAFT
Gravitationspotential <> Feldvektor der GRAVITATION
Druck <> Volumenkraft

Tab. 5.2.: Analogie zwischen Gravitation und Druck

Daraus folgt:

o Volumenkraft ist wirbelfrei

« Die Fliissigkeitsoberfliche ist eine Aquipotentialfliche, das heisst, grad p
steht senkrecht zur Oberflache
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6. Oberflachenspannung

Versuch 47: @ Versuch zur Vorlesung:
Druck in Seifenblasen (Versuchskarte MF-060)

Innen Oberfliche

Nettokraft in das Innere

Krdfte sind isotrop verteilt der Fliissigkeit

Impulsiibertrag an die
Oberfliche

Streuung an

der Oberfliche
Isotrope Stosse

Abb. 6.1.: Molekulares Bild der Fliissigkeit. Links das Innere, rechts die Oberfla-
che. Obere Zeile: Kohasionskrafte an der Oberflache sind nicht gleich-
verteilt. Untere Zeile: Stosse mit der Oberfliche erzeugen eine nach
aussen gerichtete Kraft.

Im Inneren einer Flissigkeit (oder eines Gases) sind die anzichenden Kréfte (auch
KOHASIONSKRAFTE genannt) isotrop verteilt. Es gibt auf ein bestimmtes Atom
keine Nettokraft. Kohésionskréfte sind kurzreichweitig. Mehr als iiber zwei bis vier
Atome oder Molekiile reichen sie nicht. Ebenso sind im Inneren der Fliissigkeit oder
des Gases die Stosse und die Impulse isotrop verteilt. Die Stosse ergeben also im
Mittel keine Kraft. Dabei ist die Standardabweichung nicht null: dies fiihrt zur
BROWNSCHEN BEWEGUNG.

An der Oberfléche einer Fliissigkeit existieren mindestens zwei, im Gravitationsfeld
drei Kréfte.

1. Die Kohasionskrafte auf Oberflachenatome oder Molekiile sind nicht mehr
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isotrop verteilt. Die nach aussen ziehenden Anteile fehlen, so dass Netto eine
nach innen zeigende Kraft existiert.

2. Stosse an der Oberfliche sind nicht isotrop verteilt. Wie beim Stoss eines
Balls mit der Wand iibertrégt jeder Stoss eines Atoms oder Molekiils mit
der Oberflache eine Impulsdnderung in der Zeit At auf die Oberfliche, bt
also eine Kraft aus.

3. Wenn aussere Kréifte wie die Gravitation vorhanden sind, miissen sie bertick-
sichtigt werden.

Da die Oberfliche in Ruhe ist, miissen die drei Krifte im Gleichgewicht sein.
Die aus dem Impulsiibertrag resultierende Kraft nach aussen muss also gleich der
Kohasionskraft und, eventuell, der Gravitation oder anderer dusserer Krafte, sein.

Da die Oberflache stabil ist, bedeutet dies auch, dass die potentielle Energie eines
Atoms oder Molekiils im Inneren tiefer liegen muss als ausserhalb der Fliissigkeit.
Dies kann auch so verstanden werden, dass fiir jedes Teilchen im Inneren im Mittel
N Kohésionspotentiale (alle < 0!) aufsummiert werden miissen, wiahrend an der
Oberfliche nur Ng < N Potentiale zum Summieren vorhanden sind. Die Summe
aller Kohasionspotentiale an der Oberflache ist also weniger negativ als im Inneren.
Der Energieunterschied pro Fléache ist dann die Oberflaichenenergie.

Diese Oberflichenenergie kann berechnet werden, wenn man annimmt, dass die
Stosse mit der Oberfliche unverdnderlich eine konstante nach aussen gerichtete
Kraft erzeugen. Schiebt sich nun ein Molekil M an die Oberfliche, so leistet es
die ARBEIT Wi (M) gegen F'g. Damit wird

Bs(M) = Wiy (M) (6.0.1)

Der Index S bezeichnet dabei die Oberfliche (surface). Die gesamte Energie der
Oberflache wird berechnet, indem aufsummiert (oder integriert) wird.

Die potentielle Energie der gesamten Oberflaiche A (eventuell berandet) ist mi-
nimal, wenn die Oberfliche minimal ist. Die Gesamtenergie Eg héngt mit der
Oberfliche A und der OBERFLACHENSPANNUNG o5 wie folgt zusammen:

Die Einheit der OBERFLACHENSPANNUNG 0 ist [%}
Wenn n - A Molekiile an der Oberfliche sind, gilt

1
defs2

Dabei ist n = 1 - die Flachendichte der Molekiile, d. s der effektive Durchmesser

eff

eines Molekiils und Fg (M) die ARBEIT, die bendtigt wird um ein Molekiil gegen
die Oberflachenkraft an die Oberfliche zu bringen (siehe Gleichung (6.0.1)).
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151 6.1 Anwendung: Kraft eines Fliissigkeitsfilms

6.1. Anwendung: Kraft eines Fliissigkeitsfilms

Versuch 48: @ Versuch zur Vorlesung:
Oberflachenspannung: Messung mit Ring (Versuchskarte MF-063)

e 3
A
<P . 4 =9
F
Flissigkeitsfilm

w‘//\ﬂu

Abb. 6.2.: Berechnung der KRAFT eines Fliissigkeitsfilms

1. Der Fliissigkeitsfilm hat 2 Oberflachen.

2. Die Verschiebung der Grenze um Ay benétigt die ARBEIT
AF - Ay =2AFq =o0g-2AA =205bAy (6.1.1)

und
AF = 20gb (6.1.2)

Pro Fliissigkeitsoberfliche wirkt auf die Breite Ax die KRAFT.

AFS = O'SAJI (613)
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Abb. 6.3.: Tropfenzahler

Der Querschnitt ist 27r. Das KRAFTEGLEICHGEWICHT verlangt, dass die auf-
wartsgerichte KRAFT der Oberflichenspannung gerade das Gewicht des Tropfens
kompensiert. Ausser an der Berandung kompensieren sich alle Krafte.

2rog = Vpg (6.1.4)
Also ist 9
v= 8 (6.1.5)
Py

Also kann man mit der obigen Physik einen Tropfenzéhler beschreiben.

6.2. Freie Oberflachen

Versuch 49: @ Versuch zur Vorlesung:
Oberflachenspannung: Minimalflachen bei Seifenlamellen (Versuchs-
karte MF-065)

Si

po + Ap

Ry

Po

Abb. 6.4.: Kriimmungsradien bei einer freien Oberflache
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153 6.2 Freie Oberflachen

Die Oberfliache ist charakterisiert durch 2 Krimmungsradien R, und Ry

Behauptung
1 1 Ap

i 6.2.1
Rl + R2 20‘5 ( )

Beweis fiir eine Kugel

Po

Abb. 6.5.: Oberflichenspannung und Druck in einer Kugel

Wir haben eine Aquatorialfliche A und einen Aquatorialumfang U. Die Druckkraft
ist Ap - A, die Oberflichenspannung am Umfang 205U (da wir 2 Oberflachen
haben!)

Also

ApA = 205U
AprR? = 205 - 2R
2 Ap 1 1

— = = — + — 6.2.2
R 20‘5 Rl + R2 ( )

da bei der Kugel R; = Ry, = R ist.

Beispiel: Seifenblasen.
Die kleinere Seifenblase hat den grosseren Druck (gilt auch fiir Luftballons, wieso?)

Freie nicht geschlossene Oberflichen sind Minimalflachen mit

L1 (6.2.3)
mt R 2.

Da der Kritmmungsradius R~! o % ist, gilt auch

0%z 0%z

70 T g =0 (6.2.4)
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6.3. Benetzende Fliissigkeiten, Kapilaritat

Versuch 50: @ Versuch zur Vorlesung:
Kapillarwirkung bei Keilkiivette (Versuchskarte MF-061)

2r
—

Benetzte

Wand

X
........... N i
E— I I s$

h

Abb. 6.6.: Benetzende Fliissigkeiten

Steigt die FLUSSIGKEIT um Ah wird das Volumen V' = 7r? Al iiber den Spiegel der
Fliissigkeit ausserhalb der Kapillare gehoben. Die Gewichtskraft dieses Volumens
V muss von der Oberflichenspannung entlang des Umfangs 27r getragen werden.

FGranation = FS (am Umf&ng) (631)
- Ah-p-g=o0g-27r (6.3.2)
und 5
Ah =5 (6.3.3)
rpg

Bei Nichtbenetzung beobachtet man eine Kapilardepression (Beispiel Glas und
Quecksilber).

Wann immer zwei beliebige Substanzen sich beriihren, existieren Grenzflachen-
energien.
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155 6.3 Benetzende Fliissigkeiten, Kapilaritat

2 Flissigkeit

Abb. 6.7.: KRAFTEGLEICHGEWICHT an der Grenzfliche

Fir benetzende Fliissigkeiten ist o935 negativ. Da die Randlinie sich nicht bewegt,
muss

019 COS (9) + 0923 — 013 (634)

sein. Fir die Grenzflichen zwischen Fliissigkeit und Dampf sowie zwischen Fliis-
sigkeit und Wand ist die Begrenzung oben, die Oberflachenspannung zeigt nach
unten. Fiir die Grenzflaiche Wand-Dampf zeigt die Grenzflache nach oben. Umge-
schrieben erhalten wir

0192 COS (9) — 013 — 023 (635)

Wenn o135 — 093 > 01 ist, miusste |cos (f)] > 1 sein. Es gibt deshalb einen reellen
Winkel ¢ und kein Kraftegleichgewicht. Die FLUSSIGKEIT kriecht deshalb die Wand
hoch.

Wenn 93 > 013 > ist, das heisst, wenn o3 — 093 < 0 ist, steigt der Fliissigkeitss-
piegel am Rande nicht an, sondern wird nach unten gedriickt. Der Randwinkel 6
ist dann 6 > 7. QUECKSILBER in einem Glasgefiss zeigt dieses Verhalten.

6.3.1. Adhasions-und Kohasionskrafte

An der Grenze wo Luft, Flissigkeit und die feste Wand sich beriihren miissen die
Adhésions- und Kohésionskrafte im Gleichgewicht sein. Die ADHASIONSKRAFTE
beschreiben die Kréifte zwischen der Fliissigkeit und der festen Wand. Die Adhési-
onskrafte zwischen dem Dampf und der Wand werden vernachlassigt. Die Fliissig-
keit selber wird durch KOHASIONSKRAFTE, die anziehenden Kréfte zwischen den
Molekiilen, zusammengehalten.

Fiir ein Molekiil an der Grenzlinie gibt es die Adhésionskraft zur Wand. Die-
se Kraft F,4, steht senkrecht zur Wand. Die Kohésionskrifte werden durch die
anderen Flissigkeitsmolekiile aufgebracht. Die resultierende Kohéasionskraft F',
muss entlang der Winkelhalbierenden zwischen der Tangente zur Oberfliche und
zur Wand liegen. Da die Oberfliche keine Scherkraft aufnehmen kann, muss die
resultierende Kraft senkrecht zur Flissigkeitsoberfliche liegen. Wir beobachten
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 Bei benetzenden Oberflachen ist an der Grenzlinie |F,| < |Faan.

« Bei nicht benetzenden Oberflichen ist an der Grenzlinie |Fy,| > | F yan|.

benetzend

—

Eul

N

nicht benetzend

Abb. 6.8.: Kohésion und Adhésion bei Benetzung und ohne Benetzung

Der Grenzwinkel 6 zwischen der Flissigkeit und der Wand (in der Flussigkeit!)
kann mit dem folgenden Ansatz ausgerechnet werden. Wir legen die xz-Achse hori-
zontal nach rechts, die y-Achse nach oben. Die auf ein Teilchen an der Grenzlinie
im Winkel 6 wirkende Kohésionskraft kann mit der Kohésionskraft im Inneren (in
einer Ebene) als

0
Fkoh(9> = Fko,mnen% - Flgoh‘g

geschrieben werden. Dabei haben wir angenommen, dass die Randlinie nur wenig
gekriimmt ist. Abbildung 6.9 illustriert diese Uberlegung.

Winkelanteil
0
27

Abb. 6.9.: Illustration des Winkelanteils der wirkenden Kohésionskraft an der
ganzen Kohésion entlang einer Benetzungslinie.
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157 6.3 Benetzende Fliissigkeiten, Kapilaritat

Wir kénnen mit dem Kréftegleichgewicht, das heisst der resultierenden Kraft 0,
fiir die xz-und y-Richtung zwei Gleichungen aufstellen

Fko,:c + Fadh,x - Fres,x
Fko,y = Fres,y (636)

Eingesetzt haben wir

F,,0sin (g) — Fogn = —Frescos (6)
/ 0 .
—Fy,,0 cos <2> = —Fcssin (0) (6.3.7)

Aus der zweiten Gleichung in Gleichung (6.3.7) bekommen wir mit sin (0) =
2sin (g) cos (g)

Fléohe
2sin (g)
Wir multiplizieren das Resultat aus Gleichung (6.3.8) mit 2sin (g) in die erste
Gleichung aus Gleichung (6.3.7) ein und erhalten

Fres = (6.3.8)

0
2 SiIl2 <2> Fres - Fadh = _Fres COs (0>

2SiI12 <9> Fres - Fadh = _Fres [COS2 <9> - SiIl2 <9>‘|
2 2 2
0 o (0
Fres [COSQ <2> + SIH2 (2>] = Fadh

Fres = Fadh (639)

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: Der Betrag der resultierenden Kraft hangt
nur von der Adhésionskraft ab, nicht aber von der Kohéasionskraft.

Wir setzen das Resultat aus Gleichung (6.3.9) zuriick in die Gleichung (6.3.8) ein
und erhalten die transzendente Gleichung
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0
25in 3 Foan = Fiopf (6.3.10)

Diese Beziehung ist in Abbildung 6.10 gezeigt. Die Auflésung der Gleichung nach
0 ist analytisch nicht 16sbar.

Kohasion und Adhéasion

Abb. 6.10.: Abhéngigkeit des Verhéaltnisses von Adhésion und Kohésion vom
Benetzungswinkel 6.

Wenn wir annehmen, dass 6 = 7 + df ist mit |df| < 1, so erhalten wir
o V2 = 5y,

F Faan — Fig
Diese Gleichung gilt nur da wo Fj , ~ 0.9003 Fjq, ist

(6.3.11)
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7. Stromungen

7.1. Beschreibung von Stromungen

Versuch 51: @ Versuch zur Vorlesung:
Laminare Stromung: Kleiner Stromungsapparat (Versuchskarte MF-
012)

Abb. 7.1.: Vektorfeld der STROMUNG

An jedem Punkt hat die GESCHWINDIGKEIT v (1) einen Betrag und eine Richtung.

Das Vektorfeld v (r) ist durch Stromlinien charakterisiert. Wenn v () nicht von
der Zeit abhéngt, heisst die STROMUNG stationér.


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF012V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF012V00.PDF
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Flachkammer fur Laminare Stromung

Abb. 7.2.: Stromlinien bei laminarer STROMUNG. Links ist die Stromung um
eine Kugel gezeigt, rechts die Stromung um ein Fliigelprofil.

Abbildung 7.2 zeigt die Bahnlinien oder Stromlinien bei einer laminaren Stromung.
Diese Linien zeigen wie die Bahn eines Teilchens verlduft. Sie sind analog zu den
Feldlinien des elektrischen Feldes.

Bei stationdren Stromungen sind Bahnlinien und Stromlinien identisch. Inkom-
pressible Stromungen sind Stromungen mit konstanter Dichte p. Die Dichte der
Stromlinien ist bei inkompressiblen Medien (Fliissigkeiten) ein Mass fiir die Ge-
schwindigkeit.

7.1.1. Fluss

1

Abb. 7.3.: Fluss

Der Fluss ist definiert als
d¢ = pv cos (a) dA (7.1.1)
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161 7.1 Beschreibung von Strémungen

oder
dp =pv-dA (7.1.2)

Die Integralform lautet
¢ = /pvdA - /jdA (7.1.3)
A A

wobei A beliebige Fliache (auch gekriimmt) und j = pwv die Stromdichte ist (analog
zum elektrischen Strom). Bei einer geschlossenen Fliache fliesst netto ein Medium
heraus, wenn eine Quelle im VOLUMEN ist.

dz

>
d®, = —pv, () dydz d®s = pv, (z + dx) dydz

=p (vm(x) + %dm) dy dz

dy

dx

Abb. 7.4.: Berechnung der Divergenz

Wir haben
doy = —PUz (ZL’)
dopy = pv, (x + dx) dydz
vy
= <vx (x) + aq; d!E) dydz
Netto: 5 9
Ao + do = pv, (v) 5~ dedydz = p=2dV = do,
ox Ox
ebenso:
ov
do, = p—=2dV
gby p ay
d6. = p 2z aqv (7.1.4)
== o o
Der Nettofluss ergibt sich zu
v v ov
do = do, + d do, = =+ =2 “1d 1.
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Ohne Quelle ist d¢ = 0, d.h. die Grosse
_ Ovy  Ov,  Ov,

di — 7.1.6
v (v) ox * oy + 0z ( )
ist gleich null.
Die DIVERGENZ beschreibt die Quellen und Senken in einem Fluss.
Wenn div (v) # 0 ist, so muss sich die Dichte an dieser Stelle d&ndern
dop = pdiv vdV = — pdV (7.1.7)
oder
pdiveo=—p (7.1.8)
Dies ist die Kontinuitéatsgleichung.
pdiv v = div 7 heisst Quelldichte.
Eine quellenfreie inkompressible STROMUNG hat iiberall div v = 0.
Es gilt:
¢ = {[ poaa =—|[[[pav = |[[pdiveav (719
A v v

Fluss durch A («Materialmenge») Anderung der Dichte

Der Satz von Gauss (nach C. F. GauB) besagt

{[ via = [[] div vav (7.1.10)

TTTfA C e
t Y
TTT*A oo vy

mitbewegtes Bezugssystem
Vom Ufer aus mit raumfester Orientierung

v

Abb. 7.5.: Geschwindigkeitsgradient und Rotation

Wenn die STROMUNG inhomogen ist, werden mitgefiihrte Teilchen gedreht.
Wasser stromt mit iﬁ% am Wiirfel vorbei. Wir haben ein Gleichgewicht, wenn
_ Ovy, Ovu,
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163 7.2 Lokale und totale Ableitungen *

w zeigt in die z Richtung. Im Allgemeinen ist

w:<5vz_3vy%_0vx a%ﬁ%) (7.1.12)

mit rot = (8@, o %) x wird

iz’ Oy’ O

rot v = (8%, a%’ %) x v die Rotation des Vektorfeldes v(r,t).
Es gilt dann

j{vds = /rot vdA (7.1.13)

——

Bahnkurve s von s berandete Fléache
Falls rot v = 0 ist kann v aus dem Geschwindigkeitspotential U abgeleitet
werden.
v=—grad U (7.1.14)

Dann gilt rot v =20
Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt

divw = —div grad U = —-AU =0 (7.1.15)

Wir haben also drei unterschiedliche physikalische Phénomene, die durch die glei-
che Mathematik beschrieben werden:
STROMUNG <— GRAVITATION <— ELEKTROSTATIK

7.2. Lokale und totale Ableitungen *

Am
_ Am S(t+At)

r(t+At)
S*: Laborsystem
S: mitbewegtes System,
folgt Am S*

Abb. 7.6.: Mitbewegtes System

Sei S* das Laborsystem, S das mitbewegte System,das Am folgt. Seien s* lokale
zeitliche Ableitungen und s totale zeitliche Ableitungen

Das 2. Newtonsches Gesetz beschreibt die Bewegung von Am, aber nur in S (¢)
(in S* betrachtet man Volumina, nicht Massen)

Also ist y
F v
F,=—=a=— 1 2.1
m=_=a=_- in S (t) (7.2.1)
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Strémungen

Lokale Ableitung:

r ist in S* fest

dp 0 0
% aﬂ(”‘at) a’ p(z,y,2,t)
v 0 0
v _ 9 _9 2.9
Totale zeitliche Ableitungen
In S (t) beschreiben die physikalischen Grossen das gleiche Teilchen
r=r(t)=(z@),y),z() (7.2.3)
wobei z (t) die Koordinaten in S* sind
p=p(r(t),t)=px(t),yt), =)L)
v=v(r (b)) =v(@(t),y(t), (1)) (7.2.4)
Ableitung: totale Ableitung auf der Bahn r ()
dp _ d
D (t), (1), (0).1)
dv
= — 2.
a=— (7.2.5)
Zusammenhang;:
Dichte
d—a—l—(rd) (7.2.6)
at’ ~ ot TIBRAG Py o
powers d _dp Ox  9p By  0p 0z D
p Ox 9dp dy  dp 0z  Ip
il R 2 7.2.7
a’ " or ot "oy ot "oz ot o (727)
qed.
BESCHLEUNIGUNG:
1
= Cf;tj g;} + (grad v)v = g: + grad (2’02) —wv X rot v (7.2.8)

7.2.1. Kontinuitatsgleichung

Grund Massenerhaltung

dp ap
a—l—dlv( pv) = 8t—i—pdw v=0

(7.2.9)

164 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Mart; [ SN



165 7.2 Lokale und totale Ableitungen *

Beweis: Ortsfests VOLUMEN
AV =Azx - Ay - Az
0 1
d (Am) :A:L'-Ay-Az-p(z+Az> ot

ot 2
=—plz+Az) v, (z+Az)0tAxAy + p(2) v, (2) - 5t - Ax - Ay

5(2;") _ AIAyAzaatp(Z) — _W Az Az - Ay
dp () 0
) 0 ) usw. (7210
A/
A

Stromlinien T~

Abb. 7.7.: Stromlinien in einer inkompressiblen FLUSSIGKEIT

Die Stromlinien durch A definieren einen Schlauch, die Stromrohre, die keinen
Austausch mit der Umgebung hat. Also ist in einer inkompressiblen FLUSSIGKEIT

Al’l)l . A2U2 (7211)
Dies ist die makroskopische Kontinuitatsgleichung.

7.2.1.1. Stationdre Stromung *

Sei & = 0. Dann ist die Dichte fl—f = (grad p) - v und die Kontinuitatsgleichung

ot
div (pv) =0.
d 1
a= dit) = grad (2'02> —v X rot v (7.2.12)
Im Stromfaden gilt
Aipr1v; = Agpovg = const (7.2.13)

Inkompressible Fliissigkeiten

do _9p
dt ot
div v=0 (7.2.14)

dann gilt : Ajv; = Asvs = const.
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7.3. Innere Reibung
/ Flache A
A
v(2)
T 0l
| y
Abb. 7.8.: Innere Reibung in einer FLUSSIGKEIT
Molekiile haben am Rand im Mittel die GESCHWINDIGKEIT der Wand.
v (2) ist parallel zur Wand.
Fiir die KRAFT gilt
v
F =nA— (7.3.1)
z
[7] = X3 heisst Viskositét (SCHERVISKOSITAT)
Beispiel:
Wasser bei 20°C: 1.8 1073 Xz
Glyzerin 1 %
Allgemein:
dv
F =nA— 7.3.2
nA— (7.3.2)
wobei A klein sein soll.
Temperaturabhéngigkeit:
Molekiile miissen ihren Platz wechseln (— Bolzmannstatistik)
b (7.3.3)
= Moo €XP | = 3.
n=mn p T

166 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Mart; [ SN



167 7.4 Laminare STROMUNG

7.4. Laminare Stromung

Abb. 7.9.: Fotografie einer laminaren Stromung von Regenwasser auf dem Ge-
léinde der Universitat Ulm

Abbildung 7.9 zeigt, wie Regenwasser laminar fliesst. Das Wasser aus unterschied-
lichen Bereichen tragt unterschiedliche Schwebestoffe mit. Deren Farben zeigen die
laminare Stromung.

Fl A
A

\ —

Fy

Abb. 7.10.: Viskose Stromung um einen Quader

Laminare Stromlinien sind dadurch charakterisiert, dass benachbarte Stromlinien
benachbart bleiben (Beispiel: Blut)
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dF; = —n—v dydz
Ox |,
ov ov 0%v
dFy=n —| dydz=n| — ——dx | dyd
2 n8x2 vaz n<8x1+8x2 93) ez
0%v 0%v
dFp =dF, + dFy = n@dxdydz = nwd‘/ (7.4.1)
Allgemein:
Pv  0*v 0w
dFp = av 7.4.2
R 77(31,2 +82y2+02z2> ( )
oder IF
die Volumenkraft der Reibung.
Die Druckkraft ist
dp op
dF, = pdydz — (p + afdx) dydz = —%d\/ (7.4.4)
also
Fy, = —gradp (7.4.5)

Fy,

R

7.4.1. Stromung durch einen Spalt *

. und F'y, beschreiben die Dynamik

'y

A 4

Abb. 7.11.: STROMUNG durch einen SPALT

v =0 an der Wand
v = vg in der Mitte
% = Reibungskraft Fr = 2%77%
Druck: F, = 2xb€%
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169 7.4 Laminare STROMUNG

dv _ 1dp
:>d:v_ndzx

= v (z) ist eine Parabel

Am Rand ist v =0

7.4.2. Rohrstromung

Versuch 52: @ Versuch zur Vorlesung:
Hagen-Poiseuille-Gesetz: Kapillaren mit verschiedenen Durchmes-
sern (Versuchskarte MF-033)

RN

E——

N~

Abb. 7.12.: Rohrstromung

Am Rand ist die Geschwindigkeit null, v = 0.
d
Fr= 27rr€n—v
dr
F, =1 (p1 — p2)

also

CLU _ b1 — pzr
dr 2nt
P1 — D2 2
= — _
v Vo 47’]6
und
Un = P1—DP2 9
0 4dnt
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infinitesimal 1 4
. Lap rny 9
v: (r) dn dz (R )
Volumenstrom: dV = 2zrdr - v (r)
also:
: / T (p1 — p2) m dp
v=[2 dr =" P2 pa TP p 74.6
T (r)dr St 81 dz (7.4.6)

Das ist das Gesetz von Hagen-Poiseuille (nach Gotthilf Hagen und Jean-Léonard-
Marie Poiseuille), wobei % = —877%3 und (v) = -1
8l

Der Stromungswiderstand ist: —

7.4.3. Druck und Volumenstrom

Druckkraft F, = 7R? (p1 — pa) = %V

7.4.4. Stromung um Kugeln

RIADIR!

Abb. 7.13.: STROMUNG um eine Kugel

Die Kugel hat im Abstand r keinen Einfluss mehr auf die STROMUNG

Oberflache: 41?2

d
F=~ nd—z CA= —7]24%7‘2 ~ —4dmnor

Genauer erhilt man
F = —6mur (7.4.7)

das Stokes-Gesetz (nach George Stokes).
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171 7.4 Laminare STROMUNG

7.4.5. Prandtl-Grenzschicht

nicht laminare . Grenzschicht laminar
Stromung _v—> Dicke D
//—\
Korper

Oberflache A

I Lange ¢

Abb. 7.14.: PRANDTL-GRENZSCHICHT (nach Ludwig Prandtl)

Reibungskraft: Fr = nAJ
Verschieben um ¢: .
W="Fg-t=nApt (7.4.8)

KINETISCHE ENERGIE in der GRENZSCHICHT:

E —1/DAd< Z>2—1A 2D (7.4.9)
k’zn_20 paz | v D = pPU 4.

6
p— /o
pv

Reynolds-Kriterium (nach Osborne Reynolds)

mit W = E};,, wird

D </

14
= =>1

D
pvl? pvl
—_— == 1 4.1
\/ 6l \/ 61 > (7.4.10)

l
Re="" 1 (7.4.11)
n
dabei ist ¢ eine typische DIMENSION und v die mittlere GESCHWINDIGKEIT.

wenn

e Re > 1: turbulente STROMUNG mit laminarer GRENZSCHICHT

+ Re <« 1: laminare STROMUNG (GRENZSCHICHT macht keinen Sinn)
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Allgemein gilt: Es gibt fiir jede GEOMETRIE eine kinetische REYNOLDSZAHL Rey,.i
(nach Osborne Reynolds) mit

Re > Rep,+ = turbulent
Re < Rey, i+ = laminar (7.4.12)

Bemerkung:
Stromungen mit der gleichen REYNOLDSZAHL sind &hnlich = WINDKANAL

Bei D < list Fr=nAp5 =A US{#
Fr ist etwa der Mittelwert aus

 Stokessche Reibung (nach George Stokes): ~ nuvf laminare Stromung

« Newtonsche Reibung (nach Isaac Newton): ~ 2pv? turbulente Strémung

7.5. Bewegungsgleichung einer Fliissigkeit *

Neben der SCHERVISKOSITAT existiert noch die VOLUMENVISKOSITAT (

F~ 1dp d
n=—=—((——n=—(—1 5.1
o' n=— detn Cdt npn (7.5.1)

Dabei ist ¢ die VOLUMENVISKOSITAT.
Das Gesetz von NAVIER-STOKES (nach Claude Louis Marie Henri Navier und George
Stokes) lautet

d—v— a—v—i— radvj—vxrotv
Par =P\t T8 2
=Fy — grad p+nAv+ (C—l—g) grad div v

4
=Fy — grad p—nrot (rot v)+ <C + ?:7) grad div v (7.5.2)

Vereinfachungen:

o Reibungslose Medien: n =0, ( =0
= FEuler-Gleichung p‘fl—? =Fy — grad p

e Inkompressible Medien: div v =0
P% =F,—grad p—n rot rot v=F,— grad p+ nAv

« Potentialstromung: div v =0 rot v=20
p‘fi—i’ =F, — grad p=pgrad %
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173 7.6 STROMUNG idealer Fliissigkeiten

7.6. Stromung idealer Fliissigkeiten

/\A} o

Abb. 7.15.: Ideale STROMUNG

Bei einer idealen Stromung gibt es keine Reibung, die Stromung ist laminar.
Aus der Volumenerhaltung folgt
AlAfbl = AQAZEQ = AV

Die verrichtete ARBEIT ist

AW, = p1 A1 Az,

und

AWy = py Ay Az,

Wir erhalten als Energiebilanz

AW = AWl - AWQ == AEkm

und damit

1
(p1 — p2) AV = §pAV (v% — v%)

Das ergibt nun

1
P+ 5/)1}2 = po = const (7.6.1)

Dies ist die BERNOULLI-GLEICHUNG (nach Daniel Bernoulli und Johann | Bernoulli).
Bei der GRAVITATION muss noch pgh berticksichtigt werden (allg. E,)

7.6.1. Anwendung

Versuch 53: @ Versuch zur Vorlesung:
Bernoulli-Gleichung: Gesamtdruck, Staudruck, statischer Druck
(Versuchskarte MF-016)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 173


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF016V00.PDF

Strémungen 174

T (

Abb. 7.16.: Manometer

Ein Manometer misst nur den statischen Druck.

/statischer Druck p

(7 N\
- )

Staudruck pg

Abb. 7.17.: Prandtlsches Staurohr (nach Ludwig Prandtl)

Dieser betragt:

1
Po—p= 5,0112 (7.6.2)

Versuch 54: @ Versuch zur Vorlesung:
Mariotte’sche Flasche: Ausstromgeschwindigkeit nach Torricelli
(Versuchskarte MF-046)

(nach Edme Mariotte und Evangelista Torricelli)
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175 7.7 Stromungswiderstand *

Do |
Po
L~ —
/\/\/\/
h Po.
l n
v:O,Ap_Ap:O,U v=0,Ap Ap=0,v

Abb. 7.18.: Ausstromen aus einem Loch. Links die Situation mit offener Ober-
fliche, rechts die MARIOTTE’SCHE FLASCHE (nach Edme Mariotte).

Der Umgebungsdruck ist py, am Ausfluss ist der Druck py + Ap. Ap ist der Ge-
wichtsdruck der Fliissigkeit.

1
EPUZ = Ap
2A
v= =L (7.6.3)
P
Bei Schweredruck Ap = pgh folgt v = \/2gh

2A
Wenn v > %

= v, wird der statische Druck < 0
Es gibt eine DAMPFBILDUNG (KAVITATION).

7.7. Stromungswiderstand *

|

)

|

Abb. 7.19.: Stromlinie

Nach Bernoulli ist der Druck vorne und hinten gleich. Also gidbe es keinen Wider-
stand (Paradoxon von d’Alembert, nach Jean Baptiste le Rond d'Alembert).
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— M\ @9 o

Abb. 7.20.: Reales Bild einer Wirbelstrasse

'O

Def. Wirbel: Wenn ein «Boot» auf einem geschlossenen Weg angetrieben wird

Def. Zirkulation :
F:?{vds:/rot vda#0 (7.7.1)

Vyp

Uy

\ 4

Abb. 7.21.: Potentialwirbel

vy =0 (7.7.2)
Vp = — (7.7.3)

Beim Potentialwirbel gilt:

rot v=0firr >0

rot v s 0 fiir r < 0 }fur r # 0 existiert ein Geschwindigkeitspotential ¢ = 5%
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177 7.8 Helmholtzsche Wirbelsatze *

7.7.1. Druck und Druckgradient *
Nach Bernoulli:

1 \/5 1
pu— —_—— ’IJ _— —_— S —
P =Po 5 p Po—p SnZ g2

I P\’
=0 fi = — | — 7.4
p = 0 fir ry 5 (2 0) (7.7.4)

d.h. fiir r < ry ist das Konzept des Potentialwirbels nicht sinnvoll.

Volumenkraft
2 r

42 pd

Fy=—gradp=—p (7.7.5)

(nach innen gerichtet)

7.8. Helmholtzsche Wirbelsatze *

Wirbelfaden@\ Q

Abb. 7.22.: Helmholtzsche Wirbelsatze. Jeder Wirbel hat eine Linie, um die sich
im Inneren des Wirbels die Teilchen bewegen. Dies ist der WIRBEL-
FADEN.

Die Wirbelsatze nach Hermann von Helmholtz fiir Medien ohne Viskositidt lauten
nach F. Kneubiihl | ]

1. Satz Im Inneren eines Gases oder einer Fliissigkeit konnen keine Wirbel begin-
nen.

2. Satz Teilchen sind in einem Wirbel gefangen, sie konnen weder dazu stossen
noch sich aus dem Wirbel entfernen.

3. Satz Die ZIRKULATION

= 7{1; - ds (7.8.1)
Q

ist fiir jeden Wirbelquerschnitt @) senkrecht zum Wirbelfaden konstant (siehe
Abbildung 7.22).
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8. Schwingungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TN04, pp. 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Nes15, pp. 141))

Wenn sich ein System nicht in seiner Gleichgewichtslage befindet, dann schwingt in
der Regel seine Position um diese Lage. Diese periodischen oder quasiperiodischen
Bewegungen werden Schwingungen genannt. Die Schwingungsform kann sinusfor-
mig sein (harmonische Schwingung) oder eine allgemeine Form haben. Mathemati-
sche Sétze sagen, dass jede periodische Bewegung in eine Summe von sinusférmigen
Bewegungen aufgeteilt werden kann.

8.1. Harmonische Schwingungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TNO4, pp. 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Nes15, pp. 141))

Gleichgewicht

Abb. 8.1.: Masse-Feder-System als Modell eines schwingungsfahigen Systems.

Die KRAFT auf die Masse ist durch

F=—kx (8.1.1)

gegeben, wobei k die Federkonstante ist. Durch diese KRAFT wird die Masse be-
schleunigt, so dass

dZCL’
F - — k‘ — - —a
T ma m t2

Umgeschrieben erhalten wir die Bewegungsgleichung
d*z k
=—=—|— 8.1.2
“Tar <m> v ( )

Die Beschleunigung ist also proportional zur Auslenkung. Traditionellerweise wird
die obige Gleichung auch als
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Pr (K
d—tf + (m) z=0 (8.1.3)

geschrieben. Die Bewegung ist periodisch mit der Frequenz v = 1/T, wobei T die
Schwingungsdauer ist.

Frequenzen werden in Hertz Hz = % gemessen. Die Kreisfrequenz

w hangt tiber w = 27v mit der Frequenz v zusammen. Die Kreis-
frequenz hat die gleiche Einheit, darf aber nicht mit der Frequenz
verwechselt werden.

Die Losung der Gleichung (8.1.3) ist
x = Acos (wt +0) (8.1.4)

o A ist die Amplitude der Schwingung
o w die Kreisfrequenz
o ¢ die Phase
Link zur Vorlesung: (Simulation des Feder-Masse-Pendels)
Diese Losung wird durch die angegebene Simulation illustriert. Die Phase ist nur

bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmt (Eigenschaft der Winkelfunk-
tionen). Die Position beim Nulldurchgang ist x(0) = A cos (9).

Ist die Beschleunigung eines Gegenstandes proportional zu seiner
Auslenkung und dieser entgegengesetzt, so fithrt der Gegenstand eine
einfache harmonische Schwingung durch.

Die Geschwindigkeit der Masse ist

d
v = dizf = —Awsin (wt + 9) (8.1.5)
Die Geschwindigkeit bei ¢t = 0 ist v(0) = —Awsind. Da von den drei die Schwin-
gung bestimmenden Grossen zwei, A und w unbekannt sind, reicht die Kenntnis
der Position zur Zeit ¢ = 0 und der Geschwindigkeit zu dieser gleichen Zeit aus,
um die Schwingungsform zu bestimmen.
Die Beschleunigung ist
d2
a= ditf = —Aw? cos (wt + ) (8.1.6)
Mit Gleichung (8.1.2) kann man schreiben

a=— <k> r=— <k> Acos (wt + ) — Aw® cos (wt + 6) (8.1.7)

m m
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183 8.1 Harmonische Schwingungen

und damit

k
2= 8.1.8
W= — (8.1.8)

Damit sind die Frequenz und die Schwingungsdauer

1 [k
= = 1.
Y 2\ 'm (8.1.92)
T =2r % (8.1.9b)

Die Schwingungsdauer hingt nicht von der Amplitude ab (lineares
System).

8.1.1. Harmonische Schwingungen und Kreisbewegung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 387])

<

0|z = A cos (0)x

Abb. 8.2.: Zusammenhang zwischen der Kreisbewegung und einer Schwingung.

Da die Funktionen sinwt und cos (wt) beide die Schwingungsgleichung (8.1.3) er-
fiillen, kann geschlossen werden, dass eine harmonische Schwingung die Projektion
einer Kreisbewegung ist. Nach der Definition des Cosinus ist die Projektion des
umlaufenden Radius A auf die z-Achse gerade der Cosinus.

Link zur Vorlesung: (Simulation des Zusammenhangs zwischen einer Schwin-
gung und einer Kreisbewegung)

8.1.2. Energiebilanz bei harmonischen Schwingungen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 388])
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Die POTENTIELLE ENERGIE einer um die Linge x ausgelenkten Feder ist

1

Epot(t) = 5lmﬂ(t) (8.1.10)
Die KINETISCHE ENERGIE ist
1 2
Erin(t) = §mv (1) (8.1.11)

Beide Energien hiangen von der Zeit ab. Die Erhaltung der mechanischen Energie
fordert

1 1
Eyes(t) = const = Eyin(t) + Epot(t) = imUQ(t) + ik‘mQ(t) (8.1.12)

Am Umkehrpunkt, bei der maximalen Auslenkung |z(t)| = A ist die Geschwindig-
keit v(t) = 0. Also ist bei einem harmonischen Oszillator

1

die Gesamtenergie.

Setzen wir die Losung x(t) = A cos (wt + ) und damit auch dfi(tt) = —Awsin (wt + 0)
jeweils ein, erhalten wir
L ojo o
Epot(t) = ikA cos” (wt + 9) (8.1.14a)
1
Erin(t) = imAQw2 sin? (wt + 0)
1
= 5kA? sin? (wt + 6) (8.1.14b)
wobei wir w? = k/m verwendet haben. Die Gesamtenergie ist
Lojo o L jo2
Eges(t) = §kA cos” (wt +6) + 5]@4 sin® (wt + 9)
1
= 51{:/12 {Sin2 (wt + ) + cos® (wt + 5)}
1
= §kA2 (8.1.15)

unabhéngig von t. Der Energiegehalt eines harmonischen Oszillators pendelt zwi-
schen zwei Energiereservoirs, hier der kinetischen und der potentiellen Energie,
hin und her.

Immer dann, wenn in einem System zwei Energiereservoirs gekoppelt
sind und Energie zwischen ihnen ausgetauscht wird, ist das System
ein Oszillator.
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185 8.1 Harmonische Schwingungen

Beispiele:

¢ Kinetische und POTENTIELLE ENERGIE beim Pendel oder beim Feder-Masse-
System

o Energie im elektrischen und im magnetischen Feld (Schwingkreis)

o Energie im elektrischen Feld und im Gravitationsfeld

Die kinetische und die POTENTIELLE ENERGIE konnen mit dem Winkel der mo-
mentanen Phase © = wt + § wie folgt geschrieben werden:

Epot(t) = Ees cos® (0)

= Eges; (1+ cos(20)) (8.1.16a)
Ehin(t) = Egessin® (0)
= By (1 - 05 (20)) (8.1.16b)

Damit ist auch sofort klar, dass die Mittelwerte

1
<Epot> = <Ekzn> = §Eges (8117)

sind.

8.1.3. Feder-Masse-System im Schwerefeld
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 392])

Abb. 8.3.: Schwingendes System im Schwerefeld.
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Eine Feder im Schwerefeld mit Masse wird durch die Bewegungsgleichung

d*x
Mmoo = —kx +mg (8.1.18)

beschrieben.

Link zur Vorlesung: (2. Simulation)

Die Ruhelage ist durch 0 = —kxq + mg gegeben. Also ist

2o = % (8.1.19)

Wir wissen, wie wir ein Feder-Masse-System berechnen miissen, wenn wir die Ko-
ordinate ' = = — xg verwenden. Da die beiden Koordinatensysteme x und x’ sich

nur um eine Konstante unterscheiden, sind die ersten Ableitungen ‘Cil—f = dd%/ und
die zweiten Ableitungen ‘2273” = % gleich. Deshalb wird Gleichung (8.1.18)
dzx / / /
mos = —k (2 + x0) + mg = —ka' — kxg +mg = —kz (8.1.20)

da kxy = mg ist. Damit erhalten wir die bekannte Losung

2'(t) = Acos (wt +0) (8.1.21)

Die POTENTIELLE ENERGIE bezogen auf die neue Gleichgewichtslage xq ist
1 / 2 1 2 1 2 / 1 2 /
Epot.r = ik (' + x0)" — 5"5370 = 5]@ + ka'zy = ikaz + mgx (8.1.22)
da kxy = mg ist. Zusétzlich gibt es die POTENTIELLE ENERGIE der Gravitation

Epot,y = —mgz’ bezogen auf die Ruhelage. Die gesamte POTENTIELLE ENERGIE
ist die Summe aus den potentiellen Energien der Feder und der Gravitation.

1 1
Epot = Epot, i + Epot.g = §kx'2 +mgr’ — mgx' = 51{1’2 (8.1.23)

Diese POTENTIELLE ENERGIE ist unabhangig von g, wenn wir von der jeweiligen
Ruhelage aus rechnen.
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8.1.4. Pendel im Schwerefeld
8.1.4.1. Mathematisches Pendel

\ s mg sin(¢)

mg| \"9 €03(9)

mg sin(¢)

Abb. 8.4.: Mathematisches Pendel im Schwerefeld.

Ein mathematisches Pendel ist eine Punktmasse m aufgehdngt an einem masselo-
sen Faden der Lange L.
Der vom Pendel zurtickgelegte Weg ist die Bogenléange

s = L¢ (8.1.24)

Die KRAFT tangential an den Bogen —mgsin (¢) beschleunigt die Masse m. Die
Bewegungsgleichung ist

d2
—mgsin ¢ = dej (8.1.25)
Umgeschrieben erhalten wir
d2
d—tj = —gsing = —gsin% (8.1.26)

Fiir sehr kleine Winkel ¢ < 1 ist sin ¢ &~ ¢. Damit wird die obige Gleichung

d?s s g

Mit g/L = w? erhalten wir die Schwingungsgleichung
d*s 9
deren Losung s(t) = sg cos (wt + 0) bekannt ist. Die Schwingungsdauer ist

2 L
T=" o5 /= (8.1.29)
w g

Link zur Vorlesung: (Simulation eines Fadenpendels von Walter Fendt)
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Fiir grosse Amplituden ist die Schwingungsdauer durch die Reihenentwicklung

T 1 ,/Llsey 1 /3\2  ,/ls
gegeben.

8.1.4.2. Physikalisches Pendel

Abb. 8.5.: Physikalisches Pendel. A ist der Authangungspunkt, S der Massen-
mittelpunkt.

Wir miissen nun mit dem MASSENTRAGHEITSMOMENT (Siche Abschnitt 3.6.4)
des Pendels beziiglich des Drehpunktes A rechnen. Das Drehmoment ist

d*¢
Die Bewegungsgleichung lautet also
d*¢
—madsind = [—— 8.1.32
mgd sin ¢ e ( )

In der traditionellen Schreibweise lautet die Bewegungsgleichung

d? d

o mo

dt? 1
Mit ngd = w? und unter der Annahme einer kleinen Amplitude ist das physikali-
sche Pendel ein harmonischer Oszillator mit der Bewegungsgleichung

sing =0 (8.1.33)

¢
Die Schwingungsdauer ist
27 I
T=—=2m|— 8.1.35
w T mgd ( )

Eine Anwendungsméglichkeit dieser Gleichung ist die Bestimmung des Tragheits-
momentes eines Korpers
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189 8.1 Harmonische Schwingungen

mgdT?

472
Zum Beispiel ist fiir einen einseitig eingespannten Stab das Tragheitsmoment nach
Gleichung (3.6.25) I = im(?. Der Massenmittelpunkt liegt in der Mitte, also
d= %E. Damit wird die Schwingungsdauer

Lo p2?
T—om |20 _op [2
mgyl 39

Vergleiche dies mit dem Resultat fiir ein mathematisches Pendel T = 27r\/§ .

I= (8.1.36)

Versuch 55: @ Versuch zur Vorlesung:
Physikalisches Pendel und Reversionspendel: Bestimmung der Fall-
beschleunigung g (Versuchskarte SW-61)

8.1.4.3. Torsionspendel

Abb. 8.6.: Torsionspendel (analog zur Gravitationswaage).

Das riickstellende Drehmoment ist proportional zum Verdrillungswinkel und dient
zur Winkelbeschleunigung des Drehkorpers mit dem Tréagheitsmoment

d*I

T=-D¢=1—
o=

(8.1.37)

Wieder setzen wir w? = % Die Periodendauer Ty ist

I
Ty = 27?\/; (8.1.38)

8.1.5. Bewegung in der Nahe von Gleichgewichtspunkten

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 400])
Wir nehmen eine allgemeine Potentialfunktion
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dEpot (l‘)
dx

2
(z—x0) + L4 By (1)

513 (x—x0)*+... (8.1.39)

Zo

Eypot (7) = Epot(T0) +

o

an und entwickeln sie in eine TAYLORREIHE (nach Brook Taylor) um den Punkt

xo. Dieser Punkt soll ein Gleichgewichtspunkt sein <WE’;’;(I) = 0). Dann ist die
xo

KRAFT F (z) = —M%f(x) als Funktion durch die erste Ableitung der potentiellen
Energie gegeben. Die Steigung der KRAFT-DISTANZ-KURVE, die Federkonstante
k ist durch die zweite Ableitung gegeben.

Also kann an jedem Gleichgewichtspunkt bei geniigend kleinen Auslenkungen die

Schwingungsgleichung

>z d*Epy (1)
o
dE,o () y
0= —p2 /2 (8.1.40b)
dx 20

geschrieben werden. Die Schwingungsdauer fiir kleine Bewegungen ist

m
T=2m W (8141)
dx? o
8.2. Gedampfte Schwingung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 401]) (Siehe D. Meschede,

Gerthsen Physik | , pp. 150])

Eine genaue Beobachtung zeigt, dass die Amplitude jeder freie Schwingung sich
nach einer gewissen, charakteristischen Zeit um einen bestimmten Betrag ernied-
rigt. Die Dampfung ist in vielen Féllen proportional zur Geschwindigkeit

Fp=—-bv (8.2.1)
Das Kraftegleichgewicht ergibt

dv
—kx —bv =m— 8.2.2
x — bv mdt ( )

Fir kleine Dampfungen ist die neue Resonanzfrequenz w’ in der Nahe von wg. Mit
jeder Schwingung nimmt die Energie Eipt = Epot(Tmaz) = Ekin(Vmaz) = 2 (Egin) =
(mv?) = m (v?) in einer definierten Zeiteinheit um einen bestimmten Betrag ab.
Diese Leistung ist

=Fp-v=—-b?’ (8.2.3)

Wenn wir v? durch (v?) = 22t ersetzt, bekommt man
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191 8.2 Gedampfte Schwingung

dEtot b 8 ]
_— E (0] .2‘
dt m fot ( )

Der Energiegehalt eines gedampften Oszillators nimmt also exponentiell ab. Die
relative Energieabnahme ist fiir alle Zeiten gleich. Wir 16sen die Gleichung durch

= ——dt (8.2.5)

und erhalten nach der Integration

b
In Bipy(t) = ——t+C (8.2.6)
m
oder, nach einer Exponentiation
Erog(t) = e~ O/miC — (O o=0/m)t _ o~ (b/m)t (8.2.7)

Wir haben Ey = e gesetzt. Mit der ZEITKONSTANTE 7 = m/b bekommen wir

E = Eye /™t = Eoet/7 (8.2.8)

8.2.1. Giite des schwingungsfahigen Systems

Der Energieverlust pro Periode T ist

= ——T 8.2.9
Eiot m ( )

Man charakterisiert die Démpfung eines schwingungsfihigen Systems oft durch die
Giite Q. Wenn der Energieverlust pro Periode AFE,,; ist, gilt

Etot
= 8.2.10
Q=217 ( )
Der Q-Faktor ist umgekehrt zum relativen Energieverlust pro Periode
_AEtot N 27
Etot Q
Es gilt auch
Etot m T
= =2T— = 27— 8.2.11
O AR, T T (8.2.11)
Da die Energie des Oszillators proportional zum Amplitudenquadrat ist (E;,; =
ska? . = LkA? gilt fir die Amplitudenabnahme
Etot A2 —t/
= = T 8.2.12
E, A (8.2.12)
Also ist
A= Age V") (8.2.13)

Die Losung der Schwingungsgleichung fiir den geddmpften Oszillator ist
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z(t) = Age” VM) cos (W't + 6) (8.2.14a)

b\’ 1

Wenn die Dampfung den kritischen Wert by, = 2mwy tibertrifft, schwingt das Sys-
tem nicht mehr. Fiir b = b, nennt man das System kritisch gedampft. Fiir b > by
ist es iiberkritisch gedampft und fir b < b, unterkritisch gedampft.

Zum Beispiel verwendet man in Autos geschwindigkeitsproportionale Stossdamp-
fer um eine kritische Démpfung zu erreichen. Sind die Stossdampfer alt, wird die
Déampfung der Fahrzeugschwingungen, z.B. durch Bodenwellen angeregt, unterkri-
tisch und man fliegt von der Strasse.

8.3. Erzwungene (gedampfte) Schwingung und

Resonanz
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 406]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , Pp. 154))

Abb. 8.7.: Mit einem Exzenter angetriebenes Pendel
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193 8.3 Erzwungene (geddmpfte) Schwingung und Resonanz

Versuch 56: @ Versuch zur Vorlesung:
Erzwungene Schwingung: Federpendel (Aufbau mit PC) (Versuchs-
karte SW-90)

Das vorliegende System wird durch zwei Grossen charakterisiert: die Anregungs-
schwingung z(t) = zy cos (wt) sowie durch das Federpendel mit der Masse m, der
Déampfung b und die Federkonstante k. Die riicktreibende KRAFT an der Feder ist

Fr(t) = —k (z(t) — 2(t)) (8.3.1)

Die Beschleunigung ist wieder durch m(t) F(t) gegeben; die geschwindig-

keitsproportionale Dampfung durch —bi(t)
Die Bewegungsgleichung ist also

F(t) = —k (z(t) — 2(t)) — bi(t) = mi(t) (8.3.2)
Wenn wir z(t) einsetzten und umstellen, erhalten wir

mi(t) + bi(t) + kx(t) = 2ok cos (wt) (8.3.3)

Wir teilen durch m und kiirzen k/m = w2 ab und erhalten

Z(t) + :;as(t) + wiz(t) = zowi cos (wt) (8.3.4)

Link zur Vorlesung: (Simulation des Einschwingvortganges von Walter Fendt)
Hinweis: Schauen Sie sich das Diagramm Elongation an, und setzen Sie die Fe-
derkonstante auf 7 %, die Masse auf 1kg, die Dampfung auf 0.1 i sowie die Kreis-
frequenz auf 2 %. Dann konnen Sie das Einschwingverhalten sehr gut beobachten.

Die Losung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen: dem Einschwingvorgang als
Losung der Gleichung

i(t) + :1:)’3(1%) +wiz(t) =0

(analog zur freien geddmpften Schwingung, dieser Teil klingt ab gegen 0) sowie der
stationaren Losung. Dieser Losungsteil hat die Form

z(t) = A(w) cos (wt — § (w)) (8.3.5)

wobei wir hier ein Minuszeichen vor der Phase setzen, damit diese die Phasen-
differenz zur Anregung darstellt. Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten
wir

A(w) |—w?cos (wt — 6 (w)) — :lw sin (wt — & (w)) + wi cos (wt — 6 (w))
= zowj cos (wt) (8.3.6)

Um die Gleichung zu losen miissen wir die Winkelfunktionen sin und cos mit

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 193


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/SW/PDF/SW090V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/SW/PDF/SW090V00.PDF
https://www.walter-fendt.de/html5/phde/resonance_de.htm

Schwingungen 194

Phasen in reine Winkelfunktionen auflosen. Also setzen wie cos (wt — § (w)) =
cos (wt) cos (0 (w)) + sin (wt) sin (0 (w)) und sin (wt — § (w)) = sin (wt) cos (0 (w)) —
cos (wt) sin (0 (w)). Wir bekommen dann

zowg cos (wt) =A(w) {—w2 cos (wt) cos (0 (w))

+ :;w cos (wt) sm( (w))

+wg cos (wt) cos (

0=A(w) { w?sin

(@))] (8.3.7a)

(wt) sin (6 ()

— ﬁw sin(wt) cos (6 (w))

m
o sin (wt) sin (3 (w))] (8.3.7b)
Diese Gleichungen kénnen vereinfacht werden
b
zows = A(w) l—wQ cos (0 (w)) + W sin (§ (w)) + wg cos (& (w))]
0 = —w?sin (6 (w)) — ﬁw cos (0 (w)) + wj sin (6 (w)) (8.3.8a)
m
Aus der zweiten Gleichung folgt
2 2\ b
(wo —w ) sin (0 (w)) = W cos (0 (w)) (8.3.9)
und daraus
fan (5(t)) = — (8.3.10)
- om(wf —w?) -
Wir verwenden cos (¢) = m und sin (¢) = cos (¢) - tan (¢) = %
und bekommen aus der ersten Gleichung Nach Teilen durch A(w)
Zow? bw tan (6(t))
A(W) /1 + tan?( 1+ tan?(4(t)
Cd —w + W
b2
\/1 m2 w —w2
— W) 4 Py 22
¢ e e
b2w?
2
- \/(wg —w?) = (8.3.11)

Zusammengefasst ist die stationdre Losung durch die Amplitude und Phase
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bw
5(&)) = arctan (/)’)’M) (8312&)
2
Alw) = Sni— (8.3.12b)
Vg - w2’ + 2
gegeben.
Mit der Definition der Giite aus Gleichung (8.2.11) sowie mit wy = 27 = 2%
schreiben wir zuerst
Q=2 _ ) s L (8.3.13)
— Ty T % m_Q e
und erhalten
ww
d(w) = arctan 5 ! 5 (8.3.14a)
(wg — w?)
2
A%
Alw) = ! . (8.3.14b)
2 2)\2 w2w§
(w() w ) + Q2
Noch kompakter ist die folgende Schreibweise fiir die Amplitude
2/, 2
Aw) = 2o/ (8.3.15)

=) + 55

Die Frequenz, bei der die Amplitude maximal wird, also die Resonanzfrequenz, ist

woy|1— 2722 (8.3.16)

Diese Frequenz, die durch die Gleichung dA(w) = 0 definiert ist, ist kleiner als die
Eigenfrequenz eines geddmpften Systems (Slehe Gleichung (8.2.14)).
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Bei der Resonanzfrequenz des ungedampften Systems gegeben durch
w = wy ist die Phase

S(wp) =7/2 (8.3.17)
Die Steigung der Phase dd(w)/dw hat an der Stelle wy den Wert
dd (w) Q
=92 8.3.18
dw Wy ( )

wo

Es ist sehr viel einfacher, wy und @) aus der Phase wie aus der Am-
plitude zu bestimmen.

8.4. Uberlagerung von Schwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 142])

8.4.1. Schwingungen in unterschiedliche Richtungen

Wenn in der z-Richtung eine Schwingung z(t) = x cos (w,t) und in der y-Richtung
eine Schwingung y(t) = yocos (w,t + J) tiberlagert werden, entstehen Lissajous-
Figuren. Solche Schwingungen kénnen entstehen, wenn zum Beispiel eine Kugel in
einer elliptischen Potentialmulde hin- und herschwingt.

8.4.2. Schwingungen gleicher Richtung und Frequenz, aber
unterschiedlicher Amplitude

Abb. 8.8.: Zeigerdiagramm. Links fiir zwei Zeiten, in der Mitte das Zeigerdia-
gramm fiir zwei Schwingungen (rot) und (blau) mit der Summe (griin)

und rechts die Winkel.
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197 8.4 Uberlagerung von Schwingungen

Eine Schwingung x(t) = x¢ cos (wt 4 ¢) kann durch einen Zeiger dargestellt werden.
Die Projektion dieses Zeigers auf die x-Achse ergibt das Schwingungsbild.

Wenn zwei Schwingungen unterschiedlicher Amplitude und Phase, aber gleicher
Frequenz addiert werden, kann man die trigonometrischen Satze fiir schiefwinklige
Dreiecke anwenden. So ist nach dem Cosinussatz

A2 = A% + A% — 2A1A2 COS (7T - (52 + 51) (841)
oder
A= /A% + A2+ 24, A cos (8 + 61) (8.4.2)
Der Sinussatz liefert
A A A
= 2 (8.4.3)

sin (m — 02 + d1) ~ sin (01 —d3)  sin(d — &)

Wenn wir die Zeit zur Berechnung so wéhlen, dass d; = 0 ist, so ergibt sich

sin (0) = jif sin (d) (8.4.4a)
A= /A2 + A3+ 24, A; cos (53) (8.4.4b)

8.4.3. Schwingungen gleicher Richtung, aber leicht
unterschiedlicher Frequenz

Die Frequenzen der beiden Schwingungen sollen um Aw verschieden sein. Wir
setzen an

x1(t) = Aj cos (wt + ) (8.4.5a)
xo(t) = Ay cos ((w+ Aw) t + d2) (8.4.5b)

Die resultierende Schwingung ist

x(t) = x1(t) + x2(t) = A cos (wt + 61) + Az cos ((w + Aw) t + ds) (8.4.6)

Wir rechnen nun wie folgt um

x(t) =A;q cos (wt + 071) + As cos ((wt + 01) + Awt + 09 — 1)
=A; cos (wt + 1) + Ag cos (wt + 01) cos (Awt + dy — d7)
— Agsin (wt + 1) sin (Awt + 09 — 67)
= cos (wt + 01) [A1 + As cos (Awt + §y — 1)]
— Ay sin (wt + d1) sin (Awt + 03 — 1) (8.4.7)

Dies entspricht einer Schwingung der Frequenz w mit einer aufmodulierten Fre-
quenz Aw. Wir nennen dieses Verhalten auch SCHWEBUNG. Transparenter wird
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die Rechnung, wenn komplexe Zahlen verwendet werden. Anstelle von cos (wt + §)
schreiben wir ¢“*9 wobei wieder i = \/—1 ist. Wir schreiben

Ty (t) = Apel@t+o) (8.4.8a)
l’z(t) = A2€i((w+Aw)t+62) (848b)

und weiter

z(t) = z1(t) + z2(t)
— Alei(wt+61) + Agei((wt+51)+Awt+52—51)

:Alei(wt+51) _l_A26i(wt+(51)ei(Awt+52—51)

— pilwt+d1) [A1 4 A2€i(Awt+52*51)] (8.4.9)

8.4.4. Fouriertransformation

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 146])

Die obige Schwingung ist nicht nur durch den zeitlichen Verlauf, sondern auch
durch das FREQUENZSPEKTRUM sowie das PHASENSPEKTRUM charakterisiert.
Grundlage fiir diese Aussage ist der Mathematische Satz, dass sich jede periodische
Funktion f(t) = f(t+T) (Frequenz w = 2x /T als Fourierreihe

f(t) = i Ay, cos (kwt + 0y,) (8.4.10)

k=0
schreiben lasst. Alternativ kann man auch
f(t) = % + 3 agcos (kwt) + ) by sin (kwt) (8.4.11)
k=1 k=1

Fir gerade Funktionen f(t) = f(—t) sind alle by = 0, fiir ungerade Funktionen
sind alle a; = 0.
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199 8.4 Uberlagerung von Schwingungen
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Abb. 8.9.: Synthese einer Schwingung mit
FB) =2+ 3 cos(((2k — 1) wt) / (2k — 1).
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufennum-
mer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.9 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer RECHTECKSCHWINGUNG (oder
die FOURIERANALYSE einer RECHTECKSCHWINGUNG).

=
4/ ~
s A \_/
::’2//\
1 T \//
\ \/ —

Abb. 8.10.: Synthese einer Schwingung mit
Ft) =% + 3 (=1 cos ((2k — 1) wt) / (2k — 1)*.
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.10 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer DREIECKSCHWINGUNG (oder
die FOURIERANALYSE einer DREIECKSCHWINGUNG).
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Abb. 8.11.: Synthese einer Schwingung mit
Ft) = + 3 (—1)*cos ((2k — 1) wt) / (2k — 1),
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.11 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer PULSFOLGE (oder die Fou-
RIERANALYSE einer PULSFOLGE). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k — 1)7".

25 AR AORANS AR %/\ A
= XAAAAL XA
= 20 N /\ V. NANNN \‘] {V Y

|
=

Abb. 8.12.: Synthese einer Schwingung mit
Ft) =9+ 5 (=1)*Lcos ((2k — 1) wt) / (2k — 1),
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.12 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer PULSFOLGE (oder die Fou-
RIERANALYSE einer PULSFOLGE). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k — 1)~/ = (2k — 1)~ %%,
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Abb. 8.13.: Synthese einer Schwingung mit
Ft) =+ 3 (—1)* T cos ((2k — L) wt) / (2k — 1)/2.
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.13 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer PULSFOLGE (oder die Fou-
RIERANALYSE einer PULSFOLGE). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k — 1)™"/? = (2k — 1)7%%.
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Abb. 8.14.: Synthese einer Schwingung mit
FB) =9+ 5 (=1)*Tcos ((2k — 1) wt) / (2k — 1)/°,
k=1

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.14 zeigt die FOURIERSYNTHESE einer PULSFOLGE (oder die FOU-
RIERANALYSE ciner PULSFOLGE). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k — 1) /% = (2k — 1)1,
Die folgenden Applets illustrieren die Fourieranalyse und -synthese:

Link zur Vorlesung: (Musik und Fouriersynthese, Duke University)
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Link zur Vorlesung: (Fouriersynthese zum Horen von Jirgen Berkemeier )

8.5. Gekoppelte Schwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 181])

Versuch 57: @ Versuch zur Vorlesung:
Gekoppelte Stangenpendel (Versuchskarte SW-50)

o1 £ k ¢N

o L L
S G

mg mg

mg sin(¢q) mg sin(¢s)

Abb. 8.15.: Gekoppelte Pendel. Zwei mathematische Pendel im Abstand d mit
jeweils der Lénge L sind mit einer masselosen Feder der Ruhelange
d und der Federkonstante k gekoppelt.

Wenn das linke Pendel um ¢; und das rechte Pendel um ¢, ausgelenkt wird (in
beiden Féllen wird nach rechts positiv gezéhlt), dann verdndert sich die Lange der
Feder um

Ad = {(sin (¢1) — sin (¢o)) = £ (¢1 — ¢2) (8.5.1)

fiir kleine Auslenkungen. Deshalb ist die KRAFT, die auf das linke Pendel ausgetibt
wird

Fry = —kAd &~ —kl (¢1 — o) (8.5.2)

Entsprechend ist die KRAFT auf das rechte Pendel

Fpo = —k(=Ad) = kl (¢1 — ¢2) (85.3)

Diese Kréfte entsprechen den Drehmomenten

Try = (Fpy = —k0* (¢1 — ¢2) (8.5.4a)
TF’Q - 6FF72 - k_gQ (¢1 - ¢2) (854b)
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203 8.5 Gekoppelte Schwingungen

Die durch die Gravitation hervorgerufenen Momente an den Pendeln sind

Tei = —Lmgsin ¢ =& —Lmgg, (8.5.5a)
Te2 = —Lmgsin ¢y = —Lmgp, (8.5.5Db)

Wir beachten, dass fiir eine Punktmasse m an einem masselosen Faden der Lénge
L das Tragheitsmoment I = mL? ist und erhalten die linearisierte Momentenglei-
chung

Ipy = mL*¢, = —Lmgepy — kl* (¢p1 — o) (8.5.6a)
Iy = mL*py = —Lmgpy + k0* (¢1 — o) (8.5.6b)

Wir teilen durch mL? und schreiben in Matrizenform

A R A
((52 == ﬁ—ktszZ _% _Lil}; gbg (857)

Wir nehmen an, dass beide Pendel mit der gleichen Frequenz w schwingen. Wir
setzen also an

¢1(t) = ¢ 0™ (8.5.8a)
Ba(t) = g 0e’ Y (8.5.8b)

Eingesetzt in Gleichung (8.5.6) bekommen wir

, A k(? A o
_w2¢170€zwt — _%¢17061wt o W (quOezwt _ ¢2,0€7'Wt626) (859&)
Py getei® — _£¢2 Jeteid 4 LEQ (¢1 ot — b Oeiwteié) (8.5.9h)
’ L™ mL? \" " ’

Wir teilen durch e = (

—whro = -2 —W(d) — n0e®) (8.5.10a)
1,0 7910 = e (P10 2,0 .0,

, , k(2
_W2¢2,06Z6 = —%(/152,06“S +

2 <¢1,0 - ¢2,06i5) (8.5.10b)

Wir stellen die Gleichung um und sortieren nach den beiden unbekannten ¢; o und
¢2,0€i5~

k(2 k(2 :
0= l—wz + % + W] ¢1,0 - W@b&oew (8.5.11&)
l? kt? »
O = _W¢170 + [—WQ + % + W] ¢2,0616 (8511b)
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Wir verwenden die folgenden Abkiirzungen

k2

A=—?+Y 5.

Tt (8.5.12a)
k2
= T3 (8.5.12b)
Tr = ¢1,0 (85120)
y = ¢20€” (8.5.12d)
und miissen damit die Gleichung

0= Az — By (8.5.13a)
0=—-Bx+ Ay (8.5.13b)

l6sen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit B und die zweite mit A und
bekommen

0= ABz — B%y (8.5.14a)
0=—ABzx + A%y (8.5.14b)

und addieren die Gleichungen. Damit wird

0 =y(A® — B?) (8.5.15)

Damit diese Gleichung fiir alle y eine Losung ist, muss A2 = B? sein. Diese Be-
stimmungsgleichung fiir w hat zwei Losungen

A =B (8.5.16a)
Ay=-B (8.5.16b)

oder

, g k2 ke

—i Lt = (8.5.17a)
o2 k2
Ly = o (8.5.17b)

L mL? mL?

Wir vereinfachen diese beiden Gleichungen und lésen nach w; auf

(8.5.18a)

(8.5.18b)

204 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Martj [ a0



205 8.6 Verallgemeinerung: Fundamental- oder Eigenschwingungen

Wenn wir x = ¢, als Vorgabe nehmen und die Gleichung y = %a: l6sen, bekommen
wir die Amplitude des zweiten Pendels.

219 4 k£ g g ke
90160 = w1+L+mL2¢ _ L+L+mL2¢
2,0,1 k02 1,0 k02 1,0
mL? mL?2
= ¢1,0 (8519&)
24 9 4 ke g ok g | ke
s, Wat Tt e Ay A
¢2,0,2€ = 2 ¢1,0 = 2 ¢1,0
[ kL
mL? mL?
= —10 (8.5.19b)

Die beiden Loésungen haben die folgenden Charakteristika

Losung 1 Es ist ¢201 = ¢1 und 6; = 0. Die beiden Pendel schwingen in Phase
mit der gleichen Resonanzfrequenz wie ein einzelnes Pendel. Die Feder wird
nicht gedehnt. Ob sie vorhanden ist oder nicht, ist nicht relevant.

Losung 2 Esist ¢292 = ¢10 und d; = 7. Die beiden Pendel schwingen gegenphasig
mit einer hoheren Resonanzfrequenz als die, die ein einzelnes Pendel hatte.
Die Feder wird periodisch gedehnt und gestaucht.

8.6. Verallgemeinerung: Fundamental- oder
Eigenschwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 181))

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung der Schwingungsgleichung fiir N glei-
che Pendel aussieht, die jeweils vom i-ten zum ¢+ 1-ten Pendel mit einer masselosen
Feder mit der Federkonstante k gekoppelt sind. Fiir das erste Pendel mit ¢ = 1 gilt

I$y = —Lmgo, — kl* (¢p1 — o) (8.6.1)

Die Bewegungsgleichung des letzten Pendels ist

IéN = —ng¢N + k/’£2 (¢N—1 - ¢N) (862)

Dazwischen lauten die Bewegungsgleichungen fiir ein Pendel 0 < j < N

165t = —Lmgg; — k€ (5 — dj11) + kO (b1 — ¢5)
= —Lmgg; + kl¢; 1 — 2k, + kl?¢; 4 (8.6.3)

k02

-+ und schreiben die

Wir dividieren durch I = mL? und setzen wj = 4 und & =
Gleichung als Matrizengleichung
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o1 W=k K -+ O 0 0 -~ 0 0 b1
o; | = 0 0 K —wi—2Kk K 0 0 0¥
by 0 0 -~ 0 0 0 -+ K —W2—kK On
(8.6.4)
Wir setzen nun ¢; = ¢; oe™* und 16sen die obige Gleichung
0 Ww—wi-k Kk -+ 0 0 0O --- 0 0 ?1,0
0| = 0 0+ kK Ww—wi—28 K -+ 0 0 ®j.0
0 0 0O --- 0 0 0 -+ Kk W—wl—kK ONO
(8.6.5)
Diese Gleichung hat dann eine Losung, wenn die Determinante
wWw—wi—-Kk Kk -+ 0 0 0 -0 0
0 0 - Kk W—wW—2k Kk -+ 0 0 =0 (8.6.6)
0 0 - 0 0 0 - Kk W —wi—k

Die Losung mit der tiefsten Resonanzfrequenz ist w = wy, bei der alle Pendel in
Phase sind (bei allen anderen Bewegungsmoden ist neben der potentiellen Energie
der Pendel auch in den Federn POTENTIELLE ENERGIE gespeichert, die Gesamt-
energie also fiir die gleich Auslenkung grosser.) Wenn wir diese Losung einsetzen,
bekommen wir die Gleichung

—K K 0 0 0 0 0
0 0 -+ kK =25 kK -~ 0 0 |=0 (8.6.7)
o o0 -0 0 0 -+ K —K

Wenn man alle Zeilen dieser Determinante aufsummiert, bekommt man den Null-
Vektor. Deshalb ist die obige Determinantengleichung erfiillt.
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0. Wellen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 423]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 158])

Im vorherigen Kapitel wurde die Losung der Schwingungsgleichung fiir eine grosse
Zahl gekoppelter Pendel betrachtet. Wenn bei einem solchen System ein dusseres
Pendel ausgelenkt wird, breitet sich die Storung zum anderen Ende aus. Erst wenn
dieser Einschwingvorgang abgeklungen ist, erhalten wir die mit den Gleichungen
aus dem vorherigen Kapitel berechneten Losungen. Die sich ausbreitende Stérung
im Pendelsystem nennen wir eine Welle.

9.1. Wellen in einer Dimension

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 423]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 161])

Wellen kénnen sich in Medien (Schallwellen, Seilwellen) oder auch ohne Medien
(Licht, elektromagnetische Wellen) ausbreiten. Sie konnen sich im Raum ausbrei-
ten, also in drei Dimensionen, auf Platten, in zwei Dimensionen oder in Seilen oder
Glasfaserkabeln in einer Dimension. Wir betrachten den einfachen Fall einer Welle
in einer Dimension.

9.1.1. Wellenberge
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , Dp- 424])

Versuch 58: @ Versuch zur Vorlesung:
Impulse und Wellen auf Seil (Versuchskarte SW-43)

IBIBIBIBS
i

Abb. 9.1.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende an der Wand eingespannt ist.



https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/SW/PDF/SW043V00.pdf

Wellen 208

Wir sahen, dass bei einer Schwingung die Anfangsbedingung zweiteilig war. Der
Ort und die Geschwindigkeit mussten vorgegeben werden. Genauso ist die Rand-
bedingung einer Seilwelle durch eine von zwei Grossen charakterisiert, dem Ort
und der Geschwindigkeit (erste Ableitung) oder eine hohere Ableitung. Wenn das
Seil fest eingespannt ist, wie in der obigen Abbildung, ist der Ort fest und die
zweite Ableitung (siehe auch den einseitig eingespannten Balken) frei. Der Wellen-
berg wechselt sein Vorzeichen bei der Reflexion: wir sprechen von einem Phasen-
sprung.

% -
ﬁ =
% —

Abb. 9.2.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende lose befestigt ist.

Wenn das Seilende lose ist, ist der Ort frei, aber die Geschwindigkeit stellt sich der
Anregung entsprechend ein. Hier hat die Amplitude der reflektierten Seilwelle die
gleiche Phase, es gibt keinen Phasensprung.

Analoge Effekte treten bei elektromagnetischen Wellen auf. Je nach
Randbedingung tritt bei der Reflexion ein Phasensprung von 7 auf.

9.1.1.1. Transversal- und Longitudinalwellen

Die hier betrachteten Seilwellen sind Transversalwellen oder Querwellen, da die
Anregung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ist. Licht und Seilwellen gehéren zu
den Transversalwellen. Bei Longitudinalwellen oder Langswellen geht die Auslen-
kung der Teilchen in die Richtung der Ausbreitung. Das bekannteste Beispiel einer
Longitudinalwelle ist die Druckwelle bei einer Schallwelle.

S N N TN
( ) ( ’\ \ |
\ \

4—
die Welle bewegt sich nach links

Abb. 9.3.: Wasserwelle.
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Mischformen von transversal- und Longitudinalwellen existieren, so zum Beispiel
die oben dargestellte Wasserwelle. Ein einzelnes Wasserteilchen bewegt sich kreis-
formig (eine Folge der Energieerhaltung). Dabei ist die Geschwindigkeit der Teil-
chen am Wellenkamm nach rechts gerichtet, wenn die Welle sich nach links aus-
breitet!.

9.1.1.2. Reflexion und Uberlagerung oder Superposition

Wenn zwei Wellenberge mit entgegengesetzer Ausbreitungsrichtung sich treffen,
dann addieren sich bei einem linearen System die Amplituden.

Eine Storung auf einem Seil wird nicht nur am Ende reflektiert, sondern auch,
wenn die Eigenschaften des Seils sich &ndern. Wenn ein Seil ab einer bestimmten
Stelle weniger steif ist, ist ab der Stelle auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Storung anders. Ein Teil (im Gegensatz zur Reflexion am Ende) der Welle wird
reflektiert. Dies ist analog zur Teilreflexion von Licht beim Ubergang von einem
Medium in das nachste.

Wir beobachten, dass die Form eines Wellenberges sich nicht &ndert. Im beweg-
ten Bezugssystem z*, y* ist sie durch y* = y(z*) gegeben. Nun bewegt sich das
Maximum mit der Geschwindigkeit v. Wir kénnen die Gleichungen der Galilei-
Transformation hinschreiben

y=y" (9.1.1a)
x=a"+ut (9.1.1Db)
Deshalb kann man die Form des Seiles auch mit

y = y(z — vt) (9.1.2)

schreiben. Bewegt sich das Maximum nach links, lautet die Gleichung

y =y(z +vt) (9.1.3)

Link zur Vorlesung: (Uberlagerungsprinzip von Wellen von Walter Fendt)

Versuch 59: @ Versuch zur Vorlesung:
Wellenmaschine (Versuchskarte SW-77)

!Dies ist auch das Prinzip des Wanderwellenmotors, der hiufig, zum Beispiel auch in Kame-
ras, als Stellmotor eingesetzt wird.
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Abb. 9.4.: Uberlagerung zweier Wellen mit unterschiedlichen Amplituden und
gleichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu.

Wenn wie in der obigen Zeichnung die beiden Wellen den Gleichungen y = y; (z —
vt) und y = yo(x + vt) geniigen, ist die resultierende Wellenfunktion

y = y1(z — vt) + ya(x + vt) (9.1.4)

-
1
[l

| | ) | |
a A ® M = O =4 N W A

2 0 2 4

Abb. 9.5.: Uberlagerung zweier Wellen mit gleichen Amplituden und unter-
schiedlichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu.

Haben die beiden Wellenberge unterschiedliche Vorzeichen, so kénnen sie sich zu
gewissen Zeiten teilweise oder, bei gleicher Amplitude, vollstandig ausloschen. Ob-
wohl in der Mitte nichts mehr von den Wellenbergen zu sehen ist, ist die Informa-
tion iiber ihre Form und Geschwindigkeit in der kinetischen Energie der Seilstiicke
gespeichert.
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Abb. 9.6.: Uberlagerung zweier sinusférmiger Wellenberge mit unterschiedlichen
Amplituden und gleichem Vorzeichen.

Das Uberlagerungsprinzip gilt auch fiir Wellen mit beliebiger Form, hier als Sinus-
welle dargestellt. Bei grossen Amplituden, also dann wenn das betrachtete
System nicht mehr linear ist, gilt das Uberlagerungs- oder Superpositi-
onsprinzip nicht.

9.1.2. Ausbreitungsgeschwindigkeit
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 429])

0/2 0,2
©

Abb. 9.7.: Krifteverhéltnisse an einem Wellenberg in einem sich mit dem Wel-
lenberg sich fortbewegenden Koordinatensystem.

Wir betrachten ein Seilsegment der Linge As = r©. Auf dieses Segment wirken
an den Enden Kréfte F', die um den Winkel ©/2 nach unten gekippt sind. Die
KRAFT F' ist die Spannkraft am Seil. Das Seil bewegt sich in dieser Darstellung
mit der Geschwindigkeit v durch das Bild. Dabei bewegt sich das Seilsegment
auf einer Kreisbahn, ist also der Zentripetalbeschleunigung v?/r unterworfen. Das
Kréftegleichgewicht in radialer Richtung (nach unten) ist

> F.=2Fsin (2) ~ 2F @) = FO (9.1.5)
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Die Tragheitskrafte konnen aus der Massenbelegung 1 = pA des Seils berechnet
werden, dabei ist p die Dichte und A der Seilquerschnitt. Die Masse des Seilstiickes

ist
m = puAs = ur® = pAAs = pAr© (9.1.6)

Die durch die Seilspannung bewirkte KRAFT F' ist gleich der durch die Dynamik
gegebene Zentripetalkraft.

2 2 2

FO=m" = w“@v— = pAr@U— (9.1.7)
r r r

Dies Gleichung kann nach v aufgelést werden ( wir verwenden die Seilspannung

o=F/A)
F o
= - = - 9.1.8
VSN T (9.1.8)

Dies ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Storung auf einem Seil
oder auf einer Saite.

Da in dieser Gleichung keine koordinatenabhéngigen Grossen vorhanden sind, gilt
sie auch fir das «Ruhesystem» des Seils.
Ein Seil mit einer Massenbelegung von p = 0.02 kf und einer Seilspannkraft F' =
30N ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

30N
v= L =387
0.02 % S

9.1.3. Harmonische Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 431])

Abb. 9.8.: Der Schnappschuss einer Welle mit der Wellenldnge .
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213 9.1 Wellen in einer Dimension

In der Periodendauer T bewegt sich die Welle um eine Wellenlange \ vorwarts.
Wenn wir die Frequenz v = 1/T einfiihren erhalten wir

v = 7): =vA (9.1.9)

Wenn die Auslenkung sinusformig ist, ist die Form der Welle zu einer bestimmten
Zeit ty durch

y (z) = Asin (kz) (9.1.10)

beschrieben. A ist die Amplitude und k = 27” die Wellenzahl, oder wenn damit
auch die Ausbreitungsrichtung bezeichnet wird, den Wellenvektor. Die Grosse
von k kann mit der folgenden Uberlegung berechnet werden: Die Sinusfunktion
ist mit 27 periodisch. Sie wiederholt sich aber auch mit jedem Vielfachen der
Wellenldnge M. Also ist

und daraus

o
A

Analog zu der Beschreibung der Wellenberge bemerken wir, dass die Welle sich mit
der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Wir transformieren also x — x — vt.

kA =27 = k (9.1.12)

y(z,t) = Asin (k(x — vt)) = Asin (kx — kvt) (9.1.13)

Wenn wir w = kv (Kreisfrequenz) setzen erhalten wir das Schlussresultat

y(x,t) = Asin (kx — wt) (9.1.14)
Die Wellengleichung
Wie schon frither berechnet, ist w = 27y = 2% Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
ist
w
== 1.1
v=o (9.1.15)
Die Wellengleichung kann auch
(z,t) = Asin [2 (x—tﬂ (9.1.16)
Y&, t) = m N T 1.
geschrieben werden.
9.1.4. Energieiibertrag bei Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 434])

Wenn wir ein kurzes Segment der Lange Az einer schwingenden Welle betrachten,
dann fithrt dieses eine harmonische Schwingung aus. Wenn die Wellengleichung
y(x,t) = Asin(kzr —wt) ist, dann ist die Geschwindigkeit v(z,t) = y(x,t) =
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—Aw cos (kx — wt). Damit ist die KINETISCHE ENERGIE des Seilsegments beim
Nulldurchgang und damit auch die Gesamtenergie
1 . 22 1 9o
AE = EAmv = aAmA = QA wuAx (9.1.17)
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle sei v = Az /At. Umgeformt Az = vAt
und eingesetzt bekommen wir
L oo
AE = QA w”pvdt (9.1.18)

Wir dividieren durch At und bekommen die durch die Welle transportierte Energie
pro Zeiteinheit, also die Leistung?

P=""= A% (9.1.19)

9.1.5. Superposition und Interferenz harmonischer Wellen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 435]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 513])

Analog zu Schwingungen, deren Kombination oder Uberlagerung neue Bewegungs-
formen ergibt, konnen auch Wellen tiberlagert werden. Dies kann sehr schon an
den Wasserwellen hinter einer Hafeneinfahrt beobachtet werden.

6
/\ 6-0 x
(oo

W
4

'

Abb. 9.9.: Interferenz zweier Wellen mit der gleichen Amplitude und der gleichen
Frequenz und einer Phase, die von 0. .. 27 variiert.

Mathematisch setzen wir zwei Wellen an

y1(z,t) = Asin (kx — wt) (9.1.20a)
yo(x,t) = Asin (kx — wt 4 0) (9.1.20b)

An einem bestimmten Ort ist die Differenz der Phasen durch

2Die Intensitét des Lichtes oder jeglicher Strahlung ist die Leistung pro Fliche

214 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



215 9.1 Wellen in einer Dimension

(kx —wty) — (kx —wty +9) =w(ty —ta) =0 =wWAt =9 (9.1.21)

gegeben und unabhingig vom Ort. Zu einer bestimmten Zeit ist die Differenz der
Phasen durch

(kzy — wt) — (kxe —wt +0) = k(xg —x2) —0 = kAz —§ (9.1.22)

gegeben, unabhéngig von der Zeit.
Wir wenden die Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen an. Wir verwenden

sin (o) + sin () = 2 cos (a;ﬁ) sin (Q;ﬁ> (9.1.23)

und erhalten
y(l‘, t) = yl(x, t) + y2(x7t)
= Asin (kz — wt) + Asin (kx — wt + 9)

= 2A cos (g) sin (k;x — wt + g) (9.1.24)
(9.1.25)

Aus dieser Gleichung kann die folgende Tabelle abgeleitet werden.

Phase | resultierende Amplitude Interferenz
0 2A konstruktive
/2 V2A
T 0 destruktiv
3m/2 V2A
2m 2A konstruktiv

Tab. 9.1.: Phase und Interferenz.

9.1.5.1. Stehende Wellen

Wenn wir eine nach links laufende Welle y, (z,t) = Asin (kz + wt) und eine nach
rechts laufende Welle y; = Asin (kz — wt + 0) zur Interferenz kommen lassen,
erhalten wir

y(l’,t) = yl(xvt) + yQ(x’t)
= Asin (kx 4+ wt) + Asin (kx — wt + 0)

= 2A cos (wt - g) sin (kx + g) (9.1.26)
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Die Summe der beiden Wellenfunktionen ist das Produkt zweier Terme

« ein zeitabhédngiger Teil,der fiir alle Orte gleich ist: cos (wt — g)

« ein ortsabhéangiger Teil, der fiir alle Zeiten gleich ist: sin (lm + g)

Damit bilden sich raumlich stehende Knotenlinien aus, wir haben eine stehende
Welle.

Wenn die Amplituden der beiden Wellen nicht gleich gross ist, dann
interferieren von der Welle mit der grosseren Amplitude nur die Am-

plitudenteile, die gleich gross wie die Amplitude der schwécheren
Welle sind.

Stehende Wellen als Resultat zweier gegenlaufender Wellen gibt es
in jedem Resonator, insbesondere in Laserresonatoren.

0.2. Wellen in 2 und mehr Dimensionen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 160])
Die Wellenfunktion fiir eine Welle in zwei oder drei Dimensionen wird wie
U(x) = Vy(x) cos (k(x) - & — wt) (9.2.1)

fiir eine longitudinale Welle und

A(x) = Ao(x) cos (k(x) - x — wt) (9.2.2)

fir transversale Wellen. A ist ein Vektor, der auch komplexe Komponenten haben
kann (Die komplexen Komponenten geben die Phasen an.). Der Vektor, der aus
dem Betrag der einzelnen Komponenten gebildet wird, gibt die Schwingungsrich-
tung der Welle an. Fiir eine transversale Welle gilt

A(z) k(z) =0 (9.2.3)

216 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti [ BaS



217 9.2 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

0.2.1. Ebene Wellen

\\\\\\\\\\\
I

Abb. 9.10.: Bild einer ebenen Welle.

Eine ebene Welle entsteht aus der allgemeinen Wellengleichung dadurch, dass die
Amplitude und der Wellenvektor nicht vom Ort abhéngen. Eine ebene Transver-
salwelle ist durch

A(x) = Agcos (k- x — wt) (9.2.4)

eine Longitudinalwelle durch

U(x) = ¥ycos (k- x — wt) (9.2.5)

gegeben. Ebene Wellen kénnen durch einen Vektor, der die Ausbreitungsrichtung
anzeigt, dargestellt werden. Bei ebenen Lichwellen spricht man dann von LICHT-
STRAHLEN.

9.2.2. Kugelwellen

Eine weitere héufig vorkommende Form von Wellen sind die Kugelwellen. Wir
kénnen die Amplitudenabhingigkeit durch folgende Uberlegung erhalten.

e Wir denken uns eine Kugeloberfliche um die Quelle, wobei die Quelle im
Mittelpunkt der Kugel sein soll.

e Der Energiefluss pro Zeit, die Leistung, die durch die gesamte Kugeloberfla-
che fliesst ist konstant, unabhéangig vom Radius der Kugel.

o Die Leistung ist durch die Querschnittsfliche der Saite war durch Gleichung
(9.1.19) gegeben: P = 1pA*w?v. Die Querschnittsfliche Fp der Saite ist in
der Massenbelegung 1 = Fyp enthalten. Also ist auch die Intensitat I =
% = %%AQCUQU = ;pA’w?v = KA? gegeben. Die gesamte Leistung iiber
einer Kugeloberfliche Fy = 4mr? ist also durch P = const = KA?F =
K A%47tr? gegeben.

+ Damit diese Gleichung fiir alle r gilt muss A(r) = Ay sein.
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Abb. 9.11.: Amplitude und Intensitéit einer Kugelwelle in Abhéangigkeit der Di-
stanz r von der Quelle. Links eine lineare, rechts eine logarithmische
Darstellung.

Bei einer Kugelwelle ist
o die Amplitude: A(r) = Ay™

o die Intensitat I(r) = Io%é

Bei einer Wasserwelle auf der Wasseroberflache ist die durch eine Kreis mit dem
Umfang U = 27r gehende Leistung konstant. Deshalb gilt, dass bei Wellen, die
sich auf einer 2-dimensionalen Oberfliche bewegen, dass

« die Amplitude: A(r) = A%

o die Intensitat I(r) = [™

r

(Welle auf einer 2-dimensionalen Flache)

ist.

Allgemein ist bei einem n-dimensionalen Raum

o die Amplitude: A(r) = Ay (%0)(”_1)/2

o und die Intensitat I(r) = I (%O)nil
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219 9.2 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

9.2.3. Interferenz am Beispiel von Wasserwellen

Versuch 60: @ Versuch zur Vorlesung:
Interferenz von Wasserwellen mit der grossen Wellenwanne (Ver-
suchskarte O-21)

Bei Wasserwellen koénnen Interferenzerscheinungen sehr schon beobachtet werden.
Die folgenden Abbildungen zeigen schematisch die zu beobachtenden Interferenz-
muster.

Abb. 9.12.: Interferenz zweier ebener Wellen. Blau sind die Wellenberge zu einer
bestimmten Zeit markiert. Die roten Pfeile geben die k-Vektoren an.
Die Schwarzen Linien markieren die Orte, an denen sich die Wellen-
berge treffen, wo also maximale Verstarkung auftritt.

Abb. 9.13.: Interferenz ebener Wellen. Die Kantenldnge der Bilder ist 20. Der
Betrag des Wellenvektors ist |k| = 3. Links sind die Wellenvektoren

der beiden ebenen Wellen im Winkel von 7/6 von der Senkrechten,
rechts 7/12.
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® PP ™S

Abb. 9.14.: Links Interferenz ebener Wellen, rechts die Interferenz einer Kreis-
welle mit einer ebenen Welle. Die Kantenldnge der Bilder ist 20. Der
Betrag des Wellenvektors ist |k| = 3. Links sind die Wellenvektoren
der beiden ebenen Wellen im Winkel von /36, rechts lduft die ebene
Welle senkrecht, das Zentrum der Kugelwelle ist von der Mitte aus
um 6 nach oben versetzt.

Die Maxima und Minima sind durch eine konstante Differenz der Phase und da-
mit des Abstandes von zwei Referenzlinien, die parallel zu den jeweiligen Fronten
liegen, charakterisiert. Damit sind auch die Orte konstanter Phase Geraden.

PP o NN
& BePPeF . RSN AS
LR B O R R O . T I R . B B
5 5 85 8% %N S%FSsessss
S % S8 B Y S S S eesS

Abb. 9.15.: Interferenz einer Kreiswelle mit einer ebenen Welle. Die Kantenldnge
der Bilder ist 20. Das Zentrum der Kugelwelle von der Mitte aus um
6 nach oben versetzt. Links ist der Betrag des Wellenvektors |k| = 5,
rechts 8.

Die Lage der Maxima oder der Minima ist durch eine konstante Phasendifferenz
kennzeichnet. Wenn die ebene Welle sich in y-Richtung Ausbreitet, dann nimmt
man eine zur x-Achse parallele Linie durch die Quelle der Kreiswelle als Referenz.
Wenn ¢ der Abstand des Punktes P von dieser Linie sei und 7 der Abstand von
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221 9.2 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

P von der punktférmigen Quelle, dann gilt fiir den Abstand Z von P parallel zur
x-Achse, dass

=7+ (9.2.6)

Fiir Maxima oder Minima ist die Phasendifferenz konstant, also gilt

F=i+0/k (9.2.7)

wenn k der Betrag des Wellenvektors ist. Also haben wir

(9.2.8a)

Abb. 9.16.: Interferenz zweier Kugelwellen mit dem Wellenvektor vom Betrag
3. Links sind die Zentren um 1 nach oben und unten versetzt, rechts
um 2.

Die Orte konstanter Phasen, also die Lage der Maxima und Minima ist durch eine
konstante Wegdifferenz von einem Punkt P zu den Quellen charakterisiert. Wir
legen die Quellen an die Punkte (0;9) und (0; —7). Die Abstédnde des Punktes
(z;y) seien 72 = 22 + (y — §)? und r3 = 2? + (y + §)*. Es ist dann o — ry = 0 /k.
Eingesetzt

Vet 0 et = (929)

Die Losungen dieser Gleichung beschreiben die Linien konstanter Phase

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti [ Bl 221



Wellen 222

Abb. 9.17.: Interferenz zweier Kugelwellen mit dem Wellenvektor vom Betrag
3. Links sind die Zentren um 4 nach oben und unten versetzt, rechts
um 8.
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10. Optische Phanomene

In den beiden letzten Kapiteln dieser Vorlesung wollen wir uns mit einem besonders
wichtigen Wellenphdnomen befassen, dem Licht.

10.1. Polarisation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1044]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 534])

Licht ist eine transversale elektromagnetische Welle. Das heisst, dass das elek-
trische und das magnetische Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung schwingen.
Nach Gleichung Gleichung (9.2.2) ist zum Beispiel die Wellengleichung fiir das
elektrische Feld durch E(x) = Eq(x)cos (k(x) - € — wt) gegeben. Die Tatsache,
dass wir eine Transversalwelle haben erfordert, dass E — 0 der Bedingung

Ey- k=0 (10.1.1)

gilt.
Wenn wir nun, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, die Ausbreitungsrichtung
der Welle in die xz-Richtung legen, dann sind

o der Wellenvektor k = (k;0;0)

« und die Amplitude E, = (0; E; E.)

Diese Wahl erfiillt die Bedingung der Transversalitét.

Es gibt zwei mogliche orthogonale Orientierungen von E( sowie die
daraus folgenden Linearkombinationen. Die Richtung, in die E zeigt
ist die Polarisationsrichtung.

10.1.1. Polarisation durch Absorption

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 1044])
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Absorption keine Absorption

Abb. 10.1.: Polarisation und Absorption.

Wenn das elektrische Feld einer Mikrowellen entlang eines Drahtes zeigt, kann
dieses Feld im Draht Ladungen bewegen und so Energie abgeben. Die Intensitét
der Welle und damit die die Absorption hingen von der POLARISATION ab.

Ebenso gibt es Molekiile mit Doppelbindungen zwischen den Kohlenstoffatomen,
bei denen m-Elektronen beweglich sind, die wie Drahte wirken. Werden diese Mo-
lekiile orientiert zu einer Folie gemacht, so erhalt man eine polarisierende Folie.
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Abb. 10.2.: Licht durch einen Polarisator und einen Analysator mit gekreuzten
Polarisationsrichtungen. Darunter die gleiche Anordnung, aber der
Analysator ist nun um 7/4 gedreht.

Bei einer Anordnung von Analysator und Polarisator polarisiert der Polarisator
das Licht. Der Analysator ldsst nur die Projektion des E-Feldes auf seine Durch-
lassachse durch. Fiir die Amplitude gilt

E = Eycosf (10.1.2)

wobei 6 der Winkel zwischen den Polarisationsrichtungen von Polarisator und Ana-
lysator ist. Da die Intensitéit proportional zum Quadrat der Amplitude ist I oc E?
gilt fiir die Intensitéat

I =1Iycos?0 (10.1.3)

(GESETZ VON MALUS, nach Etienne Louis Malus). Wenn zwischen gekreuzten Po-
larisatoren und Analysatoren eine optisch aktive Substanz eingebracht wird, kann
mit dieser Anordnung die Grosse der optischen Aktivitit gemessen werden'.

Versuch 61: @ Versuch zur Vorlesung:
Malussches Gesetz: Licht mit Polarisator und Analysator

!Die Analyse von Spannungen in Bauteilen nachgebildet mit Plexiglas war eine wichtige
Anwendung (heute gibt es Programme zur Finite-Elemente-Analyse)
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Versuch 62: @ Versuch zur Vorlesung:
Spannungsdoppelbrechung: Kunststoffmodelle (Versuchskarte O-
008)

10.1.2. Polarisation durch Streuung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 1046])

Abb. 10.3.: Polarisation durch Streuung.

Wenn Licht von links auf ein streuendes Teilchen (z.B. ein Wassertropfchen) fallt,
dann kann nur die Komponente des E-Feldes, die auch senkrecht zur Streurich-
tung steht, eine Lichtwelle anregen. Die dazu senkrechte Komponente wiirde eine
propagierende, longitudinal polarisierte Welle erzeugen. Propagierende, longitudi-
nale Lichtwellen stehen aber im Widerspruch zu den Maxwellschen Gleichungen
und treten deshalb nicht auf.

°
Versuch 63: @ Versuch zur Vorlesung:
Rayleigh-Streuung (Versuchskarte O-042; Video (VPN oder intern))

10.1.3. Polarisation durch Reflexion

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp. 1047])
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van

Glas
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Abb. 10.4.: Winkel bei der Reflexion unter dem Brewster-Winkel.

Wenn Licht in ein dichteres Medium eindringt und es zur Reflexion (Siehe Ab-
schnitt 12) und zur Brechung kommt gelten zwei Gesetze

 FEinfallswinkel = Ausfallswinkel (Impulserhaltung fiir die zur Grenzfliche
tangentiale Komponenten des Lichtes)

« Das Gesetz von Snellius nsin (6p) = ng sin (6s)

Wenn nun der Winkel zwischen dem gebrochenen Licht und dem reflektierten
Licht 7/2 ist, haben wir wieder die Situation wie bei der Streuung: im reflek-
tierten Licht kann keine Lichtwelle angeregt werden, deren Polarisationsrichtung
(E!) in der durch den einfallenden und gebrochenen Lichtstrahl definierten Einfall-
sebene liegt. Das heisst, der reflektierte Strahl ist vollkommen polarisiert mit der
Polarisationsebene senkrecht zur Einfallsebene. Der Winkel 6p heisst nach seinem
Entdecker Sir David Brewster Brewster-Winkel. Eine Betrachtung der Winkel in
der Abbildung ergibt, dass 0p + 0y = 7/2 ist. Damit wird der Brewster-Winkel

nsinfp = nysin (0y) = nysin (7/2 — 0p) = ny cos (6p) (10.1.4)
und damit

tanfp = -2 (10.1.5)
n

Fir Glas (ny = 1.5) gegen Luft (n = 1) ist p = arctan (1.5) = 0.31287 = 56.31°.
Der Brewster-Winkel wird zum Beispiel beim Resonator von Gaslasern angewandt
um die Polarisationsrichtung zu definieren.

Versuch 64: @ Versuch zur Vorlesung:
Spiegelanalysator: Polarisation durch Reflexion (Versuchskarte O-
115, Video (VPN oder intern))
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10.2. Beugung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1109]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , Pp. 527))

Die bei Licht auftretenden Beugungserscheinungen sind analog zu den Erscheinun-
gen, die bei Wasserwellen auftreten. Beugung ist wichtig bei

o dem Auflosungsvermogen von Mikroskopen (nach Ernst Abbe). Die Beugung

an der Offnung der Objektivlinse limitiert die Auflésung, da zwei Objekte im
Abstand d eine Beugung mit dem ersten Beugungsmaximum beim Winkel
O = arcsin (1.223) erzeugen. Wenn dieses erste Beugungsmaximum nicht
in die Apertur der Linse féllt, sind die beiden Objekte nicht mehr getrennt
abbildbar.

der Berechnung der tibertragenen Struktur bei Masken fiir die Halbleiterli-
thographie. Die Beugung an den mit < 100 nm definierten Schattenmasken
fiir Halbleiters verédndert das Bild. Bei Kontaktmasken tritt zusatzlich noch
der TALBOTEFFEKT (nach Henry Fox Talbot, siehe auch | ]) auf.

der Holografie. Ein Hologramm ist ein auf fotografischem Wege erzeugtes
Beugungsmuster. Dieses Beugungsmuster ist so, dass bei der Belichtung
mit monochromatischem Licht? das urspriingliche Wellenfeld wieder erzeugt
wird. Im Gegensatz zu einer Fotografie ist bei der Holografie die Information
iiber das ganze Aufnahmemedium verteilt. Das halbe Hologramm hat die
gleiche Bildinformation wie das ganze Hologramm, aber mit einer schlech-
teren Auflésung.

Versuch 65: @ Versuch zur Vorlesung:

Beugung an Spalt, Loch und Hindernis (Versuchskarte O-050, Video
(VPN oder intern))

10.3. Absorption, Dispersion und Streuung

10.3.1. Absorption

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , Pp. 547])

2Es gibt auch Hologramme, die mit weissem Licht arbeiten.
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Abb. 10.5.: Absorption von Licht.

Wenn Licht durch Materie transportiert wird, dann gibt es, abhangig vom Material,
eine Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Anteil der transportierten Energie
absorbiert wird. Auf der Strecke dz verringert sich die Intensitdt um

dl = —aldz (10.3.1)
Diese Gleichung kann integriert werden und fithrt zum Beer-Lambertschen Ab-
sorptionsgesetz

I(z) = Ipe™™* (10.3.2)

In beiden Gleichungen ist ov der ABSORPTIONSKOEFFIZIENT.

10.3.2. Dispersion und Kommunikation

Im allgemeinen Falle hangt die Phasengeschwindigkeit einer Welle von der Fre-
quenz und vom Medium ab. Das heisst fiir Licht, dass jede Farbe eine eigene
Ausbreitungsgeschwindigkeit hat.

Abb. 10.6.: Federmodell fir die Dispersion nach Kéanzig[l<an7g].

Wir betrachten eine longitudinale Welle auf einem Feder-Masse-System. Die Be-
wegungsgleichung fiir die n-te Masse ist

mé, = —k (€n = &nm1) + k(g1 — &n) =k (§ngr +&nm1) — 2k, (10.3.3)
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analog zur Gleichung (8.6.3) fiir ein inneres Pendel bei gekoppelten Pendeln. Bei
sehr kleinen Frequenzen schwingen alle Massen in Phase: wie bei den gekoppelten
Pendeln gibt die gleichsinnige Bewegung aller Massen die tiefste Frequenz, die hier,
da wir eine unendliche Anzahl Massen annehmen, null ist. Die maximale Frequenz
erhdlt man dann, wenn jeweils zwei benachbarte Massen gegensinnig schwingen.
Eine hoher Schwingungsfrequenz ist nicht méglich. Die minimale Wellenlange ist
Amin = 2a und entsprechend kyqp = 7. Wir setzen Q% = 24k ynd erhalten

m

1 1
En = Q(Q) Z (£n+1 + gn—l) - ign (10‘3‘4)
Wir setzen als vorlaufige Losung fiir A > 2a an: &(z,t) = Ae'®*®~+) Da die Schwin-

gung nur fiir diskrete Positionen definiert ist, ersetzen wir x = na und erhalten als
endgiiltigen Losungsansatz

& = &(n,t) = Ae’Fraeh (10.3.5)

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten wir

L Pethne — (2 Lll (eik(n—l)a n eik(n-i-l)a) B ;eikna] (10.3.62)
W2 — ;Q(z) {1 _ ; (eika n e—z‘kaﬂ
= ;Qg [1 — cos (ka)]
= (2 sin? k'; (10.3.6b)

Die Dispersionsbeziehung fiir die Feder-Masse-Kette ist

k
w(k) = Qo sin Q‘L (10.3.7)

« Fiir lange Wellen A > a oder ka < 27 ist sin % ~ % Damit ist w(k) ~
%ona.
Mit der Definition der PHASENGESCHWINDIGKEIT ¢ = w/k Erhalten wir
1

1
= 590& = iﬂm

Die Gruppengeschwindigkeit ¢ = Z—‘; ist
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e Fiir Wellen mit A = \,,,;,, = 2a ist die Phasengeschwindigkeit

o= o _Soa 1 2

T wfa 0w 0w
und die Gruppengeschwindigkeit

B dQ  ka
CT Uk OSIHQﬂ/a_z 2

w/a

e Fiir A < 2a wird die Welle exponentiell gedampft.

Dispersion einer zweiatomigen Federkette

Abb. 10.7.: Dispersionsrelation fiir Federketten mit zwei unterschiedlichen Ato-
men. Oben ist die Federkette dargestellt, unten die Dispersionsrela-
tion.

Wenn eine Federkette mit einer regelméssigen Anordnung zweier ungleicher Mas-
sen gebildet wird, tritt zum von den vorherigen Ausfithrungen bekannten AKUS-
TISCHEN ZWEIG ein optischer Zweig. Zuséatzlich gibt es Frequenzen, fiir die es
keinen reellen k-vektor gibt. Diese Frequenzen (oder iiber E = fw auch diese
Energien) sind keine propagierenden Wellen moglich. Gibt es neben longitudina-
len auch transversale Wellen, zeigt die Dispersionsrelation nicht einen sondern drei
Zweige akustischer Phononen.
Schwerewellen im tiefen Wasser haben die Dispersionsbeziehung

2_ 9 1

== A (10.3.8)
Eine Konsequenz ist, dass Tsunamis, Flutwellen von Erdbeben, auf dem offenen
Meer eine sehr grosse Wellenldnge und auch eine sehr hohe Geschwindigkeit (meh-
rere 100 kTm bis zu 10001‘Tm ) haben. Da ihre Energie auf eine so grosse Distanz
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verteilt ist, hebt sich der Meeresspiegel nur um einen bis einige 10 Meter. Diese
gesamte Energie wird dann an einem Strandabschnitt deponiert und richtet grosse
Zerstorungen an.

- c=3002
o Dann ist A = 27¢?/g ~2-3-300-300/10 = 54 000 m

o Bei einer Hohe von 10m ist der Energiegehalt pro Meter Strand E,, =
54000m - 1m - 10m/2/7m = 85kJ fiir jeden Wellenberg (dies entspricht dem
Aufprall einer Masse von 2000 kg mit 12.6 = auf 2m Breite.)

Ein Puls oder eine Wellengruppe besteht aus Wellen benachbarter Frequenz. Ana-
log zur Modulation (sieche Abschnitt 8.4.3) und der Gleichung (8.4.7)* besteht ein
Puls aus einer Einhiillenden sowie einer Phase, die fiir sich aber keine Information
tragt. Eine ldngere Rechnung| | ergibt, dass die resultierende Wellenfunkti-

on aus harmonischen Welle eik07=¢t) gowie der Modulation G (ac — ‘;—: N t). Die
0

resultierende Welle ist

t) (10.3.9)

Die Gruppengeschwindigkeit

(10.3.10)

'UG:%]CO

Bei unserem Feder-Masse-System ist vg = 0 wenn A = 2q ist. Das heisst, der Puls,
der die Information tragt, ist ortsfest. Wenn v nicht konstant ist, verandert
sich die Form des Pulses mit der Zeit, da die verschiedenen Frequenzanteile sich
unterschiedlich schnell ausbreiten.

Losungsmoglichkeiten

o Dispersionskompensation. Sie ist aufwendig und wird hauptséachlich bei Kurzpuls-
Lasersystemen angewandt.

o Betrieb des Systems bei einer Wellenlange, bei der die Dispersion minimal,
also vg moglichst konstant ist. Dies wird bei der optischen Kommunikation
angewandt (Wellenldngen 1300 nm und 1500 nm).

o Man setzt die Datenrate auf niedrigere Werte, verbreitert also die Pulse und
minimiert so die Fehler durch die Dispersion. Bis zu einer Verringerung der
iibertragenen Datenrate um den Faktor 2 kann der Geschwindigkeitsverlust
meist durch die Anwendung von Kompressionsalgorithmen minimiert wer-
den.

3Dabei muss wt durch kx — wt ersetzt werden.
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235 10.3 Absorption, Dispersion und Streuung

Versuch 66: @ Versuch zur Vorlesung:
Gruppen- und Phasengeschwindigkeit: Modellversuch (Versuchskar-
te SW-093, Video (VPN oder intern))

10.3.3. Streuung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. H53])

Alle Teilchen, ob sie sehr viel kleiner als die Wellenldnge des Lichtes sind wie
Molekiile oder ob sie etwa die gleiche Grosse wie die Wellenldnge haben, streuen
Licht. Molekiile und Atome werden zur Berechnung der Streuung als Dipolstrahler
betrachtet.

e Zwei Ladungen +@Q und —@ in einem Molekil vom Querschnitt A erzeugen
das elektrische Feld E' = Q/(egA)

o Das resultierende Dipolmoment, wenn die Ladungen im Abstand d sind, ist

p=Qd =~ egAdE ~ ¢V E. dabei ist V = Ad das Volumen des Molekiils.
« Die Polarisierbarkeit des Molekiils ist p/E ~ eV

o Wenn diese molekulare Antenne schwingt, so strahlt sie nach H. Hertz die
Leistung P = wlp?/(6mec®) ~ wiegV2E?/(6mey) ab.

e Diese Leistung entzieht die Streuung sie der Einfallenden Welle mit der In-
tensitit I = cegB2.

Ein Molekiil hat also den Streuquerschnitt
P w2

0O — —=
I 6mct

(10.3.11)

Blaues Licht wird also durch Molekiile sehr viel starker gestreut als rotes Licht.
Wir berechnen die Eindringtiefe oder die mittlere freie Weglange fiir Licht

« Mittlere Freie Weglénge: ¢ = 1/(no), wobei n die Molekiilzahldichte ist.

. _ 67rc4 _ 67‘(’)\4 — ii
Also ist £ = Ui = 1 = g3 e

o Das Molekiilvolumen ist etwa V &~ 51072 m?

« Die Eindringtiefe ist dann ¢ = 160\* (wobei ¢ in km und A in pm gemessen
werden).
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Wellenldnge in nm  Farbe | Eindringtiefe in km
400 violett 4
600  gelb 20
800  rot 65

Tab. 10.1.: Eindringtiefen von Licht in Luft.

Es ist deshalb auch nicht verwunderlich, dass die Alpen von Ulm aus gesehen nur
schlecht zu sehen sind. Diese RAYLEIGH-STREUUNG ist fiir den blauen Himmel und
das rotliche Licht am Morgen und am Abend verantwortlich. Ist die Atmosphére
dichter, dann nimmt die Streuung zu. Licht wird dann nicht mehr propagierend
sondern diffusiv transportiert. So braucht ein Photon aus dem Sonneninneren etwa
ein Jahr um die Oberfldche zu erreichen.

Fiir grossere Teilchen, d ~ A oder grosser, folgt die Streuung dem Gesetz von
Mie (MIE-STREUUNG). In diesem Bereich ist die Streuung unabhéngig von der
Wellenldange. Deshalb sieht das gestreute Licht weiss aus, zum Beispiel das an
Wolken oder am Nebel gestreute Licht.
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11. Das Fresnel-Huygenssche
Prinzip

Literatur: (Siehe Hecht, Optik [ , pp- 163, 650]) (Siehe Pérez, Optik | ,
pp. 328]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1028])

Versuch 67: @ Versuch zur Vorlesung:
Huygen’sches Prinzip: Wellenwanne (Versuchskarte O-015)

Die Beugung von Wellen an einem Objekt kann mit dem PRINZIP VON FRESNEL-
HUYGENS erklédrt werden.

Dieses Prinzip kann mit Hilfe von sphérischen Wellen und der Fourier-Transformation
motiviert werden. Wir betrachten das elektrische Feld einer elektromagnetischen
Welle in einer Ebene, praktischerweise mit z = 0. Die komplexe Amplitude (ein
Weg, die Phase mit zu berticksichtigen) ist in dieser Ebene ortsabhéngig. Der Mit-
telpunkt der Kugelwelle wird dabei nach r( verschoben.

Eqy(ro)
7o — 7|
Die resultierende Welle kann als Summe von Einzelwellen, oder im kontinuierlichen
Falle als Integral geschrieben werden.

E(r,ry,t) = exp (i (k|ro — r| — wt)) (11.0.1)

H (i (k|ro — | — wt)) dro (11.0.2a)
Ebene ‘
Das Integral hiangt nicht von ¢ ab
E(r,t) = exp (—iwt) ff o) exp (ik |ro — r|) dry (11.0.2Db)
Ebene ’7‘0 - ’

In Komponenten haben wir 7 = (z,y, 2)" und 7o = (z¢,0,0)”. Wir setzen p =
(P, Py p2)T = (x — 20,y — Y0, 2)". Mit der neuen Variablen p und dp, = —dzy und
dp, = —dyo und dry = (—dzo)(—dyo) = dp lautet das Integral:

E(r,t) = exp (—iwt) JT

Ebene

eXp (ikp) dp (11.0.3)

Weit weg von der Ebene z = 0 kann man schreiben, dass p ~ py ist. Wir kénnen
dann schreiben
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E(r,t) ~ w ([ Bulp) exp (ikp) dp (11.0.4)

Aus dieser Gleichung folgt, die komplexe Amplitude einer elektromagnetischen
Welle, die in einer Ebene bekannt ist, naherungsweise als Fouriertransformation
beschrieben werden kann. Genauere Analysen (spéter) sind die Kirchhoff-Theorie,
die Fraunhofer-Theorie und die Fresnel-Theorie.

Andererseits kann, wenn vom Integral zuriick zu einer Summe gegangen wird, und
die 1/p-Abhéngigkeit vernachlassigt wird, das FRESNEL-HUYGENSSCHE PRINZIP
formuliert werden.

Das Fresnel-Huygenssche Prinzip
Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront ist Ausgangspunkt einer
neuen kugelformigen Elementarwelle, die die gleiche Ausbreitungs-
geschwindigkeit und Frequenz wie die urspriingliche Welle hat. Die
Einhiillende aller Elementarwellen ergibt die Wellenfront zu einem
spateren Zeitpunkt. (nach Augustin Fresnel und Christiaan Huygens)

Man nimmt eine Momentaufnahme des Wellenbildes eines bestimmten Wellenber-
ges und nimmt jeden Punkt auf diesem Wellenberg als Ausgangspunkt einer neuen
KREISWELLE (KUGELWELLE in 3 Dimensionen).

Abb. 11.1.: HUYGENSSCHES PRINZIP. Links die Interferenz von 5 KREISWELLEN
auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bildkante.
Rechts das gleiche mit 9 KREISWELLEN.
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Abb. 11.2.: HUYGENSSCHES PRINZIP. Links die Interferenz von 17 KREISWEL-
LEN auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 33 KREISWELLEN.

Abb. 11.3.: HUYGENSSCHES PRINZIP. Links die Interferenz von 65 KREISWEL-
LEN auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 129 KREISWELLEN.

Die Beugung an einem Spalt kann so verstanden werden, dass nicht mehr KREIS-
WELLEN aus einem grossen Bereich, sondern nur noch KREISWELLEN aus dem
Spalt zum neuen WELLENBILD beitragen.
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Abb. 11.4.: HUYGENSSCHES PRINZIP. INTERFERENZMUSTER an einem Spalt.
Links die Interferenz von 5 KREISWELLEN auf einer horizontalen
Linie im Spalt. Rechts das gleiche mit 9 KREISWELLEN.

Abb. 11.5.: HUYGENSSCHES PRINZIP. INTERFERENZMUSTER an einem Spalt.
Links das INTERFERENZMUSTER bei einer Spaltbreite von 1 Wellen-
lénge, rechts von 3 Wellenlangen.
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241 11.1 Interferenz von Kugelwellen

L] [ ] i # i

' s 1\

(N

Abb. 11.6.: HUYGENSSCHES PRINZIP. INTERFERENZMUSTER an einem Gitter.
Die im Bild sichtbare Drehung rithrt daher, dass nur eine endliche
Anzahl von Gitterschlitzen berticksichtigt wurde.

11.1. Interferenz von Kugelwellen

Nach dem Fresnel-Huygensschen Prinzip interferieren Kugelwellen. Bei grossem p
(siehe auch Gleichung (11.0.4)) und achsnahen Positionen (p? > (p2 + p7)) ist

2+
p=\/03+(p§+p§)=dp§ <1+ v py))

P2
(2 + )

z

Situationen, bei denen Gleichung (11.1.1) gilt, heissen PARAXIAL, die Ndherung
also PARAXIALE NAHERUNG.

A __dsing

Abb. 11.7.: Interferenz zweier Wellen aus A und B

Die Interferenz von Kugelwellen kann bei etwa gleichen Amplituden nach Abbil-
dung 11.7 berechnet werden. Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass der Weglén-
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genunterschied von A nach P und von B nach P Al = dsin () ist. Konstruktive
Interferenz tritt auf, wenn

A
sin (i) = % n=0, £1, £2, ... (11.1.2)

ist. In der PARAXIALEN NAHERUNG (kleine ¢) gilt auch

A
o= % n=0, +1, +2, ... (11.1.3)
Interferenzminima treten bei
1/2)\
sin p = md/) n=-+l, +2, ... (11.1.4)

oder, in der PARAXIALEN NAHERUNG (kleine ¢), bei

o= (”Jr;/m n—=+l, +2, ... (11.1.5)

Die Lage der INTERFERENZEXTREMA héngen von der Wellenldnge ab.

11.2. Interferenzmuster an einem Doppelspalt

Literatur: (Siehe Hecht, Optik | , pp. 572]) (Siehe Pérez, Optik | , PP-
358]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1116])

Versuch 68: @ Versuch zur Vorlesung:
Beugung am Doppelspalt (Versuchskarte O-123)

Abb. 11.8.: Strahlengang bei einem Doppelspalt

Aus den Interferenzbedingungen wissen wir, dass wir
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konstruktive Interferenz (helle Streifen) bei

dsin (©) = mA m=0,%1,£2,... (11.2.1)
destruktive Interferenz (dunkle Streifen) bei
1
dsin (©) = (m—|—2>)\ m=0,41,42. ... (11.2.2)

haben. Wir berechnen nun den Verlauf der INTENSITAT.
Am Punkt P ist die Phasendifferenz
2T .
0= TdSIIl(@) (11.2.3)

Der m-te helle Streifen hat von der Achse den Abstand v,,. Nach der Skizze ist
der Winkel dann durch

tan © = mi (11.2.4)

gegeben. Wir verwenden, dass fiir kleine Winkel © gilt: tan (©) =~ sin (©) ~ ©.
Damit folgt

dsin (©) ~ dtan (©) = dmi A~ mA (11.2.5)

Der m-te helle Streifen liegt also bei

o (11.2.6)
d
Der Abstand zweier Streifen ist
Ay = Aj (11.2.7)

Wenn wir die Amplituden der Felder verwenden (die elektrischen Felder F), kénnen
wir sagen, dass die beiden Felder E, = |&;|sin (wt) und Ey = |&E;|sin (wt + 6)
am Punkt P interferieren.

E = E1 + E2 = |€02| sin (wt) + |€02| sin (wt + 5) (1128)

Mit sin o + sin 3 = 2 cos (O‘T’B) sin (#)
bekommt man

E = 2|&] cos (g) sin <wt + g) (11.2.9)

Die INTENSITAT ist dann (ohne Herleitung)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 243



Das Fresnel-Huygenssche Prinzip 244

) )
I= 4n%c |&i” cos? <§> = 2negc | €| cos? <§> (11.2.10)

wobei n der Brechungsindex des Mediums ist. Mit dsin (©) ~ yd/¢ wird die Phase

d= Tdsm (©) ~ Wi (11.2.11)
und mit /o = "¢ |€0i|2
o5 [ Tyd
I(y) ~ 41, cos Y2 (11.2.12)

Abb. 11.9.: Beugung an einem Doppelspalt. Links ist d = 3\, in der Mitte
d = 10X und rechts d = 30\ (rechts ist der gezeigte Bildausschnitt

grosser).

Die Interferenz an einem Doppelspalt hiangt von der Polarisationsrichtung ab.

Versuch 69: @ Versuch zur Vorlesung:
Interferenz mit Polarisation (Versuchskarte AT-051)
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12. Reflexion und Brechung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1059]) (Siehe P. A. Tipler
und G. Mosca, Physik | , pp- 1030]) (Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik
[ , pp. 481])

Reflexion und Brechung sind die Phédnomene, die ein Grundverstindnis von Linsen,
Mikroskopen aber auch von Glasfasern ermoéglicht. Grundlage fiir die Diskussion
ist das Huygens’sche Prinzip (Siehe Abschnitt 11).

12.1. Lichtstrahlen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1028]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 481])

Wir verwenden Lichtstrahlen (siche Abschnitt 9.2.1). Die Richtung des Wellen-
vektors definiert die Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahls. Eine ebene Welle ist
lateral unendlich ausgedehnt. Fiir Lichtstrahlen heisst dies, dass sie, streng gese-
hen, nur dann angewendet werden diirfen, wenn die Ausdehnungen gross gegen die
Wellenlédnge A\ des Lichtes sind.

12.2. Reflexion

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1030]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 483])

Versuch 70: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Reflexi-
on (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))
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o Luft
CA’[\

Abb. 12.1.: Geometrie der Reflexion.

Wir betrachten eine Welle, die sich mit dem Wellenvektor k sich auf die Grenzfla-
che Luft-Glas hin bewegt. Eingezeichnet ist rot der Wellenberg, der durch B’ zur
Zeit t geht. Dieser Wellenberg beriihrt die Grenzflache in B. An beiden orten wird
eine Huygens’sche Elementarwelle (Siehe Abschnitt 11) ausgelost. nach der Zeit At
hat der Wellenberg, der zur Zeit ¢t durch B’ ging, A erreicht. Nach dem Huygens-
schen Prinzip (Siche Abschnitt 11) hat auch die in B’ startende Elementarwelle
A erreicht. Die Elementarwelle aus B ist nun bei A’. Da wir keine Annahme tiber
Zeiten und Abstdnde gemacht haben, muss diese Elementarwelle Teil eines kon-
struktiv tiberlagernden Systems von Elementarwellen sein, die eine zweite ebene
Welle mit dem Wellenvektor k' erzeugen. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
die beiden Elementarwellen gleich ist, da die Verbindungsstrecken B’A und BA’
gleich lang sind und beide Teile eines rechtwinkligen Dreiecks sind, miissen alle
Winkel gleich sein. Deshalb ist der Neigungswinkel von k' zur Senkrechten gleich
dem Neigungswinkel von k zur Senkrechten. Es folgt das Reflexionsgesetz

Bei der Reflexion gilt:
Einfallswinkel=Ausfallswinkel

In einem Medium bewegt sich Licht langsamer: die Lichtwelle regt die gebundenen
Elektronen zum Schwingen an. Diese erzeugen Huygens’sche Elementarwellen (Sie-
he Abschnitt 11), aber mit einer Phasenverschiebung (Siehe Abschnitt 8.3) oder, in
anderen Worten, einer Zeitverzogerung. Dies bedeutet, dass Licht sich langsamer
ausbreitet. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht im Medium ist

S 12.2.1
Cm = ( )

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n der Brechungsindex des Me-
diums ist’.

Bei senkrechtem Einfall ist die Intensitéit des reflektierten Lichtes (ohne Beweis)

1Es ist auch n = €2, wobei € die relative Permittivitdt bei der Frequenz des Lichtes ist
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ny — nNo 2
I = ( ) 1 12.2.2
ny + No 0 ( )

Dabei sind n; und n, die Brechzahlen der beiden Medien und I, die einfallende
Intensitat. Bei ny = 1 (Luft) und ny = 1,33 (Wasser) ist /Iy = 0.02. Fiir ny = 1.5
(Glas) ist I/Iy = 0.04 und fir ny = 2.5 (etwa Diamant) ist I/, = 0.18. Bei
ny = 3.5 1st I/l = 0.31!

Bei zwei Medien mit unterschiedlichen Brechzahlen heisst dasjenige
das optisch dichtere Medium, dessen Brechzahl grosser ist.

12.3. Brechung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TNO4, pp. 1032]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Nes15, pp. 485))

¥

Versuch 71: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Bre-
chung (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Luft
\\ n1

'3/,/,@ Glas

n2

Abb. 12.2.: Geometrie der Brechung.

Wir betrachten nun den Weg, den das Licht im Inneren eines Mediums zuriicklegt.
Wir berticksichtigen, dass die Geschwindigkeit im Medium um den Brechungsindex
n kleiner ist. Aus dem rechtwinkligen Dreieck wissen wir, dass

ABsing = AB’ (12.3.1a)
ABsing' = BA’ (12.3.1b)
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Weiter ist
AD = S At (12.3.2a)
n
BA = — At (12.3.2b)
U
Also gilt
n—clAt H%At 1933
sing  sin ¢’ (12:3.3)

Wir kiirzen mit ¢At und setzen ¢ = ¢; und ¢’ = ¢y und erhalten das SNELLI-
US’SCHE BRECHUNGSGESETZ (nach Snellius).

Brechungsgesetz
N1 Sin @1 = ng sin @9 (12.3.4)

Bei diesem Gesetz gibt es nur dann immer eine Losung, wenn n; < ns ist. Sonst
gibt es den Winkel der Totalreflexion. Wenn der vom optisch dichteren Medium
einfallende Lichtstrahl gegen die Grenzflachennormale den Winkel ¢;,; hat und der
Winkel des resultierenden Lichtstrahls gegen die Grenzflaichennormale im optisch
diinneren Medium 7 /2 ist, hat das Brechungsgesetz gerade noch eine reelle Losung.

Gror = arcsin <m) mit ny < ngy (12.3.5)
N2

Fiir Winkel, die grosser als ¢4 sind, wird Licht aus dem optisch diinneren Medium
total reflektiert. Die Reflexion geschieht in einer Tiefe von etwa 100 nm innerhalb
des optisch diinneren Mediums.

12.4. Totalreflexion und optische Kommunikation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1035]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 485])

Versuch 72: @ Versuch zur Vorlesung:
Wasserstrahl als Lichtleiter: Totalreflexion (Versuchskarte O-72)
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n1

n2

Totalreflexion

Abb. 12.3.: Transport von Licht in einer Stufenindexfaser.

Wenn Licht mit einem Winkel nahe der Achse der optischen Faser in diese ein-
gekoppelt wird, dann wird das Licht mit Totalreflexion transportiert. Nur Licht,
das innerhalb des Akzeptanzwinkels den Faserkern trifft, wird weiter transpor-
tiert. Wenn die Faser gekriimmt wird, dann verlasst ein Teil des Lichtes die Faser:
Kriimmungen in der Faser erh6hen die Verluste.

Wenn der Faserkern den Durchmesser d hat, ist der effektive Weg vom Winkel o
gegen die Achse abhédngig. Die Hypotenuse ist {5 = d/ sin « lang, der direkte Weg
wéare ¢ = d/ tan . Die relative Langenanderung ist

Ly d tana  sino 1 1,
— = = = ~1+ - 12.4.1
/{ sina d tana  cosa + 2a ( )

Die Laufzeit héngt also davon ab, wie das Licht durch eine Glasfaser lauft. Zu-
sétzlich tritt Dispersion auf. Bei allen Glasern ist
Nblau > Ngrim > Ngelb > Npot (1242)

Deshalb ist die Laufzeit fiir die verschiedenen Farben auch unterschiedlich. Da
CMedium = C/”Medium iSt, ist auch

Chlau < Cyrin < Cgelb < Crot (124?))
12.5. Prismen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1036]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 487])

Versuch 73: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Prisma
(Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))
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1.7

I Siljkat-Flintgl
— lKa Intglas
16 o

[——— Borat-Flintglas

'
— wuarzgias

—
S

15 —— Silikat-Kronglas

1.4 A[nm]
400 500 600 700

Abb. 12.4.: Links: Strahlengang durch ein Prisma. Rechts: Dispersion einiger Ma-
terialien.

Durch die Dispersion des Lichtes, das heisst, dass die Brechzahl von der Wellen-
lange abhangt, werden die verschiedenen Farben unterschiedlich gebrochen. Jedes
mal, wenn Licht durch die Grenzflache Luft-Materie geht, werden unterschiedliche
Farben unterschiedlich gebrochen. Dies bewirkt die folgenden Effekte:

die Chromatische Aberration bei Linsen (Farbsdume)

die Moglichkeit, ein Prisma als Spektralapparat zu verwenden

das Auseinander laufen von Signalen in Glasfasern

der Regenbogen

250 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



13. Optische Instrumente

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1089]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 488])

Optische Instrumente bestehen aus Spiegeln, eben oder gekriimmt, und Linsen.
Dazu kommen Offnungen, Aperturen genannt, sowie Blenden.

13.1. Spiegel

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1059])

Gegenstand

Spiegelflache

Bild

Abb. 13.1.: Ebener Spiegel.

Blickt man in einen ebenen Spiegel, so sieht man ein virtuelles Bild des Gegen-
standes. Bei einem perfekten Spiegel ist das Bild nicht von einem wirklichen Ge-
genstand zu unterscheiden, ausser: links und rechts sind vertauscht. Eine andere
Sichtweise ist auch, dass links und rechts bleiben, aber dass vorne und hinten ver-
tauscht sind. Mehrere Spiegel erlauben Mehrfachbilder. Zwei Spiegel, die senkrecht
aufeinander stehen, reflektieren das Licht in die gleiche Richtung zuriick, aus der
es gekommen ist.
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Abb. 13.2.: Gekriimmter Spiegel.

Versuch 74: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofle Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Ge-
kriimmte Spiegel (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Bei einem gekriimmten Spiegel wird der Gegenstand P in das Bild P’ abgebildet.
C ist der Krimmungsmittelpunkt des Spiegels, deshalb sind die Winkel © der
einfallenden und reflektierten Strahlen zu dieser Linie gleich. Es gilt (Aussenwinkel)

=0+« (13.1.1)
und (auch Aussenwinkel)

v =a+20 (13.1.2)
Wir eliminieren ©

28 =a+7v (13.1.3)

Fiir kleine Winkel (PARAXIALE NAHERUNG) gilt, dass a = s/g, f = s/r und v =
s/bist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite und r der Krimmungsradius
des Spiegels ist. Eingesetzt:

1 1 2

Wenn der Gegenstand im unendlichen ist, g = oo ist b = /2. Wir nennen diese

Weite die

Brennweite

(13.1.5)

DO 3

Die Abbildungsgleichung, die nicht nur fiir sphérische Spiegel gilt, ist also
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253 13.2 Linsen

LA (13.1.6)
trT7 1.

Abbildungsgleichung eines sphéarischen Spiegels

Der obige Spiegel ist ein Konkavspiegel (franzosisch: la cave: Keller (mit einem
Kellergewolbe)). Bei einem Konvexspiegel gilt die Abbildungsgleichung auch, die
Brennweite ist aber negativ.

Spiegel sind in weiten Wellenlangenbereichen unabhéngig von der
Wellenldnge. Sie sind dispersionsfrei und zeigen keine chromatische
Aberration.

13.2. Linsen

13.2.1. Brechung an Kugelflachen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [I'N04, pp. 1068]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Nes15, pp. 488))

¥

Versuch 75: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Halb-
ebene, einseitig abgerundet (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder

intern))
o, A
S
7 i B2
P C b p’
N1
g r
n2

Abb. 13.3.: Brechung von Licht an einer gekrimmten Glasoberflache.
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Gleich wie mit Spiegeln kénnen Abbildungen mit Linsen durchgefiihrt werden. Fiir
kleine Winkel gilt sin (©) ~ ©. Wir erhalten

n1®1 = n2®2 (1321)
B ist der Aussenwinkel von P'C'A. Also ist

B=62+7= Z;@l + 7y (13.2.2)
O, ist der Aussenwinkel von PAC.
O=a+f (13.2.3)
Nach Elimination von ©; folgt

nia + ngy = (ng —nq)f (13.2.4)

Fiir kleine Winkel (PARAXIALE NAHERUNG) gilt, dass a ~ s/g, f = s/r und v =
s/bist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite und r der Kriimmungsradius
der Oberflache ist. Eingesetzt:

1 %) Mo — N

Tty (13.2.5)

Hier sind, im Gegensatz zum spharischen Spiegel, die reellen Bilder hinter der
Grenzflache.

13.2.2. Abbildungsmassstab

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1007]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 493])
Nach dem Strahlensatz ist nlw = ng'Bﬂd%. Der Abbildungsmass-

stab ist also

_ Bildgrosse o n1b (13.2.6)
Gegenstandsgrosse Nag
13.2.3. Diinne Linsen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1071]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 491))

Versuch 76: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Diinne
Linse (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))
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255 13.2 Linsen

I-:"'1 Ft g b ; ,

Abb. 13.4.: Diinne Linse. Brechung tritt an beiden Oberflichen auf.

Wir betrachten eine diinne Linse, das heisst, dass wir die Dicke des Glases ver-
nachléssigen. Die Linsenoberfldchen sollen die Kriimmungsradien r; und r (rechts)
haben. Die Linse mit dem Brechungsindex n ist in Luft (Brechungsindex 1). Ein
Gegenstand befindet sich im Abstand ¢ links vor der ersten Ebene, und damit auch
im Abstand g vor der Mittelebene. Die Bildweite b; aufgrund der ersten Oberflache
nach wird Gleichung (13.2.5) mit

L (13.2.7)

Das Bild ist virtuell, da das Licht auch noch an der zweiten Grenzfléche gebrochen
wird. In unserer Abbildung ist die Bildweite b; negativ. Diese Bildweite b; ist fiir
die zweite Oberfliche die Gegenstandsweite go = —b;. Die Abbildungsgleichung
dort lautet

n 1 1—n
D= 13.2.8
g2 b T2 ( )

Eingesetzt und addiert ergibt sich

_ L (-1 (1 _ 1) (13.2.92)
—(n—1) (1 _ 1) (13.2.9b)

wobei wir g = oo gesetzt haben. Dann ist b = f die Brennweite.
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Abbildungsgleichung

! + b (13.2.10)

PREA 2.

o Strahlen, die die Linse auf der optischen Achse schneiden, wer-
den nicht abgelenkt.

o Achsenparallele Strahlen werden im Brennpunkt fokussiert

o Strahlen aus dem Brennpunkt werden zu achsenparallelen
Strahlen.

13.2.3.1. Arten von Linsen

Bikonvex Bikonkav
Konvexkonnkav Konkavkonvex

ry <0 ; 1 <0 ; 20/ / <0

Abb. 13.5.: Vereinbarung: Konvexe Radien links und konkave Radien rechts sind
positiv, konvexe Radien rechts und konkave Radien links sind nega-
tiv.

In Gleichung (13.2.9b) treten zwei Radien auf, r; und ry. So wie die Gleichung
(13.2.9b) hergeleitet wurde, missen die Vorzeichen der Radien wie in Abbildung
13.5 gesetzt werden. Dann ergeben sich die richtigen Brennweiten f.
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13.2.3.2. Diinne Linsen mit unterschiedlichen Medien links und rechts

T

Abb. 13.6.: Eine diinne Linse links im Kontakt mit einem anderen Medium als
rechts.

In Gleichung (13.2.9b) diskutieren wir eine diinne Linse in Luft. In diesem Ab-
schnitt soll die diinne Linse links mit einem Medium mit dem Brechungsindex n;
und rechts von einem Medium mit dem Brechungsindex ns in Kontakt sein. Dabei
sollen ny, ny und ng3 als unterschiedlich angenommen werden. Wenn ny = ng = 1
ist, wird das Resultat aus Gleichung (13.2.9b) erhalten

Der Rechenweg ist analog zu dem, der zur Gleichung (13.2.9b) gefiihrt hat.

Die Bildweite b; aufgrund der ersten Oberfliche in der Linse ist

ny no ng —m

—= = 13.2.11

) b1 T ( )

Diese Bildweite b, ist fiir die zweite Oberfliche die Gegenstandsweite go = —b;.
Die Abbildungsgleichung fiir die Grenzflache rechts lautet

2 Ts _Ts— T (13.2.12)

g2 b T2

Analog zur Rechnung fiir Gleichung (13.2.9b) wird die Beziehung go = —b; einge-
setzt und die Gleichungen (13.2.11) und (13.2.12) addiert. Es ergibt sich

Mo Ny _N2T i T3 T N2 (13.2.13)

g b (&1 T2

Wir erhalten die Brennweite f3 im Medium mit n3 indem wir g = oo setzen. Dann

ist b= f3.

ns ng — 1My ng —n2

= + 13.2.14a
f3 T1 ) ( )
1 _ _
SR L S (13.2.14D)
3 nsr naro
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Wir erhalten die Brennweite f; im Medium mit n; indem wir b = oo setzen. Dann
ist g = fl'

_ _ 1 _ _
Dokrm e o TR TR (132.15)
f1 ™ ) f1 niry niry

(13.2.15b)
Einige Beispiele:
e Bikonvexlinse r{ = —ro =7 >0 in Luft ny =ny =1
1 1 2(ng — 1)
f1 I3 r
e Plankonvexlinse ry = oo, —ro =7 in Luft ny = ny =1
I 1 (me—1)
J1 I3 r
o Konvexkonkavlinse vy = r, ro = 2r in Luft ny =ny, =1
I 1 (n2—1)
i 3 2r
 Bikonvexlinse 7y = —ry = r > 0 in Luft ny = 1 nach Wasser ny = 4/3
i_6n2—7 7& i__6n2—7
i 3 fs  Ar
o Bikonkavlinse 71 = —ry = —r < 0 in Luft ny =ny =1
I 1 2mne—1)
S f3 r
e Bikonvexlinse ry = —r9 = r > 0 in Medium mit ny = n3 = n > 1 aus Luft

n2:1

1 1 1-n 1-n 2(n—1)

E_ﬁ_ nry nro nr

Dies ist eine Zerstreuungslinse. Wenn der Brechungsindex der Linse kleiner
ist als der der Umgebung sind Bikonkavlinsen Sammellinsen und Bikonvex-
linsen Zerstreuungslinsen!

13.2.4. Dicke Linsen
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , bp. 491])
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Hauptebenen

Abb. 13.7.: Dicke Linse.

Eine dicke Linse wird wie eine dunne berechnet, mit der Ausnahme, dass alle
Messungen von Distanzen von den jeweiligen Hauptebenen aus gemacht werden
miussen.

13.3. Das Auge

Literatur: (Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 304]) (Siehe P. A. Tipler und G.
Mosca, Physik [TNO4, pp. 1089])

Abb. 13.8.: Das Auge. Links oben eine Gesamtansicht eines Augenmodells.
Rechts ein Schnitt durch das Auge mit der Iris links, dann der LINSE
und dem GLASKORPER. Links unten eine Detailansicht der Linse.

Das Auge hat eine LINSE mit einer BRENNWEITE von etwa 2.5 cm (Abstand Linse-
Netzhaut). Achtung: Der Brechungsindexunterschied nach aussen (Linse zu Luft)
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und nach innen (Linse zu GLASKORPER) ist verschieden. Deshalb ist die BRENN-
WEITE der LINSE ausserhalb kleiner als innerhalb des Auges. Die Kriimmung der
LINSE kann eingestellt werden: AKKOMODATION.

Versuch 77: @ Versuch zur Vorlesung:
Augen-Modell (Versuchskarte O-132)

Abb. 13.9.: Weitsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

Abb. 13.10.: Kurzsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

13.4. Lupe

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TNO04, pp. 1093]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Nes15, pp. 494))
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f 0] fLupe f 1:Lupeg 0]
Lupe
Auge Auge

Abb. 13.11.: Wirkungsweise einer Lupe.

Die Wirkungsweise einer Lupe kann nur verstanden werden, wenn wir das Auge
mit beriicksichtigen. Auf der linken Seite finden sie eine Skizze, wie ein Bild auf
der Netzhaut des Auges entsteht. Die Brennweite des Auges sei dabei f. Der blaue
Pfeil wird entsprechend den Abbildungsgesetzen auf die Netzhaut abgebildet.

Die Lupe (rechtes Bild) wird nun so vor das Auge gehalten, dass ihr Brennpunkt
auf der Linsenachse des Auges ist. Die vom roten Pfeil (innerhalb der Brennweite
des Auges) ausgehenden Strahlen werden von der Lupe so geformt, dass sie nach
ihr gleich wie die Strahlen des blauen Pfeils ohne Lupe sind. Das Bild des roten
Pfeils ist gleich gross wie das des blauen. Die Lupe hilft dem Auge, ein vergrossertes
Bild zu sehen.

13.5. Mikroskop

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1098]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 494])

fo fo
| |

\
Gegensgi 1

Okular

Objektiv

Abb. 13.12.: Strahlengang in einem Mikroskop.
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Versuch 78: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofle Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Mikro-
skop (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Bei einem Mikroskop ist ein Gegenstand so nahe am Brennpunkt einer Objektiv-
linse, dass ein stark vergrossertes Bild erzeugt wird. Dieses Bild, ZWISCHENBILD
genannt, wird in einer Ebene im Abstand ¢ vom zweiten Brennpunkt des Okulars
erzeugt. Wiirde man in dieser Ebene eine Kamera anbringen, kénnte man ein Bild
des Gegenstandes aufnehmen.

Die Strahlen gehen jedoch weiter und werden von einer zweiten Linse, dem Okular
weiterverarbeitet. Das Okular ist so platziert, dass das von der ersten Linse erzeug-
te Bild genau auf seinem Brennpunkt erzeugt wird. Die Strahlen aus der ersten
Linse, dem Objektiv, werden nun so gebrochen, dass sie divergent sind. Dies ist
die gleiche Funktion, wie sie die Lupe (Siehe Abschnitt 13.4) hatte. Nur das Auge,
hier nicht eingezeichnet, kann wieder ein Bild formen, das nun aber sehr stark
vergrossert ist.

In vielen Lehrbtichern findet man Zeichnungen, in denen die Licht-

strahlen beim Zwischenbild ihre Richtung andern. Dies ist in Luft
nicht moglich, und Streukorper gibt es in einem Mikroskoptubus
nicht.

13.6. Die Kamera

Literatur: (Siche Hecht, Optik | , pp. 327]) (Siehe Pérez, Optik | , PP-
228]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1095])

Pentaprisma Bildschirm
I LCD oder OLED

/‘% V\ Umlenkspiegel /‘/ V\
w x A/ : LS w K I Halbleitersensor

Objektiv Objektiv

Sucherprisma

Abb. 13.13.: Schematische Skizzen von Kameras. Links eine Spiegelreflexkamera,
rechts eine moderne spiegllose Kamera

Eine Kamera besteht aus einem OBJEKTIV, das in einer Fiihrung verschiebbar
gelagert ist, dem Film oder einem elektronischen Sensor (CCD oder CMOS) und
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13.6 Die Kamera

einer Beobachtungsoptik oder einem Bildschirm. Bei einer Spiegelreflexkamera sind
die Beobachtungsoptik und der Strahlengang des OBJEKTIVS teilweise identisch.
Wie weit miissen OBJEKTIVE bewegt werden? Wir verwenden 1/f = 1/b+ 1/g
und beachten, dass bei einer auf co eingestellten Kamera das Objektiv gerade f
vom Film oder Sensor entfernt ist.

Distanz 20 mm 50 mm 100 mm 200 mm 1000 mm
100 m 20.004 mm | 50.025mm | 100.1 mm | 200.4mm | 1010.1 mm
Verschiebung | 0.004mm | 0.025mm 0.1 mm 0.4 mm 10.1 mm
30m 20.013mm | 50.08mm | 100.3mm | 201.3mm | 1034.4 mm
Verschiebung | 0.013 mm 0.08 mm 0.3 mm 1.3mm 34.4mm
10m 20.04mm | 50.25mm 10lmm | 204.1mm | 1111 mm
Verschiebung | 0.04 mm 0.25 mm 1 mm 4.1 mm 111 mm
3m 20.13mm | 50.85mm | 103.4mm | 214 mm 1500 mm
Verschiebung | 0.13mm 0.85 mm 3.4mm 14 mm 500 mm
1m 20.4 mm 52.6 mm 111 mm 250 mm -
Verschiebung 0.4mm 2.6 mm 11 mm 50 mm -
0.3m 21.4mm 60 mm 150 mm 600 mm -
Verschiebung 1.4 mm 10 mm 15 mm 400 mm -
0.1m 25 mm 100 mm - - -
Verschiebung 5 mm 50 mm - - -
0.03m 60 mm - - - -
Verschiebung 50 mm - - - -

Fett angegeben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahr-
scheinlich nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu klein sind. Rot ange-
geben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahrscheinlich
nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu gross sind.

Die Blendenzahl ist das Verhéltnis der BRENNWEITE f zum Durchmesser der d
der Offnung der Blende.

Blendenzahl = i;

(13.6.1)

Bei einem OBJEKTIV mit der BRENNWEITE 50 mm und einer Blendenzahl von 8
ist die Offnung also d = 6.25 mm.
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13.7. Kollimationsoptik fiir Laserdioden

Laserchip

aktive Zone . . .
Kollimationslinse

Abb. 13.14.: Kollimationsoptik fir Laser.

Eine Laserdiode ist eine quasi-Punktquelle. Deshalb verwendet man eine Linse,
deren Fokus an der Stelle platziert wird, bei der sich die Lichtstrahlen aus einer
Laserdiode, riickwarts gesehen, schneiden wiirden. Damit erreicht man, dass ein in
etwa paralleler Strahl aus dem Laser emittiert wird. Die Linsen sind im allgemeinen
sehr stark gekrimmt, da die Breite oder Hohe des Emissionsvolumens sehr gering
ist (Beugung am Spalt).

13.8. Beamer

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes1h, pp. 496])

Kondensor Projektionslinse

,_
Q
3
el
@
-
O
lw]
nd

ﬂ/

Abb. 13.15.: Schematische Zeichnung eines Diaprojektors oder eines LCD-
Beamers.
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265 13.8 Beamer

Versuch 79: @ Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Grofie Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Projek-
tion, Projektor (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Jeder LCD-Beamer oder Diaprojektor besteht aus einer Projektionsoptik, die das
Bild auf dem Dia oder dem LCD-Bildschirm auf die Leinwand abbildet. Damit
eine optimale Helligkeit da ist, wird die Lampe mit einem Kondensor so abgebildet,
dass das Dia, der LCD-Bildschirm, voll ausgeleuchtet wird und dass gleichzeitig die
Lichtstrahlen ohne das abzubildende Bild die Projektionslinse optimal beleuchten.
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A. Differentiation und Integration

A.1. Differentiationsregeln

Definition der Ableitung

Partielle Ableitung

Andere Schreibweise
Konstanter Faktor

Summenregel

Produktregel
Bruch

Kettenregel

logarithmische Ableitung

W= () =
i fEHA)—f(F)
At—0 At

)
L fEHATY2 )= @y 2 )
Az—0 Az
du _ d, _ d
dt = dtﬂt)
dew _ du
dz — Cdx
d(ut+v) _ du dv
dt T odt + dt
dwo _ . dv du
a = Ua TV
4 (u) _ vEuE
dt \v/) V2
df(g(t)) _ df(vdv _ df(vdg(t)
dt dv dt dv dt
dlnu __ ﬁ
dr ~ vy
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A.2. Differentiation einfacher Funktionen

Funktion n-te Ableitung
™ m(m—1)(m—-2)...(m—n+1)zm"
bei ganzzahligem m und n und
m > n ist die n-te Ableitung null
Inx (=)t n—-1la™m
log, () ()t e
ek:z knekm
ak® (kIna)" a*®
sin (kz) k™ sin (k:x + %)
cos (k) k™ cos (/m + ”7”)
Beispiel:

y = (52 — 3w +2)%

soll differenziert werden. Wir verwenden die logarithmische Ableitung.

d
1 =6zxIn(52?> —3x+2) |—
n(y) zIn(bx x + 2) |dx

d d
. (In(y)) = g (6x In(5z* — 3z + 2)) lableiten, Produktregel rechts

X X

! dIn(bz* — 3z + 2
y—:6ln(5x2—3x+2)+6x n(5z z+2)
Y

|Kettenregel ganz rechts

dx
y 2 1 d(5a? — 3z + 2)
Z =61 _ 2
) 61In(5z° — 3z + )+6x5x2—3x+2 .
Y o Gm(5® 30+ 2) 4 60— (100-3) |-y
Yy bx? — 3r + 2
d 10z — 3
% = y/ = 6y ln(5:c2 — 3z + 2) + 63/33'5I2_x—3x_|_2 \y einsetzen
y = 6(52° — 3z + 2)% In(52* — 3z + 2) + 6(52° — 3z + 2)65635M
512 — 3x + 2
- 10z — 3
_ 2 6x 2
y = 6(5z* — 3z +2)* |In(bz —3x+2)+m
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271 A.3 TAYLORREIHE und Reihen

A.3. Taylorreihe und Reihen

Definition
r—a., (x_a)Q " (x_a)n (n)
1@ = @+ T+ E o gy T ) o
andere Schreibweise
A Ax)? Ax)"
flot A0y = @)+ Srf @)+ B @)+ B g
Beispiel
flz+ Az) = sin(z+ Ax)
= sin(z) + Al;’v cos () + (A2$')2 " (x) +
n (D)™ n(Az)2m
+(—1) 2n)] sin () + ...+ (=1) @n 1) cos () + ...
Spezialfall: x =0
sin (Az) = Az — Sll(A:cﬁ + Sll(A:cﬁ P (-1)%% 4o
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A.4. Einige Reihen

Funktion Potenzreihe Konvergenz
(1+z)m 1+ ma + ™2 % + m“"‘;j(’”‘?) ... 1z < 1
sin (x + Ax) sin (z) + 42 cos () + (M " (z) + |Az| < oo
+(?x)), sin <m+%) +...
cos (z + Az) | cos (z) — Azsin (z) — 22 cosle) Act @ || Az] < oo
z z Az™ cos(z+ 1T
A cos(a) —...+—n(! E) g
tan x T+ 32%+ 22° + gEa’ + o x| < 5
x 1'3 £U5 337
cotx %_§+E+;T5+4725"'] 0<|z|<m
x X 12 13 x4
e 1+ﬁ+§+§+1+... ‘SC|<OO
a® = 6x1na 1+ xllr!la + (331121'61) + (xlna) + ($1Z!a)4 N ‘I| < 00
z—1 (I 1)? (z—1)°
In z 2 [Tﬂ + m+123+—1|— @i T x>0
xz—1)"
+ G
Inx (:B—l)—@+@+... 0<z<2
+< 1)n+1($ 1) +
2 3
Inz () 5 () r> 3
+1(=)"
J:2 $3 1'4
In(1+ x) N i H —-1l<z<1
_‘_(_1)n+1?+
arcsin T+ % + 12::’1:”55 + 12?:1%””75 +... lz| <1
arccos x 5 - [x + % + 121:”55 + 12‘156”“75 + .. } lz] <1
1.3 $5 n12n+1
arctan -5 +5 -+ ()5 lz] <1
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B. Rotationsmatrizen,
Variablenpermutation

Die Rotationsmatrizen um die Achsen x und y kénnen aus der Rotationsmatrix
R.(a,) durch PERMUTATION von Variablen hergeleitet werden (siche auch Ab-
schnitt 2.2.4).

B.1. Drehung um die z-Richtung

Yy
—sin
cos(a,) Q
O
o2 L
= Q
~— I
D S—
N R
x ~+sin(a, x

Abb. B.1.: Drehung der Vektoren e, und e, um den Winkel o, um die z-Achse.

Abbildung B.1 zeigt, wie die Einheitsvektoren in der zy-Ebene um die z-Achse
gedreht werden. Die daraus folgenden Gleichungen (Wiederholung von Abschnitt
2.2.4) lauten

1 COS (v,

R.(es,a.) =R, 0 [,a.| =] sina, (B.1.1a)
0 0
0 —sina,

R.(ey,.) =R, 1 |, | = COoS v, (B.1.1b)
0 0
0 0

R.(es,a.) =R, 0 |,a.|=1]0]. (B.1.1¢)
1 1

Daraus ergibt sich die Matrixgleichung fir die Drehung um die z-Achse
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cosa, —sina, 0 A,

R.(A, a,) = A’ = sina, cosa, 0 A (B.1.2)
Ay
0 0 1 »

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die z-Achse als Matrix R,

cos (a;) —sin(a,) 0
R.(a;) = | sin(a,) cos(a,) 0 (B.1.3)
0 0 1

geschrieben werden kann.

B.2. Von der Drehung um 2z zur Drehung um y

Y Y
—sin(a, A

cos(a,)

(%))s‘():)

(?0)uts .

&z
Q
N
>

Abb. B.2.: Darstellung der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION) z — y —
z— .

Abbildung B.2 illustriert den Weg der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION)
T =Yy — 2.
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275 B.3 Drehung um die y-Richtung

("0)s00

fin)urs |

Tz — sin(ay, , f’;

Abb. B.3.: Darstellung des Zustandes nach der zyklischen Vertauschung
(PERMUTATION) z — y — 2 — .

Abbildung B.2 zeigt die Variablen nach der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION)
xr — y — z — x. Dies fithrt jetzt auf die Darstellung B.4

x] x
— sin(a,,

o) urs

cos(ay) o — sin(ay, ‘

Abb. B.4.: Drehung der Vektoren e, und e, um den Winkel o, um die y-Achse.
Wichtig ist die Reihenfolge: Nur so haben wir immer noch ein rechts-
handiges Koordinatensystem.

B.3. Drehung um die y-Richtung

Wir fiihren jetzt exakt das gleiche Verfahren wie bei der Drehung um z aus (Ab-
bildung B.1), verwenden aber die Bezeichnungen aus der Abbildung B.4. Wieder
achten wir peinlich genau darauf, die Reihenfolge beizubehalten.
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0 sin oy,
R, (e, o) =R, 0 |, | = 0 (B.3.1a)
1 COS
1 COS
R,(es, o) =R, 0 |,y = 0 (B.3.1b)
0 —sin a
0 0
R,(ey, ay) =Ry 1 |, =11 [|. (B.3.1¢)
0 0
Daraus ergibt sich die Matrixgleichung fiir die Drehung um die y-Achse
cos (o) 0 sin () A,
R, (A, ay) = A = 0 1 0 A, (B.3.2)
—sin(oy) 0 cos(oy) A,

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die y-Achse als Matrix R,

cos (oy) 0 sin(ay)
Ry(ay) = 0 1 0 (B.3.3)
—sin(ay) 0 cos(ay)
geschrieben werden kann.
Wir miissen nun die verschiedenen Koordinaten am richtigen Ort einordnen um
die korrekte Matrix zu bekommen.

B.4. Von der Drehung um 2z zur Drehung um y

x
— sin(ay,
cos(ay,) a
=S ¥ S
< v R R
cos(ag) ? i) #

Abb. B.5.: Darstellung der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION) x — y —
Z— .

Abbildung B.5 illustriert den Weg der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION)
Ty — 2=
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B.5 Drehung um die x-Richtung

z z
—sin(a,

277

(”'U)SO;)

(To)urs .

Y -+ sin(a ) ]

Abb. B.6.: Darstellung des Zustandes nach der zyklischen Vertauschung
(PERMUTATION) z — y — 2 — .

Abbildung B.5 zeigt die Variablen nach der zyklischen Vertauschung (PERMUTATION)
x — y — z — x. Dies fithrt jetzt auf die Darstellung B.7

z1 z
— sin(ay

(”71;))%:)

(Z0)urs

vy = sin(ay ]

Abb. B.7.: Drehung der Vektoren e, und e, um den Winkel o, um die 2-Achse.
Wichtig ist die Reihenfolge: Nur so haben wir immer noch ein rechts-

handiges Koordinatensystem.

B.5. Drehung um die z-Richtung

Wir fiihren jetzt exakt das gleiche Verfahren wie bei der Drehung um z aus (Ab-
bildung B.1), verwenden aber die Bezeichnungen aus der Abbildung B.7. Wieder
achten wir peinlich genau darauf, die Reihenfolge beizubehalten.
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0 0

R.(ey, ;) =R, 1 |,a.| =] cosay (B.5.1a)
0 sin ay,
0 0

R:(e.,a,;) =R, 0 |,ap| = —sina, (B.5.1b)
1 COS Oy,
1 1

R:(ez, ;) =R, 0 |, | =1]101. (B.5.1c)
0 0

Daraus ergibt sich die Matrixgleichung fiir die Drehung um die x-Achse

1 0 0 A,
R, (A, ay) = A = ( 0 cos(a;) —sin(ay) ) ( A, ) (B.5.2)

0 sin(ag) cos(ay) A,

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die x-Achse als Matrix R,

0 sin(ay) cos(ay)

1 0 0
R.(a) = ( 0 cos(a,) —sin(ay) ) (B.5.3)

geschrieben werden kann.

Wir miissen nun die verschiedenen Koordinaten am richtigen Ort einordnen um
die korrekte Matrix zu bekommen.

B.6. Drehmatrizen durch direkte Permutation

X Qg o A’y Ay’ z X
N

Yyl =0y, Qy,y Gy 2 Y

2! Q. g Qo Gy 2

Abb. B.8.: Anleitung zur Permutation in Matrizen.

Im Folgenden geht es um die Permutation + — y — 2z — x in der Matrizenglei-
chung gezeigt in Abbildung B.8.
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279 B.6 Drehmatrizen durch direkte Permutation

x/ « (0™ s L, Aot €T
N Hld RE1) Ly
y/ = ayr T a,y/ U Ci,y/ > y
\ . ’ L]
/
4 rai 2 yal . yal
Z ) \w ) wZ,? Wz 9 / Z

Abb. B.9.: Anleitung zur Permutation in Matrizen.

Die Komponenten des Vektors links («gestrichen») in Abbildung B.8 sind durch die
horizontalen Linien mit den Komponenten der Matrix verbunden (sieche Abbildung
B.9). Das heisst, wenn eine Komponente um eins nach unten bewegt wird, muss
die entsprechende Zeile in der Matrix nach unten bewegt werden.

Der Vektor rechts («ungestricheny ) adressiert die Spalten. Wenn eine Komponente
des Vektors nach unten bewegt wird, muss die entsprechende Spalte nach rechts

bewegt werden. Das Analoge gilt fir die Bewegung nach oben (in der Matrix nach
links).
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C. Rechnen mit Integralen

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 447])
Konstanter Faktor

/af(x)dx:a/f(x)dx

Integral einer Summe oder Differenz

/[u(x)—i—v(a:)—w(w)]dm:/u(w)d:v—i-/v(x)dx—/w(x)dx

Substitutionsmethode

Sei y = ¢ (2)
[ 1wy = [ 1o @) () da

Partielle Integration (hergeleitet aus der Kettenregel der Differentiation

u(x)v (2)de =u(x)v(x)— [ v(x)u (z)dz
/ /

P, @
[ Foe = i i @l+e
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C.1. Unbestimmte Integrale

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 445])
Funktion Integral

x" [ x"dx = ’f:: n# —1
1 [ = na]

sin () [sin (z) dx = — cos (x)

cos (1) [ cos (z) dr = sin ()

tan (x) [tan (z) dx = —In | cos () |

cot () [ cot () dx = In|sin (x) |

COS%(:E) S/ ﬁx(w) = tan (z)

m J Sin%% = —cot ()

Wlﬂ J arffﬂ = Larctan £

e’ [ etdr = e*

a® [a*dx = %

Inx JInzdr =zlnx —=x
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C.1 Unbestimmte Integrale

Funktion

Integral

sinh z

cosh z

tanh z

cothzx

1
cosh? z

_ 1
sinh?

1
[a2 — 52

[ sinh zdx = cosh z

J cosh xdxr = sinh x
Jtanh zdx = In| cosh z|
[ coth xdx = In | sinh x|

[—%_ — tanhax

cosh? z

[ =42 — _cothz

sinh? x

dx _ C 4
f W = arcsin p
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D. Berechnungen in ebenen
schiefwinkligen Dreiecken

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 146])

B
A
C
halber Dreiecksumfang s = %2+
Radius des Umkreises R = ;& =L _— _¢
sin a 2sin 3 2siny
Radius des Inkreises r = M = stan § tan g tan 2 = 4R sin %g%

Flacheninhalt S = %ab siny = 2R?sinasin Bsiny = rs =

\/s(s —a)(s—=0b)(s—c)

Sinussatz - = -% = < —92R

sin o sin 8 siny
R ist der Umkreisradius

Projektionssatz ¢ = acos 3 + bcos a

Kosinussatz oder Satz des Pythagoras im schiefwinkligen Dreieck ¢ = a? +
b2 — 2abcos vy

Mollweidsche Gleichungen (a + b)sin 2 = ccos (%)

(a—b)cosv—csm( )

at+b __ tan O‘—M
a—b "~ tan T’B

Tangenssatz

(s—b)(s—c)

s(s—a)

Halbwinkelsatz tan% =

asinf8 __  asinvy
c—acosf3 b—acos~y

Tangensformeln tana =
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G=b)(s—0)

Beziehungen fiir halbe Winkel sin § = .

a _  [s(s—a)
cos 2 be
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(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 148])
gegeben Formeln
1. z%ie’ltﬁe) und 2 Winkel y=mwm—a—0,b= %, c= %, S = %absin'y
2 Seiten und der ein- | tan “5F = Z—;Z cot 3 # = 5 — 3 aund 8 werden
2. gGSCthSSGHG Winkel aus o + 5 und o — 5 berechnet. ¢ = asisrilinc;y’ S =
(CL, b? ’7) %&b sin Y

2 Seiten und der einer
3. | von ihnen gegentiberlie-
gende Winkel (a, b, «)

sin § = bs‘% Fir a > b ist 3 < § und eindeu-

tig bestimmt. Fiir a < b sind die folgenden Félle
moglich:
1. [ hat fir bsin a < a zwei Werte By = 7 —

2. 3 hat genau einen Wert (7) fiir bsina = a

3. Fiir bsin a > a ist es unmoglich, ein Dreieck
zu konstruieren.

vzﬁ—a—ﬁc:—aSimS:%abSinv

sin .

4. | 3 Seiten (a, b, c)

r= JEEERE pape =t tan 8 =

s—a’ 2

tan 2 = = S:rs:\/s(s—a)(s—b)(s—c

2 s—c’

_r_
s—b?
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https://de.wikipedia.org/wiki/David_Brewster
oder ausfiithrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/David_ Brewster 229

Augustin Fresnel Fresnel, Augustin Jean, 10. 05. 1788 (Broglie, Frankreich) bis
14. 07. 1827 (Ville-d’Avray, Frankreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_ Fresnel
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Jean_ Fresnel
sowie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_ Fresnel 238

C. F. GauB Gau$, Carl Friederich, 30. 04. 1777 (Braunschweig, Deutschland) bis
23. 02. 1855 (Gottingen, Deutschland),
https://de.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich Gau8
oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich_Gauss 162

Gotthilf Hagen Hagen, Gotthilf Heinrich Ludwig, 03. 03. 1797 (Konigsberg, Ost-
preussen) bis 03. 02. 1884 (Berlin, Deutschland),
https://de.wikipedia.org/wiki/Gotthilf Hagen
oder ausfiithrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Gotthilf Hagen 170

Hermann von Helmholtz Helmholtz, Hermann Ludwig Ferdinand von, 31. 08.
1821 (Potsdam, Deutschland) bis 08. 09. 1894 (Berlin Charlottenburg, Deutsch-
land),
https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_ von_ Helmholtz
oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Hermann von Helmholtz 177

Christiaan Huygens Huygens, Christiaan, 14. 04. 1629 (Den Haag, Niederlande)
bis 08. 07. 1695 (Den Haag, Niederlande),
https://de.wikipedia.org/wiki/Christiaan_ Huygens
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Christiaan_ Huygens 238

Johannes Kepler Kepler, Johannes auch Keppler genannt, 27.12. 1571 (Weil der
Stadt, Deutschland) bis 15. 11. 1630 (Regensburg, Deutschland),
https://de.wikipedia.org/wiki/Johannes Kepler 110

Etienne Louis Malus Malus, Etienne Louis, 23. 06. 1775 (Paris, Frankreich) bis
23. 02. 1812 (Paris, Frankreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Louis Malus
oder
https://fr.wikipedia.org/wiki/Etienne Louis_ Malus 227

Edme Mariotte Mariotte, Edme, um 1620 (wahrscheinlich Dijon, Frankreich) bis
12. 05. 1684 (Paris, Frankreich),
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https://de.wikipedia.org/wiki/Edme Mariotte
oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Edme Mariotte 143, 144, 174, 175

James Clerk Maxwell Maxwell, James Clerk, 13. 06. 1831 (Edinburgh, Schott-
land) bis 05. 11. 1879 (Cambridge , England),
https://de.wikipedia.org/wiki/James Clerk Maxwell
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/James Clerk Maxwell 51

Claude Louis Marie Henri Navier Navier, Claude Louis Marie Henri, 10. 02. 1785
(Dijon, Frankreich) bis 21. 08. 1836 (Paris, Frankreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Claude Louis Marie Henri Navier oder aus-
fithrlicher
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_ Navier 172

Isaac Newton Newton, Isaac, 04. 01. 1643 (Woolsthorpe-by-Colsterworth, Lin-
colnshire, England) bis 31. 03. 1727 (Kensington, heute Stadtteil von Lon-
don, England),
https://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_ Newton oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_ Newton 39, 77, 113, 172

Max Planck Planck, Max Karl Ernst Ludwig, 23. 02. 1858 (Kiel, Herzogtum Hol-
stein, Danemar, heute Deutschland) bis 04. 10. 1947 (Gottingen, Deutsch-
land),
https://de.wikipedia.org/wiki/Max_ Planck
oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Max_ Planck 15

Jean-Léonard-Marie Poiseuille Poiseuille, Jean-Léonard-Marie, 23. 04. 1797 (Pa-
ris, Frankreich) bis 26. 12. 1869 (Paris, Frankreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Jean Léonard Marie Poiseuille
oder ausfiihrlicher
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-Léonard-Marie_ Poiseuille 170

Ludwig Prandtl Prandtl, Ludwig, 04. 02. 1875 (Freising, Bayern, Deutschland)
bis 15. 08. 1953 (Gottingen, Deutschland),
https://de.wikipedia.org/wiki/Ludwig Prandtl 171, 174

Osborne Reynolds Reynolds, Osborne, 23. 08. 1842 (Belfast, Nordirland, Verei-
nigtes Konigreich) bis 21. 02. 1912 (Watchet, Somerset, Vereinigtes Konig-
reich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Osborne Reynolds
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Osborne  Reynolds 171, 172

Jean Baptiste le Rond d’Alembert le Rond d’Alembert, Jean-Baptiste, 16. 11.
1717 (Paris, Frankreich) bis 29. 10. 1783 (Paris, Frankreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/Jean-Baptiste_le Rond_d’Alembert
oder ausfiihrlicher
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean Le_ Rond_d’Alembert 50, 51, 175
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Snellius Snell, Willebrord van Roijen (auch Willebrordus Snel van Royen oder
Snellius), 13. 06. 1580 (Leiden, Spanische Niederlande), bis 30. 10. 1626 (Lei-
den, Spanische Niederlande)
https://de.wikipedia.org/wiki/Willebrord _van_Roijen_ Snell
oder
https://en.wikipedia.org/wiki/Willebrord _Snellius 248

George Stokes Stokes, George Gabriel, 13. 08. 1819 (Skree, County Sligo, Irland)
bis 01. 02. 1903 (Cambridge, England),
https://de.wikipedia.org/wiki/George Gabriel _Stokes
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/George Gabriel Stokes 170, 172

Henry Fox Talbot Talbot, William Henry Fox, 11. 02. 1800 (Melbury, Dorset,
England, Vereinigtes Konigreich) bis 17. 09. 1877 (Lacock, Wiltshire, Eng-
land, Vereinigtes Konigreich),
https://de.wikipedia.org/wiki/William_Henry Fox_Talbot
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Henry Fox_ Talbot 230

Brook Taylor Taylor, Brook , 18. 08. 1685 ( Edmonton, Middlesex, England) bis
29. 12. 1731 (Somerset House, London, England),
https://de.wikipedia.org/wiki/Brook Taylor
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Brook Taylor 190

William Thomson, 1% Baron Kelvin Thomson, William 1% Baron Kelvin , 26.
06. 1824 (Belfast, Nordirland) bis 17. 12. 1907 (Netherhall bei Largs, Schott-
land),
https://de.wikipedia.org/wiki/William Thomson, 1. Baron_Kelvin
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thomson, 1st_Baron_ Kelvin 15

Evangelista Torricelli Torricelli, Evangelista, 15. 10. 1608 (Faenza, Italien) bis 25.
10. 1647 (Florenz, Italien)
https://de.wikipedia.org/wiki/Evangelista_ Torricelli
oder ausfiithrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/Evangelista_ Torricelli 144, 174

James Watt Watt, James, 30. 01. 1736 (Greenock, Iverclyde, Schottland) bis 25.
08. 1819 (Heathfield, Staffordshire, England),
https://de.wikipedia.org/wiki/James_Watt
oder ausfiihrlicher
https://en.wikipedia.org/wiki/James Watt 45
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Raumwinkel, 16
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Reihen, 272
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Scherviskositat, 166, 172
Schwebung, 197
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Volumen, 137, 143, 146, 161, 165
Volumenstrom, 170
Volumenviskositat, 172

Wellen
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Wirkung
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