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1. Einleitung

Eine gute Website zum Aufarbeiten Ihres Wissens ist Hyperphysics von R. Nave.
Ergänzend gibt es vom gleichen Autor auch Hypermath.

1.1. Allgemeines zur Physik

Abb. 1.1.: Beziehungen zwischen den Naturwissenschaften

• Messbare und berechenbare Grössen

• Kräfte, Energien

• Quantenphänomene (Laserdiode, Transistor)

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hmat.html#hmath
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Grössenordnungen: Siehe auch Film: Grössenordnungen

Strecke m
Protonenradius 10−15

Atomradius 10−10

Virusdurchmesser, Gate-Dimension eines Transistors 10−7

Riesenamöbe, kleinste Si-Release-Strukturen 10−4

Walnuss 10−2

Mensch 100

Höchster Berg 104

Erddurchmesser 107

Sonnendurchmesser 109

Abstand Erde-Sonne 1011

Durchmesser Sonnensystem 1013

Abstand von α-Centauri 1016

Durchmesser Milchstrasse 1021

Durchmesser sichtbares Universum 1026

Tab. 1.1.: Längenskalen der Physik

Masse kg
Elektronneutrino [Ake+22] 10−36

Elektron 10−30

Proton 10−27

Aminosäure 10−25

Hämoglobin 10−22

Grippevirus 10−19

Riesenamöbe 10−8

Regentropfen 10−6

Ameise 10−2

Mensch 102

Re 6/6 oder E101 105

Pyramide 1010

Erde 1024

Sonne 1030

Milchstrasse 1041

Universum 1052

Tab. 1.2.: Massenskalen (Grössenordnungen)

14 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



15 1.2 Einheitensysteme

Zeitintervall s
Licht durchquert einen Atomkern 10−23

Elementarprozesse einer chemischen Reaktion 10−16

Schwingungsperiode des sichtbaren Lichtes, kürzeste Pulse 10−15

Schwingungsperiode von Mikrowellen 10−10

Halbwertszeit Myon 10−6

Schwingungsperiode höchster hörbarer Töne 10−4

Zeit zwischen zwei Herzschlägen 100

Halbwertszeit des freien Neutrons, Unterrichtsstunde 103

Dauer der Erdumdrehung 105

Umlaufszeit der Erde um die Sonne 107

Lebensdauer Mensch 109

Halbwertszeit 239-Plutonium 1012

Lebensdauer einer Gebirgskette 1015

Halbwertszeit Uran 1016

Alter der Erde 1017

Alter des Universums 1018

Tab. 1.3.: Zeitskalen in der Physik

1.2. Einheitensysteme
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 1])
Wir rechnen in unserer Vorlesung ausschliesslich mit dem gesetzlichen Einhei-
tensystem: SI.

s Sekunde, Zeiteinheit. Definiert mit der Frequenz des Übergangs zwischen
zwei Hyperfeinniveaus des 133

55Cs Isotops1 . Diese Frequenz beträgt 9 192 631 770 Hz.

m Meter, Längeneinheit. Abgeleitete Grundeinheit, definiert mit der Sekun-
de und der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c = 299 729 458 m

s .

kg Kilogramm, Masse-Einheit (nicht Gewicht). Die festgelegte Planckkon-
stante (nach Max Planck) ist definiert als h = 6.626 070 15 · 10−34 kg m2

s .
Daraus kann mit den Definitionen von c und der Sekunde das Kilogramm
abgeleitet werden.

K Kelvin, Temperatur (nach William Thomson, 1st Baron Kelvin). Diese Einheit
ist über die festgelegte Boltzmannkonstante kB = 1.380 649 · 10−23 J

K
(nach Ludwig Boltzmann) definiert. Alle Einheiten in K sind mit Meter,
Sekunde und Kilogramm gegeben.

1Cs ist das Symbol für Cäsium

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 15
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A Ampere, Stromstärke (nach André-Marie Ampère). Definiert über die festge-
legte Einheitsladung e = 1.602 176 734 · 10−19 A

s mit gegebener Sekunde.

mol Mol, Stoffmenge. Definiert über die festgelegte Avogadrozahl NA =
6.022 140 76 · 10−23 Teilchen/mol (nach Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avo-
gadro, Conte di Quaregna e Cerreto), wobei Teilchen keine Einheit ist.

cd Candela, Lichtstärke. Definiert über Die Leistung pro Raumwinkel (Ein-
heit Steradian) bei der Frequenz ν = 5.40·1014 Hz mit 1 cd ∧= 1

683
W
sr

∣∣∣
@5.40·1014 Hz

Das SI-System ist also über die Naturkonstanten

• einen atomarer Frequenzübergang νCs = 9 192 631 770 Hz,

• die Lichtgeschwindigkeit c = 299 729 458 m
s ,

• die Planckkonstante h = 6.626 070 15 · 10−34 kg m2

s ,

• die Boltzmannkonstante kB = 1.380 649 · 10−23 J
K (nach Ludwig Boltzmann),

• die Einheitsladung oder Elementarladung e = 1.602 176 734 · 10−19 A
s ,

• die Avogadrozahl NA = 6.022 140 76 · 10−23 Teilchen/mol (nach Lorenzo Ro-
mano Amedeo Carlo Avogadro, Conte di Quaregna e Cerreto) und

• die Lichtleistung pro Raumwinkel bei einer Frequenz 1 cd ∧= 1
683

W
sr

∣∣∣
@5.40·1014 Hz

definiert.

Faktor Vorsilbe Abkürzung Faktor Vorsilbe Abkürzung
1030 Quetta Q 10−30 Quekto q
1027 Ronna R 10−27 Ronto r
1024 Yotta Y 10−24 Yokto y
1021 Zetta Z 10−21 Zepto z
1018 Exa E 10−18 Atto a
1015 Peta P 10−15 Femto f
1012 Tera T 10−12 Piko p
109 Giga G 10−9 Nano n
106 Mega M 10−6 Mikro µ
103 Kilo k 10−3 Milli m
102 Hekto h 10−2 Zenti c
101 Deka da 10−1 Dezi d

Tab. 1.4.: Vorsätze zu SI-Einheiten um Exponenten zu vermeiden.

16 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



17 1.3 Messfehler

Grösse SI-Einheit Symbol
Länge Meter m
Zeit Sekunde s
Masse Kilogramm kg
Fläche Quadratmeter m2

Volumen Kubikmeter m3

Frequenz Hertz Hz = s−1 = 1
s

Geschwindigkeit Meter/Sekunde m s−1 = m
s

Beschleunigung Meter / Quadrat-
sekunde

m s−2 = m
s2

Kraft Newton N = kg m s−2 = kg m
s2

Energie, Arbeit,
Wärmemenge Joule J = N m = kg m2 s−2 = kg m2

s2

Druck, Energie-
dichte oder
Joule/Kubikmeter

Pascal Pa = N m−2 = J m−3 = kg
m s2

Leistung Watt W = J s−1 = kg m2

s3

Dichte Kilogramm / Kubik-
meter

kg m−3 = kg
m3

Temperatur Kelvin K
Stromstärke Ampère A
Ladung Coulomb C = A s
Stromdichte Ampère / Quadrat-

meter
A m−2 = A

m2

Spannung Volt V = J C−1 = kg m2 s3

A
Widerstand Ohm Ω = V A−1 = kg m2 s3

A2

Kapazität Farad F = C V−1 = A2 s4

A2 m2

elektrische Feldstär-
ke Volt/Meter V m−1 = kg m

A s3

magnetische Feld-
stärke Ampère/Meter A m−1 = A

m
magnetische Induk-
tion Tesla T = V s m−2 = kg

A s2

Induktivität Henry H = V s A−1 = kg m2

s2 A2

Lichtstärke Candela cd
Energiedosis Gray Gy = J kg−1 = m2

s2

Aktivität Becquerel Bq = s−1 = 1
s

Stoffmenge Mol mol

Tab. 1.5.: Namen von Grössen in der Physik und ihre Einheiten

1.3. Messfehler
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 3])

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 17
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Versuch 1: Versuch zur Vorlesung:
Messfehler am Beispiel der Zeitmessung: Lange Luftkissenbahn mit
Smartphoneuhren (Versuchskarte M-059)

Jede Messung ist fehlerbehaftet
Beispiel in Vorlesung: Messung der Geschwindigkeit
Es gibt drei Fehlertypen:

Grobe Fehler Entstehen durch Unachtsamkeit, mangelnde Kenntnis, usw.

Systematische Fehler Können prinzipiell bestimmt und auch nachträglich, bei
korrekt geführtem Laborjournal, korrigiert werden. Sie treten immer in glei-
cher Weise auf.
Beispiel: Voltmeter mit abgelaufener Kalibrierfrist.

Zufällige Fehler Sie sind bei jeder Wiederholung einer Messung anders. Zu den
zufälligen Fehlern gehören auch die Rundungsfehler bei digitalen Messgerä-
ten.

Arithmetisches Mittel

⟨x⟩ = 1
n

n∑
i=1

xi = 1
n

(x1 + x2 + . . . + xi + . . . + xn) (1.3.1)

Standardabweichung

sx =
√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − ⟨x⟩)2 (1.3.2)

Zufällige Fehler löschen sich teilweise aus, also ist

s⟨x⟩ = sx√
n

=
√√√√ 1

(n− 1) n

n∑
i=1

(xi − ⟨x⟩)2 (1.3.3)

Besteht ein Experiment aus mehreren Teilmessungen, muss das Fehlerfortpflan-
zungsgesetz nach Gauss angewandt werden. Sei

Y = Y (X1, X2, . . . , Xm) (1.3.4)
Dann ist der resultierende Fehler

sY =

√√√√√ m∑
j=1

(
∂Y

∂Xj

sXj

)2

(1.3.5)

Beispielsweise ist der Druck bei einem zylinderförmigen Kolben durch p = F
πr2

gegeben. Der Fehler ist also

sp =
√( 1

πr2 sF

)2
+
(−2F

πr3 sr

)2
(1.3.6)

18 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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19 1.4 Dimensionsanalyse

1.4. Dimensionsanalyse
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 5]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 2])
Die Dimension zeigt, wie eine Grösse von den Basisgrössen, z.B. Länge, Zeit und
Masse abhängt. Wie man nicht Äpfel mit Birnen verrechnen kann, müssen bei
einer physikalischen Gleichung die Dimensionen auf beiden Seiten übereinstimmen.
Die Dimensionsanalyse ist ein mächtiges Werkzeug, um zu testen, ob man richtig
gerechnet haben könnte. Man kann damit beweisen, dass man einen Fehler gemacht
hat, nicht aber dass man richtig gerechnet hat. Dies ist analog zur Neunerprobe.

Beispiel:

x = x0 + v0t + 1
2a0t

2 (1.4.1)

Gleichung (1.4.1) ist richtig, wenn man wie unten für die Länge L und für die Zeit
T einsetzt.

L = [X] = L = [x0] = L

T
T = [v0t] = L

T 2 T 2 = [12a0t
2] (1.4.2)

Beispiel: Schwingungsdauer eines Pendels
Die Schwingungsdauer t hängt von der Länge ℓ, der Masse m und der Erdbeschleu-
nigung g ab. Also ist

t ≈ mαlβgγ (1.4.3)

oder
T 1 = MαLβ

(
L

T 2

)γ

= Lβ+γMαT −2γ (1.4.4)

Der Exponentenvergleich ergibt α = 0, γ = −1
2 und damit β = 1

2 . Wir erraten,
dass die Schwingungsdauer eines Pendels wie

t ≈
√

l

g
(1.4.5)

ist, das korrekte Resultat, wenn man von Vorfaktoren absieht.

1.5. Literatur
Die Vorlesung orientiert sich an den Werken von

• P. A. Tipler und G. Mosca [TM04], Physik,

• D. Meschede [Mes06], Gerthsen Physik,

• D. Meschede [Mes15], Gerthsen Physik,

• D. Halliday; R. Resnick und J. Walker [HRW03], Physik,

• D. Halliday u. a. [Hal+17], Halliday Physik,

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 19
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• D. Halliday u. a. [Hal+19], Halliday Physik Für Natur- und Ingenieurwissen-
schaftliche Studiengänge,

• H. J. Paus [Pau02], Physik in Experimenten und Beispielen.

• Lindner [Lin14], Physik fur Ingenieure 19.A.

• E. Hering; R. Martin und M. Stohrer [HMS21], Physik für Ingenieure,

• K. Lüders und G. von Oppen [LO08], Bergmann, Schäfer, Mechanik, Akustik,
Wärme,

• H. Stöcker [Stö04], Taschenbuch der Physik Formeln, Tabellen, Übersichten,

• H. Kuchling [Kuc21], Taschenbuch der Physik.

• Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als Einsteigerliteratur) kann
auch F. Kneubühl[Kne78] «Repetitorium der Physik» empfohlen werden.

• Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schön im Bronstein[Bro+08]
zusammengefasst.

20 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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2. Kinematik
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 9])
Die Kinematik befasst sich mit der Frage nach dem Wie einer Bewegung, nicht
nach dem Warum.

2.1. Bewegung in einer Dimension
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 3])

Versuch 2: Versuch zur Vorlesung:
Gleichförmige und beschleunigte Bewegung, Messen von Hand und
mit Tracker (Versuchskarte M-083, Software Tracker)

Aus dem Alltagsleben:

Durchschnittsgeschwindigkeit = Gesamtstrecke
Gesamtweg (2.1.1)

Physik: Mathematische Formulierung
Gesamtweg:

∆x = x2 − x1 (2.1.2)

Gesamtzeit:

∆t = t2 − t1 (2.1.3)

Wir schreiben für die Durchschnittsgeschwindigkeit

⟨v⟩ = ∆x

∆t
= x2 − x1

t2 − t1
(2.1.4)

Was ist die Durchschnittsgeschwindigkeit bei drei Strecken (x2 − x1) , (x3−x2), (x4−
x3) hintereinander, die in den Zeiten (t2−t1), (t3−t2), (t4−t3) durchfahren werden?

⟨v⟩ = ∆x

∆t
= (x2 − x1) + (x3 − x2) + (x4 − x3)

(t2 − t1) + (t3 − t2) + (t4 − t3)
= x4 − x1

t4 − t1
(2.1.5)

Was bedeutet das, wenn wir (18. Jahrhundert) von Ulm über Buchhorn (103 km,
35 h) nach Durlesbach (−36 km (wir wandern zurück), 9 h) wandern?
Ulm, Durlesbach und Buchhorn liegen auf einem Kreissegment, also auf einer «Li-
nie». Also ist die Durchschnittsgeschwindigkeit

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_083V00.PDF
https://tracker.physlets.org/


Kinematik 24

⟨v⟩ = 103 km + (−36 km)
35 h + 9 h = 67 km

44 h ≈ 1.5 km
h (2.1.6)

Der Sprachgebrauch im Alltag sagt:

⟨̃v⟩ = 103 km + |−36 km|
35 h + 9 h = 139 km

44 h ≈ 3.2 km
h (2.1.7)

Es wurde mit den Beträgen gerechnet, oder es wurde die Geschwindigkeit entlang
eines Weges und nicht vom Anfang zum Ende berechnet.

Wir verwenden ausschliesslich die physikalische Definition nach Glei-
chung (2.1.5) und Gleichung (2.1.6)!

Buchhorn

Durlesbach

x

Ulm

0 35 44

M
om

en
ta

ng
es

ch
w
in

di
gk

ei
t

mittl
ere

Geschwindigkeit <
v>

t

Flucht

Abb. 2.1.: Graphische Darstellung einer linearen Bewegung

Link zur Vorlesung: (Simulation zu konstanter Bewegung)

2.1.1. Momentangeschwindigkeit und Beschleunigung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 19]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 10])
Momentangeschwindigkeit ⇔ Tangente ⇔ Ableitung

v = lim
∆t→0

∆x

∆t
= dx

dt
= ẋ (2.1.8)

Link zur Vorlesung: (Simulation Momentangeschwindigkeit (unten))

24 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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Abb. 2.2.: Graphische Darstellung einer linearen Bewegung

Beispiel:
Sei x(t) = Atn + Btm. Dann ist

v(t) = dx

dt
= d

dt
(Atn + Btm) = nAtn−1 + mBtm−1 (2.1.9)

Beschleunigung ⇐⇒ Änderung der Momentangeschwindigkeit
Mittlere Beschleunigung

⟨a⟩ = ∆v

∆t
(2.1.10)

Momentanbeschleunigung

a(t) = lim
∆t→0

∆v

∆t
= dv(t)

dt
(2.1.11)

Beschleunigung und Ort

a(t) = dv(t)
dt

=
ddx(t)

dt

dt
= d2x(t)

dt2 = ẍ (2.1.12)

Wie kommt man von einer bekannten Beschleunigung zum Ort? =⇒ Integration

Abb. 2.3.: Graphische Darstellung einer Geschwindigkeit und Integration.

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 25
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dv

dt
= a (2.1.13)

Wir multiplizieren die obige Gleichung mit dt

dv = adt (2.1.14)

Nun integrieren wir auf beiden Seiten von der Zeit t = 01 bis t

t∫
0

dv =
t∫

0

adt (2.1.15)

und erhalten
v(t)− v(0) = a · t|t0 = a · t (2.1.16)

oder mit v(0) = v0

v(t) = v0 + a · t (2.1.17)

Dabei ist die Anfangsbedingung mit eingerechnet.

Versuch 3: Versuch zur Vorlesung:
Anfangsgeschwindigkeit: Einfluss auf den zurückgelegten Weg (Ver-
suchskarte M-133)

Weg:

dx

dt
= v = v0 + a · t (2.1.18)

Wir integrieren auf beiden Seiten

t∫
0

dx =
t∫

0

(v0 + a · t)dt (2.1.19)

und erhalten

x(t)− x(0) = (v0 · t + 1
2a · t2)

∣∣∣∣t
0

= v0 · t + 1
2a · t2 (2.1.20)

oder mit x(0) = x0

x(t) = x0 + v0 · t + 1
2a · t2 (2.1.21)

1Sollte der Zeitwert für den Anfangswert des Integrationsintervalls nicht null sein, verschieben
wir die Zeitskala um den entsprechenden Wert.

26 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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Schauen Sie in einem Mathematikbuch oder (Siehe P. A. Tipler
und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 30]) nach, wie die Integration
durchgeführt wird

Materialien
Link zur Vorlesung: (Bremsweg bei konstanter Beschleunigung)

Gleichung (2.1.18) kann verstanden werden, in dem man realisiert, dass die Ge-
schwindigkeit sich von v0 nach v0 + at ändert, so dass ⟨v⟩ = v0+(v0+at)

2 = v0 + 1
2at2

ist.
Gleichungen bei konstanter Beschleunigung

v = v0 + at (2.1.22a)

x = x0 + v0t + 1
2at2 (2.1.22b)

Durchschnittsgeschwindigkeit

⟨v⟩ = ∆x

∆t
=

(x0 + v0t + 1
2at2)− x0

t
= 1

2(v0 + v) (2.1.23)

Wenn die Endgeschwindigkeit ve = v0 + at ist, erhält man aus ∆x = x(t) =
v0t + 1

2at2 mit t = ve−v0
a

∆x = v0
ve − v0

a
+ 1

2a
(

ve − v0

a

)2
= v0ve

a
− v2

0
2 + v2

e

2a
− vev0

a
+ v2

0
a

(2.1.24a)

v2
e = v2

0 + 2a∆x (2.1.24b)

2.2. Bewegung in zwei und drei Dimensionen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 43]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 9])

2.2.1. Vektoren und Vektorrechnung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 47])

Versuch 4: Versuch zur Vorlesung:
Vektoraddition von drei Kräften (Versuchskarte M-012)

Link zur Vorlesung: (Graphische Vektoraddition)

Grafische Addition
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Abb. 2.4.: Grafische Vektoraddition. Der Resultatvektor reicht vom Anfang des
ersten Vektors zum Ende des letzten Vektors. Subtrahierte Vektoren
werden in umgekehrter Richtung gezeichnet.

Komponentenschreibweise

Abb. 2.5.: Komponentenschreibweise von Vektoren

A = (A1, A2) =
(

A1
A2

)
(2.2.1)

Länge
A =

√
A2

1 + A2
2 (2.2.2)

Winkel mit der x-Achse

cos (Θ) = Ax

A
(2.2.3)

Einheitsvektoren ex in x-Richtung, ey in y-Richtung, ez-in z-Richtung.

A = Axex + Ayey + Azez (2.2.4)

Addition in Komponentenschreibweise

28 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



29 2.2 Bewegung in zwei und drei Dimensionen

Abb. 2.6.: Vektoraddion in Komponentenschreibweise

A + B = (Axex + Ayey + Azez) + (Bxex + Byey + Bzez)
= (Ax + Bx)ex + (Ay + By)ey + (Az + Bz)ez (2.2.5)

Ortsvektor

r = xex + yey + zez (2.2.6)
Mittlere Geschwindigkeit

Abb. 2.7.: Mittlere Geschwindigkeit

⟨v⟩ = ∆r

∆t
(2.2.7)

Momentangeschwindigkeit

v = lim
∆t→0

∆r

∆t
= dr

dt
= ṙ (2.2.8)
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Ableitung in Komponenten

v = lim
∆t→0

∆r

∆t
= lim

∆t→0

∆xex + ∆yey + ∆zez

∆t

= lim
∆t→0

∆x

∆t
ex + lim

∆t→0

∆y

∆t
ey + lim

∆t→0

∆z

∆t
ez (2.2.9)

also

v = dx

dt
ex + dy

dt
ey + dz

dt
ez (2.2.10)

Analog zur obigen Rechnung erhält man die Beschleunigung aus der Geschwindig-
keit.
Mittlere Beschleunigung

⟨a⟩ = ∆v

∆t
(2.2.11)

Momentanbeschleunigung

a = lim
∆t→0

∆v

∆t
= dv

dt
= v̇ = r̈ (2.2.12)

oder auch

a = dvx

dt
ex + dvy

dt
ey + dvz

dt
ez (2.2.13)

Relativgeschwindigkeit

Versuch 5: Versuch zur Vorlesung:
Relativgeschwindigkeit Fahrzeug auf Lehmann-Bahn

Erde

Bus

Abb. 2.8.: Relativgeschwindigkeit

Die Geschwindigkeit eines Menschen gegen die Erde berechnet sich aus seiner Re-
lativgeschwindigkeit gegen den Bus und dessen Geschwindigkeit gegen die Erde
zu

vMensch gegen Erde = vBus gegen Erde + vMensch gegen Bus (2.2.14)
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2.2.2. Bsp: Wurfbewegung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 53])
Wurfbewegungen sind zusammengesetzte Bewegungen (Beispiel aus (Siehe P. A.
Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 53]) ).

Versuch 6: Versuch zur Vorlesung:
Freier Fall und waagrechter Wurf - Überlagerung von zwei Bewegun-
gen (Versuchskarte M-053, Video (VPN oder intern))

Link zur Vorlesung: (Simulation von Walter Fendt)

Abb. 2.9.: Wurfbewegung als zusammengesetzte Bewegung.

Abb. 2.10.: Bild gezeichnet nach (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik
[TM04, pp. 55]) . Rot ist die horizontale, grün die vertikale Position
markiert. Die horizontalen Abstände sind, innerhalb meiner Zeichen-
genauigkeit, gleich, deuten also auf eine konstante Geschwindigkeit
hin.
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Versuch 7: Versuch zur Vorlesung:
Wurfparabel (Versuchskarte M-050, Video (VPN oder intern))

Beschleunigungen
Sei x(t = 0) = 0, y(t = 0) = 0, vx(t = 0) = vx,0 und vy(t = 0) = vy,0

ay(t) = −g (2.2.15a)
ax(t) = 0 (2.2.15b)

Geschwindigkeiten

vy(t) = −g · t + vy,0 (2.2.16a)
vx(t) = vx,0 (2.2.16b)

Ort

y(t) = −1
2g · t2 + vy,0 · t (2.2.17a)

x(t) = vx,0 · t (2.2.17b)

Diese Bewegung ist parabelförmig, wie man leicht sieht, wenn man x(t) nach t
auflöst und einsetzt.

y (x) = −1
2g

(
x

vx,0

)2

+ vy,0

vx,0
x (2.2.18)

2.2.3. Gleichförmige Kreisbewegung (mit vektorieller
Darstellung)

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 61]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 16])
Link zur Vorlesung: (Simulation Karussell von Walter Fendt)

Kreisförmige Bewegungen gibt es

• Fahrt durch eine Kurve mit Fahrrad, Auto, Schlittschuhen ...

• Zentrifuge

• Satelliten
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Mittelpunkt

Tangente

Abb. 2.11.: Schematische Darstellung eines Satelliten.

Der Satellit |v| = v bewegt sich im Kreis mit dem Radius r. In kleinen Zeiten t
bewegt er sich um vt in der ursprünglichen Richtung weiter. Er fällt um h. Der
Satz des Pythagoras angewandt auf das rechtwinklige Dreieck ergibt

r2 + (vt)2 = (r + h)2 = r2 + 2rh + h2 (2.2.19)

Kleine Zeiten bedeutet, dass h≪ r ist. Also kann

Fallgesetz, Weg und Beschleunigung

(vt)2 ≈ 2rh =⇒ h = 1
2

v2

r
t2

︷ ︸︸ ︷
= 1

2at2
(2.2.20)

geschrieben werden.
Vergleich

az = v2

r
(2.2.21)

Wenn r(t) = (r cos (ωt) , r sin (ωt) , 0) ist ( ω heisst Kreisfrequenz und wird benö-
tigt, um aus der Zeit eine als Argument der Winkelfunktion benötigte dimensions-
lose Grösse zu erzeugen), dann ist

v(t) = d

dt
r(t) = (−rω sin (ωt) , rω cos (ωt) , 0) (2.2.22)

und

az(t) = d

dt
v(t) = d2

dt2 r(t) = (−rω2 cos (ωt) ,−rω2 sin (ωt) , 0) = −ω2r(t) (2.2.23)
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Mittelpunkt

Tangente

Abb. 2.12.: Zentripetalbewegung. Die durch r1, r2 und durch v1, v2 aufgespann-
ten Dreiecke sind ähnlich

Link zur Vorlesung: (Masse auf Kreisbahn mit Gegengewicht)

2.2.4. Nichtkommutativität endlicher Drehungen

Versuch 8: Versuch zur Vorlesung:
Nichtkommutativität von Drehungen (Versuchskarte M-108)

Abb. 2.13.: Beispiel für die Nichtvertauschbarkeit endlicher Drehungen.

Die mathematische Darstellung eine Drehung um die z-Achse kann wie folgt her-
geleitet werden:

Jeder Vektor A =

 Ax

Ay

Az

 kann als A = Axex +Ayey +Azez geschrieben werden.

Dabei ist ex =

 1
0
0

, ey =

 0
1
0

 und ez =

 0
0
1

.
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Die Funktion Rz(A, α) soll den Vektor A um die z-Achse drehen. Dann ist die
neue x-Komponente eine Funktion f(Ax, Ay, α) und die neue y-Komponente eine
andere Funktion g(Ax, Ay, α).
Wenn der Vektor A um die z-Achse gedreht wird, dann ist der gedrehte Vektor

Rz(A, αz) = A′ =

 f(Ax, Ay, αz)
g(Ax, Ay, αz)

Az

 .

Die z-Komponente wird dabei nicht verändert, die x- und die y-Komponenten sind
Funktionen der ursprünglichen x- und y-Komponenten sowie des Winkels.

Abb. 2.14.: Links wird gezeigt, wie ex rotiert wird. Rechts wird ey rotiert.

Wir erhalten:

Rz(ex, αz) = Rz


 1

0
0

 , αz

 =

 cos (αz)
sin (αz)

0



Rz(ey, αz) = Rz


 0

1
0

 , αz

 =

 − sin (αz)
cos (αz)

0



Rz(ez, αz) = Rz


 0

0
1

 , αz

 =

 0
0
1

 .

Mit

Rz(A, αz) = Rz(Axex + Ayey + Azez, αz)

= AxRz(ex, αz) + AyRz(ey, αz) + AzRz(ez, αz) =

 Ax cos (αz)− Ay sin (αz)
Ax sin (αz) + Ay cos (αz)

Az


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Diese letztere Gleichung kann als

Rz(A, αz) = A′ =

 Ax cos (αz)− Ay sin (αz)
Ax sin (αz) + Ay cos (αz)

Az



=

 cos (αz) − sin (αz) 0
sin (αz) cos (αz) 0

0 0 1


 Ax

Ay

Az

 (2.2.24)

Damit kann eine Drehung um die z-Achse als Matrix Rz

Rz(αz) =

 cos (αz) − sin (αz) 0
sin (αz) cos (αz) 0

0 0 1

 (2.2.25)

geschrieben werden. Durch formales «Rotieren» der Koordinaten z → y, y → x
und x→ z bekommt man die Drehmatrix für eine Drehung um die y-Achse

Ry(αy) =

 cos (αy) 0 sin (αy)
0 1 0

− sin (αy) 0 cos (αy)

 (2.2.26)

Weiteres formales «Rotieren» der Koordinaten z → y, y → x und x → z liefert
die Drehmatrix für eine Drehung um die x-Achse

Rx(αx) =

 1 0 0
0 cos (αx) − sin (αx)
0 sin (αx) cos (αx)

 (2.2.27)

Die Drehung um die y-Achse um −π/2 (= 90◦) und dann um die x-Achse um −π/2
wird mit Matrizen wie

r′ = Rx(−π/2)Ry(−π/2)r

=

 1 0 0
0 0 1
0 −1 0


 0 0 −1

0 1 0
1 0 0


 1

0
0



=

 0 0 −1
1 0 0
0 −1 0


 1

0
0



=

 0
1
0

 (2.2.28)

gerechnet. Werden die Drehungen in umgekehrter Reihenfolge durchgeführt, so ist

36 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti
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r′ = Ry(−π/2)Rx(−π/2)r

=

 0 0 −1
0 1 0
1 0 0


 1 0 0

0 0 1
0 −1 0


 1

0
0



=

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


 1

0
0



=

 0
0
1

 (2.2.29)

Grosse Drehungen können nicht vertauscht werden. Es gibt viele
Eigenschaften in der Physik, die nicht kommutativ sind.
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3. Dynamik, die Newtonschen
Axiome

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 71]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 12])

3.1. Trägheitsgesetz: Erstes Newtonsches Axiom
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 72])
Alltägliche Beobachtung: alle Bewegung stoppt ⇒ Aristoteles nimmt dies als Na-
turgesetz an.
Isaac Newton argumentiert: Reibungskräfte stoppen die Bewegung. Wenn es keine
Reibungskräfte gäbe würde sich der Bewegungszustand nicht ändern.

Versuch 9: Versuch zur Vorlesung:
Newton’sches Grundgesetz mit LKB und CASSY (Versuchskarte M-
201, Video (VPN oder intern))

Erstes Newtonsches Axiom:
Wenn F = ∑

i
F i = 0 ist, ändert ein Körper seinen Bewegungszu-

stand nicht, d.h. er bleibt in Ruhe oder bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit.

1. Newtonsches Axiom ≜ Trägheitsgesetz
Bsp: Galileis Gesetz (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 72])
Bezugssystem Wir wählen einen Koordinatenursprung 0 und ein Koordinatensys-

tem und schreiben alle Gleichungen in Bezug auf dieses Koordinatensystem
auf.

Bezugssysteme können
• fix in Bezug zur Erde sein

• fix in Bezug zu einem Gefährt sein (Bus, Zug, Flugzeug, . . .)

• fix in Bezug zur Milchstrasse sein

• . . .

Ein Bezugssystem, in dem das erste Newtonsche Axiom gilt, heisst Inertialsys-
tem.
Gibt es Inertialsysteme?

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_201V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_201V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/ASP/OArchiv_Videos.asp?OrdnungsNr=M%2D201
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3.2. Kraft, Masse,Impuls: Zweites Newtonsches
Axiom

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 74]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 12])
das zweite Newtonsche Axiom beantwortet die Frage: Was ist die Ursache der
Bewegung?

Newtons Formulierung:
Die Änderung des Impulses (p = mv) eines Körpers ist gleich der
auf den Körper wirkenden Kraft

F = dp

dt
= d(mv)

dt
(3.2.1)

Bernoullis Formulierung (Achtung: Ein Spezialfall!)
Die Beschleunigung eines Körpers ist umgekehrt proportional zu sei-
ner Masse und proportional zur resultierenden Kraft a = F

m

Das zweite Newtonsche Axiom wird auch Aktionsgesetz genannt.
Bernoulli m muss konstant sein (analog zur Durchschnittsgeschwindigkeit)

Newton analog zur Momentangeschwindigkeit mit
m = const

F = d(mv)
dt

= dm
dt

v + mdv
dt

= mdv
dt

= ma

Versuch 10: Versuch zur Vorlesung:
Kraftstoss (Versuchskarte M-104)

Einheit der Kraft: 1 N = 1 m kg
s2

3.2.1. Masse (m)
Die Masse im zweiten Newtonschen Axiom ist die träge Masse.
Massenbestimmung mit dem 2. Newtonschen Axiom

• gleiche Kraft auf zwei Massen m1 und m2

• F = m1a1 = m2a2 ⇒ m1
m2

= a2
a1

Masse: Einheit Kilogramm, Masse-Einheit (nicht Gewicht). Die festgelegte Plan-
ckkonstante ist definiert als h = 6.626 070 15 · 10−34 kg m2

s . Daraus kann mit den
Definitionen von c und der Sekunde das Kilogramm abgeleitet werden. (Ursprüng-
lich definiert mit Urkilogramm in Sèvres ⇒ Sekundärnormale, Eichung!)
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3.2.2. Kraft (F )
Einheit der Kraft: N = m kg

s2 Name: Newton
Kraft und Bahnkurve r(t) bei konstanter Masse

F = ma = m
dv

dt
= m

d2r

dt2 (3.2.2)

d.h. die Kraft hängt auch von der Krümmung der Bahnkurve r(t) ab.
Impuls: Definition: p = mv, Einheit [p] = kg m

s = N s
Die Weiterentwicklung der Physik nach Newton (u.a. Quantenmechanik) hat
gezeigt, dass der Begriff des Impulses p universell verwendbar ist, nicht aber m
und v.

3.2.2.1. Drittes Newtonsches Axiom

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 80])

Versuch 11: Versuch zur Vorlesung:
Actio = Reactio: Fischerstechen (Versuchskarte M-141)

Drittes Newtonsches Axiom:
Kräfte treten immer paarweise auf. Wenn vom Körper A aus auf den
Körper B die Kraft F ausgeübt wird, so wird vom Körper B die
Kraft −F auf den Körper A ausgeübt.

Diese Reaktionskraft ist also gleich gross wie die ursprüngliche Kraft, aber ent-
gegengesetzt gerichtet.

Abb. 3.1.: Gewicht auf Tisch.

Während das erste wie auch das zweite Newtonsche Axiom auch in der Quan-
tenmechanik und in der Relativitätstheorie gelten, versagt in diesen moderneren
physikalischen Theorien das dritte Newtonsche Axiom.
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Abb. 3.2.: Kraft zwischen Sonne und Erde bei einem Abstand von ≈ 1.5 ·
1011 m = 150 · 106 km.

Frage: Wirkt die Kraft instantan?

3.2.2.2. Kraft durch Gewicht und schwere Masse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 78]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 46])
Jede Masse wird von jeder anderen Masse angezogen (Gravitation).
Die Erdanziehung auf eine Masse m ist

F G = mg (3.2.3)

|g| = g = 9.81ms

s2 ist die Fallbeschleunigung auf Meereshöhe. ms ist die schwere
Masse.
Anwendung: Massenbestimmung durch Kraftvergleich.
Wenn an einem Ort Fg,1 = Fg,2 ist, so ist auch m1 = m2. Wenn an einem Ort
Fg,1 = αFg,2 ist, so ist auch m1 = αm2.

3.2.3. Arten von Kräften
Fundamentale Kräfte

1. Gravitationswechselwirkung

2. elektromagnetische Wechselwirkung

3. starke Wechselwirkung (Kräfte zwischen Kernbausteinen wie Protonen oder
Neutronen

4. Schwache Wechselwirkung (Verantwortlich z.B. für den Zerfall der freien
Neutronen).

Kontaktkräfte
Die Kraft ist proportional zur Auslenkung F = −kx, analog zur Feder. Anwen-
dung: Federwaage.

3.2.4. Beispiele zur Lösung von Bewegungsproblemen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 86])
Beispiel: Klotz an Faden ziehen
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Fz

Fg

FN

Abb. 3.3.: Kräfte auf einen Körper

FZ , FG und FN sind Kräfte auf den Körper

FZ = max

Reaktionskraft auf FZ : F ′
Z = −FZ

3. Newtonsches Axiom: Kraft durch ziehende Hand = - Kraft auf Körper
Wenn die Masse mit einem Faden gezogen wird und dessen Masse mF ist, ist

F − F ′
Z = mfax

Ist die Masse des Fadens vernachlässigbar: F − F ′
Z ≈ 0

Abb. 3.4.: Fadenspannung

Bei vernachlässigbarer Masse ist |FZ | überall im Faden gleich. FZ heisst die Zug-
kraft.
Beispiel: schiefe Ebene
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Abb. 3.5.: Schiefe Ebene.

FG,x = FG sin (Θ) = mg sin (Θ)

FG,y = −FG cos (Θ) = −mg cos (Θ)

In unserem Koordinatensystem ist ay null.

∑
Fy = FN −mg cos (Θ) = 0

Also ist

FN = mg cos (Θ)

Die x-Komponente ist

∑
Fx = mg sin (Θ) = max

oder
ax = g sin (Θ)

Versuch 12: Versuch zur Vorlesung:
Kräfteparallellogramm (Versuchskarte M-12)

Beispiel: Gewicht an einer Schnur
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Abb. 3.6.: Links: Konstruktion mit Kräfteparallelogramm, rechts vergrösserte
Ansicht.

Gegeben ist: Fg, α und β

Mit dem Sinussatz für beliebige Dreiecke (Seitenlänge dividiert durch den Sinus
des Gegenwinkels ist konstant)

Fg

sin (α + β) = F1

sin (π/2− β) = F2

sin (π/2− α) (3.2.4)

umgeformt

F1 = Fg
cos (β)

sin (α + β) (3.2.5)

F2 = Fg
cos (α)

sin (α + β) (3.2.6)

Schlussfolgerung: Wenn α und β gegen null gehen, dann werden die Kräfte F1 und
F2 sehr gross. Sie können leicht die maximal zulässige Seilspannung übersteigen.

Beispiel: Zentrifugalregulator (Erfindung von James Watt)

Versuch 13: Versuch zur Vorlesung:
Watt’scher Zentrifugalregulator
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Abb. 3.7.: Schematische Darstellung des Watt’schen Zentrifugalregulators.

Die Masse m wird durch die Gravitation und die Seilspannung beschleunigt. Die
resultierende Kraft ist die Zentripetalkraft FZ .
Grösse der Zentripetalkraft

FZ = mω2r = FS sin (Θ) (3.2.7)

und

FS cos (Θ) = mg = FG (3.2.8)

Zusammen

FS sin (Θ)
FS cos (Θ) = tan (Θ) = mω2r

mg
= r

g
ω2 (3.2.9)

also ist für kleine Θ

ω =
√

g

r
tan (Θ) ≈

√
gΘ
r

(3.2.10)

Der Watt’sche Regulator ist also ein Drehzahlmesser.

3.3. Anwendungen der Newtonschen Axiome
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 80])
Wir setzen voraus, dass wir alle Kräfte kennen: dann können wir die Beschleuni-
gung und damit auch die Bewegung eines Teilchens bestimmen.

3.3.1. Reibung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 99]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 40])
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Erfahrung: wenn man versucht, ein Möbelstück zu verschieben, muss man eine
Kraft ausüben.

Reibungskräfte versuchen, Bewegungen zu verhindern oder zu dämp-
fen

Versuch 14: Versuch zur Vorlesung:
Haft- und Gleitreibung (Versuchskarte M-22, Video (VPN oder in-
tern))

3.3.1.1. Haftreibung

Beobachtung: Wenn ein Körper mit der Kraft FN , der Normalkraft, auf einen
anderen Körper gedrückt wird, wird mindestens eine Kraft

F ≥ FH = µHFN (3.3.1)
benötigt, um den Körper in Bewegung zu setzen. FH heisst Haftreibungskraft.
µH ist der Haftreibungskoeffizient.
Umgekehrt gilt die Aussage, dass wenn die zur Auflagefläche parallele Kraft
F < FH ist, bewegt sich der Körper nicht. Die Haftreibungskraft, englisch: stiction,
ist eines der grössten Probleme in der Mikrosystemtechnik (englisch Micro-Electro-
Mechanical-Systems, MEMS) und in der Festplattenindustrie.

3.3.1.2. Gleitreibung

Wenn ein Körper gleitet, dann gilt die Beziehung

FG = µGFN (3.3.2)
wobei FG die Gleitreibungskraft und µG der Gleitreibungskoeffizient ist.

Abb. 3.8.: Schematische Darstellung der Haft- und Gleitreibungskraft als Funk-
tion der angelegten, parallel zur Auflage wirkenden Kraft.
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Schematisch verhalten sich Haftreibungskraft und Gleitreibungskraft wie in der
Abbildung 3.8 gezeigt.

3.3.1.2.1. Eigenschaften

• µG ≤ µH

• µG hängt von der Relativgeschwindigkeit der Oberflächen ab. FG ist im Ge-
schwindigkeitsbereich von 1 cm

s bis einigen m
s näherungsweise konstant. Aus-

serhalb dieses Geschwindigkeitsbereiches nimmt die Gleitreibungskraft zu.

• µG und µH hängen von der Struktur der Oberflächen und ihrer Zusammen-
setzung ab, nicht aber von der scheinbaren makroskopischen Kontaktfläche
AM ab.

• µG und µH hängen von der wahren Kontaktfläche AW ≪ AM ab sowie vom
Kontaktdruck in dieser Fläche. (Deshalb ist die Reibung zwischen ultrafla-
chen Endmassen aus der Mechanikwerkstatt oder zwischen Objektträgern
extrem gross.)

3.3.1.2.2. Schlussfolgerung Die Reibung wird von temporären Bindungen zwi-
schen den Atomen der Oberflächen der einzelnen Reibpartnern gebildet. Zusätzlich
und meistens auch dominierend ist jedoch die zur Abscherung mikroskopischer Er-
höhungen (Asperities in englisch) benötigten Kräfte.

Versuch 15: Versuch zur Vorlesung:
Schiefe Ebene (Versuchskarte M-49, Video (VPN oder intern))

Abb. 3.9.: Kräfte auf einen Körper auf einer schiefen Ebene.

Die x-Achse sei parallel zur Auflage, die y-Achse senkrecht dazu.
∑

Fy = FN −mg cos (α) = 0 (3.3.3)
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49 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

∑
Fx = mg sin (α)− FH = 0 (3.3.4)

Oder

FH = mg sin (α) = FN

cos (α) sin (α) = FN tan (α) (3.3.5)

Der Haftreibungskoeffizient ist gleich dem Tangens des Winkels, bei dem der Kör-
per zu gleiten beginnt.

µH = tan (αmax) (3.3.6)

Gleitreibung wird durch Messung der Beschleunigung bestimmt.

Fx = mg sin (α)− µGFG = max (3.3.7)

ax = g (sin (α)− µg cos (α)) (3.3.8)

oder

µg = tan (α)− ax

g cos (α) (3.3.9)

3.3.1.3. Rollreibung

Abb. 3.10.: Geschwindigkeitsvektoren bei einem rollenden Rad rot gestrichelt:
Geschwindigkeitsvektoren von der Achse aus gesehen (mitbewegt);
grün: Geschwindigkeitsvektor der Achse; blau: Summe.

Ein Rad, das am Boden abrollt, wird durch die Haftreibung zum drehen gebracht.
Der momentane Drehpunkt eines Rades ist die Auflagefläche. Dies ist einfach er-
sichtlich, wenn die Geschwindigkeitsvektoren des Rades von der Achse aus gesehen
(rot gestrichelt) zum Geschwindigkeitsvektor der Achse (grün) dazugezählt wer-
den. Die resultierenden Geschwindigkeitsvektoren sind so, dass am Auflagepunkt
die Geschwindigkeit gleich null ist. Da der Ort mit der Geschwindigkeit 0 immer
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Dynamik, die Newtonschen Axiome 50

die momentane Drehachse ist, dreht sich jedes abrollende Rad und jeder abrollende
Körper um seinen Auflagepunkt.

Rollreibung meint die Reibung, die bei einem rollenden Körper auftritt. Ist der
Körper nicht deformierbar, dann ist die Rollreibung null, wenn die beiden Ober-
flächen sich nicht anziehen (Adhäsion, Klebrigkeit!)

3.3.1.3.1. Beispiel: innen oder aussen um die Kurve fahren? Die Zentripe-
talbeschleunigung ist aZ = v2r−1. Die Masse des Autos sei m, der Haftreibungsko-
effizient µH . Dann muss FZ = aZm = v2r−1m ≤ µHmg sein. Die Geschwindigkeit
muss der Bedingung

v ≤ √µHrg (3.3.10)

genügen. Die Zeit zum Durchfahren eines Bogens der Länge l = αr mit dem Winkel
α im Bogenmass und dem Radius r ist

T (r, α, v) = lv−1 = rα

v
≥ rα
√

µHrg
= α

√
r

µHg
(3.3.11)

3.3.2. d’Alembert’sches Prinzip

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 162])

Um die Bewegung eines Massenpunktes oder eines Systems von Massenpunkten
zu berechnen, müssen die Bewegungsgleichungen gelöst werden. Das Prinzip von
d’Alembert (nach Jean Baptiste le Rond d’Alembert) sagt:

Ersetzt man bei einem bewegten System von Massenpunkten mi
die entsprechenden Beschleunigungen ai durch die Trägheitskräfte

F Ti = −mi · ai

so hat man das dynamische Problem formal auf ein statisches
Problem zurückgeführt.
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51 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

Abb. 3.11.: Prinzip von Jean Baptiste le Rond d’Alembert. Links der Standpunkt
eines ruhenden Beobachters, rechts derjenige des mitbewegten Beob-
achters. Die F ji sind Kräfte innerhalb des Systems von Massen, F ai

sind äussere Kräfte. ai ist die Beschleunigung der Masse mi.

Beschreibung durch den ruhenden Beobachter mit dem 2. Newtonschen Axiom
(Dynamik)

miai = F ai +
∑

j

F ji (3.3.12)

Und nun die Beschreibung des mitbewegten Beobachters (Für ihn ist der Massen-
mittelpunkt des Massensystems in Ruhe!).
Nach Jean Baptiste le Rond d’Alembert gilt

miai = −F T i = F ai +
∑

j

F ji (3.3.13)

und damit die Beschreibung im mitbewegten Bezugssystem (Statik) über das for-
male Kräftegleichgewicht

F T i + F ai +
∑

j

F ji = 0 (3.3.14)

Anwendung des Prinzips von Jean Baptiste le Rond d’Alembert: Maxwellsches Rad
auf einer Waage (nach James Clerk Maxwell)

Versuch 16: Versuch zur Vorlesung:
d’Alembertsches Prinzip: Maxwellsches Rad auf Waage (Versuchs-
karte M-70, Video (VPN oder intern))

3.3.3. Bewegung mehrerer miteinander verbundener Körper
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 110])
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Dynamik, die Newtonschen Axiome 52

Abb. 3.12.: Zwei verbundene Körper an einem Tisch.

Masse 1 wird beschleunigt. Trägheitskraft Fa = m1a = Fs (Seilspannung)
Masse 2 wird beschleunigt. Kräfte an Masse 2: Trägheitskraft Fa = m2a sowie
Erdbeschleunigung Fg = m2g. Die resultierende Kraft ist die Seilspannung
Fs = m2g −m2a.
Nun muss a für beide Massen gleich sein (dehnungsfreies Seil). Ebenso ist die
Seilspannung überall gleich.

Fs = m1a = m2g −m2a (3.3.15)

oder

a = g
m2

m1 + m2
(3.3.16)

und die Seilspannung

Fs = g
m1m2

m1 + m2
(3.3.17)

Abb. 3.13.: Beschleunigung zweier auseinander liegender Massen.
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53 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

• 3. Newtonsches Axiom: Normalkräfte zwischen den beiden Massen FN,21 =
FN,12

• 3. Newtonsches Axiom: Reibungskräfte zwischen den beiden Massen
FH,12 = FH,21

• 1. Newtonsches Axiom für die Masse m1 (keine Beschleunigung in senk-
rechte Richtung): Fg,1 = m1g = FN,21

• 2. Newtonsches Axiom für die Masse m2 (keine Beschleunigung in senk-
rechte Richtung): Fg,2 + FN,12 = m2g + FN,12 = m2g + m1g = FN

• 2. Newtonsches Axiom für Masse m1:
∑

Fx = FH,12 = m1a1

• 2. Newtonsches Axiom für Masse m2:
∑

Fx = F − FH,21 − FH,2N

Die Masse 2 bewegt sich nicht, wenn F ≤ µH,2NFN = µH,2N(m1 + m2) gilt.
Überschreitet die angelegte Kraft diesen Wert, dann muss die Gleitreibungskraft
FG,2N = µG,2NFN eingesetzt werden.
Wir betrachten nun die untere Masse als bewegt.
Wenn die Grenzkraft der Haftreibungskraft nicht überschritten wird, wenn also
FH,1 ≤ µH,12FN,21 ist, bewegen sich die beiden Körper zusammen. Die Haftrei-
bungskraft FH,12 = FH,21 kann eliminiert werden.

F = (m1 + m2)a + FG,2N

= (m1 + m2)a + µG,2N(m1 + m2)g = (m1 + m2) [a + µG,2Ng] (3.3.18)

Hier ist µH,12 = µH,21 der Haftreibungskoeffizient zwischen den Massen 1 und 2
und µH,2N der Haftreibungskoeffizient zwischen der Masse 2 und der Unterlage.
Wenn die durch die Trägheit der Masse 1 generierte Kraft grösser als die maxi-
male Haftreibungskraft ist, dann gleitet Masse 1 auf Masse 2. Dies tritt nicht auf,
wenn

a1 = FH,12

m1
≤ µH,12FN,21

m1
(3.3.19)

ist. Dies ist äquivalent zu

a ≤ µH,12g (3.3.20)

Damit ist die maximale Kraft

F ≤ Fmax = (m1 + m2)g [µH,12 + µG,2N ] (3.3.21)

Gleitet Masse 1 über Masse 2, dann ist die übertragene Kraft FG = µG,12m1g die
Gleitreibungskraft mit µG,12 dem Gleitreibungskoeffizienten zwischen den beiden
Massen. Das horizontale Kräftegleichgewicht für die Masse 2 muss nun für beide
Grenzflächen mit den Gleitreibungskoeffizienten geschrieben werden.
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Die Masse 1 wird mit

a1 = µG,12g (3.3.22)

beschleunigt; die Masse 2 mit

F − FG,12 − FG,2N = m2a2 (3.3.23)

Also ist

a2 = F − FG,12 − FG,2N

m2
(3.3.24)

Bemerkung:
Wenn FH,2N = µH,2N(m1 + m2)g > Fmax = (m1 + m2)g [µH,12 + µG2,N ] ist, ist es
nicht möglich die Masse 2 in Bewegung zu setzen ohne dass Masse 1 gleitet!

3.3.4. Kräfte in bewegten Bezugssystemen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 115])
Fallbewegung in einem bewegten Wagen. Der Wagen wird genau ab dem Moment
beschleunigt, ab dem auch der Ball zu fallen beginnt.

vorher nachher

Abb. 3.14.: Standpunkt eines ruhenden Beobachters: Fall in einem beschleu-
nigten Wagen.

Für den ruhenden Fällt der Ball ganz gewöhnlich. Für ihn ist FG = mg die Ursache
der Bewegung.
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55 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

Abb. 3.15.: Standpunkt eines mitbewegten Beobachters: Fall in einem be-
schleunigten Wagen.

Für den mitbewegten Beobachter sieht das ganze anders aus. Auf den Ball scheint
für ihn die Kraft F = F G−ma zu wirken. Auf den Ball wirkt vom beschleunigten
Beobachter aus gesehen eine zusätzliche Kraft ma, die in einem Inertialsystem
nicht wirkt. Diese von einem ruhenden Beobachter aus nicht vorhandene Kraft ist
eine Trägheitskraft (manchmal irreführenderweise Scheinkraft genannt). Der Be-
griff Scheinkraft ist schlecht, da für den mitbewegten Beobachter die Kraft ma
sehr real sein kann und Schmerzen verursachen. Der mitbewegte (beschleunigte)
Beobachter muss die Trägheitskraft F S = −ma einführen, um die Newtonschen
Axiome zu retten (diese gelten nach der Definition eigentlich nicht in einem be-
schleunigten Bezugssystem).

Abb. 3.16.: In einem beschleunigten Wagen hängende Lampe. Links der Stand-
punkt eines beschleunigten Beobachters, rechts der Standpunkt des
mitbeschleunigten Beobachters.

Für beide, den ruhenden und den mitbeschleunigten Beobachter ist die Seilspan-
nung im Seil, das die Lampe hält, sowie das Gewicht der Lampe das gleiche. Die
Interpretation ist aber verschieden.

• Der ruhende Beobachter sagt: Die Lampe wird beschleunigt. Auf sie wirken
zwei Kräfte: die Seilspannung F S und die Schwerkraft mg. Die resultie-
rende Kraft ist die Beschleunigung der Lampe a mal deren Masse,
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also ma = mg + F S. Dabei ist die Beschleunigung der Lampe die gleiche
wie die des Wagens.

• Für den mitbewegten Beobachter ist die Lampe in Ruhe. Die resultierende
Kraft ist die Gegenkraft zur Seilspannung. Der mitbewegte Beobachter
muss, um den Newtonschen Axiomen zur Geltung zu verhelfen, die Kraft
FS = −ma einführen.

3.3.4.1. Zentrifugalkraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 116])
Wir betrachten ein rotierendes Bezugsystem. Eine Masse m ist an einer Schnur an
der Achse verbunden.

• Der ruhende Beobachter beschreibt die Situation so: die Masse wird durch die
Schnurspannung auf eine Kreisbahn gezwungen. Die Geometrie der Bahn und
die Geschwindigkeit legen die Zentripetalkraft FZP = −mv2

r2 r = −mv2

r
er =

−mrω2 = −mrω2er fest.

• Der mitbewegte Beobachter beschreibt die Situation so: Der Körper ist ge-
genüber dem rotierenden Bezugssystem in Ruhe. Da eine Seilspannung be-
obachtet wird, muss um den Newtonschen Axiomen genüge zu tun, eine
Zentrifugalkraft FZF = −mv2

r2 r = mv2

r
er = mrω2 = mrω2er eingeführt

werden.

Versuch 17: Versuch zur Vorlesung:
Zentrifugalkraft (Versuchskarte M-60)

3.3.4.2. Die Erde als rotierendes System: Corioliskraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 117]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 56])

Versuch 18: Versuch zur Vorlesung:
Mechanik Corioliskraft: Kugel auf Drehtisch (Versuchskarte M-7,
Video (VPN oder intern))
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57 3.3 Anwendungen der Newtonschen Axiome

Abb. 3.17.: Coriolisbeschleunigung: Bewegung eines von einer rotierenden Schei-
be geworfenen Balls. Links der Standpunkt des ruhenden Beobach-
ters. Rechts derjenige des mitbewegten Beobachters. (Für diesen ro-
tiert die Welt, analog dazu dass für uns die sonne sich bewegt!)

Rotierende Bezugssysteme können mit der Zentrifugalkraft alleine nicht beschrie-
ben werden. Da bei gleicher Winkelgeschwindigkeit die lineare Geschwindigkeit
vom Abstand zur Drehachse abhängt, muss eine den Abstand zur Drehachse än-
dernde Bewegung notwendigerweise eine beschleunigte Bewegung sein. Diese Im
rotierenden Bezugssystem auftretende Beschleunigung, die immer senkrecht zur
Geschwindigkeit steht und verschwindet, wenn die Geschwindigkeit null ist, heisst
die Coriolis-Beschleunigung.
Die Coriolis-Beschleunigung und Coriolis-Kraft sind für die lange Lebensdauer der
Hochdruckgebiete und Tiefdruckgebiete verantwortlich.

Versuch 19: Versuch zur Vorlesung:
Corioliskraft: Moskauer Gerät (Versuchskarte M-152)

3.3.5. Numerische Methoden
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 118])
Wie berechnet man eine Bahnkurve, wenn man die Kraft (Beschleunigung) ge-
geben ist? Diese Frage ist die gleich wie die Frage nach der Methode zum Lösen
von Differenzialgleichungen.
Mit

⟨a⟩ = ∆v

∆t
⟨v⟩ = ∆x

∆t

können wir die Geschwindigkeit zur Zeit ∆t folgendermassen berechnen:

v(∆t)v1 = v0 + a0∆t (3.3.25)
Die Geschwindigkeit zur Zeit 2∆t ist
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v(2∆t) = v2 = v1 + a1∆t = v0 + a1∆t + a0∆t (3.3.26)
Analoge Gleichungen gelten für den Ort.
Zusammen erhalten wir das Euler-Verfahren.

vi+1 = vi + ai∆t (3.3.27a)
xi+1 = xi + vi∆t (3.3.27b)

Abb. 3.18.: Beispiel des Euler-Verfahrens mit a = a0(1− βv2). Diese Gleichung
simuliert den freien Fall mit Luftwiderstand.

3.4. Arbeit,Energie,Leistung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 129]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 20])

Die Definitionen von Arbeit, Energie und Leistung weichen von
den im alltäglichen Leben üblichen Begriffen ab!

• Arbeit: Eine Kraft verrichtet nur dann Arbeit, wenn ihr Angriffspunkt sich
unter der Einwirkung der Kraft eine gewisse Strecke bewegt. Nur die Kraft-
komponente entlang der Bewegung entlang der Bewegungsrichtung trägt zur
Arbeit bei. Wenn Sie unter grosser Kraftanstrengung einen Gegenstand in
Position halten, dann leisten Sie im Sinne der Physik keine mechanische Ar-
beit.

• Energie bezeichnet die Fähigkeit eines Systems, Arbeit zu leisten. Leistet ein
physikalisches System an einem zweiten Arbeit, dann wird Energie ausge-
tauscht. Energieformen sind die Bewegungsenergie, auch kinetische Ener-
gie genannt, die Lageenergie, potentielle Energie genannt, Energie der
elektrostatischen und magnetischen Felder sowie Wärmeenergie.
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• Leistung bezeichnet die Rate des Energietransfers oder der Arbeit, also Ar-
beit pro Zeit.

Versuch 20: Versuch zur Vorlesung:
Mechanik Schiefe Ebene: Arbeit (Versuchskarte M-94)

3.4.1. Arbeit und Energie bei konstanter Kraft, kinetische
Energie

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 130])

Abb. 3.19.: Mechanische Arbeit.

Die Arbeit W im obigen Bild ist

W = F cos (Θ) x = Fxx (3.4.1)

Einheit der Arbeit oder Energie 1 J = 1 N m = 1 m2 kg
s2

3.4.1.1. Beschleunigungsarbeit

Bei konstanter Beschleunigung und konstanter Masse ist

Fx = max

Der zurückgelegte Weg ist nach Gleichung (2.1.24b)

v2
e = v2

0 + 2a∆x (3.4.2)

Arbeit:
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W = Fx∆x = max∆x = m

[
v2

e

2 −
v2

0
2

]
= 1

2mv2
e −

1
2mv2

0 (3.4.3)

Die Beschleunigungsarbeit ändert offensichtlich eine Grösse, die nur von der Masse
und von der Geschwindigkeit abhängt.

Die kinetische Energie Ekin = 1
2mv2 ist die in der Bewegung

innewohnende Energie, die zur Arbeitsleistung herangezogen werden
kann

Versuch 21: Versuch zur Vorlesung:
Autorennen auf drei Bahnen: Potentielle und kinetische Energie
(Versuchskarte M-55)

3.4.2. Arbeit und Energie bei veränderlicher Kraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 134])
Wenn die Kraft nicht konstant ist, so kann die Strecke s in n Teilstrecken s/n
aufgeteilt werden.
Die Fläche unter der Kurve ist dann

W = lim
n→∞

n−1∑
j=0

Fj
s

n
=

x1+s∫
x1

Fx (x) dx (3.4.4)

Der Grenzwert ist das Integral.

Das Integral

W =
x2∫

x1

F (x) dx (3.4.5)

ist die Definition der Arbeit

Beispiel: Fläche unter g(α) = sin (α)

Das Resultat ist
π∫
0

sin (α) dα = cos (α)|π0 = 2.
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61 3.4 Arbeit,Energie,Leistung

Abb. 3.20.: Fläche unter der Kurve sin (α) zwischen 0 und π. Der Untertitel gibt
die Anzahl Schritte sowie das numerische Resultat.

3.4.2.1. Spannarbeit, Arbeit bei veränderlicher Kraft

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 134]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 134])
Beispiel: wir spannen eine Feder.

Versuch 22: Versuch zur Vorlesung:
Elastische Dehnung einer Schraubenfeder (Versuchskarte M-100, Vi-
deo (VPN oder intern))

Das Kraftgesetz einer Feder ist
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F (x) = −kx (3.4.6)
Das Minuszeichen bedeutet, dass die Kraft entgegengesetzt zur Auslenkung ge-
richtet ist. k mit der Einheit N/m ist die Federkonstante.
Wenn ich als Experimentator die Feder spanne, dann muss ich die Kraft Fexp (x) =
−F (x) ausüben. Die Arbeit, die ich leiste, ist

W =
x∫

0

Fexp(ξ)dξ = −
x∫

0

F (ξ)dξ =
x∫

0

(−kξ)dξ (3.4.7)

Die Spannarbeit beim Spannen von 0 nach x ist also

W (x) =
x∫

0

F (ξ)dξ =
x∫

0

−(−kξ)dξ (3.4.8)

Wir müssen die von uns aufgebrachte Kraft, also die Reaktionskraft zur Feder-
kraft, einsetzen und erhalten richtigerweise positive Kräfte. Die Arbeit, die die
Feder verrichtet, ist gegeben aus der durch die Feder erzeugten Kraft und dem
Weg: deshalb muss ein Minuszeichen weniger stehen.

Die Arbeit, die ich an einem System verrichte, wird in dem System
als potentielle Energie gespeichert.

Eine äquivalente Aussage ist: Die potentielle Energie ist
die Arbeit gegen die Feldkraft.

3.4.2.2. Nicht-lineares Kraftgesetz (F = −Dr2)

Versuch 23: Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Dehnungskurve von Gummi (Versuchskarte M-29)

Wir setzten das Kraftgesetz F = −Dr2 in die Gleichung (3.4.4) ein, berücksichti-
gen, dass wir gegen diese Kraft arbeiten müssen und erhalten

W =
r2∫

r1

−(−Dr2)dr = D

3 r3
∣∣∣∣r2

r1

= D

3
[
r3

2 − r3
1

]
(3.4.9)

Alle physikalischen Gesetze und Phänomene sind nichtlinear. Dies
tritt in der klassischen Physik bei grossen Auslenkungen, Anregun-
gen, Spannungen usw. auf. Die Quantenmechanik ist inhärent
nichtlinear.
Denken Sie bei allen Experimenten daran, dass lineare Gesetze nur
Näherungen für kleine Abweichungen sind.
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3.4.3. Allgemeine Formulierung der Arbeit bei 3 Dimensionen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 137])
Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich auf einer beliebigen Bahn im 3-
dimensionalen Raum bewegt. Bei der Kreisbewegung sahen wir, dass eine senkrecht
zur momentanen Geschwindigkeit gerichtete Beschleunigung den Betrag der Ge-
schwindigkeit nicht ändert. Wir betrachten nun zur Berechnung der Arbeit W die
entlang des Weges wirkende Kraft Fs.

∆W = Fs∆s (3.4.10)

wobei ∆s die Länge einer an die Bahnkurve angelegten Sehne ist.
Grenzwert

W =
s2∫

s1

Fsds (3.4.11)

wobei die Länge der Strecke entlang der Bahnkurve mit s gemeint ist.
2. Newtonsches Axiom

Fs = m
dv

dt
(3.4.12)

Es gilt, wenn wir die Geschwindigkeit entlang der Bahnkurve s(t) mit der Ketten-
regel ausrechnen. ds ist ein Weglängenelement entlang der Bahnkurve.

dv

dt
= dv

ds

ds

dt
= v

dv

ds
(3.4.13)

Arbeit

Wges =
s2∫

s1

Fsds =
s2∫

s1

m
dv

dt
ds =

s2∫
s1

mv
dv

ds
ds =

v2∫
v1

mvdv = 1
2mv2

2 −
1
2mv2

1 (3.4.14)

In 3 Dimensionen ist die kinetische Energie wie in einer
Dimension durch

Ekin = 1
2mv2 (3.4.15)

gegeben.

3.4.3.1. Skalarprodukt

(Siehe I. N. Bronštein u. a., Taschenbuch der Mathematik [Bro+08, pp. 189])
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Ist F nicht entlang der Bahnkurve ds gerichtet, dann muss die Komponente von
f entlang ds berechnet werden. Wenn der Winkel zwischen der Bahnkurve und
der Kraft ϕ ist, gilt

Fs = (F cos (ϕ)) (3.4.16)

Die Funktion, deren Resultat von einem Winkel zwischen zwei Vektoren abhängt,
ist das Skalarprodukt.
Definition

A ·B = AB cos (ϕ) (3.4.17)

Rechenregeln

• A · A = A2 Skalarprodukt eines Vektors mit sich selber. Die Länge eines
Vektors ist also |A| =

√
|A|2 =

√
A ·A

• A ·B = B ·A Kommutativität

• (A + B) ·C = A ·C + B ·C Distributivgesetz

• A ·B = (Axex + Ayey + Azez) · (Bxex + Byey + Bzez) = AxBx + AyBy +
AzBz. Komponentenschreibweise. Bei der Rechnung muss berücksichtigt wer-
den, dass die Einheitsvektoren ei jeweils paarweise senkrecht aufeinander
stehen. Deshalb sind alle Skalarprodukte ei · ej = δi,j. Die Funktion δi,j hat
zwei Werte
δi,j =

{
0 i ̸= j
1 i = j

Nun ist die Arbeit entlang eines infinitesimalen Vektors ds entlang der Bahnkurve
durch

dW = F cos (ϕ) ds = F · ds (3.4.18)

oder in Integralform

Allgemeine Definition der Arbeit

W =
s2∫

s1

F · ds (3.4.19)

3.4.4. Potentielle Energie
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 129]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 22])
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Die an einem System verrichtete Arbeit führt zu einer Änderung des
Energieinhaltes eines Systems. Diese gespeicherte Energie kann bei
Bedarf abgegeben werden. Sie heisst deshalb potentielle Energie.

Potentielle Energien existieren nur, wenn die Kräfte konservativ
sind.

• Eine Kraft heisst konservativ, wenn die gesamte Arbeit ent-
lang einer geschlossenen Bahn null ist.

• Die Arbeit, die eine konservative Kraft an einem Massenpunkt
verrichtet ist unabhängig vom Weg.

Versuch 24: Versuch zur Vorlesung:
Galileis Pendel (Versuchskarte M-150)

Wenn ein System mit Hilfe seiner potentiellen Energie Arbeit verrichtet, dann
nimmt seine potentielle Energie ab.

W =
∫

F · ds = −∆Epot (3.4.20)

Anders gesagt,

dEpot = −F · ds (3.4.21)

∆Epot = Epot,2 − Epot,1 = −W = −
s2∫

s1

F · ds (3.4.22)

Die Lageenergie eines Körpers in Nähe der Erdoberfläche ist (Kraft F z = −mgez

dEpot = −F · ds = −(−mgez) · (dxex + dyey + dzez) = mg dz (3.4.23)

oder

Epot = Epot,0 + mgz (3.4.24)
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Auf die Frage nach der Definition der potentiellen Energie mit
Epot = mgh zu antworten ist falsch. Diese Formel ist ein Spezialfall,
eine Anwendung der Gleichung

∆Epot = Epot,2 − Epot,1 = −
s2∫

s1

F · ds,

ist die richtige Antwort.

Beispiel: Feder
Die Federkraft ist F = −kx. Deshalb ist die potentielle Energie der Feder

Epot = −
∫ x

0
F (ξ)dξ = −

∫ x

0
−kξdξ = k

∫ x

0
ξdξ = 1

2kx2 (3.4.25)

Beispiel: Feder mit progressiver Kennlinie
Sei F (x) = −k(x + x3). Dann ist

Epot = −
∫ x

0
−k(ξ + ξ3)dξ = k

∫ x

0
ξ + ξ3dξ = k

2x2
(

1 + x2

2

)
(3.4.26)

Federn mit progressiver Kennlinie sind in der Technik weit verbreitet. Schon Kut-
schen hatten Federn, die bei kleinen Auslenkungen weich und bei grossen hart
waren. Fahrzeuge heute haben oft auch solche Federn.

3.4.4.1. Gleichgewicht

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 147])
Die potentielle Energie Epot(r), die Bahnkurve s(r) und die Kraft F (r),
die über die Gleichung (3.4.21) miteinander verbunden sind, hängen alle vom Ort
ab. In einer Dimension ist klar, dass wenn

Epot(s2) = −
s2∫

s1

F (s)ds (3.4.27)

ist, dass dann auch

F (s) = −dEpot

ds
(3.4.28)

sein muss. In drei Dimensionen kann man sich überlegen, dass die drei Kraftkom-
ponenten entlang der x-, der y- und der z-Achse die Bewegung in Richtung der
jeweiligen anderen Achsen nicht beeinflussen (orthogonale Vektoren). Wir hatten
bei der Behandlung des schiefen Wurfes gesehen, dass dies so war. Also scheint es
angebracht, dass die x-Komponente der Kraft nur von der Ableitung der poten-
tiellen Energie nach x abhängt.
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Fx(x, y, z) = −∂Epot

∂x
(3.4.29a)

Fy(x, y, z) = −∂Epot

∂y
(3.4.29b)

Fz(x, y, z) = −∂Epot

∂z
(3.4.29c)

Die Schreibweise ∂f(x,y,z)
∂x meint, dass man bei der Berechnung der

Ableitung die Variablen y und z konstant setzt. Dies ist die partielle
Ableitung nach x

Die drei Operationen aus Gleichung (3.4.29) schreibt man kompakt als Gradien-
tenbildung

F = −grad Epot = −
(

∂Epot

∂x
,
∂Epot

∂y
,
∂Epot

∂z

)
= −∇Epot (3.4.30)

∇ = ex
∂

∂x
+ ey

∂
∂y

+ ez
∂
∂z

heisst Nabla-Operator und ist eine Kurzschreibweise
für die Bildung der drei partiellen Ableitungen.
Bei einer Feder ist die potentielle Energie Epot = 1

2kx2. Die Kraft auf
das Federende ist gegeben durch F = −dEpot

dx
= −kx. Für die Lage x = 0 ist

die Kraft auf das Federende null: dies ist eine Ruhelage. Bei einer Auslenkung
aus der Ruhelage wirkt die Kraft so, dass das Federende gegen die Ruhelage
beschleunigt wird (Minuszeichen in der Kraft).

Versuch 25: Versuch zur Vorlesung:
Gleichgewichtsarten: Stabil, labil und indifferent (Versuchskarte M-
21)

Man unterscheidet die folgenden Gleichgewichte:
• Ein Teilchen befindet sich in einer Ruhelage, wenn die Kraft auf das Teil-

chen null ist, wenn also die Potentielle Energie ein Extremum hat
F = −dEpot

dx
.

• Die Gleichgewichtslage heisst stabile Gleichgewichtslage, wenn die po-
tentielle Energie ein Minimum hat (wie bei der Feder). Ein Minimum
liegt vor, wenn die zweite Ableitung d2Epot

dx2 > 0 ist. Allgemeiner: Ein Mini-
mum liegt vor, wenn die erste nicht verschwindende Ordnung der Ableitungen
gerade ist und ihr Wert grösser null ist.

• Eine Gleichgewichtslage heisst labiles oder instabiles Gleichgewicht,
wenn die potentielle Energie in der Gleichgewichtslage ein Maximum
hat. Dies ist äquivalent zu der Aussage, dass die zweite Ableitung d2Epot

dx2 < 0
ist. Allgemeiner: Ein Maximum liegt vor, wenn die erste nicht verschwinden-
de Ordnung der Ableitungen gerade ist und ihr Wert kleiner null ist.
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Dynamik, die Newtonschen Axiome 68

• Ein indifferentes Gleichgewicht liegt vor, wenn die erste Ableitung der
potentiellen Energie in der Umgebung der Gleichgewichtslage konstant gleich
null ist.

Beispiel: Kraft auf zwei Kondensatorplatten (Elektrostatische MEMS)
Ohne Beweis: Zwei Kondensatorplatten der Fläche A im Abstand x geladen auf
die Spannung U ziehen sich mit

F = −ϵϵ0
A

x2 U2 (3.4.31)

Die potentielle Energie ist dann

Epot (x) = −
∞∫

x

−ϵϵ0
A

x2 U2dx

= ϵϵ0AU2
∞∫

x

1
x2 dx

= ϵϵ0
A

x
U2
∣∣∣∣∞
x

= −ϵϵ0
A

x
U2 (3.4.32)

Wenn wir nun eine Blattfeder mit der Aufhängung im Abstand x0 montieren, so
hat diese die potentielle Energie

Epot,F eder = 1
2k(x− x0)2 (3.4.33)

Zusammen ist die potentielle Energie

Epot,gesamt = 1
2k(x− x0)2 − ϵϵ0

A

x
U2 (3.4.34)
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Abb. 3.21.: Elektrostatisch angezogene Blattfeder. Diese Funktion zeigt die ge-
speicherte Energie für verschiedene x0 = [0.5, 1, 2, 3, 4] gezeichnet
(von rot bis grün).
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Die Kraft ist dann (Ableitung)

F = −dEpot

dx
= −k(x− x0)− ϵϵ0

A

x2 U2 (3.4.35)
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Abb. 3.22.: Kräfte berechnet für x0 = [0.5, 1, 2, 3, 4] (von rot bis grün) und kon-
stante angelegte Spannung. Für die beiden kleinsten Werte existiert
keine Ruhelage.

Die Gleichgewichtslage wird mit F (xR) = 0 berechnet. Uns interessiert die Ru-
helage als Funktion der angelegten Spannung U . Die Bestimmungsgleichung ist
von dritter Ordnung. Wenn xL ein Schätzwert ist, dann setzen wir xR = xL + ∆x
ein und vernachlässigen alle Terme, in denen ∆x mit einer höheren als der ersten
Potenz vorkommt.

0 = x2
R(xR − x0) + ϵϵ0

A

k
U2

= x3
R − x0x

2
R + ϵϵ0

A

k
U2

= (xL + ∆x)3 − x0(xL + ∆x)2 + ϵϵ0
A

k
U2

= x3
L + 3x2

L∆x + . . .− x0x
2
L − 2x0xL∆x− . . . + ϵϵ0

A

k
U2 (3.4.36)

Aufgelöst ergibt sich die Rekursionsformel

∆x = −
x3

L − x0x
2
L + ϵϵ0

A
k
U2

3x2
L − 2x0xL

(3.4.37)

Die erste Näherung erhalten wir, indem wir xL = x0 setzen.

∆x = −
ϵϵ0

A
k
U2

x2
0

(3.4.38)

also
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xR = x0 −
ϵϵ0

A
k
U2

x2
0

(3.4.39)

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

x
R

(n
)

U

1. Näherung: x0 = 2

1. Näherung: x0 = 3

1. Näherung: x0 = 4
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2. Näherung: x0 = 4
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3. Näherung: x0 = 3
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Abb. 3.23.: 1. Näherungslösung (durchgezogene Linie), 2. Näherungslösung (ge-
strichelte Linie) und 3. Näherungslösung (punktierte Linie) für die
Gleichgewichtslage als Funktion der angelegten Spannung. Man be-
achte, dass die beiden Näherungslösungen nur für kleine Spannungs-
werte übereinstimmen. Die Diskrepanz rührt daher, dass dieses Sys-
tem eine eingebaute Instabilität besitzt und eine analytische Nähe-
rungslösung in deren Nähe versagt.

3.4.5. Energieerhaltungssatz
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 158]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 25])
Bei einem rein mechanischen konservativen System muss die vom System geleistete
in die Änderung der kinetischen Energie gesteckt werden.

Wges =
∫

F · ds = −∆Epot = +∆Ekin (3.4.40)

Anders geschrieben

∆Epot + ∆Ekin = ∆(Epot + Ekin) = 0 (3.4.41)

Das bedeutet, dass die mechanische Gesamtenergie

E = Epot + Ekin = const (3.4.42)

für konservative Systeme konstant ist. Dies ist der Energieerhaltungssatz
der Mechanik.
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3.4.5.1. Harmonischer Oszillator

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 394])

Versuch 26: Versuch zur Vorlesung:
Harmonischer Oszillator : Schwingende Masse zwischen zwei Federn
auf LKB (Versuchskarte M-102)

Bei einem harmonischen Oszillator wird Energie zwischen zwei Reservoirs hin und
her verschoben, zwischen der kinetischen Energie und der potentiellen Energie.

Abb. 3.24.: Harmonischer Oszillator mit Feder-Masse-System, Federkonstante
k, Masse m.

Potentielle Energie

Epot (x) = 1
2kx2 (3.4.43)

Kinetische Energie mit v (x)

Ekin (x) = 1
2mv2 (x) (3.4.44)

Gesamtenergie

Etot = Ekin + Epot = 1
2
(
kx2 + mv2 (x)

)
= const (3.4.45)
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Abb. 3.25.: Potentielle Energie (rot) und kinetische Energie (Blau)
beim harmonischen Oszillator.

3.4.5.2. Mathematisches Schwerependel

Versuch 27: Versuch zur Vorlesung:
Fadenpendel: Amplitudenabhängigkeit der Schwingungsdauer (Ver-
suchskarte M-77, Video (VPN oder intern))

In einem Potential Epot(z) gilt

Epot(z) + 1
2mv2(z) = E = const (3.4.46)

Die Geschwindigkeit ist also gegeben durch

v(z) =
√

2 [E − Epot(z)]
m

(3.4.47)

Beispiel:

Im Schwerefeld ist Epot = mgz. Wenn h die Referenzhöhe ist, gilt

v(z) =
√

2g(h− z) (3.4.48)
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Abb. 3.26.: Hubarbeit beim Fadenpendel. Die Höhe ist h = L− L cos (α).

Der Energieerhaltungssatz der Mechanik besagt, dass

E = Ekin + Epot = 1
2mv2(h) + mgh (3.4.49)

Wenn hmax die Höhe bei der maximalen Auslenkung ist, dann ist

mghmax = 1
2mv2(h) + mgh (3.4.50)

Umgerechnet erhält man

v(h) =
√

2g (hmax − h)

=
√

2g (L (1− cos (αmax))− L (1− cos (α)))

=
√

2gL (cos (α)− cos (αmax)) (3.4.51)

3.4.5.3. Ebenes 2-dim. Pendel mit lin. Kraftgesetz

Ein zweidimensionales Pendel liegt vor, wenn die potentielle Energie durch

Epot = 1
2k
(
x2 + y2

)
(3.4.52)

gegeben ist. Die Kraft ist

F = −∇Epot = −k

(
x
y

)
(3.4.53)

Dieses Pendel zeigt Bewegungen, die in der x-Richtung und in der y-Richtung
harmonische Funktionen sind, aber eine Phase beinhalten können.

r(t) =
(

x0 cos (ωt)
y0 cos (ωt + ϕ)

)
(3.4.54)

Dies sind Lissajous-Figuren.
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Das Potential muss nicht rotationssymmetrisch sein. Wenn wir annehmen, dass
die x- und die y-Achse Hauptachsen sind, dann kann das Potential als

Epot = 1
2
(
kxx2 + kyy2

)
(3.4.55)

geschrieben werden. Die Kraft ist

F = −∇Epot = −
(

kxx
kyy

)
(3.4.56)

Dieses Pendel zeigt Bewegungen, die in der x-Richtung und in der y-Richtung
harmonische Funktionen sind, aber wie vorher auch eine Phase beinhalten können.

r(t) =
(

x0 cos (ωxt)
y0 cos (ωyt + ϕ)

)
(3.4.57)

Diese Lissajous-Figuren beschreiben nur dann geschlossene Bahnen, wenn ωx/ωy

eine rationale Zahl ist.

3.4.6. Verallgemeinerter Energiesatz
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 158])
Wenn nichtkonservative Kräfte, also Reibungskräfte, vorhanden sind, dann gilt für
die Arbeit, die in diese nichtkonservativen Kräfte geht:

−Wnk = ∆Epot + ∆Ekin = ∆E ≤ 0 (3.4.58)

Die nichtkonservativen Kräfte verringern also die mechanische Energie eines Sys-
tems.

3.4.7. Leistung

Die Leistung gibt an, wie schnell Energie (Arbeit) von einem System
auf ein zweites übertragen wird.

dW = F · ds = F · v dt (3.4.59)

oder

P = dW

dt
= F · v (3.4.60)

Die Einheit der Leistung ist: 1 W = 1 J
s = 1 N · m

s

Beispiel:
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Ein Lastwagen der Masse m fährt einen Berg der Steigung α mit der Geschwin-
digkeit v hoch. Was ist die minimal benötigte Leistung?
Es gilt:

vz = v sin (α) (3.4.61)

und damit

P = mgvz = mgv sin (α) (3.4.62)

Wenn die Masse des Lastwagens m = 40 000 kg und seine Geschwindigkeit v =
10 m/s ∧= 36 km

h ist, erhalten wir die Ergebnisse nach Tabelle 3.1.

Winkel Steigung [%] Leistung [kW]
0 0 0

π/1000 0.314 12.3
π/100 3.14 123
π/50 6.3 246
π/20 15.8 614

Tab. 3.1.: Geschwindigkeit und Leistung eines Lastwagens bei einer schiefen Ebe-
ne.

Umgekehrt, wenn P = 400 kW ist, ist die maximale Geschwindigkeit nach Tabelle
3.2.

Winkel Steigung [%] Geschwindigkeit [m/s] Geschwindigkeit [km/h]
π/1000 0.314 325 1170
π/100 3.14 32.45 116.82
π/50 6.3 16.23 58.43
π/20 15.8 6.52 23.47
π/10 32.5 3.24 11.66
π/4 100 1.30 4.68

Tab. 3.2.: Maximalgeschwindigkeit eines Lastwagens bei einer schiefen Ebene

Für einen Personenwagen mit m = 2000 kg und P = 100 kW sind die Resultate in
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Tabelle 3.3 aufgelistet.

Winkel Steigung [%] Geschwindigkeit [m/s] Geschwindigkeit [km/h]
π/1000 0.314 1625 5850
π/100 3.14 162.3 584.3
π/50 6.3 81.2 292.3
π/20 15.8 32.6 117.4
π/10 32.5 16.2 58.32
π/4 100 6.5 23.4

Tab. 3.3.: Maximalgeschwindigkeit eines Personenwagens auf einer schiefen Ebe-
ne.

3.5. Teilchensysteme und Impulserhaltung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 177])

3.5.1. Massenmittelpunkt
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 177])

Versuch 28: Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbestimmung bei einem starren Körper (Ver-
suchskarte M-45, Video (VPN oder intern))

Auf einer Geraden ist der Ort des Massenmittelpunktes xS ist durch

mgesxS = m1x1 + m2x2 (3.5.1)

Dies ist der mit der Masse gewichtete Mittelwert der Position.
Allgemein für n Massen

xS =

n∑
i=1

mixi

n∑
i=1

mi

(3.5.2)

In drei Dimensionen bei n Teilchen

rS =

n∑
i=1

miri

n∑
i=1

mi

(3.5.3)
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Für kontinuierliche Massenverteilungen

rS =
∫

rdm∫
dm

=
∫

rρ(r)dV∫
ρrdV

(3.5.4)

Methode zur Bestimmung des Massenmittelpunktes:

Abb. 3.27.: Ein ebener Testkörper muss mindestens zweimal aufgehängt werden,
um den Massenmittelpunkt S zu finden. Bei einem nicht ebenen Kör-
per sind mindestens drei Punkte nötig.

3.5.1.1. Bewegung des Massenmittelpunktes

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 182])
Wiederholung: Definition des Massenmittelpunktes.

mgesrS =
(

n∑
i=1

mi

)
rS =

∑
i=1

miri (3.5.5)

Wir leiten ab und erhalten die Geschwindigkeit (die Masse soll konstant sein)

mges
drS

dt
= mgesvS =

n∑
i=1

mi
dri

dt
=

n∑
i=1

mivi (3.5.6)

Wir leiten ab und erhalten die Beschleunigung (die Masse soll konstant sein)

mges
dvS

dt
= mgesaS =

n∑
i=1

mi
dvi

dt
=

n∑
i=1

miai (3.5.7)

Auf das i-te Massenstück wirken interne Kräfte F i,j und externe Kräfte F i,a. Nach
Isaac Newton gilt

F i =
n∑

j=1,i ̸=j

F i,j + F i,a (3.5.8)

Die beiden letzten Gleichungen kombinieren
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mgesaS =
n∑

i=1

 n∑
j=1,i ̸=j

F i,j + F i,a

 =
n∑

i=1

n∑
j=1,i ̸=j

F i,j +
n∑

i=1
F i,a (3.5.9)

Für die internen Kräfte gilt nach dem 3. Newtonschen Axiom

F i,j = −F j,i (3.5.10)
Also wird die Doppelsumme über die internen Kräfte gleich null.

F ext =
n∑

i=1
F i,a = mgesaS (3.5.11)

Ein System von Massen bewegt sich so, wie wenn die Summe aller äusseren Kräfte
am Massenmittelpunkt angreifen würde.

Versuch 29: Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbewegung: Stoss zweier Kugeln auf Glasfahr-
bahn (Versuchskarte M-139)

3.5.2. Impulserhaltung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 185])
Wir betrachten zwei Teilchen der Masse mi, die die Kräfte F 1,2 und F 2,1 aufein-
ander ausüben.
2. Newtonsches Axiom:

F 2,1 = dp1
dt

(3.5.12a)

F 1,2 = dp2
dt

(3.5.12b)

3. Newtonsches Axiom F 1,2 = −F 2,1

0 = dp1
dt

+ dp2
dt

= d(p1 + p2)
dt

(3.5.13)

Daraus folgt:

Wenn keine äusseren Kräfte wirken, gilt, dass p1 + p2 = const
ist, also dass der Gesamtimpuls erhalten wird. Die Formel lässt
sich zwanglos auf eine beliebige Anzahl Teilchen erweitern.

pges =
n∑

i=1
mivi = mgesvS (3.5.14)

Nun ist nach dem 2. Newtonschen Axiom
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79 3.5 Teilchensysteme und Impulserhaltung

F ges = F ext =
n∑

i=1
F i,a =

dpges

dt
(3.5.15)

Ohne äussere Kräfte

pges = mgesvS =
n∑

i=1
mivi = const (3.5.16)

Gesetz der Impulserhaltung

3.5.3. Massenmittelpunkt als Bezugssystem

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 190])

Abb. 3.28.: Kollision zweier Lastwagen mit unterschiedlichen Massen und un-
terschiedlicher Geschwindigkeit dargestellt im Laborsystem.

Im Laborsystem sollen die Geschwindigkeiten v1 und v2 sein. Wenn vS = v1m1+v2m2
m1+m2

die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes ist, ist

u1 = v1 − vS (3.5.17a)
u2 = v2 − vS (3.5.17b)
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Abb. 3.29.: Kollision zweier Lastwagen mit unterschiedlichen Massen und un-
terschiedlicher Geschwindigkeit dargestellt im Massenmittelpunkts-
system.

Im Massenmittelpunktsystem haben beide Lastwagen den gleichen Impuls (der
Gesamtimpuls ist ja null). Also gilt dort

p1 = −p2 = m1u1 = −m2u2 (3.5.18)

Wenn wir einen elastischen Stoss annehmen, dann wird u1 → u′
1 = −u1 und

u2 → u′
2 = −u2. Die neuen Geschwindigkeiten sind dann:

v′
1 = u′

1 + vS = vS − u1

= 2vS − v1 = 2m1v1 + 2m2v2 −m1v1 −m2v1

m1 + m2

= m1v1 + m2(2v2 − v1)
m1 + m2

(3.5.19a)

v′
2 = u′

2 + vS = vS − u2

= 2vS − v2 = 2m1v1 + 2m2v2 −m1v1 −m2v2

m1 + m2

= m2v2 + m1(2v1 − v2)
m1 + m2

(3.5.19b)

Setzen wir m1 = 1000 kg (Smart), m2 = 3000 kg (z.B. Mercedes-Benz) und v1 =
10 m

s und v2 = −10 m
s (eine Frontalkollision in der 30-er Zone). Dann erhalten wir

v′
1 = −20 m

s und v′
2 = 0 m

s . Die gesamte kinetische Energie beider Autos wird
also in das leichtere der beiden übertragen.

Setzen wir m1 = 1000 kg (Smart), m2 = 3000 kg (z.B. Mercedes-Benz) und v1 =
30 m

s = 108 km
h und v2 = 60 m

s = 216 km
h (eine Auffahrkollision auf der Autobahn).

Dann erhalten wir v′
1 = 75 m

s = 270 km
h und v′

2 = 45 m
s = 162 km

h , eine ziemlich
unangenehme Situation für die Insassen des leichteren Autos.
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Versuch 30: Versuch zur Vorlesung:
Elastischer Stoss mit LKB und CASSY: Unterschiedliche Massen
(Versuchskarte M-205, modifiziert, Video (VPN oder intern))

3.5.4. Kinetische Energie eines Teilchensystems

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 194])
Wir betrachten ein System von n Teilchen, jedes mit der Masse mi und der Ge-
schwindigkeit vi. Die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit

vs =

n∑
i=1

m1vi

n∑
i=1

mi

Jede Geschwindigkeit wird im Massenmittelpunktssystem zu ui = vi − vS.
Die kinetische Energie des Teilchensystems ist

Ekin =
n∑

i=1

1
2mi(vi)2 =

n∑
i=1

1
2mi(vi · vi) (3.5.20)

Die Geschwindigkeiten im Massenmittelpunktssystem eingesetzt ergibt

Ekin =
n∑

i=1

1
2mi(vi · vi)

=
n∑

i=1

1
2mi(vS + ui) · (vS + ui)

= v2
s

n∑
i=1

1
2mi +

n∑
i=1

1
2miu

2
i + vS

n∑
i=1

miui (3.5.21)

Die letzte Summe ist der Impuls im Massenmittelpunktsystem, also null. Deshalb
ist die gesamte kinetische Energie

Ekin = 1
2mgesv

2
S + Ekin,rel (3.5.22)

wobei die kinetische Energie der Relativbewegung durch

Ekin,rel = 1
2

n∑
i=0

miu
2
i (3.5.23)

gegeben ist.
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Die kinetische Energie eines Teilchensystems lässt sich als Sum-
me von zwei kinetischen Energien schreiben, der kinetischen Ener-
gie 1

2mgesv
2
S der Massenmittelpunktsbewegung, wobei mges die ge-

samte Masse ist, und der kinetischen Energie der Relativbewegung
1
2

n∑
i=0

miu
2
i , also der Bewegung ui der einzelnen Teilchen relativ zum

Massenmittelpunkt.

3.5.5. Stösse in einer Dimension
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 195])

Bei jedem Stoss gilt die Impulserhaltung
n∑

i=1
mivi,e =

n∑
i=1

mivi,a, wo-
bei vi,a die Anfangsgeschwindigkeiten und vi,e die Endgeschwindig-
keiten sind.

3.5.5.1. Elastische Stösse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 196])
Bei einem elastischen Stoss gilt zusätzlich die Energieerhaltung

n∑
i=1

1
2miv

2
i,e =

n∑
i=1

1
2miv

2
i,a (3.5.24)

Als Beispiel berechnen wir den elastischen Stoss zweier Massen auf einer Geraden
(eine Dimension)

m1v1,a + m2v2,a = m1v1,e + m2v2,e (3.5.25a)
1
2m1v

2
1,a + 1

2m2v
2
2,a = 1

2m1v
2
1,e + 1

2m2v
2
2,e (3.5.25b)

Wir erhalten aus der Energiebedingung

m1(v2
1,a − v2

1,e) = m2(v2
2,e − v2

2,a) (3.5.26)

oder

m1(v1,a − v1,e)(v1,a + v1,e) = m2(v2,e − v2,a)(v2,a + v2,e) (3.5.27)

Die Impulsbedingung kann analog geschrieben werden

m1(v1,a − v1,e) = m2(v2,e − v2,a) (3.5.28)

82 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



83 3.5 Teilchensysteme und Impulserhaltung

Indem wir die Gleichung (3.5.27) durch die Gleichung (3.5.28) teilen ergibt sich

v1,a + v1,e = v2,a + v2,e (3.5.29)

oder

− (v2,a − v1,a) = + (v2,e − v1,e) (3.5.30)

Dies bedeutet, dass die Relativgeschwindigkeit der beiden Körper wohl das Vor-
zeichen, nicht aber den Betrag ändert.

3.5.5.2. Inelastische Stösse

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 201])

Versuch 31: Versuch zur Vorlesung:
Inelastischer Stoss (Versuchskarte M-78)

Bei einem inelastischen Stoss wird ein Teil der kinetischen Energie der Stosspartner
in andere Energieformen umgewandelt. Meistens sind die anderen Energieformen
die Wärmeenergie oder die Energie der plastischen Deformation. Denkbar
ist aber auch eine Umwandlung in magnetische oder elektrische Energie.
Wir nehmen nun einen vollständig inelastischen Stoss an. Dann vereinen sich
die Stosspartner m1 und m2 zu einer Masse m1 + m2, die sich mit der Schwer-
punktsgeschwindigkeit vS fortbewegt.

m1v1,a + m2v2,a = (m1 + m2)vS (3.5.31)

Bei jedem Stoss, auch beim inelastischen, gilt die Impulserhaltung

Impulserhaltung

p1,a + p2,a = m1v1,a + m2v2,a = pe = (m1 + m2)ve (3.5.32)

oder

ve = m1v1,a + m2v2,a

m1 + m2
= vS (3.5.33)

Energiebetrachtung
Vor dem Stoss ist

Ekin,a = 1
2
(
m1v

2
1,a + m2v

2
2,a

)
=

p2
1,a

2m1
+

p2
2,a

2m2
(3.5.34)

Nach dem Stoss
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Ekin,e = 1
2 (m1 + m2) v2

e = p2
e

2(m1 + m2)
(3.5.35)

Vergleich

Ekin,e

Ekin,a

= p2
e

2(m1 + m2)
(

p2
1,a

2m1
+ p2

2,a

2m2

) = p2
em1m2

(m1 + m2)
(
m2p2

1,a + m1p2
2,a

) (3.5.36)

Für den Spezialfall, dass p2,a = 0 ergibt sich

Ekin,e

Ekin,a

= m1

(m1 + m2)
(3.5.37)

3.5.6. Stösse in drei Dimensionen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 203])

Bei elastischen Stössen von zwei Körpern der gleichen Masse im 2- oder 3-dimensionalen,
bei dem ein Körper zu Beginn in Ruhe war, gilt aus der Energieerhaltung:

1
2mv2

1,a = 1
2mv2

1,e + 1
2mv2

2,e (3.5.38)

oder

v2
1,a = v2

1,e + v2
2,e (3.5.39)

Dies ist aber die pythagoräische Gleichung, mit v1,a als Hypotenuse. Damit sind
v1,e und v2,e Katheten und stehen damit senkrecht aufeinander.

Immer dann wenn zwei Teilchen der gleichen Masse, von denen eines
am Anfang in Ruhe ist, elastisch stossen, ist der Winkel zwischen den
beiden Endgeschwindigkeiten π/2.

Auch bei unterschiedlichen Massen ist jeder Stoss im Ruhesystem (vor dem Stoss)
eines der beiden beteiligten Teilchens in einer Ebene.
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Laborsystem Ruhesystem des 2. Teil-

chens vor dem Stoss

Abb. 3.30.: Stoss mit allgemeinen Geschwindigkeiten.

Im Ruhesystem des 2. Teilchens sind die Geschwindigkeitsvektoren aller Teilchen
(w1, w′

1 und w′
2) in einer Ebene. Dies ist einsichtig, wenn man ein Koordinaten-

system so legt, dass die x-Achse parallel zu w1 ist. In diesem Koordinatensystem
hat der Gesamtimpuls nur eine x-Komponenten (vor und nach dem Stoss). Das be-
deutet, dass die y- und z-Komponenten der impulse nach dem Stoss für die beiden
Teilchen gegengleich sein müssen. Dann sind die Projektionen von w′

1 und w′
2 kol-

linear, also liegen w1, w′
1 und w′

2 in einer Ebene. Im ursprünglichen Laborsystem
gilt die Aussage nicht mehr!
Im Detail ausgeführt für zwei gleich schwere Teichen geht die Rechnung wie folgt:
Zur Betrachtung der Impulserhaltung legen wir das Koordinatensystem so, dass
die x-Achse sich entlang von v1,a befindet. Die y-Achse soll in der durch v1,e und
v2,e aufgespannten Ebene sich befinden. Dann ist die Impulskomponente in die
z-Richtung vorher und nachher null. Die Anfangs-Impulskomponente in die y-
Richtung ist null und bleibt nach dem Stoss null: da die Massen gleich sind gilt
auch

v2,e,y = −v1,e,y = −ve,y (3.5.40)
In x-Richtung erhalten wir

v1,a,x = v1,e,x + v2,e,x (3.5.41)
Zusammen mit der Energieerhaltung gilt

v2
1,a,x = (v1,e,x + v2,e,x)2 = (v1,e,x + ve,y)2 + (v2,e,x − ve,y)2 (3.5.42)

oder

2v1,e,xv2,e,x = 2(v1,e,x − v2,e,x)ve,y + 2v2
e,y (3.5.43)

Wenn wir ve,y als Parameter annehmen und berücksichtigen, dass v2,e,x = v1,a,x −
v1,e,x ist, dann ist

v1,e,x(v1,a,x − v1,e,x) = (2v1,e,x − v1,a,x)ve,y + v2
e,y (3.5.44)

und
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v2
1,e,x + v1,e,x(2ve,y − v1,a,x) + ve,y(ve,y − v1,a,x) (3.5.45)

sowie

v1,e,x =
v1,a,x − 2ve,y ±

√
(2ve,y − v1,a,x)2 − 4ve,y(ve,y − v1,a,x)

2
= 1

2v1,a,x − 2ve,y ±
1
2v1,a,x (3.5.46)

und analog

v2,e,x = 1
2v1,a,x + 2ve,y ∓

1
2v1,a,x (3.5.47)

3.5.7. Kraftstoss
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 206])

Versuch 32: Versuch zur Vorlesung:
Kraftstoss und Impuls : Stoss eines Gleiters gegen einen Kraftauf-
nehmer (Versuchskarte M-104)

Welche Kräfte wirken bei einem Stoss? Das 2. Newtonsche Axiom sagt, dass
F = dp

dt
ist. Wir integrieren diese Gleichung über ein Zeitintervall von t1 bis t2.

p(t2)− p(t1) =
t2∫

t1

F (t)dt (3.5.48)

Wenn also eine Kraft (die nicht konstant sein muss) über eine vorgegebene Zeit
wirkt, resultiert eine Impulsänderung.

Mit einem Kraftstoss oder einem Impulsübertrag kann die Wir-
kung einer sehr kurzzeitigen Kraft beschrieben werden, ohne dass
genaue Details über den zeitlichen Verlauf der Kraft bekannt sein
müssen.

Wirkung eines Kraftstosses

⟨F ⟩ = 1
t2 − t1

t2∫
t1

F (t)dt (3.5.49)

3.5.8. Rückstossantriebe
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 210])

86 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_104V00.pdf


87 3.5 Teilchensysteme und Impulserhaltung

Abb. 3.31.: Geschwindigkeiten und Massen bei einer Rakete.

Versuch 33: Versuch zur Vorlesung:
Rakete (Versuchskarte M-147, Video (VPN oder intern))

Der Gesamtimpuls des Systems bleibt p oder ändert sich um Fext∆t.
Zur Zeit t + ∆t ist die Masse m um ∆m geändert. Die neue Masse ist also
m(t + ∆t) = m − ∆m. Wir wollen zum Schluss unserer Überlegungen auf eine
Differentialgleichung kommen, die wir integrieren können. Dabei nimmt die Masse
m ab. Wir erhalten eine vorzeichenrichtige Gleichung, wenn wir dm = −∆m schrei-
ben. Da die Obergrenze me < ma im späteren Integral kleiner als die Untergrenze
ma ist, erhalten wir wieder die ursprüngliche Überlegung.1

pa = mv = pe = (m + dm)(v + dv) + (−dm)(v − uaus)
= m v + dm v + m dv + dm dv − dm v + dm uaus

≈ m v + m dv + dm uaus (3.5.50)

indem die quadratisch kleinen Summanden vernachlässigt werden.
Also bekommt man

∆p = pe − pa = m∆v + uaus∆m = Fext∆t (3.5.51)
oder

m
dv

dt
= −uaus

dm

dt
+ Fext (3.5.52)

Bei konstanter äusserer Kraft ist mit der Brenndauer tB

ve = va − gtB + uaus ln
(

ma

me

)
(3.5.53)

1Achtung: Die Ausgangsgleichung im Tipler, Seite 210, ist falsch. Tipler verwendet |∆m| um
sich die Vorzeichen nicht zu überlegen, und muss danach die unphysikalische Annahme machen,
dass |dm/dt| = −dm/dt ist.
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3.6. Drehbewegungen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 225])

Bezug

Abb. 3.32.: Definition eines Winkels und einer Winkelgeschwindigkeit.

3.6.1. Winkel, Winkelgeschwindigkeit und
Winkelbeschleunigung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 225])
Wir betrachten einen Kreisbogen der Länge s im Abstand r von der Drehachse.
Dann ist ds = vdt. Die dazugehörige Winkeländerung ist

dΘ = ds

r
(3.6.1)

ist unabhängig vom Abstand von der Drehachse.

Θ ist der Drehwinkel

Einheiten: [Θ] = 1.

ω = dΘ
dt = Θ̇ ist die Winkelgeschwindigkeit

Einheiten: [ω] = 1/s. Die Drehfrequenz hängt mit der Winkelgeschwindigkeit über
ω = 2πf zusammen.

α = dω
dt = ω̇ = d2Θ

dt2 = Θ̈ ist die Winkelbeschleunigung.
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89 3.6 Drehbewegungen

Einheit: [α] = 1/s2.
Die Tangentialgeschwindigkeit ist eines Teilchens im Abstand r ist

v = ds

dt
= r dΘ

dt
= rω (3.6.2)

Die tangentiale Beschleunigung ist

at = dv

dt
= r

dω

dt
= rα (3.6.3)

Die Zentripetalbeschleunigung ist zum Mittelpunkt hin gerichtet und hat die Grös-
se

az = v2

r
= rω)2

r
= rω2 (3.6.4)

Analog zu den Gesetzen der linearen Bewegung haben wir

ω = ω0 + αt (3.6.5a)

Θ = Θ0 + ω0t + 1
2αt2 (3.6.5b)

ω2 = ω2
0 + 2α(Θ−Θ0) (3.6.5c)

3.6.2. Drehmoment und Trägheitsmoment
Welche Kräfte können eine Scheibe zum Drehen bringen?

• Kräfte parallel zur Drehachse verursachen keine Drehung

• Kräfte in radialer Richtung verursachen keine Drehung

• Kräfte in tangentialer Richtung drehen eine Scheibe

Wir teilen die Scheibe in n Teile. Auf das i-te Teilchen wirkt die Kraft F i mit
einem Hebelarm ℓi = ri sin ϕi, wobei ϕi der Winkel zwischen der Kraft F i und
dem Ortsvektor ri ist.
Das Drehmoment durch die Kraft F i ist also

Ti = Fiℓi = Firi sin (ϕi) = Fi,tri (3.6.6)

wenn Fi,t die Tangentialkomponente der Kraft F i ist.
2. Newtonsches Axiom

Fi,t = miai,t = miriα (3.6.7)
Durch die Multiplikation dieser Gleichung mit ri erhält man

Ti = riFi = mir
2
i α (3.6.8)
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Über alle Teilchen summiert, bekommt man

T =
n∑

i=1
Ti =

n∑
i=1

mir
2
i α = α

n∑
i=1

mir
2
i = αI (3.6.9)

I =
n∑

i=1
mir

2
i (3.6.10)

ist das Trägheitsmoment. Es übernimmt für die Drehbewegungen die
Funktion, die die Masse für Translationsbewegungen innehat.

Also

T = Iα (3.6.11)

Die Werte der Trägheitsmomente finden sie im Tipler[TM04, S. 231].

Versuch 34: Versuch zur Vorlesung:
Messung der Trägheitsmomente von verschiedenen Körpern (Ver-
suchskarte M-38, Video (VPN oder intern))

Beispiel:

Abb. 3.33.: Ein Körper der Masse m hängt an einer masselosen, nicht dehnbaren
Schnur an einer Seilscheibe mit dem Radius r. FS ist die Seilspan-
nung.

An der Scheibe gilt die Drehmomentgleichung

FS · r = Iα (3.6.12)
Die Beschleunigung der Masse m ist
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91 3.6 Drehbewegungen

mg − FS = ma (3.6.13)

Das Seil impliziert die folgende Beziehung

a = rα (3.6.14)

Damit wird

FS · r = I
a

r

a = FSr2

I
(3.6.15)

Weiter erhält man

mg − FS = m
FSr2

I

FS

(
1 + mr2

I

)
= mg

FS = I

I + mr2 mg (3.6.16)

Damit wird die Beschleunigung

a = mr2

I + mr2 g (3.6.17)

Nun ist für eine Vollscheibe I = 1
2mScheiber

2. Damit wird die Gleichung

a = 2m

mScheibe + 2m
g (3.6.18)

3.6.3. Kinetische Energie der Drehbewegung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 234])
Wir betrachten ein rotierendes Objekt, das in n Teile geteilt sei. Bei einer infinite-
simalen Drehung um ∆Θi der Masse mi, die sich im Abstand ri von der Drehachse
befinde, ist die Arbeit

∆Wi = Fi,tdsi = Fi,tri∆Θ = Mi∆Θ (3.6.19)

Aufsummiert erhält man

dW = MdΘ (3.6.20)

Die Leistung dieser Arbeit ist

P = dW

dt
= M

dΘ
dt

= Mω (3.6.21)
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Wir berechnen nun die Beschleunigungsarbeit für Drehungen, um zu einem Aus-
druck für die kinetische Energie der Rotationsbewegung zu erhalten.

W =
n∑

i=1

1
2miv

2
i =

n∑
i=1

1
2m(riωi)2 = 1

2

n∑
i=1

mir
2
i ω2 (3.6.22)

Die kinetische Energie der Rotationsbewegung ist

Ekin,rot = Erot = 1
2Iω2

3.6.4. Berechnung der Trägheitsmomente
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 237])
In Gleichung (3.6.10) wird die Summe durch ein Integral ersetzt.

I =
∫

r2dm (3.6.23)

Beispiel:

Abb. 3.34.: Trägheitsmoment eines Kreisringes des Radius R der um die z-Achse
rotiert.

I =
∫

r2dm = R2
∫

dm = mgesR
2 (3.6.24)

Die Einheit des Trägheitsmomentes ist [I] = kg m2

Beispiel:
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93 3.6 Drehbewegungen

Trägheitsmoment Iy eines Stabes entlang der x-Achse, Länge ℓ, der um die y-Achse
rotiert und dessen gesamte Masse auf der x-Achse konzentriert ist.
Massenelement dm = m

ℓ
dx

Iy =
ℓ∫

0

x2dm = m

ell

ℓ∫
0

x2dx = mℓ3

3ℓ
= mℓ2

3 (3.6.25)

Beispiel:
Trägheitsmoment einer homogenen Scheibe, Radius R.
Die auf einem Kreisring mit dem Radius r befindliche Masse ist dm = mges

A
2πrdr

mit A = πR2

I =
∫

r2dm =
R∫

0

r2 mges

A
2πrdr = 2πmges

πR2

R∫
0

r3dr

= 2mges

R2
R4

4 = 1
2mgesR

2 (3.6.26)

Das Resultat für den Vollzylinder, der um seine Symmetrieachse rotiert, ist das
gleiche.
Wenn ich einen Körper bilden kann, indem ich eine Grundform, von der I1 bekannt
ist, nehme und eine zweite Form, von der I2 bekannt ist, subtrahiere (z.B. Hohlzy-
linder als Differenz zweier Zylinder), dann ist das resultierende Trägheitsmoment

I = I1 − I2 (3.6.27)

Wenn das Trägheitsmoment IS eines Körpers um eine bestimmte, durch den
Massenmittelpunkt gehende Drehachse bekannt ist, wenn aber der Körper um
eine zu dieser Drehachse parallele Achse rotiert, kann das neue Trägheitsmoment
mit dem Satz von Steiner ausgerechnet werden.

I = IS + mgesh
2 (3.6.28)

wenn h der Abstand der beiden Drehachsen ist.
Beweis mit der kinetischen Energie.

Ekin,rot = 1
2ISω2 (3.6.29)

Wir verschieben die Drehachse um h, dann ist die Geschwindigkeit des Massen-
mittelpunktes bezüglich der Drehachse vs = hω. Die kinetische Energie des
Massenmittelpunktes ist

1
2mgesv

2
S = 1

2mgesω
2h2 (3.6.30)

Die gesamte kinetische Energie ist

Ekin = 1
2Iω2 = 1

2mgesh
2ω2 + 1

2ISω2 = 1
2
(
mgesh

2 + IS

)
ω2 (3.6.31)

Ein Vergleich der Klammer mit I liefert das gewünschte Ergebnis.
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Bei flachen Körpern, das heisst bei Körpern, bei denen die Dicke oder die z-
Ausdehnung verschwindend gegen die Ausdehnung in die x- und die y-Richtung
ist, gilt

Iz = Ix + Iy (3.6.32)

Da der Körper flach ist, ist sein Trägheitsmoment für Drehungen um die x-Achse
oder um die y-Achse nur von den Massenelementen und den Abständen in die y-
oder die x-Richtung abhängig. Der Term r2 wird also zu x2 oder zu y2. Damit
ist Ix =

∫
y2dm und Iy =

∫
x2dm. Bezüglich der z-Achse müssen wir den Abstand

quadrieren, um das Trägheitsmoment zu berechnen. Der Abstand hängt von x und
y, aber nicht von z ab.

Iz =
∫

r2dm =
∫

(x2 + y2)dm =
∫

x2dm +
∫

y2dm = Iy + Ix (3.6.33)

Körper Parameter Masse Massenträgheitsmoment
Punktmasse Abstand von

Achse a, Masse
m

m Ipm = ma2

Kugel Radius r, Masse
m

m IK = 2
5mr2

Vollzylinder
entlang Zylin-
derachse

Radius r, Länge
a, Masse m

m 1
2mr2

Hohlzylinder
entlang Zylin-
derachse

Radius aussen
ra, innen ri,
Höhe h, Dichte
ρ

m = πρh (r2
a − r2

i ) IHz = 1
2m (r2

a + r2
i )

Quader, Rotati-
on parallel zu c

Seiten a, b, c,
Dichte ρ

m = ρabc IQ,c = m
12 (a2 + b2)

Elektronen im
s1-Zustand

1/e-Radius r0,
Dichte ρ(r) =
ρ0 exp

(
−
(

r
r0

)2
)

m = π3/2ρ0r
3
0 IG = mr2

0

Tab. 3.4.: Massenträgheitsmomente einiger Körper für Achsen durch den Mas-
senmittelpunkt (ausser der Punktmasse)

3.6.5. Drehimpuls und Drehimpulserhaltung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 242])
Analog zum linearen Impuls, der durch F = dp

dt
gegeben ist, hat ein Teilchen, das

sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius r bewegt einen Drehimpuls, der mit

94 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



95 3.6 Drehbewegungen

seinem lineare Impuls mv wie folgt zusammenhängt:

L = mvr = m(rω)r = mr2ω = Iω (3.6.34)

Für allgemeine Bewegungen ist

L = mv r⊥ = m v⊥ r = m v r sin (Θ) (3.6.35)

wobei r⊥ der senkrechte Abstand zur Drehachse ist. Wenn ein Teilchen parallel zur
x-Achse in der xy-Ebene am Nullpunkt entlang fliegt, dann kann man die z-Achse
als Drehachse betrachten und das Teilchen hat einen konstanten Drehimpuls!
Sind mehrere Teilchen mi mit dem jeweiligen Drehimpuls Li = mir

2
i ω, dann ist

der gesamte Drehimpuls

L =
n∑

i=1
Li =

n∑
i=1

mir
2
i ω = ω

n∑
i=1

mir
2
i = Iω (3.6.36)

Der Drehimpuls eines rotierenden Körpers ist

L = Iω (3.6.37)

Die Einheit des Drehimpulses ist [L] = kg m2/s

Analog zum zweiten Newtonschen Axiom kann für die Beziehung zwischen dem
Drehimpuls L und dem Drehmoment T geschrieben werden

T = dL

dt
= d(Iω)

dt
(3.6.38)

Bei einem starren Körper (und nur da) ist I = const und wir können schreiben

T = d(Iω)
dt

= I
dω

dt
= Iα (3.6.39)

Wenn kein äusseres Drehmoment auf einen Körper wirkt, ist

T = 0 = dL

dt
(3.6.40)

also der Drehimpuls konstant.
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Drehimpulserhaltung
Wenn das resultierende äussere Drehmoment null ist, dann bleibt der
Gesamtdrehimpuls eines Systems konstant.

Weiter gilt

Das Drehmoment bezüglich des Massenmittelpunktes und die Än-
derung des Drehimpulses sind über

TS = dL

dt
(3.6.41)

miteinander verknüpft.

Beispiel:

Bei Tänzern oder Eiskunstläuferinnen ist das Drehmoment durch die Füsse (Kufen)
sehr gering.Deshalb ist der Drehimpuls in guter Näherung erhalten. Wenn die Arme
an den Körper gezogen werden, verringert sich I, die Winkelgeschwindigkeit muss
entsprechend zunehmen. In diesem Falle gilt übrigens T = Iα nicht; vielmehr ist
T = dI

dt
ω.

Die kinetische Energie der Rotation wurde als Ekin,rot = 1
2Iω2 geschrieben.

Diese Gleichung kann umgeformt werden, so dass die kinetische Energie als
Funktion des Drehimpulses gegeben ist.

Ekin,rot = 1
2Iω2 = (Iω)2

2I
= L2

2I
(3.6.42)

3.6.6. Rollende Körper

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 249])
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97 3.6 Drehbewegungen

Abb. 3.35.: Rollen eines Rades ohne zu gleiten.

Wenn ein Rad um den Winkel φ abrollt, legt die Drehachse (der Massenmittel-
punkt) den Weg

s = Rφ (3.6.43)
zurück. Der Massenmittelpunkt hat die Geschwindigkeit

vS = ds

dt
= R

dϕ

dt
= Rω (3.6.44)

Die Bedingung vs = Rω heisst Rollbedingung. Durch Ableiten dieser Gleichung
erhält man eine äquivalente Bedingung für die Beschleunigungen

aS = Rα (3.6.45)

Beispiel:
Eine Kugel hat das Trägheitsmoment IS = 2

5mR2. Die kinetische Energie der
rollenden Kugel kann auf zwei Arten berechnet werden:

1. Die Kinetische Energie ist die Summe der translatorischen kinetischen Ener-
gie und der Rotationsenergie um die Drehachse durch die Mitte des Rades
Ekin = 1

2mv2 + 1
2ISω2 = 1

2mv2 + 1
2

(
2
5mR2

) (
v
R

)2
=

1
2mv2 + 1

5mv2 = 7
10mv2

2. Die momentane Drehachse ist die Auflagelinie die um den Abstand R von der
Drehachse durch den Massenmittelpunkt entfernt ist. Das Trägheitsmoment
um diese Drehachse ist IM = IS + mR2. Die kinetische Energie ist dann
Ekin = 1

2IMω2 = 1
2 (IS + mR2)

(
v
R

)2
=

1
2IS

(
v
R

)2
+ 1

2mR2
(

v
R

)2
= 1

2

(
2
5mR2

) (
v
R

)2
+ 1

2mv2 = 7
10mv2

Beispiel:
Wie weit muss man in einem Billardspiel die Kugel oberhalb des Mittelpunktes
treffen, damit sie rollt. Die Distanz der Drehachse oberhalb des Mittelpunktes sei
x. Die Rollbedingung sagt: F = ma = mRα. Die Drehmomentbedingung gibt
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T = Fx = Iα. Teilt man die beiden Gleichungen durcheinander, dann bekommt
man x = I/(mR). Mit dem Trägheitsmoment einer Kugel IS = 2

5mR2 bekommt
man: x = 2

5R.

Abb. 3.36.: Kugel mit dem Radius R, die eine schiefe Ebene hinunter rollt.

Versuch 35: Versuch zur Vorlesung:
Trägheitsmoment: Voll- und Hohlzylinder auf schräger Ebene (Ver-
suchskarte M-52, Video (VPN oder intern))

Drehimpuls

LS = ISω (3.6.46)

Drehmoment hervorgerufen durch die Reibungskraft

T = FR R = dLS

dt
= IS

dω

dt
(3.6.47)

FR ist die Reibungskraft: wir brauchen Sie, um die Aufteilung in Drehmoment
und lineare Beschleunigung zu berechnen. Sie muss vorhanden sein, tritt aber
im Schlussresultat nicht auf. Die obige Gleichung kann auch als FRR = ISα
geschrieben werden. Auf den Massenmittelpunkt wirkt die Beschleunigungskraft
mg sin (Θ)− FR = maS. Nun ist as/R = α. Wir erhalten

FR R = IS
aS

R

FR = IS

R2 aS (3.6.48)

Eingesetzt in die Beschleunigungsgleichung erhalten wir
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99 3.6 Drehbewegungen

mg sin (Θ)− IS

R2 aS = maS

as = mg sin (Θ)
m + IS

R2

(3.6.49)

Ohne Rotation wäre die Beschleunigung a = g sin (Θ). Das Abrollen von einer
Schiefen Ebene ist langsamer als das abgleiten. Die Bedingung ist, dass

FR = IS

R2
mg sin (Θ)

m + IS

R2

= ISmg sin (Θ)
mR2 + IS

≤ µHmg cos (Θ) (3.6.50)

ist2. Tabelle 3.5 gibt eine Übersicht über die Beschleunigungen verschiedener Kör-
per. Man kann so zum Beispiel herausfinden, ob ein Zylinder eine hohle Stahlröhre
oder ein Aluminiumvollprofil ist, wenn der Aussendurchmesser und das Gewicht
gegeben sind. Weiter kann man mit dem abrollen den Haftreibungskoeffizienten
bestimmen. Man erhöht die Steigung so, dass der Zylinder oder sonstige Kör-
per ins gleiten kommt. Für einen Zylinder wird die Bedingung FR ≤ µHFN =
µHmg cos (Θ) zu FR = 1

3mg sin (Θ) ≤ µHmg cos (Θ) oder

tan (Θ) ≤ 3µH (3.6.51)

Körper Trägheitsmoment Beschleunigung
Gleitende Masse - aS = g sin (Θ)

Kugel IK,S = 2
5mR2 as = 5

7g sin (Θ)
Zylinder IZ,S = 1

2mR2 aS = 2
3g sin (Θ)

Dünner Hohlzylinder IHZ,S = mR2 aS = 1
2g sin (Θ)

Tab. 3.5.: Beschleunigung auf einer schiefen Ebene mit dem Winkel Θ.

Dieser Grenzwinkel heisst auch der Haftreibungswinkel. Er ist identisch mit dem
Böschungswinkel bei Schüttgütern (siehe Tabelle 3.6).

Material Böschungswinkel Haftreibungskoeffizient
Getreide 310 0.12

trockener Sand 340 0.13
Kohle 350 0.14
Gips 450 0.2

Tab. 3.6.: Böschungswinkel und Haftreibungskoeffizient unter der Annahme, dass
die Teilchen kugelförmig sind tan (Θ) ≤ 5µh

Energiebetrachtung für einen rollenden Zylinder:

Ekin + Ekin,rot = 1
2mv2 + 1

2ISω = mgh = Epot (3.6.52)

2Der Satz von Steiner lässt grüssen.
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Mit der Rollbedingung

1
2mv2 + 1

2IS
v2

R2 = mgh

v2 = 2mgh

m + IS/R2 (3.6.53)

Bei einem Zylinder IS = 1
2mR2 ist das Resultat

v2 = 2mgh

m + m/2 = 4
3gh (3.6.54)

3.6.7. Vektorcharakter von Drehgrössen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 256])

Wenn man einen rotierenden Körper betrachtet, dann soll der Dau-
men der rechten Hand parallel zur Drehachse sein. Die die Finger
der rechten Hand zeigen in die Drehrichtung. Dann legt der Daumen
die Richtung des Vektors ω fest.

Bei einer Schraube mit Rechtsgewinde zeigt der Daumen in die Vorschubrichtung.
Das Drehmoment hängt vom Winkel ϕ zwischen der Verbindungslinie r zwischen
der Drehachse und dem Angriffspunkt der Kraft F . Ist der Winkel π/2, ist das
Drehmoment maximal. Bei einem Winkel 0, wenn die Kraft und die Verbindungs-
linie parallel sind, ist das Drehmoment null. Die dazugehörige Vektoroperation ist
das Vektorprodukt

T = r × F (3.6.55)

Das Vektorprodukt oder das Kreuzprodukt ist durch A × B = (AB sin (ϕ)) n
gegeben, wobei n der Normalenvektor auf der von A und B aufgespannten Ebene
ist.
Einige Eigenschaften:

• A×A = 0

• A×B = −B ×A (Das Kreuzprodukt ist antikommutativ!)

• A× (B + C) = A×B + A×C

• d
dt

(A×B) = A×dB
dt

+dA
dt
×B (Achtung: Die Reihenfolge darf nicht verändert

werden).

• ex × ey = ez, ey × ez = ex und ez × ex = ey für die Einheitsvektoren des
kartesischen Koordinatensystems.

• ei × ei = 0 für i = x, y, z
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• Das Kreuzprodukt in Komponentenschreibweise ist

A×B = (Axex + Ayey + Azez)× (Bxex + Byey + Bzez)
=AxBxex × ex + AxByex × ey + AxBzex × ez

AyBxey × ex + AyByey × ey + AyBzey × ez+
AzBxez × ex + AzByez × ey + AzBzez × ez+

=0 + AxByez + AxBz(−ey)+
AyBx(−ez) + 0 + AyAzex+
AzBxey + AzBy(−ex) + 0

=(AyBz − AzBy)ex+
(AzBx − AxBz)ey+
(AxBy − AyBx)ez (3.6.56)

Das Ergebnis kann formal mit der Determinante

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
Ax Bx ex

Ay By ey

Az Bz ez

∣∣∣∣∣∣∣ (3.6.57)

• Wenn A und B in der xy-Ebene liegen, ist das Resultat des Kreuzproduktes
parallel zur z-Achse. A×B = (AxBy − AyBx)ez

• r1 × (r2 × r3) = (r1 · r3) r2 − (r1 · r2) r3

Drehimpuls

L = r × p (3.6.58)
Ausgeschrieben für den Fall dass p und r in der xy-Ebene liegen

L = r × p = r ×mv = (rmv sin π/2)ez = rmvez = mr2ωez (3.6.59)
Der Drehimpuls liegt parallel zur Drehachse, so dass wir auch

L = mr2ω = Iω (3.6.60)

haben.
Wenn F die resultierende äussere Kraft ist, dann ist einerseits nach dem 2.
Newtonschen Axiom

T = r × F = r × dp

dt
(3.6.61)

und andererseits

dL

dt
= d

dt
(r × p) =

(
dr

dt
× p

)
+
(

r × dp

dt

)
(3.6.62)

Der erste Term ist null, da dr
dt
× p = v ×mv = 0 ist.

Also ist
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dL

dt
= r × dp

dt
= T (3.6.63)

T ext = dL
dt ist das resultierende äussere Drehmoment, das gleich der

zeitlichen Änderung des Drehimpulses ist.

Die Einheit des Drehmomentes ist [T ] = m2 kg/s2 = N m

3.6.7.1. Beispiel: Auswuchten von Reifen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 262])
Es gibt zwei Arten, wie Reifen ausgewuchtet werden können:

1. Statisches Ungleichgewicht oder statische Unwucht liegt vor, wenn die Dreh-
achse des Rades nicht seiner Symmetrieachse entspricht. Dann wird eine
Zentripetalkraft benötigt, um das Rad auf seiner Position zu halten. Diese
Unwucht kann kompensiert werden, indem man versucht, das rad in eine
indifferente Gleichgewichtslage zu bringen.

2. Dynamisches Ungleichgewicht oder dynamische Unwucht. Der Drehimpuls-
vektor ist nur bei freien Drehachsen parallel zum Vektor der Winkelgeschwin-
digkeit. Wenn der Drehimpulsvektor parallel zur Drehachse gemacht wird,
spricht man von dynamischem Auswuchten. Das dynamische Ungleichge-
wicht äussert sich in einem Taumeln der Räder.

Ein Rad kann dynamisch im Gleichgewicht sein und statisch nicht, oder umgekehrt.

3.6.8. Drehungen um beliebige Achsen: Trägheitstensor
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 77]) (Siehe F. Kneubühl, Repe-
titorium der Physik [Kne78, pp. 116])
Wir haben bei der Gleichung (3.6.35)gesehen, dass L = Iω ist. Wenn wir den Vek-
torcharakter der Drehungen berücksichtigen, dann beobachtet man, dass L und ω
nicht mehr parallel sind. In einem am rotierenden Körper befestigten Koordina-
tensystem kann der Zusammenhang mit Hilfe des Trägheitstensors geschrieben
werden. Wir bemerken, dass

v = ω × r (3.6.64)

Für jedes Volumenelement dm gilt dL = (r × v) dm. Also ist auch3

3Es gilt: r1×(r2 × r3) = (r1 · r3) r2−(r1 · r2) r3 (Beweis z.B. indem man die Komponenten
einsetzt und ausrechnet).
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L =
∫

(r × v) dm =
∫

(r × (ω × r)) dm = ω
∫

(r)2 dm−
∫

r (r · ω) dm

(3.6.65)
So gilt für die x-Komponente

Lx = ωx

∫
(
(
r2 − r2

x

)
dm− ωy

∫
rxrydm− ωz

∫
rxrzdm

= ωx

∫ (
r2

y + r2
z

)
dm− ωy

∫
rxrydm− ωz

∫
rxrzdm (3.6.66)

und zyklisch permutiert für die anderen Koordinaten x→ y → z → x.
Die Gleichung (3.6.66) kann wie folgt interpretiert werden:
Würde ω entlang der x-Achse liegen, also nur die x-Komponente von null verschie-
den sein, dann ist das erste Integral die schon bekannte Definition des Trägheits-
momentes. Die beiden anderen Momente, auch Deviationsmomente genannt, sind
nur dann von Null verschieden, wenn ω nicht parallel zur x-Achse liegt. Analoges
gilt auch für die y- und die z-Achse.
Gleichung (3.6.65) kann in Matrixschreibweise als

L =

 Lx

Ly

Lz

 =

 Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz


 ωx

ωy

ωz

 = Iω (3.6.67)

wobei

Ixx =
∫ (

r2
y + r2

z

)
dm (3.6.68a)

Ixy =
∫

(−rxry) dm (3.6.68b)

ist. Jeder Tensor, also auch I, kann durch die Rotation des Koordinatensystems so
transformiert werden, dass nur die Komponenten auf der Hauptdiagonalen von null
verschieden sind. Wenn wir die drei Komponenten als I1 ≥ I2 ≥ I3 (Hauptachsen)
schreiben, kann die Stabilität von Drehungen betrachtet werden. Wir nehmen an,
dass eine Drehachse sich in der Nähe einer der Hauptachsen befinde. Dann sind
Drehungen um die 1-Achse und um die 3-Achse stabil und um die 2-Achse labil.
Wir definieren ein Trägheitsellipsoid, ein Ersatzkörper, der sich bezüglich Rotatio-
nen gleich wie der entsprechende allgemein geformte Ursprungskörper verhält.

u =

 u1
u2
u3

 =


e1√
I1

e2√
I2

e3√
I3

 (3.6.69)

Die Länge der einzelnen Halbachsen i ist 1/
√

Ii.
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Kreisel Hauptträgheits-
momente

Trägheitsellipsoid

Kugel, Würfel, Tetra-
eder

I1 = I2 = I3 Kugel

axialsymmetrisch, tel-
lerförmig

I1 > I2 = I3 Rotationsellipsoid, tel-
lerförmig

axialsymmetrisch,
spindelförmig

I1 = I2 > I3 Rotationsellipsoid,
spindelförmig

niedrigsymmetrisch I1 > I2 > I3 allgemeines Ellipsoid

3.6.9. Kreiselbewegung
Ein Kreisel ist ein an einem Punkt auf der Drehachse unterstützter rotierender
Körper. Dadurch, dass die Drehachse an einem Punkt fixiert ist, hat sie in zwei
Richtungen, Azimut und Elevation, Bewegungsfreiheit. Die Bewegungen des Krei-
sels können in zwei Kategorien aufgeteilt werden, kräftefreie Bewegung (Nutation)
und Bewegung unter äusseren Kräften (Präzession).

3.6.9.1. Präzession (Momentenbehaftet)

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 89])

Abb. 3.37.: Kreisel mit Präzession.

Versuch 36: Versuch zur Vorlesung:
Grosser Kreisel: Präzession (Versuchskarte M-30, Video (VPN oder
intern))

Auf diesen Kreisel wirkt die Gravitation an der Stelle des Rades. Die Kraft mg,
die im Abstand D vom Drehpunkt wirkt, bewirkt ein Drehmoment T = mgD, das
nach hinten gerichtet ist. Nun ist dL = Tdt, also muss dL parallel zu T liegen. Dies
ist nur möglich, wenn der Drehimpuls des Rades L = Iω, der in der horizontalen
liegt, sich nach hinten dreht. Der Drehimpuls kann auch differenziell geschrieben
werden, indem man die Geometrie in der obigen Zeichnung verwendet: dL/L = dϕ
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dϕ = dL

L
= mgD

L
dt (3.6.70)

Der Winkel ϕ beschreibt die Winkelpräzession.

ωP = dϕ

dt
= mgD

L
(3.6.71)

3.6.9.2. Nutation (momentenfrei)

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 88])

Versuch 37: Versuch zur Vorlesung:
Grosser Kreisel: Nutation (Versuchskarte M-30, Video (VPN oder
intern))

Wenn bei einem momentenfreien Kreisel die momentane Drehachse und die Haupt-
trägheitsachsen nicht parallel sind, rotiert die Drehachse um die Hauptträgheits-
achse. Diese Bewegung sieht bei einem einseitig unterstützen momentenfreien Krei-
sel wie ein Nicken (Nutation) aus.

3.7. Statische Gleichgewichte von starren Körpern
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 279])

Starre Körper sind im Gleichgewicht, wenn
∑

F extern = 0 (3.7.1)

und wenn ∑
T extern = 0 (3.7.2)

3.7.1. Massenmittelpunkt
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 281])
Das Drehmoment auf einen Körper kann wie folgt behandelt werden:
Auf jedes Massenelement wirkt die Kraft F i = mig. Wir vereinfachen das Pro-
blem und betrachten eine Massenverteilung entlang der x-Achse. Wenn der Dreh-
punkt x0 wäre, dann wäre das resultierende Drehmoment

T (x0) =
n∑

i=1
Fi(xi − x0) =

n∑
i=1

mig(xi − x0) (3.7.3)

Wir suchen x0 so, dass T (x0) = 0 ist. Dann gilt
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0 =
n∑

i=1
mig(xi − x0)⇔

n∑
i=1

migxi =
n∑

i=1
migx0 = g

n∑
i=1

mixi = gx0

n∑
i=1

mi (3.7.4)

Damit haben wir die Definition des Massenmittelpunktes aufgeschrieben.

In einem homogenen Kraftfeld ist der Massenmittelpunkt (über das
Drehmoment definiert) identisch mit dem Schwerpunkt.

In drei Dimensionen lautet die entsprechende Gleichung:

T (rS) =
n∑

i=1
mig × (ri − rS) (3.7.5)

Daraus folgt mit einer analogen Überlegung, dass

rS

n∑
i=1

mi =
n∑

i=1
miri (3.7.6)

Als Integral geschrieben

rSm =
∫

rdm⇐⇒ rS =
∫

rdm∫
dm

(3.7.7)

3.7.1.1. Beispiele für statisches Gleichgewicht

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 283])

Abb. 3.38.: Kräfte an einem Arm.

Es gilt

Fm · (3.4 cm) = m g · (30 cm)⇔ Fm = 300
34 m g = 88 m g (3.7.8)
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107 3.7 Statische Gleichgewichte von starren Körpern

Für eine Masse von 10 kg ergibt sich also FM ≈ 8.8 kN.

Abb. 3.39.: Kräfte bei einer Leiter.

Da die Leiter sich nicht bewegt, müssen die Kräfte in horizontaler Richtung und
die Kräfte in vertikaler Richtung sich aufheben.

FN = FG (3.7.9a)
FH = F1 (3.7.9b)

Die Verknüpfung der horizontalen und vertikalen Kräfte wird durch die Bedingung,
dass die Leiter sich nicht dreht, bewirkt. Wir sind frei in der Wahl des Drehpunktes
und wählen den Fusspunkt als Drehpunkt. Dann sind die Hebelarme von FH und
FN null, diese Kräfte müssen also nicht betrachtet werden.

Fg · ℓS = F1 · h (3.7.10)

Die Leiter steht dann fest, wenn FH ≤ µHFN ist. Diese Gleichung kann auch als

Fg
ℓS

h
≤ µhFG (3.7.11)

ist. Der Haftreibungskoeffizient muss also mindestens

µH ≥
ℓS

h
= ℓ

2h
= coth Θ (3.7.12)

sein (Θ ist der Neigungswinkel).

3.7.2. Kräftepaare

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 287])
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Versuch 38: Versuch zur Vorlesung:
Drehmoment: Kräftepaar an einem starren Körper (Versuchskarte
M-11, Video (VPN oder intern))

Abb. 3.40.: Definition eines Kräftepaares.

Ein Kräftepaar besteht aus einer Kraft F am Punkte j und einer Kraft −F am
Punkte i. Ein Kräftepaar bewirkt ein Drehmoment T = rij × F . F und −F
dürfen beliebig entlang der Geraden gi und gj verschoben werden. Dabei ist

T = F × (ri − r0) + (−F )× (rj − r0) (3.7.13a)
= F × (ri − r0 − (rj − r0)) (3.7.13b)
= F × (ri − rj) = F × r (3.7.13c)

Das Kräftepaar entspricht einem reinen Drehmoment! Die Grösse
des Drehmomentes ist für jeden Raumpunkt r0 gleich.

Zwei Kräftepaare heissen äquivalent wenn sie das gleiche Drehmoment bewirken.

T = rij × F = r′
ij × F ′

Anwendung von Kräftepaaren: Beim Schneiden eines Gewindes sollte man das
Werkzeug nur mit zwei Fingern drehen. Man erzeugt so ein Kräftepaar und ein
reines Drehmoment. Damit verhindert man ein Ausbrechen des Werkzeuges.

3.7.2.1. Dyname

Definition: Dyname = Kraft F am Punkt i + Drehmoment T
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F

F

-F

S

i

Abb. 3.41.: Eine an einem beliebigen Ort angreifende Kraft kann durch die
Addition der Kraft «0» am Massenmittelpunkt S in eine dort an-
greifende Kraft und ein reines Drehmoment übergeführt werden.

Wie wirkt eine Kraft F am Punkte i? Wir bemerken, dass Kräfte am Schwer-
punkt eine reine Translation bewirken. Das Rezept ist:

• Zeichne in S die Kräfte F und -F ein. Dies ändert nichts an der Physik, da
bei gleichem Angriffspunkt gilt

F + (−F ) = 0

• Wir interpretieren nun die Konstruktion mit drei Kräften neu.
– Es gibt eine Kraft F in S, die eine reine Translation bewirkt (Kraft

auf Massenmittelpunkt)
– Es gibt ein Kräftepaar mit T = rSi × F , das als reines Drehmoment

eine Drehung um S mit einer Achse parallel zu T bewirkt.

Die Wirkung einer beliebigen Kraft mit beliebigem Angriffspunkt
auf einen starren Körper entspricht einer Kraft im Massenmittel-
punkt S sowie einem Kräftepaar, d.h. einer Dyname.

Bemerkung:
Wenn aus anderen Gründen ein Punkt 0 fixiert ist, dann muss man in der obigen
Argumentation einfach S durch 0 ersetzen.
Wenn viele Kräfte angreifen, gilt

F =
∑

i

F i (3.7.14a)

T S =
∑

i

T i =
∑

i

rSi × F i (3.7.14b)

Das heisst, wir können den Impuls- und den Drehimpulssatz anwenden.
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3.7.3. Stabilität des Gleichgewichts

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 289])

Für die Stabilität des Gleichgewichts gelten die gleichen Regeln wie für die Minima
der potentiellen Energie. Wenn die Auslenkung eines Körpers aus seiner Ruhelage
eine Kraft oder ein Drehmoment bewirkt, das diesen in die Ruhelage zurück
treibt, spricht man von einem stabilen Gleichgewicht. Im entgegengesetzten Fall
handelt es sich um ein labiles Gleichgewicht. Eine Kugel auf einer horizontalen
Unterlage befindet sich in einem indifferenten Gleichgewicht.

3.8. Schwerkraft oder Gravitation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 299])

Die Schwerkraft oder Gravitation ist die einzige langreichweitige Kraft (soweit
wir wissen), die sich nicht kompensiert. In diesem Kapitel sollen Aspekte der Gra-
vitation besprochen werden. Einige der Diskussionspunkte sind auch für die Be-
handlung der elektrostatischen Felder von Bedeutung.

3.8.1. Keplersche Gesetze

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 299])

Die Keplerschen Gesetze lauten

1. Alle Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen um die Son-
ne, wobei die Sonne in einem Brennpunkt der Ellipse steht.

2. Die Verbindungslinie zwischen der Sonne und den Planeten
überstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächen.

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten ist proportional zur
dritten Potenz seiner mittleren Entfernung zur Sonne.

Nach Johannes Kepler
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111 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

Abb. 3.42.: 2. Keplersches Gesetz.

Das zweite Keplersche Gesetz drückt die Drehimpulserhaltung aus. Diese besagt,
dass in einem abgeschlossenen System L = p × r = const = mv × r gilt. In den
Zylinderkoordinaten (r, ϕ) lautet der Satz der Drehimpulserhaltung L = mrvϕ Für
eine sehr kurze Zeit dt gilt

r · ds = r · vϕdt = L

m
dt (3.8.1)

und damit der Flächensatz.

3.8.2. Newtonsches Gravitationsgesetz
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 303]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 46])
Aus der Umlaufszeit des Mondes von 27.3 Tagen kann mit der Formel für die
Zentripetalbeschleunigung

az = rω2 = 4π2r

T 2
0

(3.8.2)

die Gravitationskraft auf der Mondbahn r = 3.84 · 108 m ausgerechnet werden.

az = 4π2 · 3.84 · 108 m
(27.3× 86400)2 s2 = 0.002 72 m

s2 (3.8.3)

Auf der Erdoberfläche (r = 6370 km)ist g = 9.81 m
s2 . Wenn wir annehmen, dass

sich die Gravitationsbeschleunigung wie aG = Krα verhält, dann ist

aG,1

aG,2
= rα

1
rα

2
=
(

r1

r2

)α

⇒ α =
ln
(

aG,1
aG,2

)
ln
(

r1
r2

) = ln aG,1 − ln aG,2

ln r1 − ln r2
(3.8.4)

Wir setzen ein und erhalten α = −1.9977, also ein Gravitationsgesetz der Form
FG ∝ r−2.
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Neben dieser Beobachtung, die unabhängig von den Keplerschen Sätzen ist, kann
man auch aus diesen die Form des Gravitationsgesetzes ableiten.

3.8.2.1. 1. Möglichkeit

Da die Gravitation die einzige Möglichkeit für die ursächliche Kraft der Zentri-
petalbeschleunigung ist, muss FG = maz sein. Das 3. Keplersche Gesetz sagt nun
dass T 2

0 = Kr3 ist. Wir haben also

Fg = maz = 4π2mr

T 2
0

= 4π2mr

Kr3 = 4π2m

Kr2 (3.8.5)

Das heisst, dass nach dem 3. Keplerschen Gesetz die Gravitationskraft FG ≈ 1
r2

sein muss.

3.8.2.2. 2. Möglichkeit

Wir verwenden das 1. und das 2. Keplersche Gesetz.

Abb. 3.43.: Parameter bei einer Ellipse. Die Ellipse ist definiert, dass die Sum-
me der Abstände von jedem Punkt ihrer Berandung zu den beiden
Brennpunkten konstant und gleich dem grossen Durchmesser 2a ist.

Wir nehmen an, dass die Bahn s eines Teilchens ganz allgemein durch s(r, ϕ)
gegeben ist. Dann schreiben wir die Geschwindigkeit in einem Zylinderkoordina-
tensystem als v = (vr; vϕ). Der Drehimpuls ist in diesem Koordinatensystem durch
L = mrvϕ = mr2ϕ̇ = const gegeben. Damit ist auch ϕ̇ = L

mr2 und ṙ = dr
dϕ

ϕ̇ = dr
dϕ

L
mr2 .

Die kinetische Energie ist

Ekin = 1
2m

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
= L2

2m


(

dr
dϕ

)2

r4 + 1
r2

 (3.8.6)

Die Gesamtenergie bestehend aus der kinetischen Energie und einer unbekannten
potentiellen Energie Epot muss konstant sein.
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Etot = Ekin + Epot = const = L2

2m


(

dr
dϕ

)2

r4 + 1
r2

+ Epot (3.8.7)

Das erste Keplersche Gesetz sagt aus, dass die Bahnen Ellipsen sind. Wir ver-
allgemeinern auf Kegelschnitte und bemerken, dass alle Kegelschnitte (Hyperbel,
Parabel und Ellipse) in Zylinderkoordinaten durch die Gleichung

r(ϕ) = p

1− ϵ cos (ϕ) (3.8.8)

gegeben sind, wobei ϕ der Winkel des Ortsvektors zur grossen Halbachse ist. Wir
haben dann

dr

dϕ
= p

(1− ϵ cos (ϕ))2 (−ϵ sin (ϕ)) = p
r2

p2 (−ϵ sin (ϕ)) = −r2ϵ sin (ϕ)
p

(3.8.9)

Mit dieser Gleichung kann ( dr
dϕ)2

r4 berechnet werden(
dr
dϕ

)2

r4 = r4ϵ2 sin2 (ϕ)
p2r4 = ϵ2

p2 sin2 (ϕ) = ϵ2

p2

(
1− cos2 (ϕ)

)
(3.8.10)

Weiter ist p
r

= 1− ϵ cos (ϕ) und damit cos2 (ϕ) =
(
1− p

r

)2 1
ϵ2 . Somit wird(

dr
dϕ

)2

r4 = ϵ2

p2

[
1−

(
1− p

r

)2 1
ϵ2

]
= ϵ2 − 1

p2 + 2
pr
− 1

r2 (3.8.11)

Eingesetzt in die kinetische Energie Ekin erhalten wir

Ekin = 1
2

L2

m

(
ϵ2 − 1

p2 + 2
pr
− 1

r2 + 1
r2

)
= 1

2
L2

m

(
ϵ2 − 1

p2 + 2
pr

)
(3.8.12)

Damit die Gesamtenergie konstant ist, muss die potentielle Energie

Epot = − L2

mpr
(3.8.13)

sein.
Weiter ist es, bei einer Annahme von linearen Systemen, natürlich, dass die Gra-
vitationskraft proportional zu den beteiligten Massen ist.
Aus all diesen Beobachtungen hat Isaac Newton sein Gravitationsgesetz abgeleitet.

F 1,2 = −G
m1m2

r2
1,2

r1,2

r1,2
(3.8.14)

G = 6.673(10) · 10−11 m3

kg s2

Link zur Vorlesung: (Wie misst man die Gravitationskonstante)
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Der Vektor r1,2
r1,2

ist ein Einheitsvektor, der von der Masse m1 zur Masse m2 zeigt.
Dieser Vektor definiert das Vorzeichen der Kraft!
Aus der Gravitationskraft kann die potentielle Energie der Gravitation be-
rechnet werden, indem wir von einem Ort r auf dem Strahl vom Koordinatenur-
sprung (Ort der Masse m1 ins unendliche integrieren.

Epot = −
r∫

∞

F (ρ)dρ =
r∫

∞

G
m1m2

ρ2 dρ = − Gm1m2
1
ρ

∣∣∣∣∣
r

∞
= −G

m1m2

r
(3.8.15)

Was wir bis jetzt berechnet haben, ist die Arbeit, die benötigt wird, um eine Masse
m2 im Feld der Masse m1 vom Unendlichen nach r zu verschieben. Wir machen
dies, da es üblich ist den Nullpunkt der Gravitationsenergie ins unendliche zu
verschieben.
Wir müssen zeigen, dass diese Arbeit unabhängig vom Weg ist. Jede allgemeine
Verschiebung kann als eine Kombination einer radialen Verschiebung sowie einer
zweiten Verschiebung in konstantem Abstand zur Masse m1 geschrieben werden.
Bei der Verschiebung auf einer Kugelschale (konstanter Abstand) ist die Kraft
immer senkrecht auf der Verschiebung, die Arbeit also null. Das heisst, dass nur
die Abstandsänderung zur Arbeit beiträgt, und diese ist gleich, unabhängig vom
Weg. Deshalb ist das Gravitationsfeld ein konservatives Kraftfeld.
Aus der potentiellen Energie können wir die Kraft nach

F (r) = −∇Epot = −(−Gm1m2)


d

dx
1
r

d
dy

1
r

d
dz

1
r

 = Gm1m2

 −
1
r2

dr
dx

− 1
r2

dr
dy

− 1
r2

dr
dz

 (3.8.16)

Wir beachten, dass r =
√

x2 + y2 + z2 ist. Dann ist

dr

dx
= d

dx

√
x2 + y2 + z2 = 1

2
√

x2 + y2 + z2 2x = x

r
(3.8.17)

Also ist

F (r) = −∇Epot = −Gm1m2

r2


x
r
y
r
r
r

 = −G
m1m2

r2
r

r
(3.8.18)

Oft ist es sinnvoll, die von der Masse m1 ausgehende Kraftwirkung unabhängig
von der Masse m2 anzugeben. Wir definieren deshalb:

Der Feldvektor des Gravitationsfeldes ist

g(r1,2) = F (r1,2)
m2

= −G
m1

r2
1,2

r1,2

r1,2
(3.8.19)

An der Erdoberfläche ist der Betrag des Feldvektors der Gravitation |g(Erdradius)| =
9.81 m

s2 (stimmt das?).
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115 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

Abb. 3.44.: Das Gravitationsfeld einer Masse.

Wir können für das Gravitationsfeld Feldlinien einzeichnen. Eine Probemasse wird
durch das Gravitationsfeld beschleunigt und bewegt sich entlang der Feldlinien.
Das Gravitationsfeld verhält sich analog zum elektrostatischen Feld.
In der Nähe der Erdoberfläche r = R können wir die potentielle Energie
linearisieren.

Epot(R + ∆r) = Epot(R) + dEpot

dr
∆r = −Gmem

1
R

+ Gmem
1

R2 ∆r (3.8.20)

Wenn wir den Nullpunkt der potentiellen Energie auf die Erdoberfläche legen,
haben wir

Epot(R + ∆r)− Epot(R) = Gmem
1

R2 ∆r = m
[
Gme

1
R2

]
∆r = mg∆r (3.8.21)

indem wir g = Gme
1

R2 setzen. g ist eine Beschleunigung.

Die Formel Epot = mgh ist die für die Erdoberfläche linearisierte
Form der potentiellen Energie der Gravitationsenergie

Epot = −G
mEm

r2

der Erde.

3.8.2.3. Selbstenergie der Erde

Analog zum klassischen Elektronenradius könnte man sich fragen, bei welchem
Radius die Gravitationsenergie der Erde gleich der Energie mc2 ist. Wir setzen
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mEc2 = G
m2

E

r

und erhalten

r = G
mE

c2 ≈ 6.67 · 10−11 N m2

kg2 ·
6 · 1024 kg(
3 · 108 m

s

)2 ≈ 4.4 · 10−3 m

3.8.2.4. Messung der Gravitationskonstante

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 309])
Durch die Bestimmung der Umlaufzeiten und Umlaufbahnen von Himmelskörpern
kann immer nur das Verhältnis zweier Massen, nie aber der Absolutwert bestimmt
werden. Deshalb müssen zwei Testmassen in einen kontrollierten Abstand gebracht
werden.

Abb. 3.45.: Abbildung der Gravitationswaage aus der Vorlesungssammlung.

Versuch 39: Versuch zur Vorlesung:
Gravitationswaage: Bestimmung der Gravitationskonstante (Ver-
suchskarte M-5, Video (VPN oder intern))

Die Gravitationswaage ist symmetrisch aufgebaut, um Fehler zu minimieren und
um den Effekt zu verdoppeln. Gemessen wird die Winkelbeschleunigung

α = a

d
= 1

d

(
G

M

b2 − Felast

)
(3.8.22)

3.8.3. Schwere und träge Masse
Wir haben bis jetzt immer angenommen (und bei der Beschleunigungsmethode
(Gleichung (3.8.22)), die wir angewandt hatten, tun wir dies auch), dass die trä-
ge Masse mt (der Proportionalitätsfaktor im 2. Newtonschen Axiom) gleich der
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117 3.8 Schwerkraft oder Gravitation

schweren Masse ms im Gravitationsgesetz sei. Gleichung (3.8.22) müsste eigent-
lich lauten

mtdα = mta =
(

G
Mms

b2 − Felast

)
⇒ α = a

d
= 1

d

(
G

Mms

mtb2 − Felast

)
(3.8.23)

3.8.4. Raumfahrt
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 312])
Mit der üblicherweise verwendeten Notation, dass Epot = mgh sei, berechnet man
sofort, dass es unmöglich sein sollte, die Erde zu verlassen. Wir starten an der Erd-
oberfläche und setzen r = RE und möchten, unter Vernachlässigung der Reibung
bis in den Abstand rf kommen. Die dafür nötige kinetische Energie ist

Ekin(rf ) = 1
2mv2

a = Epot(rf )− Epot(rE)

= −G
mEm

rf

+ G
mem

rE

= GmEm

(
1
rE

− 1
rf

)

= GmEm
rf − rE

rfrE

(3.8.24)

Daraus ergibt sich

va =

√√√√2GmE

(
1
rE

− 1
rf

)
(3.8.25)

Wenn wir rf =∞ setzen, berechnen wir, dass va(∞) = 11 200 m
s ist. Die Geschwin-

digkeit auf einer Umlaufbahn in der Höhe rb können wir mit der Zentripetalbe-
schleunigung ausrechnen:

az = v2

rb

= GmE
1
r2

b

(3.8.26)

Daraus folgt, dass

v(rb) =
√

GmE
1
rb

(3.8.27)

ist. Setzen wir rb = rE folgt für die Bahngeschwindigkeit einer erdnahen Kreisbahn
v(re) =

√
GmE

1
re

= 1√
2va(∞) = 79 200 km

s .

3.8.5. Potentielle Energie, Gesamtenergie und Umlaufbahnen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 318])
Die Umlaufgeschwindigkeit für rb = rE ist v(rE) = va√

2 .
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Die gesamte Energie eines Satelliten ist

Etot = Epot + Ekin

= −G
mEm

rb

+ 1
2mv2(rb)

= −G
mEm

rb

+ 1
2m

GmE

rb

= −1
2

GmEm

rb

= 1
2Epot = −Ekin (3.8.28)

Wenn wir eine bestimmte Umlauffrequenz vorgeben, also ω, dann Teilchen einen
Drehimpuls L = Iω = mr2

b ω. Seine kinetische Energie ist dann Ekin = 1
2Iω2 =

1
2

L2

I
. Dies entspricht einer potentiellen Energie im mitdrehenden Koordinatensys-

tem

Ezentr(r) = 1
2

L2

I
= 1

2
L2

mr2
b

(3.8.29)

Die gesamte Energie ist also

Etot = 1
2

L2

mr2
b

−G
mEm

rb

(3.8.30)

Sie hat ein Minimum bei dem für den Drehimpuls charakteristischen Bahnabstand.
Ellipsenbahnen können als ein Oszillieren in dieser Landschaft der potentiellen
Energie angesehen werden.
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Abb. 3.46.: Kombiniertes Gravitations-und Zentrifugalpotential.
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(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 339]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 93])
Bis jetzt waren die Objekte der Physik starre Körper. Jegliche Materie ist aus
Atomen und Molekülen aufgebaut. Die Wechselwirkung zwischen diesen Grund-
einheiten ist jedoch nicht unendlich gross. Deshalb gibt es keine starren Körper im
eigentlichen Sinne.
Eine wichtige Eigenschaft realer Körper ist die Dichte.

Dichte = Masse
Volumen oder ρ = m

V

Substanz Dichte/ kg
m3 Substanz Dichte/ kg

m3

Aluminium 2.70 · 103 Blei 11.3 · 103

Eis 0.92 · 103 Eisen 7.96 · 103

Erde (gemittelt) 5.52 · 103 gewöhnliches Glas 2.4 · 103 bis 2.8 · 103

Gold 19.3 · 103 Eichenholz 0.6 · 103 bis 0.9 · 103

Knochen 1.70 · 103 Muskeln 1.06 · 103

Fett 0.92 · 103 Kupfer 8.93 · 103

Zement 2.7 · 103 bis 3.0 · 103 Ziegelstein 1.4 · 103 bis 2.2 · 103

Ethanol 0.806 · 103 Benzin 0.68 · 103

Meerwasser 1.025 · 103 Quecksilber 13.6 · 103

Wasser (bei 377 K) 1 · 103 Dampf (bei 373 K) 0.6
Helium 0.1786 Luft 1.293
Wasserstoff 0.089 94

Tab. 3.7.: Dichte bei 273.15 K und Normaldruck 1013 hPa.
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4. Skalare Elastomechanik
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 130])

4.1. Dehnung und Kompression
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 130])
Zieht man an einem Draht (Länge ℓ, Querschnitt d und Querschnittsfläche A =
π
4 d2), dann vergrössert sich die Länge um ∆ℓ und verringert sich (meistens) der
Querschnitt um ∆d.

∆ℓ = ϵℓ (4.1.1a)
−∆d = µϵd (4.1.1b)

Es sind

• ϵ die relative Dehnung

• µ die Poisson-Zahl

Wir definieren nun die Spannung

σ = F

A
(4.1.2)

dabei ist F die an der Querschnittsfläche A wirkende Kraft.

Das Hooke’sche Gesetz verknüpft Spannung σ und Dehnung ϵ

σ = Eϵ (4.1.3)

E ist eine Materialkonstante, der Elastizitäts- oder der Dehnungsmodul (im eng-
lischen Young’s Modulus genannt).
Einheiten

• ϵ: dimensionslos

• σ: N
m2

• E: N
m2
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Wenn wir die obigen Gleichungen umschreiben, erhalten wir

δℓ = 1
E

ℓF

A
(4.1.4)

Aus Änderung des Querschnitts und der Länge können wir die Volumenänderung
berechnen. Wir setzen an, dass V = ℓd2 ist

∆V = d2∆ℓ + 2ℓd∆d = V
∆ℓ

ℓ
+ 2V

∆d

d
(4.1.5)

Umgeschrieben erhalten wir

∆V

V
= ∆ℓ

ℓ
+ 2∆d

d
= ϵ− 2µϵ = ϵ(1− 2µ) = σ

E
(1− 2µ) (4.1.6)

Wir sehen, dass für positives ∆V die Poisson-Zahl der Ungleichung µ ≤ 0.5 genü-
gen muss. In speziellen Fällen kann µ auch grösser als 0.5 sein.
ϵ ist ein Skalar.
Wird der Testkörper hydrostatischem Druck ∆p unterworfen, ist also die Spannung
auf allen Seiten gleich, ändert sich das Volumen um den dreifachen Wert, der bei
einer uniaxialen Spannung auftreten würde.

∆V

V
= −3∆p

E
(1− 2µ) (4.1.7)

Die Kompressibilität κ = ∆V
V ∆p

ist

κ = 3
E

(1− 2µ) (4.1.8)

Wird ein Draht gedehnt, kann ihm die Federkonstante k = ∆F
∆ℓ

= AE
ℓ

zuschreiben.
Bei der Dehnung wird die Arbeit

W =
∆ℓ∫
0

kxdx = 1
2k∆ℓ2 = 1

2EAℓ
∆ℓ2

ℓ2 = 1
2EV ϵ2 (4.1.9)

verrichtet. Wenn wir die Arbeit, oder Energie, pro Volumeneinheit ausrechnen, ist
die elastische Energiedichte

w = 1
2Eϵ2 (4.1.10)

4.2. Scherung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 131])
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125 4.2 Scherung

Scherung nach unten

Scherung nach oben

Abb. 4.1.: Begründung des Namens Scherung.

Abbildung 4.1 zeigt eine Skizze des Schneidevorgangs in einer Schere. Dabei wird
eine Seite des Papiers nach oben gedrückt, die andere nach unten. Dabei wird eine
Kraft tangential zur zukünftigen Schnittfläche ausgeübt. Diese Kreft verschiebt
das Papier nach oben oder unten. Wir nennen deshalb eine solche Deformation
eine Scherung.

Abb. 4.2.: Scherung eines Würfels.

Wenn die Kraft F tangential zur Oberfläche steht, dann wird der Testkörper
geschert. Wenn die Stirnfläche des Würfels A ist, ist die Schubspannung

τ = F

A
(4.2.1)

Als Konsequenz dieser Schubspannung wird der Testkörper um den Winkel α ge-
schert.

τ = Gα (4.2.2)

Einheiten
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• α: dimensionslos

• τ : N
m2

• G: N
m2

G ist der Schub- oder Torsionsmodul (englisch: shear modulus)
Analog zur Energiedichte der axialen Deformation kann auch für die Scherenergie-
dichte

w = 1
2Gα2 (4.2.3)

geschrieben werden.

4.3. Verdrillung eines Drahtes
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 131])

Abb. 4.3.: Verdrillung. Zur Berechnung wird der Draht in koaxiale Zylinder un-
terteilt.

Hier verdrehen zwei entgegengesetzte Drehmomente T einen Draht um den Winkel
ϕ. Ein Hohlzylinder mit dem Radius r un der Dicke dr wird um

α = rϕ

ℓ
(4.3.1)

geschert. Wir benötigen die Schubspannung τ = Gα und eine Scherkraft dF =
τ · 2πrdr. Das Drehmoment ist also

dT = dFr = 2πGϕ

ℓ
r3dr (4.3.2)

Das gesamte Drehmoment erhalten wir durch Integration

T =
R∫

0

= 2πGϕ

ℓ
r3dr = π

2 G
R4

ℓ
ϕ (4.3.3)
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Wir können dem Draht die Richtgrösse

Dr = T

ϕ
= π

2 G
R4

ℓ
(4.3.4)

zuschreiben. Beachte, dass die Richtgrösse Dr extrem stark vom Drahtdurchmes-
ser abhängt.
Die Einheit der Richtgrösse ist [Dr] = N m.

Versuch 40: Versuch zur Vorlesung:
Richtmoment aus einem Drehpendel

Das Trägheitsdrehmoment ist Tt = I d2α(t)
dt2 , das rücktreibende Drehmoment Tr =

−Drα(t). Daraus ergibt sich die Differenzialgleichung

0 = I
d2α(t)

dt2 + Drα(t) =⇒ d2α(t)
dt2 + Dr

I
α(t) (4.3.5)

Die Lösung ist analog wie bei einem Pendel (siehe Abschnitt 3.4.5.2). Daraus ergibt
sich

ω0 =
√

Dr

I
(4.3.6)

4.4. Biegung
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 134])

Abb. 4.4.: Biegebalken.

Biegebalken werden heute in vielen die Oberflächen abtastenden Instrumenten
eingesetzt. Als Stimmgabeln sind sie die zeitbestimmenden Elemente in einer Uhr.
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Der Balken der Länge ℓ, Breite b und Dicke h soll einseitig eingespannt sein.
Wir legen am Ende eine Kraft F an, die senkrecht zur ursprünglichen Lage des
Balkens sein soll. An einem Punkt im Abstand x vom Balkenende ist als Wirkung
der Kraft der Balken gebogen, und zwar mit einem Krümmungsradius von r. Die
oberen Schichten werden um h

2r
gedehnt, die unteren entsprechend gestaucht. In

der Mitte befindet sich (rot eingezeichnet) die neutrale Faser Gemittelt über die
obere Hälfte des Balkenquerschnitts (über der neutralen Faser) ist die Dehnung h

4r
.

Die untere Hälfte ist entsprechend gestaucht. Sowohl für die Stauchung wie auch
für die Dehnung wird eine Kraft von F̃ = E · h

4r
hb
2 , und analog dazu eine Kraft

für die Stauchung. Die beiden Kräfte bilden ein Kräftepaar (Abstand h
2 ), das das

Drehmoment

T (x) = F̃
h

2 ≈
Eh3b

16r
≈ α

Eh3b

r
(4.4.1)

α ist hier eine Schätzung und müsste mit einer ausführlicheren Rechnung berechnet
werden. Für einen rechteckigen Querschnitt zeigt die genauere Rechnung, dass
α = 1/12 und nicht 1/16 ist. Die Ursache für das Drehmoment T (x) ist die
Kraft F am Ende des Balkens im Abstand x. Wir erhalten

Fx = T (x) = αEh3b

r
(4.4.2)

oder

r = αEh3b

Fx
(4.4.3)

Die Krümmung 1/r ist an der Einspannungsstelle am grössten. Die Spannung σ
ist

σ = E
h

2r
= Eh

2
Fℓ

αEh3b
= Fℓ

2αh2b
(4.4.4)

Wird die Festigkeitsgrenze überschritten, bricht der Balken an der Einspannstelle.
Die Belastbarkeit eines einseitig eingespannten Balkens ( und auch eines zweiseitig
eingespannten oder aufgestützten Balkens) geht mit h2b

ℓ
.

Typische Anwendungen einseitig eingespannter Balken finden sich in der Mikro-
systemtechnik.
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129 4.5 Beziehung zwischen den elastischen Konstanten

Abb. 4.5.: Bild eines Cantilevers.

Abb. 4.6.: Mikrofotografie eines Cantilevers.

4.5. Beziehung zwischen den elastischen Konstanten

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 132])
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Abb. 4.7.: Zusammenhang zwischen Scherung und Dehnung.

Die blau eingezeichneten Kräfte in der obigen Abbildung bewirken eine Scherung
um den Winkel α. Der Schermodul des Materials ist also

G = 2F

αd2 (4.5.1)

Die blauen Kräfte können jeweils in zwei halb so grosse Kräfte (rot) aufgespalten
werden. Nun werden jeweils zwei rote Kräfte von zwei nebeneinander liegenden
Flächen zusammengefasst; das Resultat sind die grünen Kräfte. Diese bewirken
eine reine Dehnung oder Stauchung. Jede Scherung kann also als Kombina-
tion von einer Stauchung und einer orthogonal dazu liegenden Scherung
aufgefasst werden. Die eine Diagonale wird um αd/

√
2 gedehnt, die andere um

den gleichen Wert gestaucht. Die Kräfte wirken auf die mittlere Fläche der Grösse
d · d
√

2. Die Kräfte müssen gemittelt werden, so dass sie effektiv nur halb so gross
wie ursprünglich angenommen sind. jeder der Kräfte F/

√
2 erzeugt eine relative

Dehnung oder Stauchung um F
Ed2 in ihrer Richtung und eine Querkontraktion oder

-dilatation von µ F
Ed2 dazu. Beide Kräfte bewirken eine Kontraktion oder Dilatation

von 2F (1+µ)
Ed2 = ∆ℓ

ℓ
= αd√

2d
√

2 = α
2 (Hinweis: Die Kräfte an gegenüberliegenden Ecken

haben die gleiche Wirkung: die eine ist die Gegenkraft zur anderen, deshalb muss
nur eine berücksichtigt werden.). Wir erhalten

E = 4F (1 + µ)
αd2 (4.5.2)

und durch Vergleich

E = 2G(1 + µ) (4.5.3)

Da die Poissonzahl 0 < µ < 0.5 ist, bekommt man auch

E

2 > G >
E

3 (4.5.4)
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131 4.6 Anelastisches Verhalten

4.6. Anelastisches Verhalten

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 132])
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Abb. 4.8.: Anelastisches Verhalten: Spannungs-Dehnungs-Kurven von Stahl und
Grauguss.

Bei grossen Deformationen ist die Antwort des deformierten Körpers nicht mehr
linear. Wir nennen diesen Bereich auch den «Nicht-Hooke’schen Bereich». Im obi-
gen Bild wird das Verhalten für Grauguss und Stahl dargestellt. Es können die
folgenden Bereiche unterschieden werden:

• Für kleine Dehnungen ϵ bis zur Elastizitätsgrenze σE wir alle in der Defor-
mation gespeicherte Energie bei der Entlastung wieder zurückgewonnen.

• Bis zur Proportionalitätsgrenze σP ist die Dehnung proportional zur Span-
nung.

• An der Streckgrenze σS beginnen, manchmal schubweise, starke plastische
Verformungen.

• An der Frestigkeitsgrenze σf , auch Fliessgrenze genannt, beginnt das Mate-
rial zu fliessen.

• Bei der Bruchdehnung ϵB bricht das Material.
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4.7. Elastomechanik anisotroper Körper

Abb. 4.9.: Allgemeine Kräfte an einem Würfel.

An einem Würfel können im allgemeinen Falle die folgenden Kräfte oder Spannun-
gen sowie Deformationen auftreten:

• An jeder der 6 Flächen können
– 3 unabhängige Kräfte (2 parallel zur Fläche, eine senkrecht dazu) und
– 3 unabhängige Deformationen, die aus einer Kompression oder Di-

latation sowie zwei Scherungen bestehen.

• Da keine Netto-Kraft und kein Netto-Drehmoment auf den Würfel wirken
soll, müssen die Kräfte in die x-, y-, oder z-Richtung auf gegenüberliegenden
Seiten gegengleich sein.

• Wir können also 3 mal 3 Kräfte spezifizieren.

• Ebenso müssen die Deformationen auf gegenüberliegenden Seiten gegengleich
sein.

• Wir haben also als Resultat der 3 mal 3 Kräfte 3 mal 3 Deformationen.

• Kräfte und Deformationen sind jeweils 3 mal drei Matrizen, die über einen
Tensor 4. Stufe (eine 3 mal 3 mal 3 mal 3 Matrix) miteinander verbunden
sind.

Formal

σi,j =
∑

k

∑
ℓ

Ei,j,k,ℓϵk,ℓ mit i, j, k, ℓ = x, y, z (4.7.1)

Im allgemeinen Falle heisst das, dass für gleiche Kräfte die Antwort des Systems
von der Orientierung der Probe abhängt. Je höher die Symmetrie eines Materials
ist, desto weniger unabhängige Konstanten gibt es. Im Grenzfall des isotropen
Mediums bleiben zwei, E und G.
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5. Flüssigkeiten und Gase

5.1. Aggregatszustände

Materie besteht aus Atomen oder Molekülen. Sie kommt in 4 verschiedenen Zu-
ständen, Aggregatszustände genannt, vor.

Fest Flüssig Gas Plasma
wohldefinierte
Abstände

wohldefinierte
Abstände

Abstände varia-
bel

Abstände varia-
bel

geometrisch
periodische An-
ordnung

nur Nahordnung keine Nahord-
nung

keine Nahord-
nung

Form ist stabil grössere Kräfte
zwischen Ato-
men

sehr kleine Kräf-
te zwischen Ato-
men

Kerne und
Elektronen sind
getrennt, grosse
Coulombkräfte

grosse Kräfte
zwischen Ato-
men

im Gravitati-
onsfeld wohl-
definierte Ober-
fläche

Im Gravitation-
feld keine de-
finierte Oberflä-
che

Im Gravitation-
feld keine de-
finierte Oberflä-
che

schwingen ge-
geneinander

verschieben sich
gegeneinander

Dichte ≈ 1000×
kleiner als in
Flüssigkeit

Dichte variabel

form- und volu-
menelastisch

Formänderung
kraftlos mög-
lich (ohne
Geschwindig-
keit)

raumfüllend raumfüllend

Tab. 5.1.: Aggregatszustände



Flüssigkeiten und Gase 136

5.2. Gestalt von Flüssigkeitsoberflächen

Abb. 5.1.: Flüssigkeitsoberfläche

Eine Kraft F tangential zur Flüssigkeitsoberfläche bewirkt eine Verschiebung
aber keine Formänderung

An der Flüssigkeitsoberfläche gibt es keine Tangentialkräfte.

Abb. 5.2.: Oberfläche einer rotierenden Flüssigkeitsfläche

Beispiel: Kaffee beim Umrühren. Wir wollen die Form der Flüssigkeitsfläche be-
rechnen.

Fres =
√

(dm ω2r)2 + (dm g)2

=
(√

ω4r2 + g2
)

dm

tan α = dm ω2r

dm g
= ω2r

g
(5.2.1)

und

y =
r∫

0

ω2r

g
dr = 1

2
ω2

g
r2 (5.2.2)

Eine rotierende Flüssigkeitsoberfläche hat also Parabelform.
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5.3. Druck

Abb. 5.3.: Definition des Druckes

Druck ist die Kraft pro Fläche auf die Berandung eines Behälters.
Es sei

∆F n = −p ·∆A · n

Wir nennen p den isotropen Druck. Die Einheit von p ist Pascal
[

N
m2

]
= [Pa]

Bemerkung: die Energiedichte E
V

hat die gleiche Einheit wie der Druck. Eingehen-
dere Überlegungen zeigen, dass Druck immer mit einer Energiedichte, und Ener-
giedichte mit Druck verbunden ist.

Merken Sie sich die Identität:

Energiedichte =Druck

5.3.1. Wirkung auf Körper
Eine Druckänderung ∆p bewirkt eine Volumenänderung.

∆V

V
= θ = ∆ ln V (5.3.1)

Lokal bewirkt eine Volumenänderung ∆V eine Dichteänderung ∆ρ.

θ = −∆ρ

ρ
= −∆ ln ρ (5.3.2)

(Wenn das Volumen abnimmt, nimmt die Dichte zu.)
Die Dichteänderung ist proportional zur Druckänderung

∆p = −Kθ = −1
κ

θ (5.3.3)
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K heisst Kompressionsmodul. Seine Einheit ist 1 Pascal = 1 Pa = 1 N
m2 . Wir haben

weiter

κ = − 1
V

dV

dp
= 1

ρ

dρ

dp
(5.3.4)

κ heisst Kompressibilität. Ihre Einheit ist 1
Pa = m2

N

5.3.2. Hydraulische Presse

Versuch 41: Versuch zur Vorlesung:
Hydraulische Presse (Versuchskarte MF-008)

Abb. 5.4.: Hydraulische Presse. Kräfte bezogen auf die Wirkung auf die Aussen-
welt.

Wir haben

F1 = pA1

F2 = pA2

und
F1

A1
= F2

A2
(5.3.5)

Bemerkung: Die Wirkung von hydraulischen Pressen kann sehr gut mit virtuellen
Verrückungen berechnet werden.
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5.3.3. Druckarbeit

Abb. 5.5.: Druckarbeit

Das Differential der Druckarbeit ist

dW = Fdx = pAdx = −pdV (5.3.6)

da daAdx = −dV ist. Also ist die geleistete Arbeit:

W = −
∫

pdV =
∫

κV pdp (5.3.7)

Ändert sich V wenig, so ist die Druckarbeit

W = V
∫

κpdp = 1
2κV

(
p2

2 − p2
1

)
(5.3.8)

5.4. Schweredruck

Versuch 42: Versuch zur Vorlesung:
Hydrostatischer Druck (Versuchskarte MF-009)

Abb. 5.6.: Berechnung des Schweredruckes
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Wir berechnen die Kraft bei (1). Die Masse des verdrängten Wassers ist Ahρ =
m. Die daraus resultierende Gewichtskraft beträgt F = mg = Ahρg. Also ist der
Schweredruck des Wassers

p = F

A
= hρg (5.4.1)

unabhängig von A. In einem Meter Tiefe ist der Schweredruck 10 kPa, das heisst
es ist unmöglich mit einer Schnorchel von 1 m Länge zu atmen. Der Schweredruck
hängt nur von der Flüssigkeitshöhe ab, nicht jedoch vom Querschnitt der Flüssig-
keitssäule. Deshalb steht in kommunizierenden Rohren das Wasser überall gleich
hoch.

5.4.1. Auftrieb

Versuch 43: Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb (Versuchskarte MF-001)

Abb. 5.7.: Auftrieb in Flüssigkeiten

Wir betrachten einen untergetauchten Würfel. Die Kraft von oben ist

F1 = −ρghA

Die Kraft von unten ist
F2 = +ρg (h + ℓ) A

Also ist der Auftrieb
FA = F2 + F1 = ρgℓA = ρgV (5.4.2)

Salopp gesagt, ist der Auftrieb die «Gewichtskraft der verdrängten Flüssigkeit».
Ein Körper schwebt im Wasser, wenn

FA = FG (5.4.3)

ist.
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Versuch 44: Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb: Modellversuch zur Zellseparation im Dichtegradient (Ver-
suchskarte MF-54)

5.4.2. Schwimmen

Abb. 5.8.: Schwimmen

Wenn ρK < ρ ist die Gewichtskraft Fg = ρKℓAg. Die Auftriebskraft ist hingegen
FA = ρhAg. Der Körper schwimmt, wenn die Auftriebskraft gleich der Gewichts-
kraft ist (FA = Fg). Dann ist

ρKℓ A g = ρh A g (5.4.4)

und der Körper taucht bis zu

h = ℓ · ρK

ρ
(5.4.5)

ins Wasser ein.

5.4.2.1. Wann schwimmt ein Körper stabil?

Versuch 45: Versuch zur Vorlesung:
Schwimmende Prismen: Schwimmlage von homogenen Körpern
(Versuchskarte MF-045)
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Abb. 5.9.: Stabilität eines schwimmenden Körpers

Sei S der Massenmittelpunkt des Körpers. SF sei der Massenmittelpunkt der ver-
drängten Flüssigkeit. Solange der Körper schwimmt ist F A = −F G. Die beiden
Kräfte bilden ein Kräftepaar und damit erzeugen sie ein Drehmoment

T = R× F A (5.4.6)

Dieses Drehmoment richtet den Körper auf. Wenn S unter SF liegt, ist die
Schwimmlage stabil. Wenn S über SF liegt, hängt die Stabilität von der Lage des
Metazentrums M ab.Das Metazentrum ist durch die Schnittlinie der Mittellinie
des Körpers und der Verlängerung von F A gegeben. Die Schwimmlage ist stabil,
wenn M über S liegt.

5.4.3. Aräometer

Versuch 46: Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb: Aräometer und Batteriesäuretester (Versuchskarte MF-
057)
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143 5.5 Gasdruck

Abb. 5.10.: Aräometer

Mit einem Aräometer misst man die Dichte einer Flüssigkeit (Schnapswaage).
Wir haben

m = ρ (V0 + A · h)

h = m

Aρ
− V0

A

5.5. Gasdruck
Das Gesetz von Boyle-Mariotte (nach Robert Boyle und Edme Mariotte)
lautet

V = c

p
(5.5.1)

Damit es anwendbar ist, brauchen wir

• eine hohe Temperatur

• eine kleine Dichte

c hängt von der Temperatur T und der Anzahl Moleküle ab. Bei T = 0◦C ist das
Volumen eines Gases

V = 22.4 m

M
· 1

p
(5.5.2)

wobei m die Masse des Gases, M die Molmasse, V das Volumen in Litern und
p der Druck in bar ist. Bei langsamen Zustandsänderungen ist die isotherme
Kompressibilität

κ(isotherm) = − 1
V

dV

dp
= 1

V

c

p2 = 1
p

(5.5.3)
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5.6. Atmosphärendruck

Der Luftdruck kann mit einem Barometer gemessen werden.

Abb. 5.11.: Quecksilber-Barometer

A · h · ρHg g

A
= pAtm = h · ρHg g (5.6.1)

Unter dem Normaldruck versteht man einen Druck von 760 mmHg (Quecksilber-
säule). Die Einheit mm Hg bezeichnet man nach Evangelista Torricelli mit Torr. Der
Normaldruck ist also auch 760 Torr. In SI-Einheiten ist der Normaldruck 1013 hPa,
was der alten Einheit Atmosphäre 1 Atm entspricht.

5.6.1. Höhe der Atmosphäre bei konstanter Dichte *

Die Dichte der Luft bei Umgebungsbedingungen ist

ρL = 1.29 kg
m3

mit
ρgh = pAtm (5.6.2)

bekommt man
h = pAtm

sg
≈

10 · 105 N
m2

10 m
s2 · 1.3 kg

m3

≈ 7.7 · 103 m (5.6.3)

Aber: Gesetz von Boyle-Mariotte (nach Robert Boyle und Edme Mariotte)

V = c

p
⇒ ρ = c̃ · p′ (5.6.4)
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Abb. 5.12.: Druckänderung mit der Höhe

mit p′ < p folgt
∆p = p′ − p = −ρ (h) g∆h (5.6.5)

und
dp

dh
= −ρ (h) g (5.6.6)

Nun ist aber

ρ

p
= const = ρ0

p0
(5.6.7)

wobei ρ0, p0 auf Meereshöhe gemessen werden.
Also ist

ρ (h) = ρ0

p0
p (h) (5.6.8)

und
dp

dh
= −ρ0

p0
g p (5.6.9)

Die Lösung ist
p = p0e

−Ah (5.6.10)

Wir setzen ein und erhalten

Ap0e
−Ah = −ρ0

p0
gp0e

−Ah (5.6.11)

oder
A = ρ0

p0
g (5.6.12)

Also
p = p0e

−ρ0
gh
p0 (5.6.13)

Diese Gleichung heisst isotherme Barometerformel. Sie ist eine Näherung, da wir
die Temperatur als konstant angenommen haben ebenso wie den Feldvektor des
Gravitationspotentials g (h) = g0 = const.
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5.7. Druck als Potential *

Der Druck p (r) sei eine skalare Funktion des Ortes

Behauptung:
F V (r) = −grad (p (r)) (5.7.1)

F V (r) ist die Volumenkraft. Das ist die resultierende Kraft auf die Oberfläche
des Volumenelements, dividiert durch das Volumen dieses Elements.

Beweis

Abb. 5.13.: Druck auf ein Volumenelement

also

−∆F (z + ∆z) + ∆F (z) = − (p (z + ∆z)− p (z)) ∆x ·∆y

= −∂p

dz
·∆z ·∆x ·∆y

= −dp

dz
·∆V (5.7.2)

Daraus folgt die Behauptung.

Eine andere Möglichkeit des Beweises ist: Wähle ein Volumenelement ∆V mit der
Oberflächen ∆a

∆F V =
∫

∆a

d F =
∫

∆a

−p · nda =
∫

∆V

grad (−p) dV (5.7.3)

Beispiel: Wasser:
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Abb. 5.14.: Kräfte auf ein Volumenelement Wasser

p (r) = −ρH2O · z g

r = (x, y, z)
grad (p (r)) = − (0, 0, ρH20g)

F V = (0, 0, ρH2Og)

=
(

0, 0, 1000 kg
m3 · 10 m

s2

)

=
(

0, 0, 1 · 104 N
m3

)
(5.7.4)

Der Druck ist also das Potential zur Volumenkraft

p (r) = p (r0)−
r∫

r0

F v (r) dr (5.7.5)

potentielle Energie ↔ Gravitationskraft
Gravitationspotential ↔ Feldvektor der Gravitation
Druck ↔ Volumenkraft

Tab. 5.2.: Analogie zwischen Gravitation und Druck

Daraus folgt:
• Volumenkraft ist wirbelfrei

• Die Flüssigkeitsoberfläche ist eine Äquipotentialfläche, das heisst, grad p
steht senkrecht zur Oberfläche
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6. Oberflächenspannung

Versuch 47: Versuch zur Vorlesung:
Druck in Seifenblasen (Versuchskarte MF-060)

Innen Oberfläche

Kräfte sind isotrop verteilt
Nettokraft in das Innere

der Flüssigkeit

Impulsübertrag an die

Oberfläche

Streuung an

der Oberfläche
Isotrope Stösse

Abb. 6.1.: Molekulares Bild der Flüssigkeit. Links das Innere, rechts die Oberflä-
che. Obere Zeile: Kohäsionskräfte an der Oberfläche sind nicht gleich-
verteilt. Untere Zeile: Stösse mit der Oberfläche erzeugen eine nach
aussen gerichtete Kraft.

Im Inneren einer Flüssigkeit (oder eines Gases) sind die anziehenden Kräfte (auch
Kohäsionskräfte genannt) isotrop verteilt. Es gibt auf ein bestimmtes Atom
keine Nettokraft. Kohäsionskräfte sind kurzreichweitig. Mehr als über zwei bis vier
Atome oder Moleküle reichen sie nicht. Ebenso sind im Inneren der Flüssigkeit oder
des Gases die Stösse und die Impulse isotrop verteilt. Die Stösse ergeben also im
Mittel keine Kraft. Dabei ist die Standardabweichung nicht null: dies führt zur
Brownschen Bewegung.
An der Oberfläche einer Flüssigkeit existieren mindestens zwei, im Gravitationsfeld
drei Kräfte.

1. Die Kohäsionskräfte auf Oberflächenatome oder Moleküle sind nicht mehr
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isotrop verteilt. Die nach aussen ziehenden Anteile fehlen, so dass Netto eine
nach innen zeigende Kraft existiert.

2. Stösse an der Oberfläche sind nicht isotrop verteilt. Wie beim Stoss eines
Balls mit der Wand überträgt jeder Stoss eines Atoms oder Moleküls mit
der Oberfläche eine Impulsänderung in der Zeit ∆t auf die Oberfläche, übt
also eine Kraft aus.

3. Wenn äussere Kräfte wie die Gravitation vorhanden sind, müssen sie berück-
sichtigt werden.

Da die Oberfläche in Ruhe ist, müssen die drei Kräfte im Gleichgewicht sein.
Die aus dem Impulsübertrag resultierende Kraft nach aussen muss also gleich der
Kohäsionskraft und, eventuell, der Gravitation oder anderer äusserer Kräfte, sein.
Da die Oberfläche stabil ist, bedeutet dies auch, dass die potentielle Energie eines
Atoms oder Moleküls im Inneren tiefer liegen muss als ausserhalb der Flüssigkeit.
Dies kann auch so verstanden werden, dass für jedes Teilchen im Inneren im Mittel
N Kohäsionspotentiale (alle < 0!) aufsummiert werden müssen, während an der
Oberfläche nur NS < N Potentiale zum Summieren vorhanden sind. Die Summe
aller Kohäsionspotentiale an der Oberfläche ist also weniger negativ als im Inneren.
Der Energieunterschied pro Fläche ist dann die Oberflächenenergie.
Diese Oberflächenenergie kann berechnet werden, wenn man annimmt, dass die
Stösse mit der Oberfläche unveränderlich eine konstante nach aussen gerichtete
Kraft erzeugen. Schiebt sich nun ein Molekül M an die Oberfläche, so leistet es
die Arbeit Wis (M) gegen F S. Damit wird

ES(M) = Wis(M) (6.0.1)

Der Index S bezeichnet dabei die Oberfläche (surface). Die gesamte Energie der
Oberfläche wird berechnet, indem aufsummiert (oder integriert) wird.
Die potentielle Energie der gesamten Oberfläche A (eventuell berandet) ist mi-
nimal, wenn die Oberfläche minimal ist. Die Gesamtenergie ES hängt mit der
Oberfläche A und der Oberflächenspannung σS wie folgt zusammen:

ES (M) = σS · A (6.0.2)

Die Einheit der Oberflächenspannung σS ist
[

N
m

]
.

Wenn n · A Moleküle an der Oberfläche sind, gilt

σS = nES (M) = 1
deff2

ES (M) (6.0.3)

Dabei ist n = 1
deff2

die Flächendichte der Moleküle, deff der effektive Durchmesser
eines Moleküls und ES (M) die Arbeit, die benötigt wird um ein Molekül gegen
die Oberflächenkraft an die Oberfläche zu bringen (siehe Gleichung (6.0.1)).
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6.1. Anwendung: Kraft eines Flüssigkeitsfilms

Versuch 48: Versuch zur Vorlesung:
Oberflächenspannung: Messung mit Ring (Versuchskarte MF-063)

Abb. 6.2.: Berechnung der Kraft eines Flüssigkeitsfilms

1. Der Flüssigkeitsfilm hat 2 Oberflächen.

2. Die Verschiebung der Grenze um ∆y benötigt die Arbeit

∆F ·∆y = 2∆ES = σS · 2∆A = 2σSb∆y (6.1.1)

und
∆F = 2σSb (6.1.2)

Pro Flüssigkeitsoberfläche wirkt auf die Breite ∆x die Kraft.

∆FS = σS∆x (6.1.3)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 151

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF063V00.PDF


Oberflächenspannung 152

Abb. 6.3.: Tropfenzähler

Der Querschnitt ist 2πr. Das Kräftegleichgewicht verlangt, dass die auf-
wärtsgerichte Kraft der Oberflächenspannung gerade das Gewicht des Tropfens
kompensiert. Ausser an der Berandung kompensieren sich alle Kräfte.

2πrσS = V ρg (6.1.4)

Also ist
V = 2πrσS

ρg
(6.1.5)

Also kann man mit der obigen Physik einen Tropfenzähler beschreiben.

6.2. Freie Oberflächen

Versuch 49: Versuch zur Vorlesung:
Oberflächenspannung: Minimalflächen bei Seifenlamellen (Versuchs-
karte MF-065)

Abb. 6.4.: Krümmungsradien bei einer freien Oberfläche
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Die Oberfläche ist charakterisiert durch 2 Krümmungsradien R1 und R2

Behauptung
1

R1
+ 1

R2
= ∆p

2σS

(6.2.1)

Beweis für eine Kugel

Abb. 6.5.: Oberflächenspannung und Druck in einer Kugel

Wir haben eine Äquatorialfläche A und einen Äquatorialumfang U . Die Druckkraft
ist ∆p · A, die Oberflächenspannung am Umfang 2σSU (da wir 2 Oberflächen
haben!)
Also

∆pA = 2σSU

∆pπR2 = 2σS · 2πR

2
R

= ∆p

2σS

= 1
R1

+ 1
R2

(6.2.2)

da bei der Kugel R1 = R2 = R ist.

Beispiel: Seifenblasen.
Die kleinere Seifenblase hat den grösseren Druck (gilt auch für Luftballons, wieso?)
Freie nicht geschlossene Oberflächen sind Minimalflächen mit

1
R1

+ 1
R2

= 0 (6.2.3)

Da der Krümmungsradius R−1 ∝ ∂2z
∂x2 ist, gilt auch

∂2z

∂x2 + ∂2z

∂y2 = 0 (6.2.4)
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6.3. Benetzende Flüssigkeiten, Kapilarität

Versuch 50: Versuch zur Vorlesung:
Kapillarwirkung bei Keilküvette (Versuchskarte MF-061)

Abb. 6.6.: Benetzende Flüssigkeiten

Steigt die Flüssigkeit um ∆h wird das Volumen V = πr2∆h über den Spiegel der
Flüssigkeit ausserhalb der Kapillare gehoben. Die Gewichtskraft dieses Volumens
V muss von der Oberflächenspannung entlang des Umfangs 2πr getragen werden.

FGraviation = FS (am Umfang) (6.3.1)

πr2 ·∆h · ρ · g = σS · 2πr (6.3.2)

und
∆h = 2σS

rρg
(6.3.3)

Bei Nichtbenetzung beobachtet man eine Kapilardepression (Beispiel Glas und
Quecksilber).
Wann immer zwei beliebige Substanzen sich berühren, existieren Grenzflächen-
energien.
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Abb. 6.7.: Kräftegleichgewicht an der Grenzfläche

Für benetzende Flüssigkeiten ist σ23 negativ. Da die Randlinie sich nicht bewegt,
muss

σ12 cos (θ) + σ23 = σ13 (6.3.4)

sein. Für die Grenzflächen zwischen Flüssigkeit und Dampf sowie zwischen Flüs-
sigkeit und Wand ist die Begrenzung oben, die Oberflächenspannung zeigt nach
unten. Für die Grenzfläche Wand-Dampf zeigt die Grenzfläche nach oben. Umge-
schrieben erhalten wir

σ12 cos (θ) = σ13 − σ23 (6.3.5)

Wenn σ13 − σ23 > σ12 ist, müsste |cos (θ)| > 1 sein. Es gibt deshalb einen reellen
Winkel θ und kein Kräftegleichgewicht. Die Flüssigkeit kriecht deshalb die Wand
hoch.
Wenn σ23 > σ13 > ist, das heisst, wenn σ13 − σ23 < 0 ist, steigt der Flüssigkeitss-
piegel am Rande nicht an, sondern wird nach unten gedrückt. Der Randwinkel θ
ist dann θ > π

2 . Quecksilber in einem Glasgefäss zeigt dieses Verhalten.

6.3.1. Adhäsions-und Kohäsionskräfte
An der Grenze wo Luft, Flüssigkeit und die feste Wand sich berühren müssen die
Adhäsions- und Kohäsionskräfte im Gleichgewicht sein. Die Adhäsionskräfte
beschreiben die Kräfte zwischen der Flüssigkeit und der festen Wand. Die Adhäsi-
onskräfte zwischen dem Dampf und der Wand werden vernachlässigt. Die Flüssig-
keit selber wird durch Kohäsionskräfte, die anziehenden Kräfte zwischen den
Molekülen, zusammengehalten.
Für ein Molekül an der Grenzlinie gibt es die Adhäsionskraft zur Wand. Die-
se Kraft F adh steht senkrecht zur Wand. Die Kohäsionskräfte werden durch die
anderen Flüssigkeitsmoleküle aufgebracht. Die resultierende Kohäsionskraft F ko

muss entlang der Winkelhalbierenden zwischen der Tangente zur Oberfläche und
zur Wand liegen. Da die Oberfläche keine Scherkraft aufnehmen kann, muss die
resultierende Kraft senkrecht zur Flüssigkeitsoberfläche liegen. Wir beobachten
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• Bei benetzenden Oberflächen ist an der Grenzlinie |F ko| < |F adh|.

• Bei nicht benetzenden Oberflächen ist an der Grenzlinie |F ko| > |F adh|.

Abb. 6.8.: Kohäsion und Adhäsion bei Benetzung und ohne Benetzung

Der Grenzwinkel θ zwischen der Flüssigkeit und der Wand (in der Flüssigkeit!)
kann mit dem folgenden Ansatz ausgerechnet werden. Wir legen die x-Achse hori-
zontal nach rechts, die y-Achse nach oben. Die auf ein Teilchen an der Grenzlinie
im Winkel θ wirkende Kohäsionskraft kann mit der Kohäsionskraft im Inneren (in
einer Ebene) als

Fkoh(θ) = Fko,innen
θ

2π
= F ′

kohθ

geschrieben werden. Dabei haben wir angenommen, dass die Randlinie nur wenig
gekrümmt ist. Abbildung 6.9 illustriert diese Überlegung.

P
enet-

ungs-

nie

Abb. 6.9.: Illustration des Winkelanteils der wirkenden Kohäsionskraft an der
ganzen Kohäsion entlang einer Benetzungslinie.
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F ko = F ′
kohθ

 sin
(

θ
2

)
− cos

(
θ
2

) 
F adh = Fadh

(
−1
0

)

F res = Fres

(
− cos (θ)
− sin (θ)

)

Wir können mit dem Kräftegleichgewicht, das heisst der resultierenden Kraft 0,
für die x-und y-Richtung zwei Gleichungen aufstellen

Fko,x + Fadh,x = Fres,x

Fko,y = Fres,y (6.3.6)

Eingesetzt haben wir

F ′
kohθ sin

(
θ

2

)
− Fadh = −Fres cos (θ)

−F ′
kohθ cos

(
θ

2

)
= −Fres sin (θ) (6.3.7)

Aus der zweiten Gleichung in Gleichung (6.3.7) bekommen wir mit sin (θ) =
2 sin

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)

Fres = F ′
kohθ

2 sin
(

θ
2

) (6.3.8)

Wir multiplizieren das Resultat aus Gleichung (6.3.8) mit 2 sin
(

θ
2

)
in die erste

Gleichung aus Gleichung (6.3.7) ein und erhalten

2 sin2
(

θ

2

)
Fres − Fadh = −Fres cos (θ)

2 sin2
(

θ

2

)
Fres − Fadh = −Fres

[
cos2

(
θ

2

)
− sin2

(
θ

2

)]

Fres

[
cos2

(
θ

2

)
+ sin2

(
θ

2

)]
= Fadh

Fres = Fadh (6.3.9)

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: Der Betrag der resultierenden Kraft hängt
nur von der Adhäsionskraft ab, nicht aber von der Kohäsionskraft.
Wir setzen das Resultat aus Gleichung (6.3.9) zurück in die Gleichung (6.3.8) ein
und erhalten die transzendente Gleichung
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2 sin θ

2 Fadh = F ′
kohθ (6.3.10)

Diese Beziehung ist in Abbildung 6.10 gezeigt. Die Auflösung der Gleichung nach
θ ist analytisch nicht lösbar.
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Abb. 6.10.: Abhängigkeit des Verhältnisses von Adhäsion und Kohäsion vom
Benetzungswinkel θ.

Wenn wir annehmen, dass θ = π
2 + dθ ist mit |dθ| ≪ 1, so erhalten wir

dθ =
√

2Fadh − π
2 F ′

koh√
2

2 Fadh − F ′
koh

(6.3.11)

Diese Gleichung gilt nur da wo F ′
koh ≈ 0.9003 Fadh ist
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7. Strömungen

7.1. Beschreibung von Strömungen

Versuch 51: Versuch zur Vorlesung:
Laminare Strömung: Kleiner Strömungsapparat (Versuchskarte MF-
012)

Abb. 7.1.: Vektorfeld der Strömung

An jedem Punkt hat die Geschwindigkeit v (r) einen Betrag und eine Richtung.

Das Vektorfeld v (r) ist durch Stromlinien charakterisiert. Wenn v (r) nicht von
der Zeit abhängt, heisst die Strömung stationär.

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF012V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF012V00.PDF
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Abb. 7.2.: Stromlinien bei laminarer Strömung. Links ist die Strömung um
eine Kugel gezeigt, rechts die Strömung um ein Flügelprofil.

Abbildung 7.2 zeigt die Bahnlinien oder Stromlinien bei einer laminaren Strömung.
Diese Linien zeigen wie die Bahn eines Teilchens verläuft. Sie sind analog zu den
Feldlinien des elektrischen Feldes.
Bei stationären Strömungen sind Bahnlinien und Stromlinien identisch. Inkom-
pressible Strömungen sind Strömungen mit konstanter Dichte ρ. Die Dichte der
Stromlinien ist bei inkompressiblen Medien (Flüssigkeiten) ein Mass für die Ge-
schwindigkeit.

7.1.1. Fluss

Abb. 7.3.: Fluss

Der Fluss ist definiert als
dϕ = ρv cos (α) dA (7.1.1)
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oder
dϕ = ρ v· dA (7.1.2)

Die Integralform lautet
ϕ =

∫
A

ρvdA =
∫
A

jdA (7.1.3)

wobei A beliebige Fläche (auch gekrümmt) und j = ρv die Stromdichte ist (analog
zum elektrischen Strom). Bei einer geschlossenen Fläche fliesst netto ein Medium
heraus, wenn eine Quelle im Volumen ist.

Abb. 7.4.: Berechnung der Divergenz

Wir haben

dϕ1 = −ρvx (x)
dϕ2 = ρvx (x + dx) dydz

= ρ

(
vx (x) + ∂vx

∂x
dx

)
dydz

Netto:
dϕ1 + dϕ2 = ρvx (x) ∂vx

∂x
dxdydz = ρ

∂vx

∂x
dV = dϕx

ebenso:

dϕy = ρ
∂vy

∂y
dV

dϕz = ρ
∂vz

∂z
dV (7.1.4)

Der Nettofluss ergibt sich zu

dϕ = dϕx + dϕy + dϕz = ρ

(
∂vx

∂x
+ ∂vy

∂y
+ ∂vz

∂z

)
dV (7.1.5)
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Ohne Quelle ist dϕ = 0, d.h. die Grösse

div (v) = ∂vx

∂x
+ ∂vy

∂y
+ ∂vz

∂z
(7.1.6)

ist gleich null.
Die Divergenz beschreibt die Quellen und Senken in einem Fluss.
Wenn div (v) ̸= 0 ist, so muss sich die Dichte an dieser Stelle ändern

dϕ = ρ div vdV = − ρ̇dV (7.1.7)

oder
ρ div v = −ρ̇ (7.1.8)

Dies ist die Kontinuitätsgleichung.
ρ div v = div j heisst Quelldichte.
Eine quellenfreie inkompressible Strömung hat überall div v = 0.
Es gilt:

ϕ =
x

A

ρvdA

︸ ︷︷ ︸
Fluss durch A («Materialmenge»)

= −
y

V

ρ̇dV

︸ ︷︷ ︸
Änderung der Dichte

=
y

V

ρ div vdV (7.1.9)

Der Satz von Gauss (nach C. F. Gauß) besagt
x

A

vdA =
y

V

div vdV (7.1.10)

Abb. 7.5.: Geschwindigkeitsgradient und Rotation

Wenn die Strömung inhomogen ist, werden mitgeführte Teilchen gedreht.
Wasser strömt mit ±ℓdvy

dx
am Würfel vorbei. Wir haben ein Gleichgewicht, wenn

ωz = ∂vy

∂x
− ∂vx

∂y
(7.1.11)
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163 7.2 Lokale und totale Ableitungen *

ω zeigt in die z Richtung. Im Allgemeinen ist

ω =
(

∂vz

∂y
− ∂vy

∂z
,
∂vx

∂z
− ∂vx

∂y
,
∂vy

∂x
− ∂vx

∂y

)
(7.1.12)

mit rot =
(

∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

)
× wird

rot v =
(

∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

)
× v die Rotation des Vektorfeldes v(r, t).

Es gilt dann ∮
vds︸ ︷︷ ︸

Bahnkurve s

=
∫

rot vdA︸ ︷︷ ︸
von s berandete Fläche

(7.1.13)

Falls rot v = 0 ist kann v aus dem Geschwindigkeitspotential U abgeleitet
werden.

v = −grad U (7.1.14)
Dann gilt rot v = 0
Für inkompressible Flüssigkeiten gilt

div v = − div grad U = −∆U = 0 (7.1.15)

Wir haben also drei unterschiedliche physikalische Phänomene, die durch die glei-
che Mathematik beschrieben werden:
Strömung ←→ Gravitation ←→ Elektrostatik

7.2. Lokale und totale Ableitungen *

Abb. 7.6.: Mitbewegtes System

Sei S∗ das Laborsystem, S das mitbewegte System,das ∆m folgt. Seien s∗ lokale
zeitliche Ableitungen und s totale zeitliche Ableitungen
Das 2. Newtonsches Gesetz beschreibt die Bewegung von ∆m, aber nur in S (t)
(in S∗ betrachtet man Volumina, nicht Massen)
Also ist

F m = F

m
= a = dv

dt
in S (t) (7.2.1)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 163



Strömungen 164

Lokale Ableitung:
r ist in S∗ fest

∂ρ

∂t
= ∂

∂t
ρ (r, t) = ∂

∂t
ρ (x, y, z, t)

∂v

∂t
= ∂

∂t
v (r, t) = ∂

∂t
v (x, y, z, t) (7.2.2)

Totale zeitliche Ableitungen
In S (t) beschreiben die physikalischen Grössen das gleiche Teilchen.

r = r (t) = (x (t) , y (t) , z (t)) (7.2.3)

wobei x (t) die Koordinaten in S∗ sind

ρ = ρ (r (t) , t) = ρ (x (t) , y (t) , z (t) t)
v = v (r (t) , t) = v (x (t) , y (t) , z (t) t) (7.2.4)

Ableitung: totale Ableitung auf der Bahn r (t)

dρ

dt
= d

dt
ρ (x (t) , y (t) , z (t) , t)

a = dv

dt
(7.2.5)

Zusammenhang:
Dichte

d

dt
ρ = ∂

∂t
ρ + ( grad ρ) · v (7.2.6)

Beweis:
d

dt
ρ = ∂ρ

∂x
· ∂x

∂t
+ ∂ρ

∂y
· ∂y

∂t
+ ∂ρ

∂z
· ∂z

∂t
+ ∂ρ

∂t
(7.2.7)

qed.
Beschleunigung:

a = dv

dt
= ∂v

∂t
+ ( grad v) v = ∂v

∂t
+ grad

(1
2v2

)
− v × rot v (7.2.8)

7.2.1. Kontinuitätsgleichung

Grund Massenerhaltung

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = ∂ρ

∂t
+ ρ div v = 0 (7.2.9)
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165 7.2 Lokale und totale Ableitungen *

Beweis: Ortsfests Volumen

∆V = ∆x ·∆y ·∆z

δ (∆m) = ∆x ·∆y ·∆z · ∂

∂t
ρ
(

z + 1
2∆z

)
δt

= −ρ (z + ∆z) · vz (z + ∆z) δt∆x∆y + ρ (z) vz (z) · δt ·∆x ·∆y

δ (∆m)
∂t

= ∆x∆y∆z
∂

∂t
ρ (z) = −∂ (ρ (z) vz (z))

∂z
·∆z ·∆x ·∆y

∂ρ (z)
∂t

= − ∂

∂t
(ρ (z) vz (z)) usw. (7.2.10)

Abb. 7.7.: Stromlinien in einer inkompressiblen Flüssigkeit

Die Stromlinien durch A definieren einen Schlauch, die Stromröhre, die keinen
Austausch mit der Umgebung hat. Also ist in einer inkompressiblen Flüssigkeit

A1v1 = A2v2 (7.2.11)

Dies ist die makroskopische Kontinuitätsgleichung.

7.2.1.1. Stationäre Strömung *

Sei ∂
∂t

= 0. Dann ist die Dichte dρ
dt

= ( grad ρ) · v und die Kontinuitätsgleichung
div (ρv) = 0.

a = dv

dt
= grad

(1
2v2

)
− v × rot v (7.2.12)

Im Stromfaden gilt
A1ρ1v1 = A2ρ2v2 = const (7.2.13)

Inkompressible Flüssigkeiten

dρ

dt
= ∂ρ

∂t
= 0

div v = 0 (7.2.14)

dann gilt : A1v1 = A2v2 = const.
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7.3. Innere Reibung

Fläche A

Abb. 7.8.: Innere Reibung in einer Flüssigkeit

Moleküle haben am Rand im Mittel die Geschwindigkeit der Wand.

v (z) ist parallel zur Wand.

Für die Kraft gilt
F = ηA

v

z
(7.3.1)

[η] = N s
m2 heisst Viskosität (Scherviskosität)

Beispiel:

Wasser bei 20 ◦C: 1.8 · 10−3 N s
m2

Glyzerin 1 N s
m2

Allgemein:
F = ηA

dv

dz
(7.3.2)

wobei A klein sein soll.

Temperaturabhängigkeit:

Moleküle müssen ihren Platz wechseln (→ Bolzmannstatistik)

η = η∞ exp
(

b

T

)
(7.3.3)
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167 7.4 Laminare Strömung

7.4. Laminare Strömung

Flussrichtung

Abb. 7.9.: Fotografie einer laminaren Strömung von Regenwasser auf dem Ge-
lände der Universität Ulm

Abbildung 7.9 zeigt, wie Regenwasser laminar fliesst. Das Wasser aus unterschied-
lichen Bereichen trägt unterschiedliche Schwebestoffe mit. Deren Farben zeigen die
laminare Strömung.

Abb. 7.10.: Viskose Strömung um einen Quader

Laminare Stromlinien sind dadurch charakterisiert, dass benachbarte Stromlinien
benachbart bleiben (Beispiel: Blut)
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dF 1 = −η
∂v

∂x

∣∣∣∣∣
1

dydz

dF 2 = η
∂v

∂x

∣∣∣∣∣
2

dydz = η

(
∂v

∂x

∣∣∣∣∣
1

+ ∂2v

∂x2 dx

)
dydz

dF R = dF 1 + dF 2 = η
∂2v

∂x2 dxdydz = η
∂2v

∂x2 dV (7.4.1)

Allgemein:

dF R = η

(
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂2y2 + ∂2v

∂2z2

)
dV (7.4.2)

oder
F VR

= dF

dV
= η∆v (7.4.3)

die Volumenkraft der Reibung.
Die Druckkraft ist

dF p = pdydz −
(

p + ∂p

∂x
dx

)
dydz = −∂p

∂x
dV (7.4.4)

also
F Vp = −grad p (7.4.5)

F VR
und F Vp beschreiben die Dynamik

7.4.1. Strömung durch einen Spalt *

Abb. 7.11.: Strömung durch einen Spalt

v = 0 an der Wand
v = v0 in der Mitte
dv
dx
⇒ Reibungskraft FR = 2ℓbη dv

dx

Druck: Fp = 2xbℓdp
dz
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169 7.4 Laminare Strömung

⇒ dv
dx

= 1
η

dp
dz

x

⇒ v (x) ist eine Parabel

v = v0 −
1
2η

dp

dx
x2 = v0 −

p1 − p2

2ηℓ
x2

Am Rand ist v = 0

⇒ v0 = p1 − p2

2ηℓ
d2

7.4.2. Rohrströmung

Versuch 52: Versuch zur Vorlesung:
Hagen-Poiseuille-Gesetz: Kapillaren mit verschiedenen Durchmes-
sern (Versuchskarte MF-033)

Abb. 7.12.: Rohrströmung

Am Rand ist die Geschwindigkeit null, v = 0.

FR = 2πrℓη
dv

dr

Fp = πr2 (p1 − p2)
also

dv

dr
= p1 − p2

2ηℓ
r

⇒ v = v0 −
p1 − p2

4ηℓ
r2

und
v0 = p1 − p2

4ηℓ
R2
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infinitesimal
vz (r) = − 1

4η

dp

dz

(
R2 − r2

)
Volumenstrom: dV̇ = 2πrdr · v (r)
also:

V̇ =
R∫

0

2πrv (r) dr = π (p1 − p2)
8ηℓ

R4 = π

8η

dp

dz
R4 (7.4.6)

Das ist das Gesetz von Hagen-Poiseuille (nach Gotthilf Hagen und Jean-Léonard-
Marie Poiseuille), wobei dp

dz
= −8η ⟨v⟩

R2 und ⟨v⟩ = V̇
πR2

Der Strömungswiderstand ist: 8ηℓ
πR4

7.4.3. Druck und Volumenstrom

Druckkraft Fp = πR2 (p1 − p2) = 8ηℓ
R2 V̇

7.4.4. Strömung um Kugeln

Abb. 7.13.: Strömung um eine Kugel

Die Kugel hat im Abstand r keinen Einfluss mehr auf die Strömung

⇒ −dv

dz
∼ v

r

Oberfläche: 4πr2

F ≈ η
dv

dz
· A = −η

v

r
4πr2 ∼ −4πηvr

Genauer erhält man
F = −6πηv r (7.4.7)

das Stokes-Gesetz (nach George Stokes).
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7.4.5. Prandtl-Grenzschicht

Abb. 7.14.: Prandtl-Grenzschicht (nach Ludwig Prandtl)

Reibungskraft: FR = ηA v
D

Verschieben um ℓ:
W = FR · ℓ = ηA

v

D
ℓ (7.4.8)

Kinetische Energie in der Grenzschicht:

Ekin = 1
2

D∫
0

Aρdz
(

v · z

D

)2
= 1

6Aρv2D (7.4.9)

mit W = Ekin wird

D =
√

6ηℓ

ρv

Reynolds-Kriterium (nach Osborne Reynolds)

D ≪ ℓ

⇒ ℓ

D
≫ 1√

ρvℓ2

6ηℓ
=
√

ρvℓ

6η
≫ 1 (7.4.10)

Re = ρvℓ

η
≫ 1 (7.4.11)

dabei ist ℓ eine typische Dimension und v die mittlere Geschwindigkeit.
wenn

• Re≫ 1: turbulente Strömung mit laminarer Grenzschicht

• Re≪ 1: laminare Strömung (Grenzschicht macht keinen Sinn)
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Allgemein gilt: Es gibt für jede Geometrie eine kinetische Reynoldszahl Rekrit

(nach Osborne Reynolds) mit

Re > Rekrit ⇒ turbulent
Re < Rekrit ⇒ laminar (7.4.12)

Bemerkung:
Strömungen mit der gleichen Reynoldszahl sind ähnlich ⇒ Windkanal
Bei D ≪ ℓ ist FR = ηA v

D
= A

√
v3ηρ

ℓ

FR ist etwa der Mittelwert aus

• Stokessche Reibung (nach George Stokes): ∼ ηvℓ laminare Strömung

• Newtonsche Reibung (nach Isaac Newton): ∼ ℓ2ρv2 turbulente Strömung

7.5. Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit *
Neben der Scherviskosität existiert noch die Volumenviskosität ζ

σ∗ n =
F ∗

A
= −ζ

1
ρ

dρ

dt
n = −ζ

d

dt
ln ρn (7.5.1)

Dabei ist ζ die Volumenviskosität.
Das Gesetz von Navier-Stokes (nach Claude Louis Marie Henri Navier und George
Stokes) lautet

ρ
dv

dt
= ρ

(
∂v

∂t
+ grad

v2

2 − v × rot v

)

= F V − grad p + η∆v +
(

ζ + η

3

)
grad div v

= F V − grad p− η rot ( rot v) +
(

ζ + 4η

3

)
grad div v (7.5.2)

Vereinfachungen:

• Reibungslose Medien: η = 0, ζ = 0
⇒Euler-Gleichung ρdv

dt
= F V − grad p

• Inkompressible Medien: div v = 0
ρdv

dt
= F v − grad p− η rot rot v = F v − grad p + η∆v

• Potentialströmung: div v = 0 rot v = 0
ρdv

dt
= F v − grad p = ρ grad v2

2
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173 7.6 Strömung idealer Flüssigkeiten

7.6. Strömung idealer Flüssigkeiten

Abb. 7.15.: Ideale Strömung

Bei einer idealen Strömung gibt es keine Reibung, die Strömung ist laminar.
Aus der Volumenerhaltung folgt

A1∆x1 = A2∆x2 = ∆V

Die verrichtete Arbeit ist

∆W1 = p1A1∆x1

und
∆W2 = p2A2∆x2

Wir erhalten als Energiebilanz

∆W = ∆W1 −∆W2 = ∆Ekin

und damit

(p1 − p2) ∆V = 1
2ρ∆V

(
v2

2 − v2
1

)
Das ergibt nun

p + 1
2ρv2 = p0 = const (7.6.1)

Dies ist die Bernoulli-Gleichung (nach Daniel Bernoulli und Johann I Bernoulli).
Bei der Gravitation muss noch ρgh berücksichtigt werden (allg. Epot)

7.6.1. Anwendung

Versuch 53: Versuch zur Vorlesung:
Bernoulli-Gleichung: Gesamtdruck, Staudruck, statischer Druck
(Versuchskarte MF-016)
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Abb. 7.16.: Manometer

Ein Manometer misst nur den statischen Druck.

Abb. 7.17.: Prandtlsches Staurohr (nach Ludwig Prandtl)

Dieser beträgt:

p0 − p = 1
2ρv2 (7.6.2)

Versuch 54: Versuch zur Vorlesung:
Mariotte’sche Flasche: Ausströmgeschwindigkeit nach Torricelli
(Versuchskarte MF-046)

(nach Edme Mariotte und Evangelista Torricelli)
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Abb. 7.18.: Ausströmen aus einem Loch. Links die Situation mit offener Ober-
fläche, rechts die Mariotte’sche Flasche (nach Edme Mariotte).

Der Umgebungsdruck ist p0, am Ausfluss ist der Druck p0 + ∆p. ∆p ist der Ge-
wichtsdruck der Flüssigkeit.

1
2ρv2 = ∆p

v =
√

2∆p

ρ
(7.6.3)

Bei Schweredruck ∆p = ρgh folgt v =
√

2gh

Wenn v >
√

2∆p0
ρ

= vk wird der statische Druck < 0
Es gibt eine Dampfbildung (Kavitation).

7.7. Strömungswiderstand *

Abb. 7.19.: Stromlinie

Nach Bernoulli ist der Druck vorne und hinten gleich. Also gäbe es keinen Wider-
stand (Paradoxon von d’Alembert, nach Jean Baptiste le Rond d’Alembert).
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Abb. 7.20.: Reales Bild einer Wirbelstrasse

Def. Wirbel: Wenn ein «Boot» auf einem geschlossenen Weg angetrieben wird
Def. Zirkulation :

Γ =
∮

vds =
∫

rot v da ̸= 0 (7.7.1)

Abb. 7.21.: Potentialwirbel

vr = 0 (7.7.2)

vφ = Γ
2πr

(7.7.3)

Beim Potentialwirbel gilt:

rot v = 0 für r > 0
rot v ̸= 0 für r < 0

}
für r ̸= 0 existiert ein Geschwindigkeitspotential ϕ = Γ

2π
φ
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7.7.1. Druck und Druckgradient *
Nach Bernoulli:

p = p0 −
1
2ρv2 = p0 − ρ

√
2

8π2 −
1
r2

p = 0 für r0 = Γ
2π

(
ρ

2p0

) 1
2

(7.7.4)

d.h. für r < r0 ist das Konzept des Potentialwirbels nicht sinnvoll.
Volumenkraft

F V = −grad p = −ρ
Γ2

4π2
r

r4 (7.7.5)

(nach innen gerichtet)

7.8. Helmholtzsche Wirbelsätze *

Abb. 7.22.: Helmholtzsche Wirbelsätze. Jeder Wirbel hat eine Linie, um die sich
im Inneren des Wirbels die Teilchen bewegen. Dies ist der Wirbel-
faden.

Die Wirbelsätze nach Hermann von Helmholtz für Medien ohne Viskosität lauten
nach F. Kneubühl [Kne78]
1. Satz Im Inneren eines Gases oder einer Flüssigkeit können keine Wirbel begin-

nen.

2. Satz Teilchen sind in einem Wirbel gefangen, sie können weder dazu stossen
noch sich aus dem Wirbel entfernen.

3. Satz Die Zirkulation

Γ =
∮
Q

v · ds (7.8.1)

ist für jeden Wirbelquerschnitt Q senkrecht zum Wirbelfaden konstant (siehe
Abbildung 7.22).
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8. Schwingungen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 141])
Wenn sich ein System nicht in seiner Gleichgewichtslage befindet, dann schwingt in
der Regel seine Position um diese Lage. Diese periodischen oder quasiperiodischen
Bewegungen werden Schwingungen genannt. Die Schwingungsform kann sinusför-
mig sein (harmonische Schwingung) oder eine allgemeine Form haben. Mathemati-
sche Sätze sagen, dass jede periodische Bewegung in eine Summe von sinusförmigen
Bewegungen aufgeteilt werden kann.

8.1. Harmonische Schwingungen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 141])

Abb. 8.1.: Masse-Feder-System als Modell eines schwingungsfähigen Systems.

Die Kraft auf die Masse ist durch

F = −kx (8.1.1)
gegeben, wobei k die Federkonstante ist. Durch diese Kraft wird die Masse be-
schleunigt, so dass

F = −kx = ma = m
d2x

dt2

Umgeschrieben erhalten wir die Bewegungsgleichung

a = d2x

dt2 = −
(

k

m

)
x (8.1.2)

Die Beschleunigung ist also proportional zur Auslenkung. Traditionellerweise wird
die obige Gleichung auch als
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d2x

dt2 +
(

k

m

)
x = 0 (8.1.3)

geschrieben. Die Bewegung ist periodisch mit der Frequenz ν = 1/T , wobei T die
Schwingungsdauer ist.

Frequenzen werden in Hertz Hz = 1
s gemessen. Die Kreisfrequenz

ω hängt über ω = 2πν mit der Frequenz ν zusammen. Die Kreis-
frequenz hat die gleiche Einheit, darf aber nicht mit der Frequenz
verwechselt werden.

Die Lösung der Gleichung (8.1.3) ist

x = A cos (ωt + δ) (8.1.4)

• A ist die Amplitude der Schwingung

• ω die Kreisfrequenz

• δ die Phase

Link zur Vorlesung: (Simulation des Feder-Masse-Pendels)

Diese Lösung wird durch die angegebene Simulation illustriert. Die Phase ist nur
bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2π bestimmt (Eigenschaft der Winkelfunk-
tionen). Die Position beim Nulldurchgang ist x(0) = A cos (δ).

Ist die Beschleunigung eines Gegenstandes proportional zu seiner
Auslenkung und dieser entgegengesetzt, so führt der Gegenstand eine
einfache harmonische Schwingung durch.

Die Geschwindigkeit der Masse ist

v = dx

dt
= −Aω sin (ωt + δ) (8.1.5)

Die Geschwindigkeit bei t = 0 ist v(0) = −Aω sin δ. Da von den drei die Schwin-
gung bestimmenden Grössen zwei, A und ω unbekannt sind, reicht die Kenntnis
der Position zur Zeit t = 0 und der Geschwindigkeit zu dieser gleichen Zeit aus,
um die Schwingungsform zu bestimmen.
Die Beschleunigung ist

a = d2x

dt2 = −Aω2 cos (ωt + δ) (8.1.6)

Mit Gleichung (8.1.2) kann man schreiben

a = −
(

k

m

)
x = −

(
k

m

)
A cos (ωt + δ)− Aω2 cos (ωt + δ) (8.1.7)
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und damit

ω2 = k

m
(8.1.8)

Damit sind die Frequenz und die Schwingungsdauer

ν = 1
2π

√
k

m
(8.1.9a)

T = 2π

√
m

k
(8.1.9b)

Die Schwingungsdauer hängt nicht von der Amplitude ab (lineares
System).

8.1.1. Harmonische Schwingungen und Kreisbewegung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 387])

Abb. 8.2.: Zusammenhang zwischen der Kreisbewegung und einer Schwingung.

Da die Funktionen sin ωt und cos (ωt) beide die Schwingungsgleichung (8.1.3) er-
füllen, kann geschlossen werden, dass eine harmonische Schwingung die Projektion
einer Kreisbewegung ist. Nach der Definition des Cosinus ist die Projektion des
umlaufenden Radius A auf die x-Achse gerade der Cosinus.

Link zur Vorlesung: (Simulation des Zusammenhangs zwischen einer Schwin-
gung und einer Kreisbewegung)

8.1.2. Energiebilanz bei harmonischen Schwingungen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 388])
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Die potentielle Energie einer um die Länge x ausgelenkten Feder ist

Epot(t) = 1
2kx2(t) (8.1.10)

Die kinetische Energie ist

Ekin(t) = 1
2mv2(t) (8.1.11)

Beide Energien hängen von der Zeit ab. Die Erhaltung der mechanischen Energie
fordert

Eges(t) = const = Ekin(t) + Epot(t) = 1
2mv2(t) + 1

2kx2(t) (8.1.12)

Am Umkehrpunkt, bei der maximalen Auslenkung |x(t)| = A ist die Geschwindig-
keit v(t) = 0. Also ist bei einem harmonischen Oszillator

Eges = 1
2kA2 (8.1.13)

die Gesamtenergie.

Setzen wir die Lösung x(t) = A cos (ωt + δ) und damit auch dx(t)
dt

= −Aω sin (ωt + δ)
jeweils ein, erhalten wir

Epot(t) = 1
2kA2 cos2 (ωt + δ) (8.1.14a)

Ekin(t) = 1
2mA2ω2 sin2 (ωt + δ)

= 1
2kA2 sin2 (ωt + δ) (8.1.14b)

wobei wir ω2 = k/m verwendet haben. Die Gesamtenergie ist

Eges(t) = 1
2kA2 cos2 (ωt + δ) + 1

2kA2 sin2 (ωt + δ)

= 1
2kA2

[
sin2 (ωt + δ) + cos2 (ωt + δ)

]
= 1

2kA2 (8.1.15)

unabhängig von t. Der Energiegehalt eines harmonischen Oszillators pendelt zwi-
schen zwei Energiereservoirs, hier der kinetischen und der potentiellen Energie,
hin und her.

Immer dann, wenn in einem System zwei Energiereservoirs gekoppelt
sind und Energie zwischen ihnen ausgetauscht wird, ist das System
ein Oszillator.
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Beispiele:

• Kinetische und potentielle Energie beim Pendel oder beim Feder-Masse-
System

• Energie im elektrischen und im magnetischen Feld (Schwingkreis)

• Energie im elektrischen Feld und im Gravitationsfeld

Die kinetische und die potentielle Energie können mit dem Winkel der mo-
mentanen Phase Θ = ωt + δ wie folgt geschrieben werden:

Epot(t) = Eges cos2 (Θ)

= Eges
1
2 (1 + cos (2Θ)) (8.1.16a)

Ekin(t) = Eges sin2 (Θ)

= Eges
1
2 (1− cos (2Θ)) (8.1.16b)

Damit ist auch sofort klar, dass die Mittelwerte

⟨Epot⟩ = ⟨Ekin⟩ = 1
2Eges (8.1.17)

sind.

8.1.3. Feder-Masse-System im Schwerefeld
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 392])

Abb. 8.3.: Schwingendes System im Schwerefeld.
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Eine Feder im Schwerefeld mit Masse wird durch die Bewegungsgleichung

m
d2x

dt2 = −kx + mg (8.1.18)

beschrieben.

Link zur Vorlesung: (2. Simulation)

Die Ruhelage ist durch 0 = −kx0 + mg gegeben. Also ist

x0 = mg

k
(8.1.19)

Wir wissen, wie wir ein Feder-Masse-System berechnen müssen, wenn wir die Ko-
ordinate x′ = x− x0 verwenden. Da die beiden Koordinatensysteme x und x′ sich
nur um eine Konstante unterscheiden, sind die ersten Ableitungen dx

dt
= dx′

dt
und

die zweiten Ableitungen d2x
dt2 = d2x′

dt2 gleich. Deshalb wird Gleichung (8.1.18)

m
d2x

dt2 = −k (x′ + x0) + mg = −kx′ − kx0 + mg = −kx′ (8.1.20)

da kx0 = mg ist. Damit erhalten wir die bekannte Lösung

x′(t) = A cos (ωt + δ) (8.1.21)

Die potentielle Energie bezogen auf die neue Gleichgewichtslage x0 ist

Epot,F = 1
2k (x′ + x0)2 − 1

2kx2
0 = 1

2kx′2 + kx′x0 = 1
2kx′2 + mgx′ (8.1.22)

da kx0 = mg ist. Zusätzlich gibt es die potentielle Energie der Gravitation
Epot,g = −mgx′ bezogen auf die Ruhelage. Die gesamte potentielle Energie
ist die Summe aus den potentiellen Energien der Feder und der Gravitation.

Epot = Epot,F + Epot,g = 1
2kx′2 + mgx′ −mgx′ = 1

2kx′2 (8.1.23)

Diese potentielle Energie ist unabhängig von g, wenn wir von der jeweiligen
Ruhelage aus rechnen.

186 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti

https://www.walter-fendt.de/html5/phde/springpendulum_de.htm
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8.1.4. Pendel im Schwerefeld
8.1.4.1. Mathematisches Pendel

Abb. 8.4.: Mathematisches Pendel im Schwerefeld.

Ein mathematisches Pendel ist eine Punktmasse m aufgehängt an einem masselo-
sen Faden der Länge L.
Der vom Pendel zurückgelegte Weg ist die Bogenlänge

s = Lϕ (8.1.24)
Die Kraft tangential an den Bogen −mg sin (ϕ) beschleunigt die Masse m. Die
Bewegungsgleichung ist

−mg sin ϕ = m
d2s

dt2 (8.1.25)

Umgeschrieben erhalten wir

d2s

dt2 = −g sin ϕ = −g sin s

L
(8.1.26)

Für sehr kleine Winkel ϕ≪ 1 ist sin ϕ ≈ ϕ. Damit wird die obige Gleichung

d2s

dt2 = −g
s

L
= g

L
s (8.1.27)

Mit g/L = ω2 erhalten wir die Schwingungsgleichung

d2s

dt2 = −ω2s (8.1.28)

deren Lösung s(t) = s0 cos (ωt + δ) bekannt ist. Die Schwingungsdauer ist

T = 2π

ω
= 2π

√
L

g
(8.1.29)

Link zur Vorlesung: (Simulation eines Fadenpendels von Walter Fendt)
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Für grosse Amplituden ist die Schwingungsdauer durch die Reihenentwicklung

T = 2π

√
L

g

[
1 + 1

22 sin2
(1

2
s0

L

)
+ 1

22

(3
4

)2
sin4

(1
2

s0

L

)
+ . . .

]
(8.1.30)

gegeben.

8.1.4.2. Physikalisches Pendel

Abb. 8.5.: Physikalisches Pendel. A ist der Aufhängungspunkt, S der Massen-
mittelpunkt.

Wir müssen nun mit dem Massenträgheitsmoment (Siehe Abschnitt 3.6.4)
des Pendels bezüglich des Drehpunktes A rechnen. Das Drehmoment ist

T = Iα = I
d2ϕ

dt2 (8.1.31)

Die Bewegungsgleichung lautet also

−mgd sin ϕ = I
d2ϕ

dt2 (8.1.32)

In der traditionellen Schreibweise lautet die Bewegungsgleichung

d2ϕ

dt2 + mgd

I
sin ϕ = 0 (8.1.33)

Mit mgd
I

= ω2 und unter der Annahme einer kleinen Amplitude ist das physikali-
sche Pendel ein harmonischer Oszillator mit der Bewegungsgleichung

d2ϕ

dt2 + ω2ϕ = 0 (8.1.34)

Die Schwingungsdauer ist

T = 2π

ω
= 2π

√
I

mgd
(8.1.35)

Eine Anwendungsmöglichkeit dieser Gleichung ist die Bestimmung des Trägheits-
momentes eines Körpers
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I = mgdT 2

4π2 (8.1.36)

Zum Beispiel ist für einen einseitig eingespannten Stab das Trägheitsmoment nach
Gleichung (3.6.25) I = 1

3mℓ2. Der Massenmittelpunkt liegt in der Mitte, also
d = 1

2ℓ. Damit wird die Schwingungsdauer

T = 2π

√√√√ 1
3mℓ2

mg 1
2ℓ

= 2π

√
2ℓ

3g

Vergleiche dies mit dem Resultat für ein mathematisches Pendel T = 2π
√

ℓ
g
.

Versuch 55: Versuch zur Vorlesung:
Physikalisches Pendel und Reversionspendel: Bestimmung der Fall-
beschleunigung g (Versuchskarte SW-61)

8.1.4.3. Torsionspendel

Abb. 8.6.: Torsionspendel (analog zur Gravitationswaage).

Das rückstellende Drehmoment ist proportional zum Verdrillungswinkel und dient
zur Winkelbeschleunigung des Drehkörpers mit dem Trägheitsmoment I

T = −Dϕ = I
d2I

dt2 (8.1.37)

Wieder setzen wir ω2 = D
I

. Die Periodendauer T0 ist

T0 = 2π

√
I

D
(8.1.38)

8.1.5. Bewegung in der Nähe von Gleichgewichtspunkten
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 400])
Wir nehmen eine allgemeine Potentialfunktion
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Epot (x) = Epot(x0)+ dEpot (x)
dx

∣∣∣∣∣
x0

(x−x0)+ 1
2

d2Epot (x)
dx2

∣∣∣∣∣
x0

(x−x0)2 + . . . (8.1.39)

an und entwickeln sie in eine Taylorreihe (nach Brook Taylor) um den Punkt
x0. Dieser Punkt soll ein Gleichgewichtspunkt sein

(
dEpot(x)

dx

∣∣∣
x0

= 0
)

. Dann ist die

Kraft F (x) = −dEpot(x)
dx

als Funktion durch die erste Ableitung der potentiellen
Energie gegeben. Die Steigung der Kraft-Distanz-Kurve, die Federkonstante
k ist durch die zweite Ableitung gegeben.
Also kann an jedem Gleichgewichtspunkt bei genügend kleinen Auslenkungen die
Schwingungsgleichung

0 = m
d2x

dt2 + d2Epot (x)
dx2

∣∣∣∣∣
x0

(x− x0) (8.1.40a)

0 = dEpot (x) y

dx

∣∣∣∣∣
x0

(8.1.40b)

geschrieben werden. Die Schwingungsdauer für kleine Bewegungen ist

T = 2π

√√√√ m
d2Epot(x)

dx2

∣∣∣
x0

(8.1.41)

8.2. Gedämpfte Schwingung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 401]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 150])
Eine genaue Beobachtung zeigt, dass die Amplitude jeder freie Schwingung sich
nach einer gewissen, charakteristischen Zeit um einen bestimmten Betrag ernied-
rigt. Die Dämpfung ist in vielen Fällen proportional zur Geschwindigkeit

F D = −bv (8.2.1)

Das Kräftegleichgewicht ergibt

−kx− bv = m
dv

dt
(8.2.2)

Für kleine Dämpfungen ist die neue Resonanzfrequenz ω′ in der Nähe von ω0. Mit
jeder Schwingung nimmt die Energie Etot = Epot(xmax) = Ekin(vmax) = 2 ⟨Ekin⟩ =
⟨mv2⟩ = m ⟨v2⟩ in einer definierten Zeiteinheit um einen bestimmten Betrag ab.
Diese Leistung ist

P = dEtot

dt
= F D · v = −bv2 (8.2.3)

Wenn wir v2 durch ⟨v2⟩ = Etot

m
ersetzt, bekommt man
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dEtot

dt
= − b

m
Etot (8.2.4)

Der Energiegehalt eines gedämpften Oszillators nimmt also exponentiell ab. Die
relative Energieabnahme ist für alle Zeiten gleich. Wir lösen die Gleichung durch

dEtot

Etot

= − b

m
dt (8.2.5)

und erhalten nach der Integration

ln Etot(t) = − b

m
t + C (8.2.6)

oder, nach einer Exponentiation

Etot(t) = e−(b/m)t+C = eC · e−(b/m)t = E0e
−(b/m)t (8.2.7)

Wir haben E0 = eC gesetzt. Mit der Zeitkonstante τ = m/b bekommen wir

E = E0e
−(b/m)t = E0e

−t/τ (8.2.8)

8.2.1. Güte des schwingungsfähigen Systems
Der Energieverlust pro Periode T ist

∆Etot

Etot

= − b

m
T (8.2.9)

Man charakterisiert die Dämpfung eines schwingungsfähigen Systems oft durch die
Güte Q. Wenn der Energieverlust pro Periode ∆Etot ist, gilt

Q = 2π
Etot

−∆Etot

(8.2.10)

Der Q-Faktor ist umgekehrt zum relativen Energieverlust pro Periode

−∆Etot

Etot

= 2π

Q

Es gilt auch

Q = 2π
Etot

−∆Etot

= 2π
m

bT
= 2π

τ

T
(8.2.11)

Da die Energie des Oszillators proportional zum Amplitudenquadrat ist (Etot =
1
2kx2

max = 1
2kA2 gilt für die Amplitudenabnahme

Etot

E0
= A2

A2
0

= e−t/τ (8.2.12)

Also ist

A = A0e
−t/(2τ) (8.2.13)

Die Lösung der Schwingungsgleichung für den gedämpften Oszillator ist
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x(t) = A0e
−(b/(2m))t cos (ω′t + δ) (8.2.14a)

ω′ = ω0

√√√√√1−
(

b

2mω0

)2
= ω0

√√√√1− 1
4Q2 (8.2.14b)

Wenn die Dämpfung den kritischen Wert bk = 2mω0 übertrifft, schwingt das Sys-
tem nicht mehr. Für b = bk nennt man das System kritisch gedämpft. Für b > bk

ist es überkritisch gedämpft und für b < bk unterkritisch gedämpft.
Zum Beispiel verwendet man in Autos geschwindigkeitsproportionale Stossdämp-
fer um eine kritische Dämpfung zu erreichen. Sind die Stossdämpfer alt, wird die
Dämpfung der Fahrzeugschwingungen, z.B. durch Bodenwellen angeregt, unterkri-
tisch und man fliegt von der Strasse.

8.3. Erzwungene (gedämpfte) Schwingung und
Resonanz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 406]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 154])

Abb. 8.7.: Mit einem Exzenter angetriebenes Pendel
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193 8.3 Erzwungene (gedämpfte) Schwingung und Resonanz

Versuch 56: Versuch zur Vorlesung:
Erzwungene Schwingung: Federpendel (Aufbau mit PC) (Versuchs-
karte SW-90)

Das vorliegende System wird durch zwei Grössen charakterisiert: die Anregungs-
schwingung z(t) = z0 cos (ωt) sowie durch das Federpendel mit der Masse m, der
Dämpfung b und die Federkonstante k. Die rücktreibende Kraft an der Feder ist

FF (t) = −k (x(t)− z(t)) (8.3.1)

Die Beschleunigung ist wieder durch mẍ(t) = F (t) gegeben; die geschwindig-
keitsproportionale Dämpfung durch −bẋ(t)
Die Bewegungsgleichung ist also

F (t) = −k (x(t)− z(t))− bẋ(t) = mẍ(t) (8.3.2)

Wenn wir z(t) einsetzten und umstellen, erhalten wir

mẍ(t) + bẋ(t) + kx(t) = z0k cos (ωt) (8.3.3)

Wir teilen durch m und kürzen k/m = ω2
0 ab und erhalten

ẍ(t) + b

m
ẋ(t) + ω2

0x(t) = z0ω
2
0 cos (ωt) (8.3.4)

Link zur Vorlesung: (Simulation des Einschwingvortganges von Walter Fendt)
Hinweis: Schauen Sie sich das Diagramm Elongation an, und setzen Sie die Fe-
derkonstante auf 7 N

m , die Masse auf 1 kg, die Dämpfung auf 0.1 1
s sowie die Kreis-

frequenz auf 2 rad
s . Dann können Sie das Einschwingverhalten sehr gut beobachten.

Die Lösung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen: dem Einschwingvorgang als
Lösung der Gleichung

ẍ(t) + b

m
ẋ(t) + ω2

0x(t) = 0

(analog zur freien gedämpften Schwingung, dieser Teil klingt ab gegen 0) sowie der
stationären Lösung. Dieser Lösungsteil hat die Form

x(t) = A(ω) cos (ωt− δ (ω)) (8.3.5)

wobei wir hier ein Minuszeichen vor der Phase setzen, damit diese die Phasen-
differenz zur Anregung darstellt. Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten
wir

A(ω)
[
−ω2 cos (ωt− δ (ω))− b

m
ω sin (ωt− δ (ω)) + ω2

0 cos (ωt− δ (ω))
]

= z0ω
2
0 cos (ωt) (8.3.6)

Um die Gleichung zu lösen müssen wir die Winkelfunktionen sin und cos mit
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Phasen in reine Winkelfunktionen auflösen. Also setzen wie cos (ωt− δ (ω)) =
cos (ωt) cos (δ (ω)) + sin (ωt) sin (δ (ω)) und sin (ωt− δ (ω)) = sin (ωt) cos (δ (ω))−
cos (ωt) sin (δ (ω)). Wir bekommen dann

z0ω
2
0 cos (ωt) =A(ω)

[
−ω2 cos (ωt) cos (δ (ω))

+ b

m
ω cos (ωt) sin (δ (ω))

+ω2
0 cos (ωt) cos (δ (ω))

]
(8.3.7a)

0 =A(ω)
[
−ω2 sin (ωt) sin (δ (ω))

− b

m
ω sin(ωt) cos (δ (ω))

+ω2
0 sin (ωt) sin (δ (ω))

]
(8.3.7b)

Diese Gleichungen können vereinfacht werden

z0ω
2
0 = A(ω)

[
−ω2 cos (δ (ω)) + b

m
ω sin (δ (ω)) + ω2

0 cos (δ (ω))
]

0 = −ω2 sin (δ (ω))− b

m
ω cos (δ (ω)) + ω2

0 sin (δ (ω)) (8.3.8a)

Aus der zweiten Gleichung folgt

(
ω2

0 − ω2
)

sin (δ (ω)) = b

m
ω cos (δ (ω)) (8.3.9)

und daraus

tan (δ(t)) = bω

m (ω2
0 − ω2) (8.3.10)

Wir verwenden cos (ϕ) = 1√
1+tan2(ϕ)

und sin (ϕ) = cos (ϕ) · tan (ϕ) = tan(ϕ)√
1+tan2(ϕ)

und bekommen aus der ersten Gleichung Nach Teilen durch A(ω)

z0ω
2

A(ω) = ω2
0 − ω2√

1 + tan2(δ(t))
+ bω

m

tan (δ(t))√
1 + tan2(δ(t))

=
ω2

0 − ω2 + b2ω2

m2(ω2
0−ω2)√

1 + b2ω2

m2(ω2
0−ω2)2

=
(ω2

0 − ω2)2 + b2ω2

m2√
(ω2

0 − ω2)2 + b2ω2

m2

=
√

(ω2
0 − ω2)2 + b2ω2

m2 (8.3.11)

Zusammengefasst ist die stationäre Lösung durch die Amplitude und Phase

194 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



195 8.3 Erzwungene (gedämpfte) Schwingung und Resonanz

δ(ω) = arctan
(

bω

m (ω2
0 − ω2)

)
(8.3.12a)

A(ω) = z0ω
2√

(ω2
0 − ω2)2 + b2ω2

m2

(8.3.12b)

gegeben.

Mit der Definition der Güte aus Gleichung (8.2.11) sowie mit ω0 = 2πν = 2π
T

schreiben wir zuerst

Q = 2π
m

bT
= ω0

m

b
⇔ b

m
= ω0

Q
(8.3.13)

und erhalten

δ(ω) = arctan
 ωω0

Q (ω2
0 − ω2)

 (8.3.14a)

A(ω) = z0ω
2√

(ω2
0 − ω2)2 + ω2ω2

0
Q2

(8.3.14b)

Noch kompakter ist die folgende Schreibweise für die Amplitude

A(ω) = z0ω
2/ω2

0√
(1− ω2/ω2

0)2 + ω2

ω2
0Q2

(8.3.15)

Die Frequenz, bei der die Amplitude maximal wird, also die Resonanzfrequenz, ist

ωR =
√

ω2
0 −

b2

2m2 = ω0

√
1− 1

2Q2 (8.3.16)

Diese Frequenz, die durch die Gleichung dA(ω)
dω

= 0 definiert ist, ist kleiner als die
Eigenfrequenz eines gedämpften Systems (Siehe Gleichung (8.2.14)).
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Bei der Resonanzfrequenz des ungedämpften Systems gegeben durch
ω = ω0 ist die Phase

δ(ω0) = π/2 (8.3.17)
Die Steigung der Phase dδ(ω)/dω hat an der Stelle ω0 den Wert

dδ (ω)
dω

∣∣∣∣∣∣
ω0

= 2 Q

ω0
(8.3.18)

Es ist sehr viel einfacher, ω0 und Q aus der Phase wie aus der Am-
plitude zu bestimmen.

8.4. Überlagerung von Schwingungen
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 142])

8.4.1. Schwingungen in unterschiedliche Richtungen
Wenn in der x-Richtung eine Schwingung x(t) = x0 cos (ωxt) und in der y-Richtung
eine Schwingung y(t) = y0 cos (ωyt + δ) überlagert werden, entstehen Lissajous-
Figuren. Solche Schwingungen können entstehen, wenn zum Beispiel eine Kugel in
einer elliptischen Potentialmulde hin- und herschwingt.

8.4.2. Schwingungen gleicher Richtung und Frequenz, aber
unterschiedlicher Amplitude

�

Abb. 8.8.: Zeigerdiagramm. Links für zwei Zeiten, in der Mitte das Zeigerdia-
gramm für zwei Schwingungen (rot) und (blau) mit der Summe (grün)
und rechts die Winkel.
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197 8.4 Überlagerung von Schwingungen

Eine Schwingung x(t) = x0 cos (ωt + δ) kann durch einen Zeiger dargestellt werden.
Die Projektion dieses Zeigers auf die x-Achse ergibt das Schwingungsbild.
Wenn zwei Schwingungen unterschiedlicher Amplitude und Phase, aber gleicher
Frequenz addiert werden, kann man die trigonometrischen Sätze für schiefwinklige
Dreiecke anwenden. So ist nach dem Cosinussatz

A2 = A2
1 + A2

2 − 2A1A2 cos (π − δ2 + δ1) (8.4.1)

oder

A =
√

A2
1 + A2

2 + 2A1A2 cos (δ2 + δ1) (8.4.2)

Der Sinussatz liefert

A

sin (π − δ2 + δ1)
= A

sin (δ1 − δ2)
= A2

sin (δ − δ1)
(8.4.3)

Wenn wir die Zeit zur Berechnung so wählen, dass δ1 = 0 ist, so ergibt sich

sin (δ) = A2

A
sin (δ2) (8.4.4a)

A =
√

A2
1 + A2

2 + 2A1A2 cos (δ2) (8.4.4b)

8.4.3. Schwingungen gleicher Richtung, aber leicht
unterschiedlicher Frequenz

Die Frequenzen der beiden Schwingungen sollen um ∆ω verschieden sein. Wir
setzen an

x1(t) = A1 cos (ωt + δ1) (8.4.5a)
x2(t) = A2 cos ((ω + ∆ω) t + δ2) (8.4.5b)

Die resultierende Schwingung ist

x(t) = x1(t) + x2(t) = A1 cos (ωt + δ1) + A2 cos ((ω + ∆ω) t + δ2) (8.4.6)

Wir rechnen nun wie folgt um

x(t) =A1 cos (ωt + δ1) + A2 cos ((ωt + δ1) + ∆ωt + δ2 − δ1)
=A1 cos (ωt + δ1) + A2 cos (ωt + δ1) cos (∆ωt + δ2 − δ1)
− A2 sin (ωt + δ1) sin (∆ωt + δ2 − δ1)

= cos (ωt + δ1) [A1 + A2 cos (∆ωt + δ2 − δ1)]
− A2 sin (ωt + δ1) sin (∆ωt + δ2 − δ1) (8.4.7)

Dies entspricht einer Schwingung der Frequenz ω mit einer aufmodulierten Fre-
quenz ∆ω. Wir nennen dieses Verhalten auch Schwebung. Transparenter wird
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die Rechnung, wenn komplexe Zahlen verwendet werden. Anstelle von cos (ωt + δ)
schreiben wir ei(ωt+δ), wobei wieder i =

√
−1 ist. Wir schreiben

x1(t) = A1e
i(ωt+δ1) (8.4.8a)

x2(t) = A2e
i((ω+∆ω)t+δ2) (8.4.8b)

und weiter

x(t) = x1(t) + x2(t)
= A1e

i(ωt+δ1) + A2e
i((ωt+δ1)+∆ωt+δ2−δ1)

= A1e
i(ωt+δ1) + A2e

i(ωt+δ1)ei(∆ωt+δ2−δ1)

= ei(ωt+δ1)
[
A1 + A2e

i(∆ωt+δ2−δ1)
]

(8.4.9)

8.4.4. Fouriertransformation

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 146])

Die obige Schwingung ist nicht nur durch den zeitlichen Verlauf, sondern auch
durch das Frequenzspektrum sowie das Phasenspektrum charakterisiert.
Grundlage für diese Aussage ist der Mathematische Satz, dass sich jede periodische
Funktion f(t) = f(t + T ) (Frequenz ω = 2π/T als Fourierreihe

f(t) =
∞∑

k=0
Ak cos (kωt + δk) (8.4.10)

schreiben lässt. Alternativ kann man auch

f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
ak cos (kωt) +

∞∑
k=1

bk sin (kωt) (8.4.11)

Für gerade Funktionen f(t) = f(−t) sind alle bk = 0, für ungerade Funktionen
sind alle ak = 0.
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Abb. 8.9.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
cos (((2k − 1) ωt) / (2k − 1).

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufennum-
mer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.9 zeigt die Fouriersynthese einer Rechteckschwingung (oder
die Fourieranalyse einer Rechteckschwingung).
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Abb. 8.10.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
(−1)k−1 cos ((2k − 1) ωt) / (2k − 1)2.

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.10 zeigt die Fouriersynthese einer Dreieckschwingung (oder
die Fourieranalyse einer Dreieckschwingung).
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−2
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Abb. 8.11.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
(−1)k−1 cos ((2k − 1) ωt) / (2k − 1).

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.11 zeigt die Fouriersynthese einer Pulsfolge (oder die Fou-
rieranalyse einer Pulsfolge). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k − 1)−1.
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Abb. 8.12.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
(−1)k−1 cos ((2k − 1) ωt) / (2k − 1)2/3.

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.12 zeigt die Fouriersynthese einer Pulsfolge (oder die Fou-
rieranalyse einer Pulsfolge). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k − 1)−2/3 = (2k − 1)−0.666.
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Abb. 8.13.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
(−1)k−1 cos ((2k − 1) ωt) / (2k − 1)1/2.

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.13 zeigt die Fouriersynthese einer Pulsfolge (oder die Fou-
rieranalyse einer Pulsfolge). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k − 1)−1/2 = (2k − 1)−0.5.
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Abb. 8.14.: Synthese einer Schwingung mit
f(t) = a0

2 +
∞∑

k=1
(−1)k−1 cos ((2k − 1) ωt) / (2k − 1)1/6.

Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.

Abbildung 8.14 zeigt die Fouriersynthese einer Pulsfolge (oder die Fou-
rieranalyse einer Pulsfolge). Hier ist der Gewichtsfaktor (2k − 1)−1/6 = (2k − 1)−0.166.
Die folgenden Applets illustrieren die Fourieranalyse und -synthese:
Link zur Vorlesung: (Musik und Fouriersynthese, Duke University)
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Link zur Vorlesung: (Fouriersynthese zum Hören von Jürgen Berkemeier )

8.5. Gekoppelte Schwingungen
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 181])

Versuch 57: Versuch zur Vorlesung:
Gekoppelte Stangenpendel (Versuchskarte SW-50)

Abb. 8.15.: Gekoppelte Pendel. Zwei mathematische Pendel im Abstand d mit
jeweils der Länge L sind mit einer masselosen Feder der Ruhelänge
d und der Federkonstante k gekoppelt.

Wenn das linke Pendel um ϕ1 und das rechte Pendel um ϕ2 ausgelenkt wird (in
beiden Fällen wird nach rechts positiv gezählt), dann verändert sich die Länge der
Feder um

∆d = ℓ (sin (ϕ1)− sin (ϕ2)) ≈ ℓ (ϕ1 − ϕ2) (8.5.1)
für kleine Auslenkungen. Deshalb ist die Kraft, die auf das linke Pendel ausgeübt
wird

FF,1 = −k∆d ≈ −kℓ (ϕ1 − ϕ2) (8.5.2)
Entsprechend ist die Kraft auf das rechte Pendel

FF,2 = −k (−∆d) ≈ kℓ (ϕ1 − ϕ2) (8.5.3)
Diese Kräfte entsprechen den Drehmomenten

TF,1 = ℓFF,1 = −kℓ2 (ϕ1 − ϕ2) (8.5.4a)
TF,2 = ℓFF,2 = kℓ2 (ϕ1 − ϕ2) (8.5.4b)
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203 8.5 Gekoppelte Schwingungen

Die durch die Gravitation hervorgerufenen Momente an den Pendeln sind

TG,1 = −Lmg sin ϕ1 ≈ −Lmgϕ1 (8.5.5a)
TG,2 = −Lmg sin ϕ2 ≈ −Lmgϕ2 (8.5.5b)

Wir beachten, dass für eine Punktmasse m an einem masselosen Faden der Länge
L das Trägheitsmoment I = mL2 ist und erhalten die linearisierte Momentenglei-
chung

Iϕ̈1 = mL2ϕ̈1 = −Lmgϕ1 − kℓ2 (ϕ1 − ϕ2) (8.5.6a)
Iϕ̈2 = mL2ϕ̈2 = −Lmgϕ2 + kℓ2 (ϕ1 − ϕ2) (8.5.6b)

Wir teilen durch mL2 und schreiben in Matrizenform(
ϕ̈1
ϕ̈2

)
=
(
− g

L
− kℓ2

mL2 + kℓ2

mL2

+ kℓ2

mL2 − g
L
− kℓ2

mL2

)(
ϕ1
ϕ2

)
(8.5.7)

Wir nehmen an, dass beide Pendel mit der gleichen Frequenz ω schwingen. Wir
setzen also an

ϕ1(t) = ϕ1,0e
iωt (8.5.8a)

ϕ2(t) = ϕ2,0e
i(ωt+δ) (8.5.8b)

Eingesetzt in Gleichung (8.5.6) bekommen wir

−ω2ϕ1,0e
iωt = − g

m
ϕ1,0e

iωt − kℓ2

mL2

(
ϕ1,0e

iωt − ϕ2,0e
iωteiδ

)
(8.5.9a)

−ω2ϕ2,0e
iωteiδ = − g

L
ϕ2,0e

iωteiδ + kℓ2

mL2

(
ϕ1,0e

iωt − ϕ2,0e
iωteiδ

)
(8.5.9b)

Wir teilen durch eiωt ̸= 0

−ω2ϕ1,0 = − g

L
ϕ1,0 −

kℓ2

mL2

(
ϕ1,0 − ϕ2,0e

iδ
)

(8.5.10a)

−ω2ϕ2,0e
iδ = − g

L
ϕ2,0e

iδ + kℓ2

mL2

(
ϕ1,0 − ϕ2,0e

iδ
)

(8.5.10b)

Wir stellen die Gleichung um und sortieren nach den beiden unbekannten ϕ1,0 und
ϕ2,0e

iδ.

0 =
[
−ω2 + g

L
+ kℓ2

mL2

]
ϕ1,0 −

kℓ2

mL2 ϕ2,0e
iδ (8.5.11a)

0 = − kℓ2

mL2 ϕ1,0 +
[
−ω2 + g

L
+ kℓ2

mL2

]
ϕ2,0e

iδ (8.5.11b)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 203



Schwingungen 204

Wir verwenden die folgenden Abkürzungen

A = −ω2 + g

L
+ kℓ2

mL2 (8.5.12a)

B = kℓ2

mL2 (8.5.12b)

x = ϕ1,0 (8.5.12c)
y = ϕ2,0e

iδ (8.5.12d)

und müssen damit die Gleichung

0 = Ax−By (8.5.13a)
0 = −Bx + Ay (8.5.13b)

lösen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit B und die zweite mit A und
bekommen

0 = ABx−B2y (8.5.14a)
0 = −ABx + A2y (8.5.14b)

und addieren die Gleichungen. Damit wird

0 = y(A2 −B2) (8.5.15)

Damit diese Gleichung für alle y eine Lösung ist, muss A2 = B2 sein. Diese Be-
stimmungsgleichung für ω hat zwei Lösungen

A1 = B (8.5.16a)
A2 = −B (8.5.16b)

oder

−ω2
1 + g

L
+ kℓ2

mL2 = kℓ2

mL2 (8.5.17a)

−ω2
2 + g

L
+ kℓ2

mL2 = − kℓ2

mL2 (8.5.17b)

Wir vereinfachen diese beiden Gleichungen und lösen nach ωi auf

ω2
1 = g

L
(8.5.18a)

ω2
2 = g

L
+ 2 kℓ2

mL2 = ω2
1 + 2 kℓ2

mL2 (8.5.18b)
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Wenn wir x = ϕ1 als Vorgabe nehmen und die Gleichung y = Ai

B
x lösen, bekommen

wir die Amplitude des zweiten Pendels.

ϕ2,0,1e
iδ1 =

−ω2
1 + g

L
+ kℓ2

mL2

kℓ2

mL2

ϕ1,0 =
− g

L
+ g

L
+ kℓ2

mL2

kℓ2

mL2

ϕ1,0

= ϕ1,0 (8.5.19a)

ϕ2,0,2e
iδ2 =

−ω2
2 + g

L
+ kℓ2

mL2

kℓ2

mL2

ϕ1,0 =
− g

L
− 2 kℓ2

mL2 + g
L

+ kℓ2

mL2

kℓ2

mL2

ϕ1,0

= −ϕ1,0 (8.5.19b)

Die beiden Lösungen haben die folgenden Charakteristika

Lösung 1 Es ist ϕ2,0,1 = ϕ1,0 und δ1 = 0. Die beiden Pendel schwingen in Phase
mit der gleichen Resonanzfrequenz wie ein einzelnes Pendel. Die Feder wird
nicht gedehnt. Ob sie vorhanden ist oder nicht, ist nicht relevant.

Lösung 2 Es ist ϕ2,0,2 = ϕ1,0 und δ2 = π. Die beiden Pendel schwingen gegenphasig
mit einer höheren Resonanzfrequenz als die, die ein einzelnes Pendel hätte.
Die Feder wird periodisch gedehnt und gestaucht.

8.6. Verallgemeinerung: Fundamental- oder
Eigenschwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 181])
Wir wollen nun untersuchen, wie die Lösung der Schwingungsgleichung für N glei-
che Pendel aussieht, die jeweils vom i-ten zum i+1-ten Pendel mit einer masselosen
Feder mit der Federkonstante k gekoppelt sind. Für das erste Pendel mit i = 1 gilt

Iϕ̈1 = −Lmgϕ1 − kℓ2 (ϕ1 − ϕ2) (8.6.1)

Die Bewegungsgleichung des letzten Pendels ist

Iϕ̈N = −LmgϕN + kℓ2 (ϕN−1 − ϕN) (8.6.2)

Dazwischen lauten die Bewegungsgleichungen für ein Pendel 0 < j < N

Iϕ̈jť = −Lmgϕj − kℓ2 (ϕj − ϕj+1) + kℓ2 (ϕj−1 − ϕj)
= −Lmgϕj + kℓ2ϕj−1 − 2kℓ2ϕj + kℓ2ϕj+1 (8.6.3)

Wir dividieren durch I = mL2 und setzen ω2
0 = g

L
und κ = kℓ2

mL2 und schreiben die
Gleichung als Matrizengleichung
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

ϕ̈1
...

ϕ̈j
...

ϕ̈N


=



−ω2
0 − κ κ · · · 0 0 0 · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · κ −ω2

0 − 2κ κ · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 0 0 0 · · · κ −ω2

0 − κ





ϕ1
...

ϕj
...

ϕN


(8.6.4)

Wir setzen nun ϕi = ϕi,0e
iωt und lösen die obige Gleichung



0
...
0
...
0

 =



ω2 − ω2
0 − κ κ · · · 0 0 0 · · · 0 0

... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · κ ω2 − ω2

0 − 2κ κ · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 0 0 0 · · · κ ω2 − ω2

0 − κ





ϕ1,0
...

ϕj,0
...

ϕN,0


(8.6.5)

Diese Gleichung hat dann eine Lösung, wenn die Determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω2 − ω2
0 − κ κ · · · 0 0 0 · · · 0 0

... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · κ ω2 − ω2

0 − 2κ κ · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 0 0 0 · · · κ ω2 − ω2

0 − κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (8.6.6)

Die Lösung mit der tiefsten Resonanzfrequenz ist ω = ω0, bei der alle Pendel in
Phase sind (bei allen anderen Bewegungsmoden ist neben der potentiellen Energie
der Pendel auch in den Federn potentielle Energie gespeichert, die Gesamt-
energie also für die gleich Auslenkung grösser.) Wenn wir diese Lösung einsetzen,
bekommen wir die Gleichung∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−κ κ · · · 0 0 0 · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · κ −2κ κ · · · 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 0 0 0 · · · κ −κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (8.6.7)

Wenn man alle Zeilen dieser Determinante aufsummiert, bekommt man den Null-
Vektor. Deshalb ist die obige Determinantengleichung erfüllt.
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9. Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 423]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 158])
Im vorherigen Kapitel wurde die Lösung der Schwingungsgleichung für eine grosse
Zahl gekoppelter Pendel betrachtet. Wenn bei einem solchen System ein äusseres
Pendel ausgelenkt wird, breitet sich die Störung zum anderen Ende aus. Erst wenn
dieser Einschwingvorgang abgeklungen ist, erhalten wir die mit den Gleichungen
aus dem vorherigen Kapitel berechneten Lösungen. Die sich ausbreitende Störung
im Pendelsystem nennen wir eine Welle.

9.1. Wellen in einer Dimension
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 423]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 161])
Wellen können sich in Medien (Schallwellen, Seilwellen) oder auch ohne Medien
(Licht, elektromagnetische Wellen) ausbreiten. Sie können sich im Raum ausbrei-
ten, also in drei Dimensionen, auf Platten, in zwei Dimensionen oder in Seilen oder
Glasfaserkabeln in einer Dimension. Wir betrachten den einfachen Fall einer Welle
in einer Dimension.

9.1.1. Wellenberge
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 424])

Versuch 58: Versuch zur Vorlesung:
Impulse und Wellen auf Seil (Versuchskarte SW-43)

Abb. 9.1.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende an der Wand eingespannt ist.

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/SW/PDF/SW043V00.pdf
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Wir sahen, dass bei einer Schwingung die Anfangsbedingung zweiteilig war. Der
Ort und die Geschwindigkeit mussten vorgegeben werden. Genauso ist die Rand-
bedingung einer Seilwelle durch eine von zwei Grössen charakterisiert, dem Ort
und der Geschwindigkeit (erste Ableitung) oder eine höhere Ableitung. Wenn das
Seil fest eingespannt ist, wie in der obigen Abbildung, ist der Ort fest und die
zweite Ableitung (siehe auch den einseitig eingespannten Balken) frei. Der Wellen-
berg wechselt sein Vorzeichen bei der Reflexion: wir sprechen von einem Phasen-
sprung.

Abb. 9.2.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende lose befestigt ist.

Wenn das Seilende lose ist, ist der Ort frei, aber die Geschwindigkeit stellt sich der
Anregung entsprechend ein. Hier hat die Amplitude der reflektierten Seilwelle die
gleiche Phase, es gibt keinen Phasensprung.

Analoge Effekte treten bei elektromagnetischen Wellen auf. Je nach
Randbedingung tritt bei der Reflexion ein Phasensprung von π auf.

9.1.1.1. Transversal- und Longitudinalwellen

Die hier betrachteten Seilwellen sind Transversalwellen oder Querwellen, da die
Anregung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ist. Licht und Seilwellen gehören zu
den Transversalwellen. Bei Longitudinalwellen oder Längswellen geht die Auslen-
kung der Teilchen in die Richtung der Ausbreitung. Das bekannteste Beispiel einer
Longitudinalwelle ist die Druckwelle bei einer Schallwelle.

Abb. 9.3.: Wasserwelle.
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209 9.1 Wellen in einer Dimension

Mischformen von transversal- und Longitudinalwellen existieren, so zum Beispiel
die oben dargestellte Wasserwelle. Ein einzelnes Wasserteilchen bewegt sich kreis-
förmig (eine Folge der Energieerhaltung). Dabei ist die Geschwindigkeit der Teil-
chen am Wellenkamm nach rechts gerichtet, wenn die Welle sich nach links aus-
breitet1.

9.1.1.2. Reflexion und Überlagerung oder Superposition

Wenn zwei Wellenberge mit entgegengesetzer Ausbreitungsrichtung sich treffen,
dann addieren sich bei einem linearen System die Amplituden.
Eine Störung auf einem Seil wird nicht nur am Ende reflektiert, sondern auch,
wenn die Eigenschaften des Seils sich ändern. Wenn ein Seil ab einer bestimmten
Stelle weniger steif ist, ist ab der Stelle auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Störung anders. Ein Teil (im Gegensatz zur Reflexion am Ende) der Welle wird
reflektiert. Dies ist analog zur Teilreflexion von Licht beim Übergang von einem
Medium in das nächste.
Wir beobachten, dass die Form eines Wellenberges sich nicht ändert. Im beweg-
ten Bezugssystem x∗, y∗ ist sie durch y∗ = y(x∗) gegeben. Nun bewegt sich das
Maximum mit der Geschwindigkeit v. Wir können die Gleichungen der Galilei-
Transformation hinschreiben

y = y∗ (9.1.1a)
x = x∗ + vt (9.1.1b)

Deshalb kann man die Form des Seiles auch mit

y = y(x− vt) (9.1.2)

schreiben. Bewegt sich das Maximum nach links, lautet die Gleichung

y = y(x + vt) (9.1.3)

Link zur Vorlesung: (Überlagerungsprinzip von Wellen von Walter Fendt)

Versuch 59: Versuch zur Vorlesung:
Wellenmaschine (Versuchskarte SW-77)

1Dies ist auch das Prinzip des Wanderwellenmotors, der häufig, zum Beispiel auch in Kame-
ras, als Stellmotor eingesetzt wird.
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Abb. 9.4.: Überlagerung zweier Wellen mit unterschiedlichen Amplituden und
gleichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu.

Wenn wie in der obigen Zeichnung die beiden Wellen den Gleichungen y = y1(x−
vt) und y = y2(x + vt) genügen, ist die resultierende Wellenfunktion

y = y1(x− vt) + y2(x + vt) (9.1.4)
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Abb. 9.5.: Überlagerung zweier Wellen mit gleichen Amplituden und unter-
schiedlichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu.

Haben die beiden Wellenberge unterschiedliche Vorzeichen, so können sie sich zu
gewissen Zeiten teilweise oder, bei gleicher Amplitude, vollständig auslöschen. Ob-
wohl in der Mitte nichts mehr von den Wellenbergen zu sehen ist, ist die Informa-
tion über ihre Form und Geschwindigkeit in der kinetischen Energie der Seilstücke
gespeichert.
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Abb. 9.6.: Überlagerung zweier sinusförmiger Wellenberge mit unterschiedlichen
Amplituden und gleichem Vorzeichen.

Das Überlagerungsprinzip gilt auch für Wellen mit beliebiger Form, hier als Sinus-
welle dargestellt. Bei grossen Amplituden, also dann wenn das betrachtete
System nicht mehr linear ist, gilt das Überlagerungs- oder Superpositi-
onsprinzip nicht.

9.1.2. Ausbreitungsgeschwindigkeit
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 429])

Abb. 9.7.: Kräfteverhältnisse an einem Wellenberg in einem sich mit dem Wel-
lenberg sich fortbewegenden Koordinatensystem.

Wir betrachten ein Seilsegment der Länge ∆s = rΘ. Auf dieses Segment wirken
an den Enden Kräfte F , die um den Winkel Θ/2 nach unten gekippt sind. Die
Kraft F ist die Spannkraft am Seil. Das Seil bewegt sich in dieser Darstellung
mit der Geschwindigkeit v durch das Bild. Dabei bewegt sich das Seilsegment
auf einer Kreisbahn, ist also der Zentripetalbeschleunigung v2/r unterworfen. Das
Kräftegleichgewicht in radialer Richtung (nach unten) ist

∑
Fr = 2F sin

(
Θ
2

)
≈ 2F

(
Θ
2

)
= FΘ (9.1.5)
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Die Trägheitskräfte können aus der Massenbelegung µ = ρA des Seils berechnet
werden, dabei ist ρ die Dichte und A der Seilquerschnitt. Die Masse des Seilstückes
ist

m = µ∆s = µrΘ = ρA∆s = ρArΘ (9.1.6)
Die durch die Seilspannung bewirkte Kraft F ist gleich der durch die Dynamik
gegebene Zentripetalkraft.

FΘ = m
v2

r
= µrΘv2

r
= ρArΘv2

r
(9.1.7)

Dies Gleichung kann nach v aufgelöst werden ( wir verwenden die Seilspannung
σ = F/A)

v =
√√√√F

µ
=
√√√√σ

ρ
(9.1.8)

Dies ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Störung auf einem Seil
oder auf einer Saite.

Da in dieser Gleichung keine koordinatenabhängigen Grössen vorhanden sind, gilt
sie auch für das «Ruhesystem» des Seils.
Ein Seil mit einer Massenbelegung von µ = 0.02 kg

m und einer Seilspannkraft F =
30 N ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

v =
√√√√ 30 N

0.02 kg
m

= 38.7 m
s .

9.1.3. Harmonische Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 431])

Abb. 9.8.: Der Schnappschuss einer Welle mit der Wellenlänge λ.
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213 9.1 Wellen in einer Dimension

In der Periodendauer T bewegt sich die Welle um eine Wellenlänge λ vorwärts.
Wenn wir die Frequenz ν = 1/T einführen erhalten wir

v = λ

T
= νλ (9.1.9)

Wenn die Auslenkung sinusförmig ist, ist die Form der Welle zu einer bestimmten
Zeit t0 durch

y (x) = A sin (kx) (9.1.10)
beschrieben. A ist die Amplitude und k = 2π

λ
die Wellenzahl, oder wenn damit

auch die Ausbreitungsrichtung bezeichnet wird, den Wellenvektor. Die Grösse
von k kann mit der folgenden Überlegung berechnet werden: Die Sinusfunktion
ist mit 2π periodisch. Sie wiederholt sich aber auch mit jedem Vielfachen der
Wellenlänge λ. Also ist

k(x1 + λ) = kx1 + 2π (9.1.11)

und daraus

kλ = 2π ⇒ k = 2π

λ
(9.1.12)

Analog zu der Beschreibung der Wellenberge bemerken wir, dass die Welle sich mit
der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Wir transformieren also x→ x− vt.

y(x, t) = A sin (k(x− vt)) = A sin (kx− kvt) (9.1.13)

Wenn wir ω = kv (Kreisfrequenz) setzen erhalten wir das Schlussresultat

y(x, t) = A sin (kx− ωt) (9.1.14)
Die Wellengleichung

Wie schon früher berechnet, ist ω = 2πν = 2π
T

. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
ist

v = ω

k
(9.1.15)

Die Wellengleichung kann auch

y(x, t) = A sin
[
2π
(

x

λ
− t

T

)]
(9.1.16)

geschrieben werden.

9.1.4. Energieübertrag bei Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 434])
Wenn wir ein kurzes Segment der Länge ∆x einer schwingenden Welle betrachten,
dann führt dieses eine harmonische Schwingung aus. Wenn die Wellengleichung
y(x, t) = A sin (kx− ωt) ist, dann ist die Geschwindigkeit v(x, t) = ẏ(x, t) =
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−Aω cos (kx− ωt). Damit ist die kinetische Energie des Seilsegments beim
Nulldurchgang und damit auch die Gesamtenergie

∆E = 1
2∆mv2 = 1

2∆mA2ω2 = 1
2A2ω2µ∆x (9.1.17)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle sei v = ∆x/∆t. Umgeformt ∆x = v∆t
und eingesetzt bekommen wir

∆E = 1
2A2ω2µvδt (9.1.18)

Wir dividieren durch ∆t und bekommen die durch die Welle transportierte Energie
pro Zeiteinheit, also die Leistung2

P = ∆E

∆t
= 1

2µA2ω2v (9.1.19)

9.1.5. Superposition und Interferenz harmonischer Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 435]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 513])
Analog zu Schwingungen, deren Kombination oder Überlagerung neue Bewegungs-
formen ergibt, können auch Wellen überlagert werden. Dies kann sehr schön an
den Wasserwellen hinter einer Hafeneinfahrt beobachtet werden.
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Abb. 9.9.: Interferenz zweier Wellen mit der gleichen Amplitude und der gleichen
Frequenz und einer Phase, die von 0 . . . 2π variiert.

Mathematisch setzen wir zwei Wellen an

y1(x, t) = A sin (kx− ωt) (9.1.20a)
y2(x, t) = A sin (kx− ωt + δ) (9.1.20b)

An einem bestimmten Ort ist die Differenz der Phasen durch
2Die Intensität des Lichtes oder jeglicher Strahlung ist die Leistung pro Fläche
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(kx− ωt1)− (kx− ωt2 + δ) = ω(t1 − t2)− δ = ω∆t− δ (9.1.21)

gegeben und unabhängig vom Ort. Zu einer bestimmten Zeit ist die Differenz der
Phasen durch

(kx1 − ωt)− (kx2 − ωt + δ) = k(x1 − x2)− δ = k∆x− δ (9.1.22)

gegeben, unabhängig von der Zeit.
Wir wenden die Additionstheoreme für die Winkelfunktionen an. Wir verwenden

sin (α) + sin (β) = 2 cos
(

α− β

2

)
sin

(
α + β

2

)
(9.1.23)

und erhalten

y(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t)
= A sin (kx− ωt) + A sin (kx− ωt + δ)

= 2A cos
(

δ

2

)
sin

(
kx− ωt + δ

2

)
(9.1.24)

(9.1.25)

Aus dieser Gleichung kann die folgende Tabelle abgeleitet werden.

Phase resultierende Amplitude Interferenz
0 2A konstruktive

π/2
√

2A
π 0 destruktiv

3π/2
√

2A
2π 2A konstruktiv

Tab. 9.1.: Phase und Interferenz.

9.1.5.1. Stehende Wellen

Wenn wir eine nach links laufende Welle y1(x, t) = A sin (kx + ωt) und eine nach
rechts laufende Welle y2 = A sin (kx− ωt + δ) zur Interferenz kommen lassen,
erhalten wir

y(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t)
= A sin (kx + ωt) + A sin (kx− ωt + δ)

= 2A cos
(

ωt− δ

2

)
sin

(
kx + δ

2

)
(9.1.26)
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Die Summe der beiden Wellenfunktionen ist das Produkt zweier Terme

• ein zeitabhängiger Teil,der für alle Orte gleich ist: cos
(
ωt− δ

2

)

• ein ortsabhängiger Teil, der für alle Zeiten gleich ist: sin
(
kx + δ

2

)

Damit bilden sich räumlich stehende Knotenlinien aus, wir haben eine stehende
Welle.

Wenn die Amplituden der beiden Wellen nicht gleich gross ist, dann
interferieren von der Welle mit der grösseren Amplitude nur die Am-
plitudenteile, die gleich gross wie die Amplitude der schwächeren
Welle sind.

Stehende Wellen als Resultat zweier gegenlaufender Wellen gibt es
in jedem Resonator, insbesondere in Laserresonatoren.

9.2. Wellen in 2 und mehr Dimensionen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 160])
Die Wellenfunktion für eine Welle in zwei oder drei Dimensionen wird wie

Ψ(x) = Ψ0(x) cos (k(x) · x− ωt) (9.2.1)

für eine longitudinale Welle und

A(x) = A0(x) cos (k(x) · x− ωt) (9.2.2)

für transversale Wellen. A ist ein Vektor, der auch komplexe Komponenten haben
kann (Die komplexen Komponenten geben die Phasen an.). Der Vektor, der aus
dem Betrag der einzelnen Komponenten gebildet wird, gibt die Schwingungsrich-
tung der Welle an. Für eine transversale Welle gilt

A(x) · k(x) = 0 (9.2.3)
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9.2.1. Ebene Wellen

Abb. 9.10.: Bild einer ebenen Welle.

Eine ebene Welle entsteht aus der allgemeinen Wellengleichung dadurch, dass die
Amplitude und der Wellenvektor nicht vom Ort abhängen. Eine ebene Transver-
salwelle ist durch

A(x) = A0 cos (k · x− ωt) (9.2.4)
eine Longitudinalwelle durch

Ψ(x) = Ψ0 cos (k · x− ωt) (9.2.5)
gegeben. Ebene Wellen können durch einen Vektor, der die Ausbreitungsrichtung
anzeigt, dargestellt werden. Bei ebenen Lichwellen spricht man dann von Licht-
strahlen.

9.2.2. Kugelwellen
Eine weitere häufig vorkommende Form von Wellen sind die Kugelwellen. Wir
können die Amplitudenabhängigkeit durch folgende Überlegung erhalten.

• Wir denken uns eine Kugeloberfläche um die Quelle, wobei die Quelle im
Mittelpunkt der Kugel sein soll.

• Der Energiefluss pro Zeit, die Leistung, die durch die gesamte Kugeloberflä-
che fliesst ist konstant, unabhängig vom Radius der Kugel.

• Die Leistung ist durch die Querschnittsfläche der Saite war durch Gleichung
(9.1.19) gegeben: P = 1

2µA2ω2v. Die Querschnittsfläche FQ der Saite ist in
der Massenbelegung µ = FQρ enthalten. Also ist auch die Intensität I =
P

FQ
= 1

2
µ

FQ
A2ω2v = 1

2ρA2ω2v = KA2 gegeben. Die gesamte Leistung über
einer Kugeloberfläche FQ = 4πr2 ist also durch P = const = KA2FQ =
KA24πr2 gegeben.

• Damit diese Gleichung für alle r gilt muss A(r) = A0
r0
r

sein.
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Abb. 9.11.: Amplitude und Intensität einer Kugelwelle in Abhängigkeit der Di-
stanz r von der Quelle. Links eine lineare, rechts eine logarithmische
Darstellung.

Bei einer Kugelwelle ist

• die Amplitude: A(r) = A0
r0
r

• die Intensität I(r) = I0
r2

0
r2

Bei einer Wasserwelle auf der Wasseroberfläche ist die durch eine Kreis mit dem
Umfang U = 2πr gehende Leistung konstant. Deshalb gilt, dass bei Wellen, die
sich auf einer 2-dimensionalen Oberfläche bewegen, dass

• die Amplitude: A(r) = A0
r0√

r

• die Intensität I(r) = I0
r0
r

(Welle auf einer 2-dimensionalen Fläche)

ist.
Allgemein ist bei einem n-dimensionalen Raum

• die Amplitude: A(r) = A0
(

r0
r

)(n−1)/2

• und die Intensität I(r) = I0
(

r0
r

)n−1
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9.2.3. Interferenz am Beispiel von Wasserwellen

Versuch 60: Versuch zur Vorlesung:
Interferenz von Wasserwellen mit der grossen Wellenwanne (Ver-
suchskarte O-21)

Bei Wasserwellen können Interferenzerscheinungen sehr schön beobachtet werden.
Die folgenden Abbildungen zeigen schematisch die zu beobachtenden Interferenz-
muster.

Abb. 9.12.: Interferenz zweier ebener Wellen. Blau sind die Wellenberge zu einer
bestimmten Zeit markiert. Die roten Pfeile geben die k-Vektoren an.
Die Schwarzen Linien markieren die Orte, an denen sich die Wellen-
berge treffen, wo also maximale Verstärkung auftritt.

Abb. 9.13.: Interferenz ebener Wellen. Die Kantenlänge der Bilder ist 20. Der
Betrag des Wellenvektors ist |k| = 3. Links sind die Wellenvektoren
der beiden ebenen Wellen im Winkel von π/6 von der Senkrechten,
rechts π/12.
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Abb. 9.14.: Links Interferenz ebener Wellen, rechts die Interferenz einer Kreis-
welle mit einer ebenen Welle. Die Kantenlänge der Bilder ist 20. Der
Betrag des Wellenvektors ist |k| = 3. Links sind die Wellenvektoren
der beiden ebenen Wellen im Winkel von π/36, rechts läuft die ebene
Welle senkrecht, das Zentrum der Kugelwelle ist von der Mitte aus
um 6 nach oben versetzt.

Die Maxima und Minima sind durch eine konstante Differenz der Phase und da-
mit des Abstandes von zwei Referenzlinien, die parallel zu den jeweiligen Fronten
liegen, charakterisiert. Damit sind auch die Orte konstanter Phase Geraden.

Abb. 9.15.: Interferenz einer Kreiswelle mit einer ebenen Welle. Die Kantenlänge
der Bilder ist 20. Das Zentrum der Kugelwelle von der Mitte aus um
6 nach oben versetzt. Links ist der Betrag des Wellenvektors |k| = 5,
rechts 8.

Die Lage der Maxima oder der Minima ist durch eine konstante Phasendifferenz
kennzeichnet. Wenn die ebene Welle sich in y-Richtung Ausbreitet, dann nimmt
man eine zur x-Achse parallele Linie durch die Quelle der Kreiswelle als Referenz.
Wenn ỹ der Abstand des Punktes P von dieser Linie sei und r̃ der Abstand von
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221 9.2 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

P von der punktförmigen Quelle, dann gilt für den Abstand x̃ von P parallel zur
x-Achse, dass

r̃2 = x̃2 + ỹ2 (9.2.6)
Für Maxima oder Minima ist die Phasendifferenz konstant, also gilt

r̃ = ỹ + δ/k (9.2.7)

wenn k der Betrag des Wellenvektors ist. Also haben wir(
ỹ + δ

k

)2

= x̃2 + ỹ2

ỹ2 + 2 δ

k
ỹ + δ2

k2 = x̃2 + ỹ2

2 δ

k
ỹ + δ2

k2 = x̃2

2 δ

k
ỹ = k

2δ
x̃2 −+ δ

2k
(9.2.8a)

Die Linien gleicher Phase sind also Parabeln.

Abb. 9.16.: Interferenz zweier Kugelwellen mit dem Wellenvektor vom Betrag
3. Links sind die Zentren um 1 nach oben und unten versetzt, rechts
um 2.

Die Orte konstanter Phasen, also die Lage der Maxima und Minima ist durch eine
konstante Wegdifferenz von einem Punkt P zu den Quellen charakterisiert. Wir
legen die Quellen an die Punkte (0; ŷ) und (0;−ŷ). Die Abstände des Punktes
(x; y) seien r2

1 = x2 + (y − ŷ)2 und r2
2 = x2 + (y + ŷ)2. Es ist dann r2 − r1 = δ/k.

Eingesetzt
√

x2 + (y − ŷ)2 −
√

x2 + (y + ŷ)2 = δ

k
(9.2.9)

Die Lösungen dieser Gleichung beschreiben die Linien konstanter Phase
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Abb. 9.17.: Interferenz zweier Kugelwellen mit dem Wellenvektor vom Betrag
3. Links sind die Zentren um 4 nach oben und unten versetzt, rechts
um 8.

222 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



Teil VI.

Optik





10. Optische Phänomene

In den beiden letzten Kapiteln dieser Vorlesung wollen wir uns mit einem besonders
wichtigen Wellenphänomen befassen, dem Licht.

10.1. Polarisation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1044]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 534])
Licht ist eine transversale elektromagnetische Welle. Das heisst, dass das elek-
trische und das magnetische Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung schwingen.
Nach Gleichung Gleichung (9.2.2) ist zum Beispiel die Wellengleichung für das
elektrische Feld durch E(x) = E0(x) cos (k(x) · x − ωt) gegeben. Die Tatsache,
dass wir eine Transversalwelle haben erfordert, dass E − 0 der Bedingung

E0 · k = 0 (10.1.1)
gilt.
Wenn wir nun, ohne Einschränkung der Allgemeinheit, die Ausbreitungsrichtung
der Welle in die x-Richtung legen, dann sind

• der Wellenvektor k = (k; 0; 0)

• und die Amplitude E0 = (0; Ey; Ez)

Diese Wahl erfüllt die Bedingung der Transversalität.

Es gibt zwei mögliche orthogonale Orientierungen von E0 sowie die
daraus folgenden Linearkombinationen. Die Richtung, in die E0 zeigt
ist die Polarisationsrichtung.

10.1.1. Polarisation durch Absorption

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1044])
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Abb. 10.1.: Polarisation und Absorption.

Wenn das elektrische Feld einer Mikrowellen entlang eines Drahtes zeigt, kann
dieses Feld im Draht Ladungen bewegen und so Energie abgeben. Die Intensität
der Welle und damit die die Absorption hängen von der Polarisation ab.

Ebenso gibt es Moleküle mit Doppelbindungen zwischen den Kohlenstoffatomen,
bei denen π-Elektronen beweglich sind, die wie Drähte wirken. Werden diese Mo-
leküle orientiert zu einer Folie gemacht, so erhält man eine polarisierende Folie.
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227 10.1 Polarisation

Abb. 10.2.: Licht durch einen Polarisator und einen Analysator mit gekreuzten
Polarisationsrichtungen. Darunter die gleiche Anordnung, aber der
Analysator ist nun um π/4 gedreht.

Bei einer Anordnung von Analysator und Polarisator polarisiert der Polarisator
das Licht. Der Analysator lässt nur die Projektion des E-Feldes auf seine Durch-
lassachse durch. Für die Amplitude gilt

E = E0 cos θ (10.1.2)
wobei θ der Winkel zwischen den Polarisationsrichtungen von Polarisator und Ana-
lysator ist. Da die Intensität proportional zum Quadrat der Amplitude ist I ∝ E2

gilt für die Intensität

I = I0 cos2 θ (10.1.3)
(Gesetz von Malus, nach Étienne Louis Malus). Wenn zwischen gekreuzten Po-
larisatoren und Analysatoren eine optisch aktive Substanz eingebracht wird, kann
mit dieser Anordnung die Grösse der optischen Aktivität gemessen werden1.

Versuch 61: Versuch zur Vorlesung:
Malussches Gesetz: Licht mit Polarisator und Analysator

1Die Analyse von Spannungen in Bauteilen nachgebildet mit Plexiglas war eine wichtige
Anwendung (heute gibt es Programme zur Finite-Elemente-Analyse)

©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti 227



Optische Phänomene 228

Versuch 62: Versuch zur Vorlesung:
Spannungsdoppelbrechung: Kunststoffmodelle (Versuchskarte O-
008)

10.1.2. Polarisation durch Streuung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1046])

Abb. 10.3.: Polarisation durch Streuung.

Wenn Licht von links auf ein streuendes Teilchen (z.B. ein Wassertröpfchen) fällt,
dann kann nur die Komponente des E-Feldes, die auch senkrecht zur Streurich-
tung steht, eine Lichtwelle anregen. Die dazu senkrechte Komponente würde eine
propagierende, longitudinal polarisierte Welle erzeugen. Propagierende, longitudi-
nale Lichtwellen stehen aber im Widerspruch zu den Maxwellschen Gleichungen
und treten deshalb nicht auf.

Versuch 63: Versuch zur Vorlesung:
Rayleigh-Streuung (Versuchskarte O-042, Video (VPN oder intern))

10.1.3. Polarisation durch Reflexion

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1047])
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229 10.1 Polarisation

Abb. 10.4.: Winkel bei der Reflexion unter dem Brewster-Winkel.

Wenn Licht in ein dichteres Medium eindringt und es zur Reflexion (Siehe Ab-
schnitt 12) und zur Brechung kommt gelten zwei Gesetze

• Einfallswinkel = Ausfallswinkel (Impulserhaltung für die zur Grenzfläche
tangentiale Komponenten des Lichtes)

• Das Gesetz von Snellius n sin (θP ) = n2 sin (θ2)

Wenn nun der Winkel zwischen dem gebrochenen Licht und dem reflektierten
Licht π/2 ist, haben wir wieder die Situation wie bei der Streuung: im reflek-
tierten Licht kann keine Lichtwelle angeregt werden, deren Polarisationsrichtung
(E!) in der durch den einfallenden und gebrochenen Lichtstrahl definierten Einfall-
sebene liegt. Das heisst, der reflektierte Strahl ist vollkommen polarisiert mit der
Polarisationsebene senkrecht zur Einfallsebene. Der Winkel θP heisst nach seinem
Entdecker Sir David Brewster Brewster-Winkel. Eine Betrachtung der Winkel in
der Abbildung ergibt, dass θP + θ2 = π/2 ist. Damit wird der Brewster-Winkel

n sin θP = n2 sin (θ2) = n2 sin (π/2− θP ) = n2 cos (θP ) (10.1.4)

und damit

tan θP = n2

n
(10.1.5)

Für Glas (n2 = 1.5) gegen Luft (n = 1) ist θP = arctan (1.5) = 0.3128π = 56.31◦.
Der Brewster-Winkel wird zum Beispiel beim Resonator von Gaslasern angewandt
um die Polarisationsrichtung zu definieren.

Versuch 64: Versuch zur Vorlesung:
Spiegelanalysator: Polarisation durch Reflexion (Versuchskarte O-
115, Video (VPN oder intern))
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10.2. Beugung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1109]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 527])
Die bei Licht auftretenden Beugungserscheinungen sind analog zu den Erscheinun-
gen, die bei Wasserwellen auftreten. Beugung ist wichtig bei

• dem Auflösungsvermögen von Mikroskopen (nach Ernst Abbe). Die Beugung
an der Öffnung der Objektivlinse limitiert die Auflösung, da zwei Objekte im
Abstand d eine Beugung mit dem ersten Beugungsmaximum beim Winkel
Θ = arcsin

(
1.22λ

d

)
erzeugen. Wenn dieses erste Beugungsmaximum nicht

in die Apertur der Linse fällt, sind die beiden Objekte nicht mehr getrennt
abbildbar.

• der Berechnung der übertragenen Struktur bei Masken für die Halbleiterli-
thographie. Die Beugung an den mit < 100 nm definierten Schattenmasken
für Halbleiters verändert das Bild. Bei Kontaktmasken tritt zusätzlich noch
der Talboteffekt (nach Henry Fox Talbot, siehe auch [Wik24]) auf.

• der Holografie. Ein Hologramm ist ein auf fotografischem Wege erzeugtes
Beugungsmuster. Dieses Beugungsmuster ist so, dass bei der Belichtung
mit monochromatischem Licht2 das ursprüngliche Wellenfeld wieder erzeugt
wird. Im Gegensatz zu einer Fotografie ist bei der Holografie die Information
über das ganze Aufnahmemedium verteilt. Das halbe Hologramm hat die
gleiche Bildinformation wie das ganze Hologramm, aber mit einer schlech-
teren Auflösung.

Versuch 65: Versuch zur Vorlesung:
Beugung an Spalt, Loch und Hindernis (Versuchskarte O-050, Video
(VPN oder intern))

10.3. Absorption, Dispersion und Streuung

10.3.1. Absorption

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 547])

2Es gibt auch Hologramme, die mit weissem Licht arbeiten.
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231 10.3 Absorption, Dispersion und Streuung

Abb. 10.5.: Absorption von Licht.

Wenn Licht durch Materie transportiert wird, dann gibt es, abhängig vom Material,
eine Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Anteil der transportierten Energie
absorbiert wird. Auf der Strecke dz verringert sich die Intensität um

dI = −αIdz (10.3.1)

Diese Gleichung kann integriert werden und führt zum Beer-Lambertschen Ab-
sorptionsgesetz

I(z) = I0e
−αz (10.3.2)

In beiden Gleichungen ist α der Absorptionskoeffizient.

10.3.2. Dispersion und Kommunikation
Im allgemeinen Falle hängt die Phasengeschwindigkeit einer Welle von der Fre-
quenz und vom Medium ab. Das heisst für Licht, dass jede Farbe eine eigene
Ausbreitungsgeschwindigkeit hat.

Abb. 10.6.: Federmodell für die Dispersion nach Känzig[Kän78].

Wir betrachten eine longitudinale Welle auf einem Feder-Masse-System. Die Be-
wegungsgleichung für die n-te Masse ist

mξ̈n = −k (ξn − ξn−1) + k (ξn+1 − ξn) = k (ξn+1 + ξn−1)− 2kξn (10.3.3)
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analog zur Gleichung (8.6.3) für ein inneres Pendel bei gekoppelten Pendeln. Bei
sehr kleinen Frequenzen schwingen alle Massen in Phase: wie bei den gekoppelten
Pendeln gibt die gleichsinnige Bewegung aller Massen die tiefste Frequenz, die hier,
da wir eine unendliche Anzahl Massen annehmen, null ist. Die maximale Frequenz
erhält man dann, wenn jeweils zwei benachbarte Massen gegensinnig schwingen.
Eine höher Schwingungsfrequenz ist nicht möglich. Die minimale Wellenlänge ist
λmin = 2a und entsprechend kmax = π

a
. Wir setzen Ω2

0 = 4k
m

und erhalten

ξ̈n = Ω2
0

[1
4 (ξn+1 + ξn−1)−

1
2ξn

]
(10.3.4)

Wir setzen als vorläufige Lösung für λ > 2a an: ξ(x, t) = Aei(kx−ωt). Da die Schwin-
gung nur für diskrete Positionen definiert ist, ersetzen wir x = na und erhalten als
endgültigen Lösungsansatz

ξn = ξ(n, t) = Aei(kna−ωt) (10.3.5)

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten wir

−ω2eikna = Ω2
0

[1
4
(
eik(n−1)a + eik(n+1)a

)
− 1

2eikna
]

(10.3.6a)

ω2 = 1
2Ω2

0

[
1− 1

2
(
eika + e−ika

)]
= 1

2Ω2
0 [1− cos (ka)]

= Ω2
0 sin2 ka

2 (10.3.6b)

Die Dispersionsbeziehung für die Feder-Masse-Kette ist

ω(k) = Ω0 sin ka

2 (10.3.7)

• Für lange Wellen λ ≫ a oder ka ≪ 2π ist sin ka
2 ≈

ka
2 . Damit ist ω(k) ≈

1
2Ω0ka.
Mit der Definition der Phasengeschwindigkeit c = ω/k Erhalten wir

c ≈ 1
2Ω0a = 1

2
√

km

Die Gruppengeschwindigkeit cG = dω
dk

ist

cg ≈
1
2Ω0a = c
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233 10.3 Absorption, Dispersion und Streuung

• Für Wellen mit λ = λmin = 2a ist die Phasengeschwindigkeit

c0 = Ω0

π/a
= Ω0a

π
= 1

π

√
km

und die Gruppengeschwindigkeit

cG = d

dk
Ω0 sin ka

2

∣∣∣∣∣
π/a

= a

2 cos ka

2

∣∣∣∣∣
π/a

= 0

• Für λ < 2a wird die Welle exponentiell gedämpft.
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Dispersion einer zweiatomigen Federkette

Abb. 10.7.: Dispersionsrelation für Federketten mit zwei unterschiedlichen Ato-
men. Oben ist die Federkette dargestellt, unten die Dispersionsrela-
tion.

Wenn eine Federkette mit einer regelmässigen Anordnung zweier ungleicher Mas-
sen gebildet wird, tritt zum von den vorherigen Ausführungen bekannten akus-
tischen Zweig ein optischer Zweig. Zusätzlich gibt es Frequenzen, für die es
keinen reellen k-vektor gibt. Diese Frequenzen (oder über E = ℏω auch diese
Energien) sind keine propagierenden Wellen möglich. Gibt es neben longitudina-
len auch transversale Wellen, zeigt die Dispersionsrelation nicht einen sondern drei
Zweige akustischer Phononen.
Schwerewellen im tiefen Wasser haben die Dispersionsbeziehung

c2 = g

k
= 1

2π
gλ (10.3.8)

Eine Konsequenz ist, dass Tsunamis, Flutwellen von Erdbeben, auf dem offenen
Meer eine sehr grosse Wellenlänge und auch eine sehr hohe Geschwindigkeit (meh-
rere 100 km

h bis zu 1000 km
h ) haben. Da ihre Energie auf eine so grosse Distanz
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verteilt ist, hebt sich der Meeresspiegel nur um einen bis einige 10 Meter. Diese
gesamte Energie wird dann an einem Strandabschnitt deponiert und richtet grosse
Zerstörungen an.

• c = 300 m
s

• Dann ist λ = 2πc2/g ≈ 2 · 3 · 300 · 300/10 = 54 000 m

• Bei einer Höhe von 10 m ist der Energiegehalt pro Meter Strand Epot =
54 000 m · 1 m · 10 m/2/π = 85 kJ für jeden Wellenberg (dies entspricht dem
Aufprall einer Masse von 2000 kg mit 12.6 m

s auf 2 m Breite.)

Ein Puls oder eine Wellengruppe besteht aus Wellen benachbarter Frequenz. Ana-
log zur Modulation (siehe Abschnitt 8.4.3) und der Gleichung (8.4.7)3 besteht ein
Puls aus einer Einhüllenden sowie einer Phase, die für sich aber keine Information
trägt. Eine längere Rechnung[Kän78] ergibt, dass die resultierende Wellenfunkti-
on aus harmonischen Welle ei(k0x−ωt) sowie der Modulation G

(
x− dω

dk

∣∣∣
k0

t
)

. Die
resultierende Welle ist

ξ(x, t) = 1√
2π

ei(k0x−ωt)G

(
x− dω

dk

∣∣∣∣∣
k0

t

)
(10.3.9)

Die Gruppengeschwindigkeit

vG = dω

dk

∣∣∣∣∣
k0

(10.3.10)

Bei unserem Feder-Masse-System ist vG = 0 wenn λ = 2a ist. Das heisst, der Puls,
der die Information trägt, ist ortsfest. Wenn vG nicht konstant ist, verändert
sich die Form des Pulses mit der Zeit, da die verschiedenen Frequenzanteile sich
unterschiedlich schnell ausbreiten.
Lösungsmöglichkeiten

• Dispersionskompensation. Sie ist aufwendig und wird hauptsächlich bei Kurzpuls-
Lasersystemen angewandt.

• Betrieb des Systems bei einer Wellenlänge, bei der die Dispersion minimal,
also vG möglichst konstant ist. Dies wird bei der optischen Kommunikation
angewandt (Wellenlängen 1300 nm und 1500 nm).

• Man setzt die Datenrate auf niedrigere Werte, verbreitert also die Pulse und
minimiert so die Fehler durch die Dispersion. Bis zu einer Verringerung der
übertragenen Datenrate um den Faktor 2 kann der Geschwindigkeitsverlust
meist durch die Anwendung von Kompressionsalgorithmen minimiert wer-
den.

3Dabei muss ωt durch kx− ωt ersetzt werden.
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235 10.3 Absorption, Dispersion und Streuung

Versuch 66: Versuch zur Vorlesung:
Gruppen- und Phasengeschwindigkeit: Modellversuch (Versuchskar-
te SW-093, Video (VPN oder intern))

10.3.3. Streuung
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 553])
Alle Teilchen, ob sie sehr viel kleiner als die Wellenlänge des Lichtes sind wie
Moleküle oder ob sie etwa die gleiche Grösse wie die Wellenlänge haben, streuen
Licht. Moleküle und Atome werden zur Berechnung der Streuung als Dipolstrahler
betrachtet.

• Zwei Ladungen +Q und −Q in einem Molekül vom Querschnitt A erzeugen
das elektrische Feld E = Q/(ϵ0A)

• Das resultierende Dipolmoment, wenn die Ladungen im Abstand d sind, ist
p = Qd ≈ ϵ0AdE ≈ ϵ0V E. dabei ist V = Ad das Volumen des Moleküls.

• Die Polarisierbarkeit des Moleküls ist p/E ≈ ϵV

• Wenn diese molekulare Antenne schwingt, so strahlt sie nach H. Hertz die
Leistung P = ω4p2/(6πϵ0c

3) ≈ ω4ϵ0V
2E2/(6πϵ0) ab.

• Diese Leistung entzieht die Streuung sie der Einfallenden Welle mit der In-
tensität I = cϵ0E

2.

Ein Molekül hat also den Streuquerschnitt

σ = P

I
≈ ω4V 2

6πc4 (10.3.11)

Blaues Licht wird also durch Moleküle sehr viel stärker gestreut als rotes Licht.
Wir berechnen die Eindringtiefe oder die mittlere freie Weglänge für Licht

• Mittlere Freie Weglänge: ℓ = 1/(nσ), wobei n die Molekülzahldichte ist.

• Also ist ℓ = 6πc4

nV 2ω4 = 6πλ4

16π4nV 2 = 3
8π3

λ4

nV 2

• Das Molekülvolumen ist etwa V ≈ 5 · 10−29 m3

• Die Eindringtiefe ist dann ℓ = 160λ4 (wobei ℓ in km und λ in µm gemessen
werden).
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Wellenlänge in nm Farbe Eindringtiefe in km
400 violett 4
600 gelb 20
800 rot 65

Tab. 10.1.: Eindringtiefen von Licht in Luft.

Es ist deshalb auch nicht verwunderlich, dass die Alpen von Ulm aus gesehen nur
schlecht zu sehen sind. Diese Rayleigh-Streuung ist für den blauen Himmel und
das rötliche Licht am Morgen und am Abend verantwortlich. Ist die Atmosphäre
dichter, dann nimmt die Streuung zu. Licht wird dann nicht mehr propagierend
sondern diffusiv transportiert. So braucht ein Photon aus dem Sonneninneren etwa
ein Jahr um die Oberfläche zu erreichen.
Für grössere Teilchen, d ≈ λ oder grösser, folgt die Streuung dem Gesetz von
Mie (Mie-Streuung). In diesem Bereich ist die Streuung unabhängig von der
Wellenlänge. Deshalb sieht das gestreute Licht weiss aus, zum Beispiel das an
Wolken oder am Nebel gestreute Licht.
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11. Das Fresnel-Huygenssche
Prinzip

Literatur: (Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 163, 650]) (Siehe Pérez, Optik [Pér96,
pp. 328]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1028])

Versuch 67: Versuch zur Vorlesung:
Huygen’sches Prinzip: Wellenwanne (Versuchskarte O-015)

Die Beugung von Wellen an einem Objekt kann mit dem Prinzip von Fresnel-
Huygens erklärt werden.
Dieses Prinzip kann mit Hilfe von sphärischen Wellen und der Fourier-Transformation
motiviert werden. Wir betrachten das elektrische Feld einer elektromagnetischen
Welle in einer Ebene, praktischerweise mit z = 0. Die komplexe Amplitude (ein
Weg, die Phase mit zu berücksichtigen) ist in dieser Ebene ortsabhängig. Der Mit-
telpunkt der Kugelwelle wird dabei nach r0 verschoben.

E(r, r0, t) = E0(r0)
|r0 − r|

exp (i (k |r0 − r| − ωt)) (11.0.1)

Die resultierende Welle kann als Summe von Einzelwellen, oder im kontinuierlichen
Falle als Integral geschrieben werden.

E(r, t) =
x

Ebene

E0(r0)
|r0 − r|

exp (i (k |r0 − r| − ωt)) dr0 (11.0.2a)

Das Integral hängt nicht von t ab

E(r, t) = exp (−iωt)
x

Ebene

E0(r0)
|r0 − r|

exp (ik |r0 − r|) dr0 (11.0.2b)

In Komponenten haben wir r = (x, y, z)T und r0 = (x0, y0, 0)T . Wir setzen ρ =
(ρx, ρy, ρz)T = (x−x0, y−y0, z)T . Mit der neuen Variablen ρ und dρx = −dx0 und
dρy = −dy0 und dr0 = (−dx0)(−dy0) = dρ lautet das Integral:

E(r, t) = exp (−iωt)
x

Ebene

E0(ρ)
ρ

exp (ikρ) dρ (11.0.3)

Weit weg von der Ebene z = 0 kann man schreiben, dass ρ ≈ ρ0 ist. Wir können
dann schreiben
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E(r, t) ≈ exp (−iωt)
ρ0

x

Ebene

E0(ρ) exp (ikρ) dρ (11.0.4)

Aus dieser Gleichung folgt, die komplexe Amplitude einer elektromagnetischen
Welle, die in einer Ebene bekannt ist, näherungsweise als Fouriertransformation
beschrieben werden kann. Genauere Analysen (später) sind die Kirchhoff-Theorie,
die Fraunhofer-Theorie und die Fresnel-Theorie.
Andererseits kann, wenn vom Integral zurück zu einer Summe gegangen wird, und
die 1/ρ-Abhängigkeit vernachlässigt wird, das Fresnel-Huygenssche Prinzip
formuliert werden.

Das Fresnel-Huygenssche Prinzip
Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront ist Ausgangspunkt einer
neuen kugelförmigen Elementarwelle, die die gleiche Ausbreitungs-
geschwindigkeit und Frequenz wie die ursprüngliche Welle hat. Die
Einhüllende aller Elementarwellen ergibt die Wellenfront zu einem
späteren Zeitpunkt. (nach Augustin Fresnel und Christiaan Huygens)

Man nimmt eine Momentaufnahme des Wellenbildes eines bestimmten Wellenber-
ges und nimmt jeden Punkt auf diesem Wellenberg als Ausgangspunkt einer neuen
Kreiswelle (Kugelwelle in 3 Dimensionen).

Abb. 11.1.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 5 Kreiswellen
auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bildkante.
Rechts das gleiche mit 9 Kreiswellen.

238 ©2001-2024 Ulm University, Othmar Marti



239

Abb. 11.2.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 17 Kreiswel-
len auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 33 Kreiswellen.

Abb. 11.3.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 65 Kreiswel-
len auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 129 Kreiswellen.

Die Beugung an einem Spalt kann so verstanden werden, dass nicht mehr Kreis-
wellen aus einem grossen Bereich, sondern nur noch Kreiswellen aus dem
Spalt zum neuen Wellenbild beitragen.
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Abb. 11.4.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Spalt.
Links die Interferenz von 5 Kreiswellen auf einer horizontalen
Linie im Spalt. Rechts das gleiche mit 9 Kreiswellen.

Abb. 11.5.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Spalt.
Links das Interferenzmuster bei einer Spaltbreite von 1 Wellen-
länge, rechts von 3 Wellenlängen.
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241 11.1 Interferenz von Kugelwellen

Abb. 11.6.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Gitter.
Die im Bild sichtbare Drehung rührt daher, dass nur eine endliche
Anzahl von Gitterschlitzen berücksichtigt wurde.

11.1. Interferenz von Kugelwellen
Nach dem Fresnel-Huygensschen Prinzip interferieren Kugelwellen. Bei grossem ρ
(siehe auch Gleichung (11.0.4)) und achsnahen Positionen (ρ2

z ≫ (ρ2
x + ρ2

y)) ist

ρ =
√

ρ2
z + (ρ2

x + ρ2
y) =

√√√√ρ2
z

(
1 +

(ρ2
x + ρ2

y)
ρ2

z

)

≈ ρz

(
1 +

(ρ2
x + ρ2

y)
2ρ2

z

)
≈ ρz (11.1.1)

Situationen, bei denen Gleichung (11.1.1) gilt, heissen paraxial, die Näherung
also paraxiale Näherung.

Abb. 11.7.: Interferenz zweier Wellen aus A und B

Die Interferenz von Kugelwellen kann bei etwa gleichen Amplituden nach Abbil-
dung 11.7 berechnet werden. Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass der Weglän-
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genunterschied von A nach P und von B nach P ∆ℓ = d sin (φ) ist. Konstruktive
Interferenz tritt auf, wenn

sin (φ) = nλ

d
n = 0, ±1, ±2, . . . (11.1.2)

ist. In der paraxialen Näherung (kleine φ) gilt auch

φ = nλ

d
n = 0, ±1, ±2, . . . (11.1.3)

Interferenzminima treten bei

sin φ = (n + 1/2)λ
d

n = ±1, ±2, . . . (11.1.4)

oder, in der paraxialen Näherung (kleine ϕ), bei

φ = (n + 1/2)λ
d

n = ±1, ±2, . . . (11.1.5)

Die Lage der Interferenzextrema hängen von der Wellenlänge ab.

11.2. Interferenzmuster an einem Doppelspalt
Literatur: (Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 572]) (Siehe Pérez, Optik [Pér96, pp.
358]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1116])

Versuch 68: Versuch zur Vorlesung:
Beugung am Doppelspalt (Versuchskarte O-123)

Abb. 11.8.: Strahlengang bei einem Doppelspalt

Aus den Interferenzbedingungen wissen wir, dass wir
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243 11.2 Interferenzmuster an einem Doppelspalt

konstruktive Interferenz (helle Streifen) bei

d sin (Θ) = mλ m = 0,±1,±2, . . . (11.2.1)
destruktive Interferenz (dunkle Streifen) bei

d sin (Θ) =
(
m + 1

2

)
λ m = 0,±1,±2, . . . (11.2.2)

haben. Wir berechnen nun den Verlauf der Intensität.
Am Punkt P ist die Phasendifferenz

δ = 2π

λ
d sin (Θ) (11.2.3)

Der m-te helle Streifen hat von der Achse den Abstand ym. Nach der Skizze ist
der Winkel dann durch

tan Θ = ym

ℓ
(11.2.4)

gegeben. Wir verwenden, dass für kleine Winkel Θ gilt: tan (Θ) ≈ sin (Θ) ≈ Θ.
Damit folgt

d sin (Θ) ≈ d tan (Θ) = d
ym

ℓ
≈ mλ (11.2.5)

Der m-te helle Streifen liegt also bei

ym ≈ m
λℓ

d
(11.2.6)

Der Abstand zweier Streifen ist

∆y = λℓ

d
(11.2.7)

Wenn wir die Amplituden der Felder verwenden (die elektrischen Felder E), können
wir sagen, dass die beiden Felder E1 = |E0i| sin (ωt) und E2 = |E0i| sin (ωt + δ)
am Punkt P interferieren.

E = E1 + E2 = |E0i| sin (ωt) + |E0i| sin (ωt + δ) (11.2.8)

Mit sin α + sin β = 2 cos
(

α−β
2

)
sin

(
α+β

2

)
bekommt man

E = 2 |E0i| cos
(

δ

2

)
sin

(
ωt + δ

2

)
(11.2.9)

Die Intensität ist dann (ohne Herleitung)
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I = 4n
ϵ0c

2 |E0i|2 cos2
(

δ

2

)
= 2nϵ0c |E0i|2 cos2

(
δ

2

)
(11.2.10)

wobei n der Brechungsindex des Mediums ist. Mit d sin (Θ) ≈ yd/ℓ wird die Phase

δ = 2π

λ
d sin (Θ) ≈ 2π

λ

yd

ℓ
(11.2.11)

und mit I0 = nϵ0c
2 |E0i|2

I(y) ≈ 4I0 cos2
(

πyd

λℓ

)
(11.2.12)

Abb. 11.9.: Beugung an einem Doppelspalt. Links ist d = 3λ, in der Mitte
d = 10λ und rechts d = 30λ (rechts ist der gezeigte Bildausschnitt
grösser).

Die Interferenz an einem Doppelspalt hängt von der Polarisationsrichtung ab.

Versuch 69: Versuch zur Vorlesung:
Interferenz mit Polarisation (Versuchskarte AT-051)
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12. Reflexion und Brechung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1059]) (Siehe P. A. Tipler
und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1030]) (Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik
[Mes15, pp. 481])
Reflexion und Brechung sind die Phänomene, die ein Grundverständnis von Linsen,
Mikroskopen aber auch von Glasfasern ermöglicht. Grundlage für die Diskussion
ist das Huygens’sche Prinzip (Siehe Abschnitt 11).

12.1. Lichtstrahlen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1028]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 481])
Wir verwenden Lichtstrahlen (siehe Abschnitt 9.2.1). Die Richtung des Wellen-
vektors definiert die Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahls. Eine ebene Welle ist
lateral unendlich ausgedehnt. Für Lichtstrahlen heisst dies, dass sie, streng gese-
hen, nur dann angewendet werden dürfen, wenn die Ausdehnungen gross gegen die
Wellenlänge λ des Lichtes sind.

12.2. Reflexion

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1030]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 483])

Versuch 70: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Reflexi-
on (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/O/PDF/O_046V00.PDF
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Abb. 12.1.: Geometrie der Reflexion.

Wir betrachten eine Welle, die sich mit dem Wellenvektor k sich auf die Grenzflä-
che Luft-Glas hin bewegt. Eingezeichnet ist rot der Wellenberg, der durch B′ zur
Zeit t geht. Dieser Wellenberg berührt die Grenzfläche in B. An beiden orten wird
eine Huygens’sche Elementarwelle (Siehe Abschnitt 11) ausgelöst. nach der Zeit ∆t
hat der Wellenberg, der zur Zeit t durch B′ ging, A erreicht. Nach dem Huygens-
schen Prinzip (Siehe Abschnitt 11) hat auch die in B′ startende Elementarwelle
A erreicht. Die Elementarwelle aus B ist nun bei A′. Da wir keine Annahme über
Zeiten und Abstände gemacht haben, muss diese Elementarwelle Teil eines kon-
struktiv überlagernden Systems von Elementarwellen sein, die eine zweite ebene
Welle mit dem Wellenvektor k′ erzeugen. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit für
die beiden Elementarwellen gleich ist, da die Verbindungsstrecken B′A und BA′

gleich lang sind und beide Teile eines rechtwinkligen Dreiecks sind, müssen alle
Winkel gleich sein. Deshalb ist der Neigungswinkel von k′ zur Senkrechten gleich
dem Neigungswinkel von k zur Senkrechten. Es folgt das Reflexionsgesetz

Bei der Reflexion gilt:
Einfallswinkel=Ausfallswinkel

In einem Medium bewegt sich Licht langsamer: die Lichtwelle regt die gebundenen
Elektronen zum Schwingen an. Diese erzeugen Huygens’sche Elementarwellen (Sie-
he Abschnitt 11), aber mit einer Phasenverschiebung (Siehe Abschnitt 8.3) oder, in
anderen Worten, einer Zeitverzögerung. Dies bedeutet, dass Licht sich langsamer
ausbreitet. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht im Medium ist

cm = c

n
(12.2.1)

wobei c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n der Brechungsindex des Me-
diums ist1.
Bei senkrechtem Einfall ist die Intensität des reflektierten Lichtes (ohne Beweis)

1Es ist auch n = ϵ2, wobei ϵ die relative Permittivität bei der Frequenz des Lichtes ist
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247 12.3 Brechung

I =
(

n1 − n2

n1 + n2

)2
I0 (12.2.2)

Dabei sind n1 und n2 die Brechzahlen der beiden Medien und I0 die einfallende
Intensität. Bei n1 = 1 (Luft) und n2 = 1, 33 (Wasser) ist I/I0 = 0.02. Für n2 = 1.5
(Glas) ist I/I0 = 0.04 und für n2 = 2.5 (etwa Diamant) ist I/I0 = 0.18. Bei
n2 = 3.5 ist I/I0 = 0.31!

Bei zwei Medien mit unterschiedlichen Brechzahlen heisst dasjenige
das optisch dichtere Medium, dessen Brechzahl grösser ist.

12.3. Brechung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1032]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 485])

Versuch 71: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Bre-
chung (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Abb. 12.2.: Geometrie der Brechung.

Wir betrachten nun den Weg, den das Licht im Inneren eines Mediums zurücklegt.
Wir berücksichtigen, dass die Geschwindigkeit im Medium um den Brechungsindex
n kleiner ist. Aus dem rechtwinkligen Dreieck wissen wir, dass

AB sin ϕ = AB′ (12.3.1a)
AB sin ϕ′ = BA′ (12.3.1b)
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Weiter ist

AB′ = c

n1
∆t (12.3.2a)

BA′ = c

n2
∆t (12.3.2b)

Also gilt

c
n1

∆t

sin ϕ
=

c
n2

∆t

sin ϕ′ (12.3.3)

Wir kürzen mit c∆t und setzen ϕ = ϕ1 und ϕ′ = ϕ2 und erhalten das Snelli-
us’sche Brechungsgesetz (nach Snellius).

Brechungsgesetz
n1 sin ϕ1 = n2 sin ϕ2 (12.3.4)

Bei diesem Gesetz gibt es nur dann immer eine Lösung, wenn n1 ≤ n2 ist. Sonst
gibt es den Winkel der Totalreflexion. Wenn der vom optisch dichteren Medium
einfallende Lichtstrahl gegen die Grenzflächennormale den Winkel ϕtot hat und der
Winkel des resultierenden Lichtstrahls gegen die Grenzflächennormale im optisch
dünneren Medium π/2 ist, hat das Brechungsgesetz gerade noch eine reelle Lösung.

ϕtot = arcsin
(

n1

n2

)
mit n1 < n2 (12.3.5)

Für Winkel, die grösser als ϕtot sind, wird Licht aus dem optisch dünneren Medium
total reflektiert. Die Reflexion geschieht in einer Tiefe von etwa 100 nm innerhalb
des optisch dünneren Mediums.

12.4. Totalreflexion und optische Kommunikation

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1035]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 485])

Versuch 72: Versuch zur Vorlesung:
Wasserstrahl als Lichtleiter: Totalreflexion (Versuchskarte O-72)
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249 12.5 Prismen

Abb. 12.3.: Transport von Licht in einer Stufenindexfaser.

Wenn Licht mit einem Winkel nahe der Achse der optischen Faser in diese ein-
gekoppelt wird, dann wird das Licht mit Totalreflexion transportiert. Nur Licht,
das innerhalb des Akzeptanzwinkels den Faserkern trifft, wird weiter transpor-
tiert. Wenn die Faser gekrümmt wird, dann verlässt ein Teil des Lichtes die Faser:
Krümmungen in der Faser erhöhen die Verluste.
Wenn der Faserkern den Durchmesser d hat, ist der effektive Weg vom Winkel α
gegen die Achse abhängig. Die Hypotenuse ist ℓH = d/ sin α lang, der direkte Weg
wäre ℓ = d/ tan α. Die relative Längenänderung ist

ℓH

ℓ
= d

sin α

tan α

d
= sin α

tan α
= 1

cos α
≈ 1 + 1

2α2 (12.4.1)

Die Laufzeit hängt also davon ab, wie das Licht durch eine Glasfaser läuft. Zu-
sätzlich tritt Dispersion auf. Bei allen Gläsern ist

nblau > ngrün > ngelb > nrot (12.4.2)

Deshalb ist die Laufzeit für die verschiedenen Farben auch unterschiedlich. Da
cMedium = c/nMedium ist, ist auch

cblau < cgrün < cgelb < crot (12.4.3)

12.5. Prismen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1036]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 487])

Versuch 73: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Prisma
(Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))
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Abb. 12.4.: Links: Strahlengang durch ein Prisma. Rechts: Dispersion einiger Ma-
terialien.

Durch die Dispersion des Lichtes, das heisst, dass die Brechzahl von der Wellen-
länge abhängt, werden die verschiedenen Farben unterschiedlich gebrochen. Jedes
mal, wenn Licht durch die Grenzfläche Luft-Materie geht, werden unterschiedliche
Farben unterschiedlich gebrochen. Dies bewirkt die folgenden Effekte:

• die Chromatische Aberration bei Linsen (Farbsäume)

• die Möglichkeit, ein Prisma als Spektralapparat zu verwenden

• das Auseinander laufen von Signalen in Glasfasern

• der Regenbogen
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13. Optische Instrumente

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1089]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 488])
Optische Instrumente bestehen aus Spiegeln, eben oder gekrümmt, und Linsen.
Dazu kommen Öffnungen, Aperturen genannt, sowie Blenden.

13.1. Spiegel

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1059])

Abb. 13.1.: Ebener Spiegel.

Blickt man in einen ebenen Spiegel, so sieht man ein virtuelles Bild des Gegen-
standes. Bei einem perfekten Spiegel ist das Bild nicht von einem wirklichen Ge-
genstand zu unterscheiden, ausser: links und rechts sind vertauscht. Eine andere
Sichtweise ist auch, dass links und rechts bleiben, aber dass vorne und hinten ver-
tauscht sind. Mehrere Spiegel erlauben Mehrfachbilder. Zwei Spiegel, die senkrecht
aufeinander stehen, reflektieren das Licht in die gleiche Richtung zurück, aus der
es gekommen ist.
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Abb. 13.2.: Gekrümmter Spiegel.

Versuch 74: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Ge-
krümmte Spiegel (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Bei einem gekrümmten Spiegel wird der Gegenstand P in das Bild P ′ abgebildet.
C ist der Krümmungsmittelpunkt des Spiegels, deshalb sind die Winkel Θ der
einfallenden und reflektierten Strahlen zu dieser Linie gleich. Es gilt (Aussenwinkel)

β = Θ + α (13.1.1)
und (auch Aussenwinkel)

γ = α + 2Θ (13.1.2)
Wir eliminieren Θ

2β = α + γ (13.1.3)
Für kleine Winkel (paraxiale Näherung) gilt, dass α ≈ s/g, β = s/r und γ =
s/b ist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite und r der Krümmungsradius
des Spiegels ist. Eingesetzt:

1
g

+ 1
b

= 2
r

(13.1.4)

Wenn der Gegenstand im unendlichen ist, g = ∞ ist b = r/2. Wir nennen diese
Weite die

Brennweite
f = r

2 (13.1.5)

Die Abbildungsgleichung, die nicht nur für sphärische Spiegel gilt, ist also
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253 13.2 Linsen

1
g

+ 1
b

= 1
f

(13.1.6)

Abbildungsgleichung eines sphärischen Spiegels

Der obige Spiegel ist ein Konkavspiegel (französisch: la cave: Keller (mit einem
Kellergewölbe)). Bei einem Konvexspiegel gilt die Abbildungsgleichung auch, die
Brennweite ist aber negativ.

Spiegel sind in weiten Wellenlängenbereichen unabhängig von der
Wellenlänge. Sie sind dispersionsfrei und zeigen keine chromatische
Aberration.

13.2. Linsen

13.2.1. Brechung an Kugelflächen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1068]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 488])

Versuch 75: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Halb-
ebene, einseitig abgerundet (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder
intern))

Abb. 13.3.: Brechung von Licht an einer gekrümmten Glasoberfläche.
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Gleich wie mit Spiegeln können Abbildungen mit Linsen durchgeführt werden. Für
kleine Winkel gilt sin (Θ) ≈ Θ. Wir erhalten

n1Θ1 = n2Θ2 (13.2.1)

β ist der Aussenwinkel von P ′CA. Also ist

β = Θ2 + γ = n1

n2
Θ1 + γ (13.2.2)

Θ1 ist der Aussenwinkel von PAC.

Θ1 = α + β (13.2.3)

Nach Elimination von Θ1 folgt

n1α + n2γ = (n2 − n1)β (13.2.4)

Für kleine Winkel (paraxiale Näherung) gilt, dass α ≈ s/g, β = s/r und γ =
s/b ist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite und r der Krümmungsradius
der Oberfläche ist. Eingesetzt:

n1

g
+ n2

b
= n2 − n1

r
(13.2.5)

Hier sind, im Gegensatz zum sphärischen Spiegel, die reellen Bilder hinter der
Grenzfläche.

13.2.2. Abbildungsmassstab

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1007]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 493])
Nach dem Strahlensatz ist n1

Gegenstandsgrösse
g

= n2
-Bildgrösse

b
. Der Abbildungsmass-

stab ist also

V = Bildgrösse
Gegenstandsgrösse = −n1b

n2g
(13.2.6)

13.2.3. Dünne Linsen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1071]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 491])

Versuch 76: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Dünne
Linse (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))
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255 13.2 Linsen

Abb. 13.4.: Dünne Linse. Brechung tritt an beiden Oberflächen auf.

Wir betrachten eine dünne Linse, das heisst, dass wir die Dicke des Glases ver-
nachlässigen. Die Linsenoberflächen sollen die Krümmungsradien r1 und r2 (rechts)
haben. Die Linse mit dem Brechungsindex n ist in Luft (Brechungsindex 1). Ein
Gegenstand befindet sich im Abstand g links vor der ersten Ebene, und damit auch
im Abstand g vor der Mittelebene. Die Bildweite b1 aufgrund der ersten Oberfläche
nach wird Gleichung (13.2.5) mit

1
g

+ n

b1
= n− 1

r1
(13.2.7)

Das Bild ist virtuell, da das Licht auch noch an der zweiten Grenzfläche gebrochen
wird. In unserer Abbildung ist die Bildweite b1 negativ. Diese Bildweite b1 ist für
die zweite Oberfläche die Gegenstandsweite g2 = −b1. Die Abbildungsgleichung
dort lautet

n

g2
+ 1

b
= 1− n

r2
(13.2.8)

Eingesetzt und addiert ergibt sich

1
g

+ 1
b

= n− 1
r1

+ 1− n

r2
= (n− 1)

( 1
r1
− 1

r2

)
(13.2.9a)

1
f

= (n− 1)
( 1

r1
− 1

r2

)
(13.2.9b)

wobei wir g =∞ gesetzt haben. Dann ist b = f die Brennweite.
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Abbildungsgleichung
1
g

+ 1
b

= 1
f

(13.2.10)

• Strahlen, die die Linse auf der optischen Achse schneiden, wer-
den nicht abgelenkt.

• Achsenparallele Strahlen werden im Brennpunkt fokussiert

• Strahlen aus dem Brennpunkt werden zu achsenparallelen
Strahlen.

13.2.3.1. Arten von Linsen

Bikonvex Bikonkav
Konvexkonnkav Konkavkonvex

Abb. 13.5.: Vereinbarung: Konvexe Radien links und konkave Radien rechts sind
positiv, konvexe Radien rechts und konkave Radien links sind nega-
tiv.

In Gleichung (13.2.9b) treten zwei Radien auf, r1 und r2. So wie die Gleichung
(13.2.9b) hergeleitet wurde, müssen die Vorzeichen der Radien wie in Abbildung
13.5 gesetzt werden. Dann ergeben sich die richtigen Brennweiten f .
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13.2.3.2. Dünne Linsen mit unterschiedlichen Medien links und rechts

Abb. 13.6.: Eine dünne Linse links im Kontakt mit einem anderen Medium als
rechts.

In Gleichung (13.2.9b) diskutieren wir eine dünne Linse in Luft. In diesem Ab-
schnitt soll die dünne Linse links mit einem Medium mit dem Brechungsindex n1
und rechts von einem Medium mit dem Brechungsindex n2 in Kontakt sein. Dabei
sollen n1, n2 und n3 als unterschiedlich angenommen werden. Wenn n1 = n3 = 1
ist, wird das Resultat aus Gleichung (13.2.9b) erhalten
Der Rechenweg ist analog zu dem, der zur Gleichung (13.2.9b) geführt hat.
Die Bildweite b1 aufgrund der ersten Oberfläche in der Linse ist

n1

g
+ n2

b1
= n2 − n1

r1
(13.2.11)

Diese Bildweite b1 ist für die zweite Oberfläche die Gegenstandsweite g2 = −b1.
Die Abbildungsgleichung für die Grenzfläche rechts lautet

n2

g2
+ n3

b
= n3 − n2

r2
(13.2.12)

Analog zur Rechnung für Gleichung (13.2.9b) wird die Beziehung g2 = −b1 einge-
setzt und die Gleichungen (13.2.11) und (13.2.12) addiert. Es ergibt sich

n1

g
+ n3

b
= n2 − n1

r1
+ n3 − n2

r2
(13.2.13)

Wir erhalten die Brennweite f3 im Medium mit n3 indem wir g =∞ setzen. Dann
ist b = f3.

n3

f3
= n2 − n1

r1
+ n3 − n2

r2
(13.2.14a)

1
f3

= n2 − n1

n3r1
+ n3 − n2

n3r2
(13.2.14b)
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Wir erhalten die Brennweite f1 im Medium mit n1 indem wir b =∞ setzen. Dann
ist g = f1.

n1

f1
= n2 − n1

r1
+ n3 − n2

r2
=⇒ 1

f1
= n2 − n1

n1r1
+ n3 − n2

n1r2
(13.2.15a)

(13.2.15b)

Einige Beispiele:

• Bikonvexlinse r1 = −r2 = r > 0 in Luft n1 = n2 = 1

1
f1

= 1
f3

= 2(n2 − 1)
r

• Plankonvexlinse r1 =∞, −r2 = r in Luft n1 = n2 = 1

1
f1

= 1
f3

= (n2 − 1)
r

• Konvexkonkavlinse r1 = r, r2 = 2r in Luft n1 = n2 = 1

1
f1

= 1
f3

= (n2 − 1)
2r

• Bikonvexlinse r1 = −r2 = r > 0 in Luft n1 = 1 nach Wasser n2 = 4/3

1
f1

= 6n2 − 7
3r

̸= 1
f3

== 6n2 − 7
4r

• Bikonkavlinse r1 = −r2 = −r < 0 in Luft n1 = n2 = 1

1
f1

= 1
f3

= −2(n2 − 1)
r

• Bikonvexlinse r1 = −r2 = r > 0 in Medium mit n1 = n3 = n > 1 aus Luft
n2 = 1

1
f1

= 1
f3

= 1− n

nr1
− 1− n

nr2
= −2(n− 1)

nr

Dies ist eine Zerstreuungslinse. Wenn der Brechungsindex der Linse kleiner
ist als der der Umgebung sind Bikonkavlinsen Sammellinsen und Bikonvex-
linsen Zerstreuungslinsen!

13.2.4. Dicke Linsen
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 491])
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Abb. 13.7.: Dicke Linse.

Eine dicke Linse wird wie eine dünne berechnet, mit der Ausnahme, dass alle
Messungen von Distanzen von den jeweiligen Hauptebenen aus gemacht werden
müssen.

13.3. Das Auge
Literatur: (Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 304]) (Siehe P. A. Tipler und G.
Mosca, Physik [TM04, pp. 1089])

Abb. 13.8.: Das Auge. Links oben eine Gesamtansicht eines Augenmodells.
Rechts ein Schnitt durch das Auge mit der Iris links, dann der Linse
und dem Glaskörper. Links unten eine Detailansicht der Linse.

Das Auge hat eine Linse mit einer Brennweite von etwa 2.5 cm (Abstand Linse-
Netzhaut). Achtung: Der Brechungsindexunterschied nach aussen (Linse zu Luft)
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und nach innen (Linse zu Glaskörper) ist verschieden. Deshalb ist die Brenn-
weite der Linse ausserhalb kleiner als innerhalb des Auges. Die Krümmung der
Linse kann eingestellt werden: Akkomodation.

Versuch 77: Versuch zur Vorlesung:
Augen-Modell (Versuchskarte O-132)

Abb. 13.9.: Weitsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

Abb. 13.10.: Kurzsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

13.4. Lupe

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1093]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 494])
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261 13.5 Mikroskop

Abb. 13.11.: Wirkungsweise einer Lupe.

Die Wirkungsweise einer Lupe kann nur verstanden werden, wenn wir das Auge
mit berücksichtigen. Auf der linken Seite finden sie eine Skizze, wie ein Bild auf
der Netzhaut des Auges entsteht. Die Brennweite des Auges sei dabei f . Der blaue
Pfeil wird entsprechend den Abbildungsgesetzen auf die Netzhaut abgebildet.
Die Lupe (rechtes Bild) wird nun so vor das Auge gehalten, dass ihr Brennpunkt
auf der Linsenachse des Auges ist. Die vom roten Pfeil (innerhalb der Brennweite
des Auges) ausgehenden Strahlen werden von der Lupe so geformt, dass sie nach
ihr gleich wie die Strahlen des blauen Pfeils ohne Lupe sind. Das Bild des roten
Pfeils ist gleich gross wie das des blauen. Die Lupe hilft dem Auge, ein vergrössertes
Bild zu sehen.

13.5. Mikroskop
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1098]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik [Mes15, pp. 494])

Abb. 13.12.: Strahlengang in einem Mikroskop.
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Versuch 78: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Mikro-
skop (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Bei einem Mikroskop ist ein Gegenstand so nahe am Brennpunkt einer Objektiv-
linse, dass ein stark vergrössertes Bild erzeugt wird. Dieses Bild, Zwischenbild
genannt, wird in einer Ebene im Abstand t vom zweiten Brennpunkt des Okulars
erzeugt. Würde man in dieser Ebene eine Kamera anbringen, könnte man ein Bild
des Gegenstandes aufnehmen.
Die Strahlen gehen jedoch weiter und werden von einer zweiten Linse, dem Okular
weiterverarbeitet. Das Okular ist so platziert, dass das von der ersten Linse erzeug-
te Bild genau auf seinem Brennpunkt erzeugt wird. Die Strahlen aus der ersten
Linse, dem Objektiv, werden nun so gebrochen, dass sie divergent sind. Dies ist
die gleiche Funktion, wie sie die Lupe (Siehe Abschnitt 13.4) hatte. Nur das Auge,
hier nicht eingezeichnet, kann wieder ein Bild formen, das nun aber sehr stark
vergrössert ist.

In vielen Lehrbüchern findet man Zeichnungen, in denen die Licht-
strahlen beim Zwischenbild ihre Richtung ändern. Dies ist in Luft
nicht möglich, und Streukörper gibt es in einem Mikroskoptubus
nicht.

13.6. Die Kamera
Literatur: (Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 327]) (Siehe Pérez, Optik [Pér96, pp.
228]) (Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [TM04, pp. 1095])

Halbleitersensor

Objektiv

Sucherprisma

Pentaprisma

Umlenkspiegel

Halbleitersensor

Objektiv

Bildschirm

LCD oder OLED

Abb. 13.13.: Schematische Skizzen von Kameras. Links eine Spiegelreflexkamera,
rechts eine moderne spiegllose Kamera

Eine Kamera besteht aus einem Objektiv, das in einer Führung verschiebbar
gelagert ist, dem Film oder einem elektronischen Sensor (CCD oder CMOS) und
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263 13.6 Die Kamera

einer Beobachtungsoptik oder einem Bildschirm. Bei einer Spiegelreflexkamera sind
die Beobachtungsoptik und der Strahlengang des Objektivs teilweise identisch.
Wie weit müssen Objektive bewegt werden? Wir verwenden 1/f = 1/b + 1/g
und beachten, dass bei einer auf ∞ eingestellten Kamera das Objektiv gerade f
vom Film oder Sensor entfernt ist.

Distanz 20 mm 50 mm 100 mm 200 mm 1000 mm
100 m 20.004 mm 50.025 mm 100.1 mm 200.4 mm 1010.1 mm

Verschiebung 0.004 mm 0.025 mm 0.1 mm 0.4 mm 10.1 mm
30 m 20.013 mm 50.08 mm 100.3 mm 201.3 mm 1034.4 mm

Verschiebung 0.013 mm 0.08 mm 0.3 mm 1.3 mm 34.4 mm
10 m 20.04 mm 50.25 mm 101 mm 204.1 mm 1111 mm

Verschiebung 0.04 mm 0.25 mm 1 mm 4.1 mm 111 mm
3 m 20.13 mm 50.85 mm 103.4 mm 214 mm 1500 mm

Verschiebung 0.13 mm 0.85 mm 3.4 mm 14 mm 500 mm
1 m 20.4 mm 52.6 mm 111 mm 250 mm -

Verschiebung 0.4 mm 2.6 mm 11 mm 50 mm -
0.3 m 21.4 mm 60 mm 150 mm 600 mm -

Verschiebung 1.4 mm 10 mm 15 mm 400 mm -
0.1 m 25 mm 100 mm - - -

Verschiebung 5 mm 50 mm - - -
0.03 m 60 mm - - - -

Verschiebung 50 mm - - - -

Fett angegeben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahr-
scheinlich nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu klein sind. Rot ange-
geben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahrscheinlich
nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu gross sind.

Die Blendenzahl ist das Verhältnis der Brennweite f zum Durchmesser der d
der Öffnung der Blende.

Blendenzahl = f

d
(13.6.1)

Bei einem Objektiv mit der Brennweite 50 mm und einer Blendenzahl von 8
ist die Öffnung also d = 6.25 mm.
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13.7. Kollimationsoptik für Laserdioden

Abb. 13.14.: Kollimationsoptik für Laser.

Eine Laserdiode ist eine quasi-Punktquelle. Deshalb verwendet man eine Linse,
deren Fokus an der Stelle platziert wird, bei der sich die Lichtstrahlen aus einer
Laserdiode, rückwärts gesehen, schneiden würden. Damit erreicht man, dass ein in
etwa paralleler Strahl aus dem Laser emittiert wird. Die Linsen sind im allgemeinen
sehr stark gekrümmt, da die Breite oder Höhe des Emissionsvolumens sehr gering
ist (Beugung am Spalt).

13.8. Beamer
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 496])

Abb. 13.15.: Schematische Zeichnung eines Diaprojektors oder eines LCD-
Beamers.
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Versuch 79: Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe: Große Scheibe mit mehrfach Laserstrahl: Projek-
tion, Projektor (Versuchskarte O-046, Video (VPN oder intern))

Jeder LCD-Beamer oder Diaprojektor besteht aus einer Projektionsoptik, die das
Bild auf dem Dia oder dem LCD-Bildschirm auf die Leinwand abbildet. Damit
eine optimale Helligkeit da ist, wird die Lampe mit einem Kondensor so abgebildet,
dass das Dia, der LCD-Bildschirm, voll ausgeleuchtet wird und dass gleichzeitig die
Lichtstrahlen ohne das abzubildende Bild die Projektionslinse optimal beleuchten.
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Teil VII.

Anhang





A. Differentiation und Integration

A.1. Differentiationsregeln

Definition der Ableitung u = f(t)
u′ = du

dt
= f ′(t) =

lim
∆t→0

f(t+∆t)−f(t)
∆t

Partielle Ableitung u = f(x, y, z, . . . , t)
∂u
∂x

=
lim

∆x→0
f(x+∆x,y,z,...,t)−f(x,y,z,...,t)

∆x

Andere Schreibweise u = f(t) du
dt

= d
dt

u = d
dt

f(t)

Konstanter Faktor u = f (x) , c = const dcu
dx

= cdu
dx

Summenregel u = f(t), v = g(t) d(u+v)
dt

= du
dt

+ dv
dt

Produktregel u = f(t), v = g(t) duv
dt

= udv
dt

+ v du
dt

Bruch u = f(t), v = g(t) d
dt

(
u
v

)
= v du

dt
−u dv

dt

v2

Kettenregel u = f(v), v = g(t) df(g(t))
dt

= df(v
dv

dv
dt

= df(v
dv

dg(t)
dt

logarithmische Ableitung u = f (x) d ln u
dx

=
dy
dx

y
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A.2. Differentiation einfacher Funktionen

Funktion n-te Ableitung
xm m(m− 1)(m− 2) . . . (m− n + 1)xm−n

bei ganzzahligem m und n und
m > n ist die n-te Ableitung null

ln x (−1)n−1(n− 1)! x−n

loga (x) (−1)n−1 (n−1)!
ln a

x−n

ekx knekx

akx (k ln a)n akx

sin (kx) kn sin
(
kx + nπ

2

)
cos (kx) kn cos

(
kx + nπ

2

)
Beispiel:

y = (5x2 − 3x + 2)6x

soll differenziert werden. Wir verwenden die logarithmische Ableitung.

ln(y) = 6x ln(5x2 − 3x + 2) | d

dx

d

dx
(ln(y)) = d

dx

(
6x ln(5x2 − 3x + 2)

)
|ableiten, Produktregel rechts

y′

y
= 6 ln(5x2 − 3x + 2) + 6x

d ln(5x2 − 3x + 2)
dx

|Kettenregel ganz rechts

y′

y
= 6 ln(5x2 − 3x + 2) + 6x

1
5x2 − 3x + 2

d(5x2 − 3x + 2)
dx

y′

y
= 6 ln(5x2 − 3x + 2) + 6x

1
5x2 − 3x + 2 (10x− 3) | · y

dy

dx
= y′ = 6y ln(5x2 − 3x + 2) + 6yx

10x− 3
5x2 − 3x + 2 |y einsetzen

y′ = 6(5x2 − 3x + 2)6x ln(5x2 − 3x + 2) + 6(5x2 − 3x + 2)6xx
10x− 3

5x2 − 3x + 2

y′ = 6(5x2 − 3x + 2)6x
[
ln(5x2 − 3x + 2) + 10x− 3

5x2 − 3x + 2

]
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A.3. Taylorreihe und Reihen
Definition

f (x) = f(a) + x− a

1! f ′(a) + (x− a)2

2! f ′′(a) + . . . + (x− a)n

n! f (n)(a) + . . .

andere Schreibweise

f(x + ∆x) = f (x) + ∆x

1! f ′ (x) + (∆x)2

2! f ′′ (x) + . . . + (∆x)n

n! f (n) (x) + . . .

Beispiel

f(x + ∆x) = sin (x + ∆x)

= sin (x) + ∆x

1! cos (x) + (∆x)2

2! f ′′ (x) + . . .

+(−1)n (∆x)2n

(2n)! sin (x) + . . . + (−1)n (∆x)2n+1

(2n + 1)! cos (x) + . . .

Spezialfall: x = 0

sin (∆x) = ∆x− 1
3!(∆x)5 + 1

3!(∆x)5 + . . . + (−1)n (∆x)2n+1

(2n + 1)! + . . .
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A.4. Einige Reihen

Funktion Potenzreihe Konvergenz
(1± x)m 1±mx + m(m−1)

2! x2 ± m(m−1)(m−2)
3! + . . . |x| ≤ 1

+(±1)n m(m−1)...(m−n+1)
n! xn + . . .

sin (x + ∆x) sin (x) + ∆x
1! cos (x) + (∆x)2

2! f ′′ (x) + . . . |∆x| <∞
+ (∆x)n

(n)! sin
(
x + πn

2

)
+ . . .

cos (x + ∆x) cos (x)−∆x sin (x)− ∆x2 cos(x)
2! + ∆x3 sin(x)

3! |∆x| <∞
+∆x4 cos(x)

4! − . . . + ∆xn cos(x+ nπ
2 )

n! ± . . .

tan x x + 1
3x3 + 2

15x5 + 17
315x7 + 62

2835x9 . . . |x| < π
2

cot x 1
x
−
[

x
3 + x3

45 + 2x5

945 + x7

4725 . . .
]

0 < |x| < π

ex 1 + x
1! + x2

2! + x3

3! + x4

4! + . . . |x| <∞

ax = ex ln a 1 + x ln a
1! + (x ln a)2

2! + (x ln a)3

3! + (x ln a)4

4! + . . . |x| <∞

ln x 2
[

x−1
x+1 + (x−1)3

3(x+1)3 + (x−1)5

5(x+1)5 + . . . x > 0
+ (x−1)2n+1

(2n+1)(x+1)2n+1 + . . .
]

ln x (x− 1)− (x−1)2

2 + (x−1)3

3 + . . . 0 < x ≤ 2
+(−1)n+1 (x−1)n

n
+ . . .

ln x x−1
x

+ 1
2

(
x−1

x

)2
+ 1

3

(
x−1

x

)3
+ . . . x > 1

2

+ 1
n

(
x−1

x

)n
+ . . .

ln(1 + x) x− x2

2 + x3

3 −
x4

4 + . . . −1 < x ≤ 1
+(−1)n+1 xn

n
+ . . .

arcsin x x + x3

2·3 + 1·3x5

2·4·5 + 1·3·5x5

2·4·6·7 + . . . |x| < 1

arccos x π
2 −

[
x + x3

2·3 + 1·3x5

2·4·5 + 1·3·5x5

2·4·6·7 + . . .
]

|x| < 1

arctan x x− x3

3 + x5

5 − . . . + (−1)n x2n+1

2n+1 + . . . |x| < 1
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B. Rotationsmatrizen,
Variablenpermutation

Die Rotationsmatrizen um die Achsen x und y können aus der Rotationsmatrix
Rz(αz) durch Permutation von Variablen hergeleitet werden (siehe auch Ab-
schnitt 2.2.4).

B.1. Drehung um die z-Richtung

Abb. B.1.: Drehung der Vektoren ex und ey um den Winkel αz um die z-Achse.

Abbildung B.1 zeigt, wie die Einheitsvektoren in der xy-Ebene um die z-Achse
gedreht werden. Die daraus folgenden Gleichungen (Wiederholung von Abschnitt
2.2.4) lauten

Rz(ex, αz) = Rz


 1

0
0

 , αz

 =

 cos αz

sin αz

0

 (B.1.1a)

Rz(ey, αz) = Rz


 0

1
0

 , αz

 =

 − sin αz

cos αz

0

 (B.1.1b)

Rz(ex, αz) = Rz


 0

0
1

 , αz

 =

 0
0
1

 . (B.1.1c)

Daraus ergibt sich die Matrixgleichung für die Drehung um die z-Achse
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Rz(A, αz) = A′ =

 cos αz − sin αz 0
sin αz cos αz 0

0 0 1


 Ax

Ay

Az

 (B.1.2)

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die z-Achse als Matrix Rz

Rz(αz) =

 cos (αz) − sin (αz) 0
sin (αz) cos (αz) 0

0 0 1

 (B.1.3)

geschrieben werden kann.

B.2. Von der Drehung um z zur Drehung um y

Abb. B.2.: Darstellung der zyklischen Vertauschung (Permutation) x→ y →
z → x.

Abbildung B.2 illustriert den Weg der zyklischen Vertauschung (Permutation)
x→ y → z → x.
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275 B.3 Drehung um die y-Richtung

Abb. B.3.: Darstellung des Zustandes nach der zyklischen Vertauschung
(Permutation) x→ y → z → x.

Abbildung B.2 zeigt die Variablen nach der zyklischen Vertauschung (Permutation)
x→ y → z → x. Dies führt jetzt auf die Darstellung B.4

Abb. B.4.: Drehung der Vektoren ez und ex um den Winkel αy um die y-Achse.
Wichtig ist die Reihenfolge: Nur so haben wir immer noch ein rechts-
händiges Koordinatensystem.

B.3. Drehung um die y-Richtung

Wir führen jetzt exakt das gleiche Verfahren wie bei der Drehung um z aus (Ab-
bildung B.1), verwenden aber die Bezeichnungen aus der Abbildung B.4. Wieder
achten wir peinlich genau darauf, die Reihenfolge beizubehalten.
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Ry(ez, αy) = Ry


 0

0
1

 , αy

 =

 sin αy

0
cos αy

 (B.3.1a)

Ry(ex, αy) = Ry


 1

0
0

 , αy

 =

 cos αy

0
− sin αy

 (B.3.1b)

Ry(ey, αy) = Ry


 0

1
0

 , αy

 =

 0
1
0

 . (B.3.1c)

Daraus ergibt sich die Matrixgleichung für die Drehung um die y-Achse

Ry(A, αy) = A′ =

 cos (αy) 0 sin (αy)
0 1 0

− sin (αy) 0 cos (αy)


 Ax

Ay

Az

 (B.3.2)

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die y-Achse als Matrix Ry

Ry(αy) =

 cos (αy) 0 sin (αy)
0 1 0

− sin (αy) 0 cos (αy)

 (B.3.3)

geschrieben werden kann.
Wir müssen nun die verschiedenen Koordinaten am richtigen Ort einordnen um
die korrekte Matrix zu bekommen.

B.4. Von der Drehung um z zur Drehung um y

Abb. B.5.: Darstellung der zyklischen Vertauschung (Permutation) x→ y →
z → x.

Abbildung B.5 illustriert den Weg der zyklischen Vertauschung (Permutation)
x→ y → z → x.
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277 B.5 Drehung um die x-Richtung

Abb. B.6.: Darstellung des Zustandes nach der zyklischen Vertauschung
(Permutation) x→ y → z → x.

Abbildung B.5 zeigt die Variablen nach der zyklischen Vertauschung (Permutation)
x→ y → z → x. Dies führt jetzt auf die Darstellung B.7

Abb. B.7.: Drehung der Vektoren ey und ez um den Winkel αx um die x-Achse.
Wichtig ist die Reihenfolge: Nur so haben wir immer noch ein rechts-
händiges Koordinatensystem.

B.5. Drehung um die x-Richtung

Wir führen jetzt exakt das gleiche Verfahren wie bei der Drehung um z aus (Ab-
bildung B.1), verwenden aber die Bezeichnungen aus der Abbildung B.7. Wieder
achten wir peinlich genau darauf, die Reihenfolge beizubehalten.
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Rx(ey, αx) = Rx


 0

1
0

 , αx

 =

 0
cos αx

sin αx

 (B.5.1a)

Rx(ez, αx) = Rx


 0

0
1

 , αy

 =

 0
− sin αx

cos αx

 (B.5.1b)

Rx(ex, αx) = Rx


 1

0
0

 , αx

 =

 1
0
0

 . (B.5.1c)

Daraus ergibt sich die Matrixgleichung für die Drehung um die x-Achse

Ry(A, αy) = A′ =

 1 0 0
0 cos (αx) − sin (αx)
0 sin (αx) cos (αx)


 Ax

Ay

Az

 (B.5.2)

Daraus folgern wir, dass die Drehung um die x-Achse als Matrix Rx

Rx(αx) =

 1 0 0
0 cos (αx) − sin (αx)
0 sin (αx) cos (αx)

 (B.5.3)

geschrieben werden kann.
Wir müssen nun die verschiedenen Koordinaten am richtigen Ort einordnen um
die korrekte Matrix zu bekommen.

B.6. Drehmatrizen durch direkte Permutation

Abb. B.8.: Anleitung zur Permutation in Matrizen.

Im Folgenden geht es um die Permutation x → y → z → x in der Matrizenglei-
chung gezeigt in Abbildung B.8.
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279 B.6 Drehmatrizen durch direkte Permutation

Abb. B.9.: Anleitung zur Permutation in Matrizen.

Die Komponenten des Vektors links («gestrichen») in Abbildung B.8 sind durch die
horizontalen Linien mit den Komponenten der Matrix verbunden (siehe Abbildung
B.9). Das heisst, wenn eine Komponente um eins nach unten bewegt wird, muss
die entsprechende Zeile in der Matrix nach unten bewegt werden.
Der Vektor rechts («ungestrichen») adressiert die Spalten. Wenn eine Komponente
des Vektors nach unten bewegt wird, muss die entsprechende Spalte nach rechts
bewegt werden. Das Analoge gilt für die Bewegung nach oben (in der Matrix nach
links).
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C. Rechnen mit Integralen

(Siehe I. N. Bronštein u. a., Taschenbuch der Mathematik [Bro+08, pp. 447])
Konstanter Faktor ∫

af (x) dx = a
∫

f (x) dx

Integral einer Summe oder Differenz∫
[u (x) + v (x)− w (x)] dx =

∫
u (x) dx +

∫
v (x) dx−

∫
w (x) dx

Substitutionsmethode
Sei y = ϕ (x) ∫

f(y)dy =
∫

f [ϕ (x)]ϕ′ (x) dx

Partielle Integration (hergeleitet aus der Kettenregel der Differentiation∫
u (x) v′ (x) dx = u (x) v (x)−

∫
v (x) u′ (x) dx

∫ f ′ (x)
f (x) dx =

∫ df (x)
f (x) = ln[f (x)] + C
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C.1. Unbestimmte Integrale

(Siehe I. N. Bronštein u. a., Taschenbuch der Mathematik [Bro+08, pp. 445])
Funktion Integral

xn
∫

xndx = xn+1

n+1 n ̸= −1

1
x

∫ dx
x

= ln |x|

sin (x)
∫

sin (x) dx = − cos (x)

cos (x)
∫

cos (x) dx = sin (x)

tan (x)
∫

tan (x) dx = − ln | cos (x) |

cot (x)
∫

cot (x) dx = ln | sin (x) |

1
cos2(x)

∫ dx
cos2(x) = tan (x)

1
sin2(x)

∫ dx
sin2(x) = − cot (x)

1
a2+x2

∫ dx
a2+x2 = 1

a
arctan x

a

ex
∫

exdx = ex

ax
∫

axdx = ax

ln a

ln x
∫

ln xdx = x ln x− x
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283 C.1 Unbestimmte Integrale

Funktion Integral

sinh x
∫

sinh xdx = cosh x

cosh x
∫

cosh xdx = sinh x

tanh x
∫

tanh xdx = ln | cosh x|

coth x
∫

coth xdx = ln | sinh x|

1
cosh2 x

∫ dx
cosh2 x

= tanh x

1
sinh2 x

∫ dx
sinh2 x

= − coth x

1√
a2−x2

∫ dx√
a2−x2 = arcsin x

a
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D. Berechnungen in ebenen
schiefwinkligen Dreiecken

(Siehe I. N. Bronštein u. a., Taschenbuch der Mathematik [Bro+08, pp. 146])

halber Dreiecksumfang s = a+b+c
2

Radius des Umkreises R = a
2 sin α

= b
2 sin β

= c
2 sin γ

Radius des Inkreises r =
√

(s−a)(s−b)(s−c)
s

= s tan α
2 tan β

2 tan γ
2 = 4R sin α

2
β
2

γ
2

Flächeninhalt S = 1
2ab sin γ = 2R2 sin α sin β sin γ = rs =√

s(s− a)(s− b)(s− c)

Sinussatz a
sin α

= b
sin β

= c
sin γ

= 2R
R ist der Umkreisradius

Projektionssatz c = a cos β + b cos α

Kosinussatz oder Satz des Pythagoras im schiefwinkligen Dreieck c2 = a2 +
b2 − 2ab cos γ

Mollweidsche Gleichungen (a + b) sin γ
2 = c cos

(
α−β

2

)
(a− b) cos γ

2 = c sin
(

α−β
2

)
Tangenssatz a+b

a−b
= tan α+β

2
tan α−β

2

Halbwinkelsatz tan α
2 =

√
(s−b)(s−c)

s(s−a)

Tangensformeln tan α = a sin β
c−a cos β

= a sin γ
b−a cos γ
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Beziehungen für halbe Winkel sin α
2 =

√
(s−b)(s−c)

bc

cos α
2 =

√
s(s−a)

bc
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287

(Siehe I. N. Bronštein u. a., Taschenbuch der Mathematik [Bro+08, pp. 148])
gegeben Formeln

1. 1 Seite und 2 Winkel
(a, α, β) γ = π−α− β, b = a sin β

sin α
, c = a sin γ

sin α
, S = 1

2ab sin γ

2.
2 Seiten und der ein-
geschlossene Winkel
(a, b, γ)

tan α−β
2 = a−b

a+b
cot γ

2
α+β

2 = π
2 −

γ
2 α und β werden

aus α + β und α − β berechnet. c = a sin γ
sin α

, S =
1
2ab sin γ

3.
2 Seiten und der einer
von ihnen gegenüberlie-
gende Winkel (a, b, α)

sin β = b sin α
a

Für a ≥ b ist β < π
2 und eindeu-

tig bestimmt. Für a < b sind die folgenden Fälle
möglich:

1. β hat für b sin α < a zwei Werte β2 = π−β1

2. β hat genau einen Wert (π
2 ) für b sin α = a

3. Für b sin α > a ist es unmöglich, ein Dreieck
zu konstruieren.

γ = π − α− β c = a sin γ
sin α

S = 1
2ab sin γ

4. 3 Seiten (a, b, c) r =
√

(s−a)(s−b)(s−c)
s

, tan α
2 = r

s−a
, tan β

2 = r
s−b

,
tan γ

2 = r
s−c

, S = rs =
√

s(s− a)(s− b)(s− c)
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