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The history of science shows that the progress of science has
constantly been hampered by the tyrannical influence of
certain conceptions that finally came to be considered as
dogma.

The actual state of our knowledge is always provisional and
... there must be, beyond what is actually known, immense
new regions to discover.

Two seemingly incompatible conceptions can each represent
an aspect of the truth ... They may serve in turn to
represent the facts without ever entering into direct conflict.

Louis de Broglie (1892 —1987) | ]
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e Versuch zur Vorlesung:
Quecksilber: Druckverbreiterung von Spektrallinien (Versuchskarte AT-47)

e Versuch zur Vorlesung:
Paul-Falle: Fiir Lykopodium (Versuchskarte AT-62)

e Versuch zur Vorlesung:
Zerlegbarer Laser (Versuchskarte AT-30)

e Versuch zur Vorlesung:
Rontgenfluoreszenz (Versuchskarte AT-24)

e Versuch zur Vorlesung:
Absorption von Rontgenstrahlen: Qualitativ (Versuchskarte AT-40)
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e Versuch zur Vorlesung:
Drehbares Kreuzgitter: Optisches Analogon zur Debye-Scherrer-Interferenz
(Versuchskarte O-133)

e Versuch zur Vorlesung:
Rontgenstrahlung: Bremsstrahlung und charakteristische Linien (Versuchs-
karte AT-37)

1.4. Literaturhinweise

Die Vorlesung orientiert sich an den Werken von Haken und Wolf: Atom- und
Quantenphysik| | und Gerthsen Physik] ]. Weitere Biicher zur Atom-
physik sind Atomic Physics von C.J. Foot | |, Atome - Molekiile - Kerne
von Otter und Honecker | ]. Zur Mathematik sind die Werke von Arfken und
Weber| ] und das Internetskript von Kommal | zu empfehlen. Weiter
kénnen Tipler| ], Physik, und, als leichtere Einfithrung, das Buch von Halli-
day]| ] konsultiert werden. Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als
Einsteigerliteratur) kann auch Kneubiihls| ] “Repetitorium der Physik” emp-
fohlen werden. Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schén im Bron-
stein| | zusammengefasst.

Die Geschichte der Physik ist von Simonyi| | hervorragend dargestellt.

Eine wunderbare Website zum Aufarbeiten Ihres Wissens ist Hyperphysics | ]
von R. Nave, als Website oder als Smartphone-App. Ergianzend gibt es vom glei-
chen Autor auch Hypermath | ].
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2. Masse und Atome

(Siehe Simonyi, Kulturgeschichte der Physik | , pp. 71-75])

Die Existenz von Atomen wurde, nach unserem Wissen, das erste Mal in Grie-
chenland vor iiber 2000 Jahren postuliert. Eine ausgezeichnete Darstellung der
Physikgeschichte findet sich bei Simonyi| ].

2.1. Avogadro-Zahl

(Siehe Haken, Wolf, Atom-und Quantenphysik | , pp. 7-10])

Wenn ein Kristall immer weiter mit mechanischen Methoden zerkleinert wird, so
scheint dies ein kontinuierlicher Prozess zu sein.

Versuch zur Vorlesung: Kristall-Zerkleinerung
Warum muss man trotzdem annehmen, dass die Materie aus kleinsten Einheiten
aufgebaut ist?

2.1.1. Hinweise auf die Granularitat der Materie

Optik Auch bei extrem klarer Sicht ist der Himmel blau. Da der Weltraum bis
auf die Sonne (und sehr viel weniger dominant, Mond und Sterne) dunkel
ist, muss das von oben kommende Licht in der hohen Atmosphére gestreut
worden sein. Dies kann nur an Inhomogenititen der Luft geschehen. Also
muss die Luft eine Koérnigkeit haben. Wir wissen durch Rayleigh, dass die
Streuamplitude proportional zu (r/\)* ist, sofern die streuenden Teilchen
sehr viel kleiner sind als die Wellenldnge A\ des gestreuten Lichtes. Da der
Himmel blau ist, muss also die Langenskala r der Kornigkeit sehr viel kleiner
sein als die mittlere Wellenlénge des Sonnenlichts, also

r < (A) =500 nm
Die Streuung fithrt iibrigens auch zu einer Polarisation.

Chemie Bei jeder chemischen Reaktion werden Stoffe immer in gewissen, unab-
anderlichen Gewichtsverhéltnissen umgesetzt. Das heisst, dass die Ursache
der Kornigkeit materialspezifisch ist. Weiter findet man, dass Stoffe wie Was-
serstoff, Sauerstoff, Kohlenstoff eine Kérnigkeit haben, die ein ganzzahliges
Vielfaches der Kornigkeit des Wasserstoffs ist.

Brownsche Bewegung Robert Brown beobachtete die Zitterbewegung einzelner
Barlappsamen. Er schloss daraus, dass diese Barlappsamen ununterbrochen


http://wwwex.physik.uni-ulm.de/Lehre/gk3a-2003/node26.html#SECTION00652000000000000000
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von einzelnen sehr viel massedrmeren Teilchen gestossen wiirden. Daraus
folgerte er, dass Wasser aus Teilchen bestehen miisse.

Rontgenbeugung Mit der von Max von Laue erstmals beobachteten Rontgenbeu-
gung durch Max von Laue (Nobelpreis 1914) konnte erstmals gezeigt werden,
dass feste Materie aus einzelnen kleinsten Teilchen bestand, deren Abstand
aus den Beugungsmustern berechnet werden konnte.

Alle diese Experimente ergaben, dass die Anzahl der Teilchen aus der Molzahl der
Chemiker berechnet werden konnte. Der Proportionalitatsfaktor heisst Avogadro-
Zahl N4. Sie gibt an, wie viele Teilchen in einem Mol vorhanden sind. In Deutsch-
land wird manchmal auch die LOSCHMIDT-ZAHL N;, = N4 verwendet, sie ist aber
im Rest der Welt nicht gebrauchlich. Bei Kenntnis der Boltzmann-Konstante kg
kann N4 auf verschiedene Weise bestimmt werden:

2.1.2. Bestimmung der Avogadro-Zahl N,

Rontgenbeugung William Henry Bragg und sein Sohn William Lawrence Bragg
(beide Nobelpreis 1915) entwickelten 1913 die Drehkristallmethode und die
BRAGGGLEICHUNG, die den Streuwinkel 6 mit der Wellenldnge A\ und dem
Netzebenenabstand a verkntipft.

Abbildung 2.1.: Gangunterschied bei der BRAGG-STREUUNG

6
nAzQasina:2asin§, mit n € Z (2.1.1)

Aus dem Netzebenenabstand kann man das Volumen eines Atoms V4 be-
stimmen. Die Avogadrozahl folgt dann aus

M

[ —
AT oV,

(2.1.2)

NaCl kristallisiert in einem kubischen Gitter mit dem Netzebenenabstand
a, wobei sich in der Einheitszelle jeweils ein positives und ein negatives Ion
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17 2.1 Avogadro-Zahl

befinden. Dies ist dquivalent zu dem Wiirfel in der Abbildung unten mit der
halben Kantenlédnge a/2, wobei sich die positiven Na*-Tonen (klein) und die
negativen Cl™-Ionen abwechseln.

al2

Abbildung 2.2.: NaCl-GITTER

Die Ionen an den Ecken sind Teil von 8 Wiirfeln, so dass in diesem Wirfel
mit dem Volumen (a/2)? netto ein Ion, also ein halbes NaCl liegt. Die Dichte
der NaCl ist demnach

— (2)3 (2.1.3)

2 \a
Mit V00 = Na V4 = M/ bekommen wir aus (2.1.2) und aus (2.1.3)

Na  Nao
— - 214
" Vmol M ( )
und damit
M 4AM
Nyj=n— = —— (2.1.5)
0 as o

Mit den Daten o = 1987 % und M = 0.07455 % sowie a = 629 pm
bekommt man
N4 =6.03-10% mol™*

Elektrolyse Wenn die Elementarladung e bekannt ist, kann man aus dem Strom [
durch einen Elektrolyten und der abgeschiedenen Masse m die Faraday-Zahl

C
F=eNy=9.65-10* — (2.1.6)

mo

bestimmt werden. Damit ist auch die Avogadro-Zahl N4 bestimmt.
Gaskonstante und Boltzmann-Konstante Es gilt die Beziehung
R=Fk-Ny (2.1.7)

Die Gaskonstante R kann aus der Gleichung fiir ideale Gase abgeleitet wer-
den, zum Beispiel aus pV-Diagrammen.
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Ideales Gas

1*10+O7

610706 [ N

p/Pa

2*10+06 Ut SO OU U USROS U OO UURUE SRUSUNUR U URUNUUUNS SEURUUURUUURURURNY SOOI

0*1 0+00 I I I I I
0*1 0+00 %1 0—04 4*1 0—04 61 0—04 8*1 0—04 1*1 0—03

V/m®

Abbildung 2.3.: pV-Diagramm fiir ein ideales Gas

Die Boltzmann-Konstante kann aus dem Sedimentationsgleichgewicht be-
stimmt werden (Jean-Babtiste Perrin| |, Nobelpreis 1926). Perrin erhielt
fiir die Hohenverteilung der Teilchenzahl die folgende Gleichung:

n(h) = ngexp (—W) (2.1.8)

Hier ist Vi das Volumen eines Teilchens, o die Dichte dieses Teilchens, o
die Dichte der umgebenden Flissigkeit, g der Betrag des Feldvektors der
Gravitation an der Erdoberfliche (dem Ort des Experiments) und h die Héhe
iiber der Referenzstelle.

2.2. Atome sehen

Atome kann man nicht sehen. Greifen wir der Vorlesung voraus und verwenden
die Heisenbergsche Unschérferelation

Ap, - Ax > h
und die Beziehung fiir den Impuls des Lichts in Funktion der Wellenlénge
_h

=X

so bekommt man
h

oder

x> A
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Diese grobe Ableitung des Auflésungsvermogens eines optischen Instrumentes zeigt,
dass um Atome sehen zu koénnen, Licht mit einer Wellenldnge von etwa 100 pm
verwenden miisste. Dies ist Rontgenlicht: es gibt auch heute noch keine verniinf-
tige Optik fir diese kurzen Wellenlangen. Die besten Optiken haben eine etwa 10
([ ; ]) bis 1000 mal schlechtere Auflésung als die Wellenlange.

Bis jetzt sind nur indirekte Methoden bekannt um Atome sichtbar zu machen.
Am néchsten einer optischen Abbildung kommt dabei das Transmissionselektro-
nenmikroskop (TEM). Auch hier ist die Wellenlédnge etwa 1/100-tel der aufgelosten
Struktur.

2.2.1. Feldionenmikroskopie

Obwohl mit Streumethoden gesichert war, dass Atome existieren, dauerte es bis
1951 bis einzelne Atome direkt beobachtet werden konnten. E.W. Miiller erfand
das Feldionenmikroskop| |. Dieses ist eine Weiterentwicklung des FELDEMIS-
SIONSMIKROSKOPS.

Leuchtschirm g — hv

Abbildung 2.4.: E.W. Miillers Feldemissionsmikroskop.

Elektronen verlassen wegen den hohen Feldern an Kanten (Blitzableiter) die Spitze
und fliegen radial auf den Leuchtschirm zu. Durch die kleine Masse der Elektro-
nen ist ihre transversale Impulskomponente nicht gut definiert: Das Bild wird so
ausgeschmiert, dass die Abbildung keine scharfen Kanten enthélt.

Versuch zur Vorlesung:
Feldemissions-Mikroskop: Austritt von Elektronen aus einer Wolframspitze (Ver-
suchskarte EM-15)

Das FELDIONENMIKROSKOP verwendet zusétzlich Helium-Atome. Diese werden
in der Nahe der nun positiv geladenen Spitze ionisiert und auf den Leuchtschirm
zu beschleunigt. Normalerweise konnte das hochstenergetische Elektron nicht das
He-Atom verlassen. Durch die extrem hohe Feldstirke £ ~ 50 V m~! wird das
elektrostatische Potential jedoch so verformt, dass dieses Elektron in die Wolfram-
spitze tunneln kann. Durch die grossere Masse der He™-Ionen ist deren transver-
saler Impuls wesentlich besser definiert als bei Elektronen. Dadurch entsteht eine
geniigend aufgeloste Abbildung der Atome.
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He wird ionisiert — hv

\ — hv
Atome
auf -
Spitze
+ — hv

Abbildung 2.5.: E.W. Miillers Feldionenmikroskop. Unten ist der Potentialver-
lauf bei der He-Tonisation angegeben.

Eine solche Messung ist in der néchsten Abbildung 2.6 gezeigt.

Abbildung 2.6.: Feldionenmikroskopisches Bild einer 110-orientierten Wolf-
ramspitze (By Atomsondenbenutzer. Atomsondenbenutzer at
de.wikipedia [Public domain|, from Wikimedia Commons)
[de.0T7].
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2.2 Atome sehen

2.2.2. Rastertunnelmikroskopie

Tip I/V-Converter Absolute Value
Circuit
I
Piezo
Scanner
Tunnel Voltage Logarithmic
e - Source Amplifier

0 | Reference

PID Controller

x,y High Voltage
Amplifiers
-X
ty
-y
High Voltage
Amplifier (z)
X,y Scan Data Acquisition
Generator ||

Abbildung 2.7.: Schematischer Aufbau eines Rastertunnelmikroskopes. Der

Tunnelstrom an der Spitze wird durch einen Strom-Spannungs-
Wandler in eine Spannung umgewandelt und wird als Ein-
gangssignal fiir die Steuerung des Spitze-Probe-Abstandes ver-
wendet. Hochspannungsverstarker erzeugen die notwendigen
Spannungen fiir die z-, y-, und z-Elektroden. Die Datenerfas-
sung und die Erzeugung der Rastersignale werden durch Rech-
ner durchgefiihrt.
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Graphite
T=6.8K
Vi=20mv

lg=75nA

Abbildung 2.8.: Die linke Seite zeigt eine rastertunnelmikroskopische Aufnah-
me einer GRAPHITOBERFLACHE bei 6.8 K (aus [Mar&7]). Der
Bildausschnitt hat 3.3 nm Kantenldnge. Die totale Hohenvaria-
tion ist 0.54 nm, von unten (hell) nach oben (dunkel) gemessen.
Die rechte Seite zeigt den Aufbau der Graphitoberfliche.

2.2.3. Brownsche Bewegung

Bei der Brownschen Bewegung wandern die Teilchen getrieben durch die Stosse
von Atomen oder Molekiilen aus dem umgebenden Medium zuféllig durch das
Gesichtsfeld im Mikroskop'.

Brownsche Bewegung

4 T T T T T T T
3l .
2 L X >< X X x -
x X & ‘ X x
T f ;
« X UK Xx oo X
-1 F &( XX Yox i X x .
x Mok
_2 - %X,m S ,*?, x -
-3 X x .
-4 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x/m

Abbildung 2.9.: Simulierte Verteilung des Aufenthaltes eines Teilchens mit
Brownscher Bewegung bei 5000 Zeitschritten.

Der mittlere Abstand vom Ursprung nimmt fiir grosse Zeiten wie

t (2.2.1)

1Zur Simulation kann man das Box-Miiller-Verfahren verwenden.
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zu, wobei n die Viskositat, r der Teilchenradius und D die Diffusionskonstante
nach Einstein| | und Soluchowski| ]

Versuch 1: Versuch zur Vorlesung:
Brownsche Molekularbewegung (Versuchskarte TH-90)

Damit ist gezeigt, dass die Brownsche Bewegung eine alternative Moglichkeit zur
Bestimmung von kg bietet.

2.3. Bestimmung der Atomgrosse

Die Grosse von Atomen kann mit RONTGENBEUGUNG (Siehe 2.1.2) bestimmt
werden. Eine weitere, unabhangige Moglichkeit bietet die Bestimmung des WIR-
KUNGSQUERSCHNITTS.

ZrI O
O > 2R

v

O >

Abbildung 2.10.: Berechnung des Streuquerschnitts mit zwei Teilchen mit den
Radien r und R.

Aus der Zeichnung liest man ab, das der Streuquerschnitt

o=m(r+R)’ (2.3.1)

ist. Wir betrachten ein Ensemble von vielen Teilchen in einem Volumenelement.
Dieses Volumenelement habe die Oberfliche A = 7 R? gegeniiber der Teilchenquelle
und die Dicke dx entlang der xz-Achse. Die Oberfliche liege bei x = 0. In diesem
Volumen befinden sich dN Atome mit jeweils dem Streuquerschnitt . Dann ist
die Wahrscheinlichkeit dIW einer Kollision

Flache aller 0 im durchstrahlten Volumen dNo
dW = I = 1

Dabei haben wir nicht beriicksichtigt, dass ab einer gewissen Tiefe x die Streu-
querschnitte o sich teilweise iiberlappen. Zur Berechnung miissen wir also zu einer
differenziellen Formulierung tibergehen. Hier ist NV die Anzahl der eingestrahlten
Partikel an der Oberfliche A der Schicht und dN die Anzahl der Streufélle. Dann
nimmt die Anzahl der Partikel nach der Strecke dx im Volumen ab wie

dN - o

AN = —dW - N = —
A

N (2.3.2)

©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, 1€ NN 23


http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/TH/PDF/TH090V00.PDF

Masse und Atome 24

Wir nahmen dabei an, dass jeder Streufall das eingestrahlte Partikel aus dem
transmittierten Strahl entfernt. Ersetzen wir dN durch n - A - dx, wobei n die
Teilchenzahldichte der Atome ist, erhalten wir

n-A-dr-o

dN = I “N=-n-dr-o-N (2.3.3)
Oder umgestellt
dN

Die Losung fiir eine durchstrahlte Flache der Dicke x ist
N(z) = Noexp(—n-o-x) (2.3.5)
Die Zahl Ng,., der abgelenkten Atome ist
Nitreu(w) = No — N(z) = No (1 — exp (—n -0 - 1)) (2.3.6)

a = no ist der TOTALE WIRKUNGSQUERSCHNITT. Also kann man durch die
Bestimmung der Anzahl gestreuten oder ungestreuten Atome o und daraus, wenn
man gleiche Atomsorten fiir Projektile und Ziele verwendet aus R = r auch r
bestimmen.
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3. Strahlung

(Siehe Gerthsen, Physik [ , pp-. 567-603])
Unter Strahlung verstehen wir die EMISSION elektromagnetischer Energie. Wir be-
schranken uns hier nicht nur auf Licht, sondern auf allgemeine elektromagnetische

Strahlung. Wir verwenden die Grundgesetze aus der Optik und der Elektrizitats-
lehre.

3.1. Strahlungsfelder

(Siehe Gerthsen, Physik | , pp. H67-571])

Abbildung 3.1.: Berechnung der Bestrahlungsstirke F.

Von einer Quelle eines Strahlungsfeldes fliesst Energie weg. Der Fluss dieser ENER-
GIE wird durch die INTENSITAT I (Einheit W m~2) und die Strahlungsstromdich-
te D(r) als gerichtete Grosse charakterisiert. Auf einem Flachenstiick dA, dessen
Normaleneinheitsvektor dA/dA im Winkel a zur Ausbreitungsrichtung (gegeben
durch den Wellenvektor k) steht, ist die momentane Strahlungsleistung d P

dP =D -dA = DdA cos(a) = I dA cos(a). (3.1.1)

Abbildung 3.1 zeigt die geometrische Situation. So wie angegeben resultiert eine
negative Grosse. Dies ist richtig, da ja, aus Sicht des Normalenvektors dA der
Strahlungsfluss entgegen seiner richtung ist. Die BESTRAHLUNGSSTARKE nennt
man F, definiert als

E = |D cos (a)] (3.1.2)

Die Einheit von E ist W m~2. Die pro Fliche eintreffende Energie, die BESTRAH-
LUNG, ist


http://wwwex.physik.uni-ulm.de/Lehre/gk3a-2003/gk3a-2003.html
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E, L/Strahlung /
E-dt
Flache

Die Leistung der Strahlungsquelle auf einer endlichen Fléche, auch STRAHLUNGS-

FLUSS ¢ genannt, ist
P:@:HD.dA:ﬂEdA

Strahlungsquellen haben meistens keine kugelsymmetrische Abstrahlcharakteris-
tik. Die in den Raumwinkel df) gerichtete Leistung wird durch die STRAHLUNGS-
STARKE J, Einheit W sr=! gegeben

dP
J=— 3.1.3
ds2 ( )
Die SPEZIFISCHE AUSSTRAHLUNG R beschreibt die Ausstrahlung der Quelle von

einem Fléchenstiick dA in den ganzen Halbraum

dP
R=— 3.14
dA ( )
Schliesslich wird vom Flachenelement dA in den Raumwinkel df) eine Leistung

d?P abgestrahlt. Diese wird durch die STRAHLUNGSDICHTE B beschrieben

&P
 dAdD

Eine Quelle ohne Richtungsabhangigkeit wird LAMBERT-STRAHLER genannt. Rea-
lisierungen eines Lambert-Strahlers sind ein mattes weisses Papier, ein heisser
schwarzer Korper oder eine Offnung in einem strahlungsgefiillten Korper. Wird
ein Lambert-Strahler im Winkel a gegen die Oberflichennormale betrachtet, so
ist die Strahlungsstirke nach dem LAMBERT-GESETZ

(3.1.5)

J = Jycos(a) (3.1.6)

3.1.1. Photometrische Grossen

Wenn wir sichtbare Strahlung durch unser AUGE wahrnehmen, ist die Reizung un-
serer Sehnerven nicht proportional zur Teilchenzahl oder zur Energie. Um der Wel-
lenléngenabhéngigkeit unseres Sehempfindens Rechnung zu tragen, wurden PHO-
TOMETRISCHE GROSSEN definiert, die Eigenschaften des AUGES berticksichtigen.
Die PHOTOMETRIE beruht auf der SI-Grundeinheit CANDELA, abgekiirzt CD.

Ein Candela ist definiert als der LICHTSTROM pro Raumwinkel-

einheit, der von % cm? eines schwarzen Koérpers bei 2042 K, der

Schmelztemperatur von Platin, ausgeht.

26 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, L€



27 3.2 Strahlungsgesetze

Physikalische Grossen Physiologische oder photometrische Grossen

Grosse Symbol Einheit Grosse Symbol Einheit
Strahlungs- E J Lichtmenge Q Ims
energie
Strahlungsfluss (] w Lichtstrom i} Im
Spezifische R W m—2 Spezifische R Im m—2
Ausstrahlung Lichtausstrah-

lung
Strahlungs- J = % W sr—! Lichtstarke I= % cd =lm sr—?!
starke
Strahlungs- B = ﬁ(‘fs(a) W m~2 sr—2 Leuchtdichte B = ﬁ({s(a) cdm~2 =sb
dichte
Intensitat D=1= % W m~—2 Intensitat D=1I= d‘i‘—ql Ix = Im m~2
Strahlungs- Lichtstromdich-
flussdichte te
Bestrahlungs- E =D cos(a) W m—2 Beleuchtungs- E = D cos(a) Ix
starke dichte
Bestrahlung fEdt J m—2 Beleuchtung fEdt Ixs

Tabelle 3.1.: Photometrische Grossen

Versuch 2: Versuch zur Vorlesung:

Fettfleckphotometrie: Helligkeitsvergleich zweier Lampen (Versuchs-
karte O-61)

3.2. Strahlungsgesetze

3.2.1. Thermische Strahlung

Warmestrahlung ist eine Form elektromagnetischer Strahlung. Die Sonne versorgt
so die Erde mit der notwendigen Energie. Untersucht wurde die Warmestrahlung
um die Jahrhundertwende 1900 vor allem zur Prozesssteuerung, weil Stahlwerke
gerne die Temperatur ihres fliissigen Eisens wissen wollten.

Aus der Optik wissen wir, dass bei einem Strahlungsfluss ® auf eine Grenzfliche
die folgende Energiebilanz gilt:

P=Cr+Pr+P,=ap - P+ar- P+e-d (321)

wobei @7 den transmittierten Fluss, @z den reflektierten Fluss und ®, den absor-
bierten Fluss beschreibt. Wir bezeichnen mit ¢ den ABSORPTIONSGRAD. Nimmt
man an, dass die Probe dick ist, gibt es keinen transmittierten Fluss und e geniigt
zur Beschreibung der Wechselwirkung. Da die Gesamtenergie erhalten bleibt, gilt
ar = 1 — € und damit

O=0p+P,=(1—e)P+cd (3.2.2)
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Der Absorptionskoettizienten e(v) héngt von der Frequenz der elektromagnetischen
Strahlung ab. Wenn dem nicht so wéare, gabe es zum Beispiel keine Kaltlichtspiegel
bei Halogenlampen.

Wenn man die Ausstrahlung einer perfekten schwarzen Fliche (e = 1, alles einfal-
lende Licht wird perfekt absorbiert) mit P, beschreibt, ist die Ausstrahlung einer
beliebigen Fliche durch

P =¢P, (3.2.3)

gegeben. Dieses STRAHLUNGSGESETZ VON KIRCHHOFF bedeutet, dass die Emis-
sionseigenschaften und die Absorptionseigenschaften zusammenhéangen. Gut ab-
sorbierende Flachen sind auch gut emittierende Flachen. Wenn dem nicht so wére,
konnte man ein PERPETUUM MOBILE der zweiten Art herstellen.

Nehmen wir an, eine Flache mit €; und der Temperatur T} strahle die Leistung
P, = €, P,(T}) auf die zweite Flache mit der Temperatur T5. Gleichzeitig strahle die
zweite Flache mit €5 die Leistung Py, = €5 Ps(T5) auf die erste Flache. Beide Flachen
seien im thermischen Gleichgewicht, das heisst 77 = T, wenn Py(7T") monoton ist.
Die von der Fliache 1 stammende Leistung P, wird mit dem Absorptionskoeffizi-
enten e, absorbiert. Also ist P50 = Pieo und umgekehrt. Im thermischen Gleich-
gewicht folgt aus 77 = T,

61'P2:62'P1. (324)

Dies ist dann der Fall, wenn die aus der Temperatur berechnete Leistung P(7T),
die auch nur von der Temperatur abhéngt, sich mit P; wie

P, =¢ - P(T) (3.2.5)
verhalt. Nur dann ist die Gleichung (3.2.4) erfiillt.

Versuch 3: Versuch zur Vorlesung:
Pyrometermodell (Versuchskarte AT-12)

Versuch 4: Versuch zur Vorlesung:

Infrarotkamera: Optische Temperaturmessung (Versuchskarte AT-
44)

Versuch 5: Versuch zur Vorlesung:

Warmestrahlung: Abstandsabhéngigkeit bei einer punktférmigen
Quelle (Versuchskarte AT-54)
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3.2.2. Schwarzkorperstrahlung
(Siehe Gerthsen, Physik [ , pp- 573])

Versuch 6: Versuch zur Vorlesung:

Hohlraumstrahler: Absorption und Emission an Rohr mit Loch (Ver-
suchskarte AT-39)

Abbildung 3.2.: Links: Schematische Darstellung eines schwarzen Korpers.
Rechts: Blick auf den Ofen einer Glasbléserei. Die kleine Off-
nung wirkt fast wie ein schwarzer Korper.

Licht, das durch die kleine Offnung in den Hohlraum des SCHWARZEN KORPERS
eintritt, wird bei jeder Reflexion an der Oberfliche mit der Wahrscheinlichkeit e
absorbiert und mit der Wahrscheinlichkeit 1 —e < 1 reflektiert. Nach n Reflexionen
ist die verbleibende Intensitat des Lichtstrahls auf (1—e)™ abgesunken, sie wird also
beliebig klein. Das heisst, der Absorptionsgrad der Offnung in diesem Hohlraum ist
€ = 1. Andererseits addieren sich alle emittierten Strahlen auf, so dass die Emission
aus der Offnung identisch ist mit der Emission eines perfekten Schwarzen Strahlers
mit € = 1.

Spektrale Grossen werden hier mit dem Subskript v

dX

X, = —
dv

bestimmt.

Wir definieren nun eine SPEKTRALE ENERGIEDICHTE g, (v, T'), Einheit [o, (v, T)] =
Jm™ Hz ! = Jsm™3. Die Energiedichte im Frequenzintervall dv besteht aus
dem Produkt aus der spektralen Energiedichte mit dem Frequenzintervall, also
0, (v, T)dv. Das Frequenzintervall der Breite dv, wird durch das Intervall (v, v+dv)
beschrieben. Diese spektrale Energiedichte o, (v, T') bewegt sich mit der Geschwin-
digkeit ¢ durch den Raum und zu den Wanden des Hohlraums. Eine ideale schwarze
Wand absorbiert pro Zeiteinheit diese spektrale Energiedichte co, (v, T) (Einheit
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J m~2) und emittiert nach Kirchhoff gleichzeitig die spektrale Leistung Ps, (v, T)
pro Fliche, Einheit W Hz™!-m~2 = J m~2. Im Gleichgewicht miissen Absorption
und Emissionim Gleichgewicht sein. Wir kénnen also die SPEZIFISCHE AUSSTRAH-
LUNG durch die Energiedichte o(v,T) ausdriicken’.

Ry, (v, T)=co,(v,T) (3.2.6)

oder, integriert tiber alle Frequenzen,

Ry(T) = ¢ / 0,(v, T) dv (3.2.7)

Die gemessene spektrale Energiedichte sieht wie in der Abbildung 3.4 aus.

Spektrale Energiedichteverteilung

70*10718
60*107"8 |- / 2000-K
50*107'8 - /
—
£ 4071078 |
£
e /
=< 3071078 | / 1500 K
[oX
20*10718 | f
101078 ho K- \L
0*104-00 &\s\ I
0 100 200 300 400 500 600
v/THz

Abbildung 3.3.: Spektrale Energiedichteverteilung nach Frequenz.

Wenn man die Energiedichteverteilung gegen die Wellenlange auftrégt, erhalt man:

'Die Notation im Gerthsen| | ist verwirrend an der Stelle. Es wird nicht korrekt zwischen
spektralen und integrierten Grossen unterschieden.
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Spektrale Energiedichteverteilung

6*10+03
541003 - 2000-K
4*10+03 L /
«—
% 3*10+03 L
=
O? /
2*1O+03 L
+03 / 1/509_K\
110 - L
/ 1000 K B
0*10+00
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Apm

Abbildung 3.4.: Spektrale Energiedichteverteilung nach Wellenlénge.

3.2.2.1. Plancks Strahlungsgesetz

Versuch 7: Versuch zur Vorlesung:

Plancksches Strahlungsgesetz: Strahlung einer Glithlampe bei ver-
schiedenen Temperaturen (Versuchskarte AT-21)

Im Vorgriff auf das Kommende definieren wir das PLANCKSCHES WIRKUNGS-
QUANTUM | ]

h = 6.62607015 - 1073* Js (3.2.8)

Die Grésse konnen sie sich mit der Eselsbriicke: h ~ 27 - 1073* J s merken.
Oftmals wird in der Physik, weil es bequemer ist, mit dem REDUZIERTEN WIR-
KUNGSQUANTUM gerechnet

h = 1.05457181-107% Js (3.2.9)

Auch hier gibt es eine Eselsbriicke: A = 1073* Js.

Das Wirkungsquantum ist ein Konzept aus der statistischen Physik, einem Teilge-
biet der Thermodynamik.

(Siehe Demtroder, Laserspektroskopie | , - 8)])

Wir betrachten eine elektromagnetische Welle in einem quaderférmigen Hohlraum.
Die Wénde des Hohlraumes sollen perfekt leitend sein, das heisst, dass das elektri-
sche Feld auf den Wanden Knotenlinien hat. Der zeit- und ortsabhéngige Vektor
ihres elektrischen Feldes ist

E(r,t) = Z Ejexpli(wt+k;-r)] +c.c. (3.2.10)

Dabei muss k; so gewéhlt werden, dass die RANDBEDINGUNGEN erfiillt sind.
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n, =1, n;=n,=0

n,=2, n,=n,=0

> X

L

Abbildung 3.5.: Skizze eines Kastens mit zwei stehenden Wellen. Grau eine
Welle mit n, = 1, also der grossten moglichen Wellenlénge,
rotlich eine Welle mit einer Knotenlinie im Zentrum, also mit
ny = 2.

In diesem quaderférmigen Hohlraum (Skizze in Abbildung 3.5), dessen Quader-
seiten entlang den Koordinatenachsen seien, gibt es wegen den Randbedingungen
stehende Wellen. Die Wellenzahlen &, k, und k. sind durch die Ausdehnung in die
entsprechende Richtung gegeben. Nur dann wenn eine ganzahlige Anzahl halber
Wellenlédngen Platz hat, haben wir eine mogliche Welle. Alle Wellen kénnen sowohl
in die + wie auch in die —Richtung laufen. Wir haben also

k = (£ky, £k, +k.) = 2-2.2=38 (3.2.11)

mogliche Kombinationen zu einem Tripel (k,, &y, k.). Stehende Wellen erhalten
wir nur, wenn die vektoriellen Amplituden der in die + und — Richtung laufenden
Wellen gleich sind. Bei einem Wiirfel mit der Seitenldange L sind die moéglichen
Wellenzahlen

k= % (N, Ny, M) Ny, Ny, n, € NU {0} (3.2.12)

Der Betrag der Wellenzahl k ist

k= |k| = %\/nngn—W (3.2.13)

Damit gibt es zwischen der Kantenlange und der Wellenlénge die Beziehung

A
L= 5V 2+n2+n? (3.2.14)

Wir wollen nur Wellen bis zu einer maximalen Frequenz v = w/(27) betrachten
(nach Einstein: mit begrenzter Energie). Gleichung (3.2.13) kann mit k£ = w/c
umgerechnet werden (Beachte: sowohl |k| als auch w geben die Energie der Welle
an, nur in anderen Einheiten!)

W= %c,/n§+n§+n§ (3.2.15)

Da elektromagnetische Wellen transversal sind, gibt es zwei Polarisationen entlang
den Vektoren é; und é; (mit é; - k = 0 und é&; - €, = 0). Diese beiden Polarisati-
onsvektoren stehen senkrecht zum Wellenvektor (der Ausbreitungsrichtung). Das
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33 3.2 Strahlungsgesetze

elektrische Feld der i-ten Mode ist

E;=¢;1& +¢;28 (3.2.16)

Zu jedem einen Wellenvektor beschreibenden Zahlentripel (n,,n,,n.,) gibt es zwei
Polarisationen. Aus der Linearitdt der MAXWELLGLEICHUNGEN folgt:

Jede beliebige Feldkombination im Hohlraum lasst sich als Linear-
kombination der Moden mit ihren Modenzahlen n,, n,, n, und den
beiden Polarisationen darstellen.

Wir wollen die Anzahl Moden bis zu einer bestimmten oberen Energie bestimmen.
Das heisst, dass w < wWpae oder mit k = w/c auch k < kyq, sein soll. Die Frage
nach der Anzahl Moden ist dquivalent zu:

Wieviele Wellenvektoren mit der Linge |k| passen in eine Kugel mit dem Radius
knaz? Aus

Winaz > W = %C\/ni +n2 + n? (3.2.17)

folgt

L max L
Smar o ZX _ n2 402 402 (3.2.18)
e e

Das heisst, dass n = (ny, ny, n.)T in einer Kugel mit dem Radius nyee = ng =
L“T"cm liegt. In dieser Kugel bilden die moglichen Wellenvektoren ein kubisches

Gitter. Der Frequenzabstand ist Aw = 7¢. Dann ist die Gitterkonstante (Abstand

zwischen zwei Netzebenen, siehe auch die Festkorperphysik) durch An = % =
%% = 1 gegeben. Die Randeffekte beim Abzédhlen kénnen vernachlassigt werden,

wenn der Abstand der Gitterpunkte viel kleiner als der Radius der Kugel ist, also

L
Y 51 oder 2L > A (3.2.19)
e

ist. Das Volumen einer Kugel ist V = (47/3)r3. Da n,,ny,n, € NU{0} ist, ver-
wenden wir nur 1/8 des Kugelvolumens (Siehe auch (3.2.11)). Die Anzahl Moden
bis zu k = |k|, w oder n ist

At ( Lw 5w L2nvN\?®  8miLA
N =2-— ) == = =N 3.2.20
() 3 < e > 3 ( e ) 3c3 () ( )
wobei die Faktoren die Polarisationen, , und Ra-

dius des Kugelsegments darstellen. Die Modendichte erhélt man durch Ableiten
dN(v) 8w, dv? . 8mv?
dy = — . [3. 2 dy = L3 .
v T 38 v "’ c3

Wir erinnern uns, dass wir Moden (stehende Wellen) in einem wiirfelformigen Kas-
ten mit perfekt leitenden Wanden (Knoten an den Wanden) betrachten. Das Volu-

men dieses Kastens ist L3. Analog zur Massendichte gpfasse(T) = limay 0 M“‘T@‘/m =

—dg‘(;) definieren wir die Modendichte n, (v) = dNy, qv(v)/dV = N, (v) und erhalten

dv = N,(v) (3.2.21)
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2
ny ()dv = 2 gy (3.2.22)

3

Wir kennen nun die Anzahl Moden pro Frequenzintervall, das heisst auch die
Modendichte bei der Frequenz v. Es bleibt die Frage, wie wahrscheinlich ist es,
eine Mode bei der Frequenz hv zu finden wenn die Temperatur 7" ist. Diese Frage
muss mit den Methoden der Thermodynamik beantwortet werden | ].
Nach Albert Einstein kann die Energie des Lichtes nur diskrete Werte annehmen,
E = hv, und ganzzahlige Vielfache davon, also F(j) = j - hv mit j € N. Die
Wiénde unseres Resonators sollen die Temperatur 7" haben. Das heisst, dass wenn
die Eigenschwingungen im thermischen Gleichgewicht mit den Wénden sind, die
Statistik der Eigenschwingungen nach BOLTZMANN auch durch die Temperatur T’
gegeben sein muss.

Die Wahrscheinlichkeit p(j) pro Volumen und damit dann auch die wahrscheinlich-
keitsdichte der Eigenschwingungen mit der Energie F(j) = j-hv im Gleichgewicht
mit Wénden der Temperatur 7" ist nach BOLTZMANN und der statistischen Ther-
modynamik

p(j) = ;exp <— (jk';;/) ) . (3.2.23)

Die Grosse Z in dieser Gleichung ist die Zustandssumme

7 = ji:;exp (— (jk;;/) ) (3.2.24)

Ab hier betrachten wir alle Moden mit allen moglichen Energien. Dabei sind sehr
hohe Energien extrem unwahrscheinlich! Mit dieser Definition ist p(j) normiert:

1= _Zo_%p(j)

Die mittlere Energiedichte pro Eigenschwingung ergibt sich nun als gewichtete
Summe (z.B. wie bei der Berechnung des Tragheitsmomentes bei der Drehung um
eine Achse). p(j) ist das Gewicht, gemittelt werden die Energien j - hv.

(o dv =3 p)i- s = 25 [ewp (<B2D) g h] av a225)

J=0 J=0

Zur Berechnung der Summe verwenden wir dass

hy &
v d 7
(o) dv—3

= (exp (—%))j .j] dv

2% (oo (1)

Dies entspricht den beiden Beziehungen:

sowie
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, 1 SN b
;b’ =13 und ;(jbj) BRCEE
j j

ist. Nach einer Variablentransformation erhalten wir fir unsere Gleichungen (3.2.25)
und (3.2.24)

(j- hl/)> . 1 _exp (kBin) - hy
P )| = : (3.2.26)
2 () o=
- )y o exp (’J}LTVT)
jz%exp ( kT ) exp (kf;l}) 1 (3.2.27)

Indem wir Gleichung (3.2.26) durch (3.2.27) teilen, also Gleichung (3.2.25) be-
trachten, erhalten wir

hv
exp (77) — 1
Die SPEKTRALE STRAHLUNGSDICHTE o(v,T) bekommen wir, indem die mittlere

Energiedichte pro Eigenschwingung mit der Dichte der Eigenschwingungen n(v) =

87;;’ : multipliziert wird. Wir erhalten das Plancksche Strahlungsgesetz.

(ov) dv = dv (3.2.28)

PLANCKSCHES STRAHLUNGSGESETZ

81 12 hv

o,(v, T)dv = B o) 1dy (3.2.29)

Wenn wir das Plancksche Strahlungsgesetz mit Wellenlangen ausdriicken wollen,
dann miissen wir die folgenden Substitutionen machen:

Aus u)\:c:>y—>§ und du—>—%d)\

Damit wir das Plancksche Strahlungsgesetz mit Wellenlangen als unabhangige
Variable:

PLANCKSCHES STRAHLUNGSGESETZ FUR WELLENLANGEN

7 hc

oA T)dX = 5 A (3.2.30)

3.2.2.1.1. Einsteins Quantenhypothese Ausgehend von seinem Verstandnis des
Fotoeffekts | ] kam Einstein zur folgenden Hypothese:
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Quantenhypothese Einsteins
Atome, die die Energie hr absorbieren, haben eine hohere Energie
als Atome im Grundzustand.

Wir verwenden die folgenden Definitionen:
n* Teilchenzahldichte der angeregten Atome
ng Teilchenzahldichte der Grundzustandsatome

Wir nehmen thermisches Gleichgewicht an und verwenden deshalb die BOLTZMANN-
VERTEILUNG zur Berechnung der Teilchenzahldichte der angeregten Atome

*

T =B/ kaT) (3.2.31)

o
Albert Einstein nahm an, dass wie in Abbildung 3.6 dargestellt der Energieaus-
tausch zwischen dem Unteren und dem oberen Zustand auf drei Wegen moglich sei.
Die Anregung aus dem unteren Zustand in den oberen Zustand (Niveau) geschieht
nur, wenn externe Energie absorbiert wird. Der hoherenergetischen Zustand kann
auf zwei Wegen verlassen werden: erstens zufillig (statistisch) oder induziert, das
heisst im Takt mit externen Feldern.

angeregtes Niveau

B jel
175} n
£ 3
_S hv w| hv LIEJ hv
= )
o )
5 S t
17} € 2
o) o N
< ol _g
B ‘A £B
A 4 A 4
Grundzustand

Abbildung 3.6.: Schema der moglichen Anregungen und Emissionen in einem
Zweiniveau-Atom.

EINSTEIN hatte als Neuerung die INDUZIERTE EMISSION postuliert. Zur Berech-
nung des Spektrums eines schwarzen Strahlers verwenden wir die Einsteinsche
Formulierung mit Quanten. Urspriinglich hatte PLANCK das Spektrum mit ther-
modynamischen Methoden berechnet, wobei h das aus der statistischen Physik
bekannte Phasenraumvolumen war. Ein Phasenraumelement ist eine Flache, de-
ren eine Seite eine Lange und deren andere Seite eine Geschwindigkeit ist.

Die Anzahlen der Absorptionen und Emissionen werden wie folgt angegeben:
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Anzahl Absorptionen

3 = Bio(v,T)ng (3.2.32)
m°s
Anzahl spontane Emissionen .
3 = An
m’s
Anzahl induziergter Emissionen — Byo(w,T)n"

m-Ss

wobei A den EINSTEINKOEFFIZIENTEN den SPONTANEN EMISSION, B; den Ein-
steinkoeffizienten der ABSORPTION und B, den Einsteinkoeffizienten der INDU-
ZIERTEN EMISSION bedeutet.

Diese Beziechungen kénnen so verstanden werden:

e Wenn die Teilchenzahldichte ny = 0 oder n* = 0 ist, wenn es also keine
Teilchen im Ausgangszustand gibt, sind die Einstein-Koeffizienten null.

o Bei der Absorption benétigt man nicht nur Teilchen (ng), sondern auch
elektromagnetische Wellen. Deren ,Haufigkeit“ wird durch die SPEKTRALE
STRAHLUNGSDICHTE angegeben.

e Ebenso kann eine induzierte oder stimulierte Emission nur stattfinden, wenn
die SPEKTRALE STRAHLUNGSDICHTE ungleich null ist. Die Héufigkeit der
Emission ist proportional zur spektralen Strahlungsdichte.

o Schliesslich hiangt die Haufigkeit der spontanen Emission nur von der Anzahl
der moglichen Teilchen ab, nicht aber von irgend einer spektrahlen Strah-
lungsdichte.

3.2.2.1.2. Von der Einsteinschen Quantenhypothese zum Planckschen Strah-
lungsgesetz Im Gleichgewicht muss es gleich viele Emissionen wie Absorptionen
geben.

Byo,(v,T)ng=An*+ Byo,(v,T)n* (3.2.33)

Da die induzierte Emission der Umkehrprozess zur Absorption ist, muss

sein. Wir konnen Gleichung (3.2.33) wie folgt umformen:

Bo,(v,T)ng = (A+ Bo,(v,T))n* = [A+ Bo,(v,T) nge E/ks) (3.2.35)
Damit erhalten wir die Energiedichte
B o, (v, T)ng [1 — e_E/(kBT)} = Ange B/ k1)
Infinitesimal geschrieben bekommen wir

A e—lw/(ksT)
B 1 — e—hv/(ksT)

dv = ‘; 1 4 (3.2.36)

(v, T)dv = chol(aT) 1
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Unbekannt ist nun noch A/B. Durch Vergleich mit der Gleichung (3.2.29) be-
kommen wir diesen Koeffizienten (aus der SPEKTRALEN ENERGIEDICHTE) des
Hohlraumes

A B ST hu?

B c3
Die spektrale Energiedichte ist verkniipft mit der Modendichte und sagt, wie viele
Resonanzen es pro Frequenzintervall gibt. Zusammen bekommen wir analog zu
Gleichung (3.2.29) das Plancksche Strahlungsgesetz:

(3.2.37)

8w 12 hv
0,(v,T)dv = B T 1dV (3.2.38)

Es ist nun instruktiv, die beiden Grenzfélle fiir sehr hohe und fiir sehr niedrige
Frequenzen zu betrachten. Fiir sehr niedrige Frequenzen, im Grenzfall hv < kT,
gilt

/0T o

kgT
Dies fithrt auf das Rayleigh-Jeans-Gesetz.

RAYLEIGH-JEANS-GESETZ

8 12

o (v, T)dv =~ kpT dv (3.2.39)

63

Dieses Gesetz war vor Planck bekannt. Es sagt voraus, dass die Energiedichte gegen
hohe Frequenzen zunimmt, dass also im Ultravioletten die gesamte unendlich gros-
se Energie des Universums konzentriert sei. Diese ULTRAVIOLETTKATHASTROPHE
zeigt, dass das Gesetz nur in Teilbereichen stimmen kann.

Fiir sehr hohe Frequenzen, also hv > kg T, gilt

Dann kann das Plancksche Strahlungsgesetz durch das Wiensche Strahlungsgesetz
angendhert werden

WIENSCHES STRAHLUNGSGESETZ

8t hv?

e Wty (3.2.40)
C

0,(v, T)dv ~

Das Wiensche Strahlungsgesetz (siche Abbildung 3.7) stimmt einigermassen, aber
doch nicht so korrekt wie das Plancksche Strahlungsgesetz. Insbesondere ergibt
sich aber bei Wien keine Ultraviolettkatastrophe.
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Spektrale Energiedichteverteilung
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T T T T T T T
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1.6x107"5 | ] .

-15
1.4x107"8 | ]

:og 1.9x10°15 | / / \ ]

) 1.0x1071% |- } / _

3 .OX \

2 8.0x1071 ] / Wien6000-K-—rrf
6.0x10716 |- Planck-6000-K .
4.0x10718 - /// o]
2.0x107'% - )/ ]
00X10+OO i i i i i IR —

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
v/THz

Abbildung 3.7.: Vergleich der Gesetze von Planck, Wien und Rayleigh-Jeans
bei 6000 K

Penzias und Wilson fanden Anfang der sechziger Jahre des zwanzigsten Jahrhun-
derts, dass das Rauschen hochstempfindlicher Antennen, wenn sie nach oben ge-
richtet waren, die gleiche Spektralverteilung hatte, wie ein schwarzer Strahler bei
etwa 2.7 K. Abbildung 3.8 zeigt die kosmische Energiedichteverteilung

Hintergrundsstrahlung

1.8x107%°
1.6x10725 | .

1.4x107%° |- ]

1.2x10725 | /

1.0x1072 | /
8.0x10728 - / .

p,/(Js/m®)

6.0x10728 |- / ]

4.0x10728 |- / ]
2.0x107 | : '
100 200 300 400 500 600
v/GHz

0.0x10%%°

Abbildung 3.8.: Spektrale Energiedichteverteilung der Hintergrundsstrahlung
von 2.735 K

3.2.2.2. Wiensches Verschiebungsgesetz

Oftmals mochte man die Frequenz v wissen, bei der das Emissionsspektrum des
schwarzen Strahlers maximal ist. Zur Berechnung des Maximums substituieren wir
in Gleichung (3.2.29)

hv
kgT

Tr =

und setzen
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h
kgT

dr = dv

Weiter vernachlassigen wir die konstanten Vorfaktoren, die fiir die Lage des Ma-
ximums irrelevant sind. Wir erhalten

1.3

S\ —
o(x)dx 1

dx (3.2.41)

Durch Ableiten erhalten wir die Lage des Maximums

0 do(z) 4 ?  pte 2
dx e —1 (ev —1)
Vereinfacht ergibt sich
0= 3z%(e” — 1) — 23e”
N (e* —1)?
rie” = 327 (e” — 1)
e*(3—1z) =
e’ = 5
33—z

Die Losung dieser transzendenten Gleichung ist

-3
r=3+W <3) = 2.821439372
e

wobei W, Lamberts W-Funktion ist. Also kann die Lage des Maximums in der
Planckschen Strahlungsformel (3.2.29) durch das Wiensche Verschiebungsgesetz
angegeben werden.

WIENSCHES VERSCHIEBUNGSGESETZ

2.82144 kT
h

= 58.7892 GHz K. T (3.2.42)

VUm =

Die folgende Abbildung 3.9 zeigt eine graphische Darstellung des Wienschen Ver-
schiebungsgesetzes.
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Wiensches Verschiebungsgesetz
600 T T

v/(THz)

| N
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
T/K

Abbildung 3.9.: Wiensches Verschiebungsgesetz

Die Energiedichte beim Emissionsmaximum des Wienschen Verschiebungsgesetzes
ist

 8whip, 1 3,

— 3
3 ehvm/(kpT) _ 1dV = 35.7246 3 h2 T dv (3.2.43)

0y (U, T)dv

Abbildung 3.10 stellt Gleichung (3.2.43) graphisch dar.

Wiensgass YR B iR UaRsEset

1000 F

DOA I : : : 1
~ -
2] X
3 [
E Ll
Q F

0 o

1 10 100 1000 10000
T/K

Abbildung 3.10.: Energiedichte im spektralen Maximum nach dem Wienschen
Verschiebungsgesetz

3.2.2.3. Wiensches Verschiebungsgesetz: Wellenlangen

Mochte man die Wellenldnge ), des Maximums des Planckschen Spektrums eines
schwarzen Strahlers wissen, substituieren wir in Gleichung (3.2.30)
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und setzen

he

dy = ————
Y= "Nk T

dA

Weiter vernachlassigen wir die konstanten Vorfaktoren, die fiir die Lage des Ma-
ximums irrelevant sind. Wir erhalten

6(y)dy = d 2.4
o(y)dy = —— dy (3.2.44)

Durch Ableiten erhalten wir die Lage des Maximums

o=y _ o vty
dy eV —1 (ev—1)
Vereinfacht ergibt sich
0— Syt(e? — 1) — yde?
(@17
y'e! = Sy'(e’ — 1)
e!/(b—y)=5
W O
d—yY

Die Losung dieser transzendenten Gleichung ist

5
y="5+W; (65> — 496511

wobei W Lamberts W-Funktion ist. Also kann die Lage des Maximums in der
Planckschen Strahlungsformel (3.2.30) durch das Wiensche Verschiebungsgesetz
angegeben werden.

WIENSCHES VERSCHIEBUNGSGESETZ FUR WELLENLANGEN

~0.201405¢h  0.00289777 m K

Am
‘ kpT T

(3.2.45)
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3.2.2.4. Stefan-Boltzmann-Gesetz

Versuch 8: Versuch zur Vorlesung:

Strahlungswiirfel nach Leslie: Emissionsfaktor von verschiedenen
Strahlern (Versuchskarte AT-20)

Versuch 9: Versuch zur Vorlesung:

Stefan-Boltzmannsches Gesetz: mit Leslie-Wiirfel (Versuchskarte AT-
43)

Wir mochten wissen, wie die Abstrahlung eines schwarzen Korpers von dessen
Temperatur abhangt. Dazu definieren wir zunéchst die spezifische Ausstrahlung
nach Gleichung (3.2.6) senkrecht zur Oberflache
R, (T)dv = c,(v,T)dv (3.2.46)
Daraus bekommen wir die richtungsabhéngige Abstrahlung (6 ist der Winkel zur
Normalen)
R,(T,0)dv = R, (T) cos(#) dv (3.2.47)

Diese Grosse ist sowohl von der Frequenz wie auch von der Richtung abhéngig.
Der Mittelwert einer allgemeinen richtungsabhéngigen Grosse f(6, @) ist

2r

= / / £(6, ) sin(8)d8 do (3.2.48)

Uber den Halbraum gerechnet erhalten wir (unter der Voraussetzung, dass f(6, ¢) =
f(mr—0,0) ist)
2m /2 ()
{f) Hatbraum = in / / [0, ¢)sin(6)db do = 9 (3.2.49)
Zusammen mit der Mittelung iiber die Frequenz erhalten wir
27 /2

T ar / / [/ ACEY dVCOSW)] sin(0)do d¢ (3.2.50)

Diese drei Integrale sind voneinander unabhangig. Wir beachten, dass

2m
/dqb =27
0
und
w/2
/ cos(f) sin(9) df = ;

[e=]
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ist und erhalten
R(T) = E/Ql,(l/, T dv (3.2.51)
0

Mit Gleichung (3.2.29) ergibt dieses Integral

¢ 8 7kg'T* 2 7kp'T*

R(T) = - _— = 3.2.52
() 4 15  h3e3 15 h3c? ( )
Wir definieren die STEFAN-BOLTZMANN-KONSTANTE
2 W5k34
= — = 5.67040(4) - 1078 3.2.53
? 15 h3c? (4) m? K4 ( )
und konnen dann das Stefan-Boltzmann-Gesetz so formulieren:
STEFAN-BOLTZMANN-GESETZ
2 7T5]€B4
RT)=0T'= = — 4 3.2.54

R ist die in den HALBRAUM abgestrahlte Leistung bei der Temperatur 7". Diese
Leistung R(T') ist in der Abbildung 3.11 in doppelt-logarithmischer Darstellung
gezeichnet.

Stefan-Boltzmann-Gesetz

100x10%2* ¢
1X10+24 b 3O OO UUUOUNL OSOTOID Z O
10x10%2L o e ]
o F : i : E
1 10 100 1000 10000
T/K

Abbildung 3.11.: Stefan-Boltzmann-Gesetz
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3.2.3. Farben

Augenrezeptoren

1 T T
= 3
4 s
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5 |
£ ‘
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0 |
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Anm

Abbildung 3.12.: Empfindlichkeitskurven der Augenrezeptoren skaliert auf
gleiche integrale Empfindlichkeit (nach | 1)

Was wir Farben nennen, hangt von der Interpretation der Reize unserer Sehnerven
ab. Abbildung 3.12 zeigt die spektrale Empfindlichkeit des Auges.

3.2.4. Strahlung der Sonne

Sonne und Erde

10*1 0+09 e

03 Sonne 6000K
100710*% | ]

1+10*%° | i -

101107% L / \
/ / Erde 300K ]

100*107"2 |
i /Hu\ n \\\\\H‘/ n L] n N

0.01 0.1 1 10 100 1000
AMum

p,/(J/m*)

Abbildung 3.13.: Vergleich der spektralen Energiedichte von Sonne und Erde.
Die verschiedene Lage der Maxima ermoglicht den TREIB-
HAUSEFFEKT.

Sowohl die Sonne wie auch die Erde kénnen in guter Néherung durch schwarze
Strahler approximiert werden. Abbildung 3.13 zeigt die beiden Kurven, wobei die
Erde die Temperatur 300 K und die Sonne die Temperatur 6000 K hat. Die Un-
terschiede der beiden Kurven bewirken, dass die Energiezufuhr zur Erde bei einer
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anderen Wellenlange oder Frequenz geschieht wie deren Abstrahlung.
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4. Teilchen und Wellen

4.1. Das Photon

Fotokathode

Abbildung 4.1.: Versuchsanordnung zur Messung des Fotoeffektes

Einsteins Erklarung des Fotoeffektes | ] war einer der Meilensteine auf dem
Siegeszug der Quantenmechanik. Abbildung 4.1 zeigt den Versuchsaufbau. Licht
beleuchtet die Fotokathode und befreit so Elektronen aus dem Metall. Diese werden
von der Anode abgesogen und erzeugen einen Strom, das Messsignal. Die beiden
Spannungen U; und U; sind so angeordnet, dass die Anode sowohl an positiver
wie auch an negativer Spannung liegen kann.

Versuch 10: Versuch zur Vorlesung:
Fotoeffekt: qualitativ mit Aluminiumplatte (Versuchskarte AT-17)


ASP/OArchiv_Images.asp?OrdnungsNr=AT-017

Teilchen und Wellen 48

A! Frequenzabhéngigkeit | (P)AI Spannungsabhangigkeit
5]
> >
VGrenz v 'Umax v

Abbildung 4.2.: Links: Frequenzabhéngigkeit des Fotostroms bei konstantem
U. Rechts die Abhingigkeit von der Spannung zwischen Ka-
thode und Anode. Negative Spannungen bedeuten, dass die
Photonen die Elektronen aus der Anode herausschlagen. Die
Spannung U,,,, ist die maximale Bremsspannung.

Wenn der Fotoeffekt gemessen wird, dann koénnen die in Abbildung 4.2 dargestell-
ten Beobachtungen gemacht werden. Bei konstanter Anodenspannung U muss das
Licht eine gewisse Frequenz iiberschreiten (oder eine bestimmte Wellenldnge un-
terschreiten), damit ein Strom fliesst. Wenn die Spannung U variiert wird, dann
nimmt der Strom mit zunehmender Spannung U monoton zu. Unter einer negati-
ven Spannung —U,,.. fliesst kein Strom. Wird nun die Bestrahlungsstérke erhoht,
dann nimmt der Strom zu, aber die Grenzspannung —U,,,., dndert sich nicht.

Umax“ Bremspannung und Frequenz IS(P)‘ Sattigungsstrom und Fluss
4

Steigung h/e

.
>

\ 4

% P

UA:CD .

Abbildung 4.3.: Links: Abhéngigkeit der Bremsspannung U,,,, von der Fre-
quenz v. Uy = ® heisst die Austrittsarbeit. Rechts die Abhan-
gigkeit des Sattigungsstromes I vom Photonenfluss P = &.

Abbildung 4.3 zeigt, dass die Bremsspannung —U,,,, von der Frequenz oder der
Wellenldnge des eingestrahlten Lichtes abhéngt. Zusammen mit der Tatsache, dass
—U,nq: unabhéngig von der Beleuchtungsstarke ist, bedeutet das, dass die Energie
in Quanten fliesst mit einer maximalen Energie pro Quant. Die Beobachtung in
Abbildung 4.3 ,dass bei einer bestimmten Spannung U > —U,,,, der Strom pro-
portional zur Strahlungsleistung oder Beleuchtungsstérke ist, stiitzt diese Ansicht.

ALBERT EINSTEIN formulierte darauf aufbauend in seiner mit dem Nobelpreis
gewiirdigten Arbeit:
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49 4.1 Das Photon

o Licht transportiert Energie in Paketen, Photonen oder Quanten
(von Quantum) genannt.

o Leistung ist Energie pro Zeit. Also ist die Leistung und damit
auch die Bestrahlungsstirke ein Mass fiir die Anzahl der Pho-
tonen (Energiequanten).

A\ 4

{;Ekin
hv 'y
(=T vy Upa=@

Kathode Anode

Kathode

Kathode

Abbildung 4.4.: Oben: Energieschema des Fotoeffekts ohne angelegte Span-
nung, Mitte: mit der Anode positiv gegen die Photokathode,
unten mit der ,Anode“negativ gegen die ,,Photokathode®. Die
Energiekoordinate muss man sich als vierte (ohne Zeit) oder
finfte Koordinate eines Punktes vorstellen. Die Grosse Er ist
die Fermi-Energie und steht bei einer Temperatur 7' > 0 auch
fiir das chemische Potential p.”

“Néaheres zur Fermi-Energie Fr und zum chemischen Potential p in den Vorlesungen zur
Thermodynamik oder Festkdrperphysik.

Abbildung 4.4 zeigt, im Vorgriff auf die Vorlesung zur Physik der kondensierten
Materie, ein Banderschema des Fotoeffektes. Es ist bekannt, dass bei der Tempe-
ratur 7" die thermische Energie sich nach Boltzmann wie exp (—E/(kpT)) verhélt.
Damit also Elektronen bei Raumtemperatur im Metall bleiben, muss eine Ener-
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giebarriere zum Verlassen des Festkorpers existieren. Die Hohe dieser Barriere wird
Austrittsarbeit ® genannt.
Elektronen, die das Metall verlassen, haben die kinetische Energie:

Epin = hv — @ (4.1.1)

Da die kinetische Energie der Elektronen im Metall nach Boltzmann bei einer end-
lichen Temperatur iiber einen Energiebereich verteilt, also ausgeschmiert, ist, ist
auch die kinetische Energie der Elektronen Fjy;, ausgeschmiert. Da die Emissions-
richtung der Elektronen um die Senkrechte zur Oberfliche verteilt ist, wird die
Energieverteilung der Elektronen noch weiter verédndert.

Versuch 11: Versuch zur Vorlesung:
Interferenz am Doppelspalt: mit einzelnen Photonen (Versuchskarte

AT-50)
EinzelPhoton-Doppelspalt

T T T T
40 . ' by i ' &
e e L RIRTN. beneeennenes boeeeee
. T AECRERREES feeme e
U o s A o | 0 e S i [PRES.
N, e VT I S T S

-100 -50 0 50 100

Abbildung 4.5.: Simulation eines FEinzelphotonen-Doppelspaltexperimentes.
(Animation: https://youtu.be/ZYwxhpZ D1k)

“r
Versuch 12: Versuch zur Vorlesung:

Doppelspalt: Interferenz mit polarisiertem Licht (Versuchskarte AT-
51)

Die Versuche mit dem Doppelspalt zeigen, dass die statistische Interpretation des
Energietransportes von Einstein korrekt war.

Wenn die Lichtintensitit niedrig ist, verhalt sich Licht wie ein Strom von Teil-
chen. Wenn die Auftreffwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit des Ortes tiber eine
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51 4.1 Das Photon

langere Zeit aufsummiert wird, ergeben sich Interferenzmuster, wie sie von der
Wellentheorie vorausgesagt werden.

Photonen haben wie alle anderen Objekte mit Energie sowohl einen
Teilchencharakter wie auch einen Wellencharakter. Der Wellencha-
rakter gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Objekt an einem bestimm-
ten Ort zu einer bestimmten Zeit zu finden. Die Energie pro Objekt

ist quantisiert.

4.1.1. Masse und Impuls

Licht ist ein Strom von Energiepaketen mit einer Richtung und einer Geschwin-
digkeit, der (vom Medium abhéngigen) Lichtgeschwindigkeit. Aus der Mechanik
weiss man, dass eine Anderung der kinetischen Energie durch eine Kraft erreicht
wird. Genauso benétigt man eine Kraft zur Anderung der Richtung. Eine Kraft
ist, auch relativistisch, eine Anderung des Impulses pro Zeit.

Photonen sind Teilchen mit einer kinetischen Energie

E = hv (4.1.2)

Konsequenterweise haben Photonen dann auch einen Impuls. Um die Beziehung
zwischen dem Impuls des Lichtes und seiner Energie zu bestimmen, verwenden wir
die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E = \/m(%yyc‘1 + 2p? (4.1.3)

Da im Vakuum die Geschwindigkeit des Lichtes die Vakuumlichtgeschwindigkeit
ist, gilt fiir alle Photonen dass die Ruhemasse null sein muss

h

mo =0 und lp| = X (4.1.4)

Aus Gleichung (4.1.3) und Gleichung (4.1.2) bekommt man

E hv

== = 4.1.5
pl=2=" (4.15)

Damit ist die Impulsénderung bei Absorption und Reflexion
|Ap| =2 =2 Dej Reflexion (4.1.6)

|Ap| =12="bei Absorption

Daraus ergibt sich bei der Reflexion der mechanische Druck auf die Flache AA

AR [(Ap)i| 2w
Prech = "NAT T AtAA T cAAAE
Mit 7 = Anzahl Teilchen/Zeit bekommen wir

_ 2nhv
Pmech = CAA
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Die Bestrahlungsstéirke oder Intensitat ist mit der Leistung AP

AP  hvn
B — I = — = —
AA AA
Schliesslich erhalten wir
2B 21
Pmech = — = — bei Reflexion (4.1.7)
1 c
B I
Pmech = — = —  bei Absorption
c c

Abbildung 4.6 zeigt eine Apparatur zur Messung des LICHTDRUCKES auf mikro-
skopische einseitig eingespannte Balken| ].

LD3 (Heizung

vergrosserte Darstellung

Kraftmessbalken
Piezo ) (Cantilever)
Takt-

generator —_—

S1

Invertierer -
ﬁ Vakuumpumpe
S3 [

Vakuumkammer
/82
x‘é Detektor (Quadrantendiode)
LD2
Eﬁizmg) A LD1 (Heizung)

Abbildung 4.6.: Aufbau einer Apparatur zum Messen des Lichtdrucks.

Das gleiche Ergebnis hatten wir auch erhalten, wenn wir die Volumenenergiedichte
des Lichtfeldes vor dem Spiegel oder vor dem Absorber berechnet hétten. Beim
Absorber fliesst nur ein Lichtstrom auf ihn zu, bei der Reflexion gibt es zwei
gegenlaufige Lichtstrome, also auch die doppelte Energiedichte. Konkret lautet die
klassische Rechnung aus der Elektrizitéatslehre so:

Man beginnt mit dem Vektor des Energieflusses, dem POYNTINGVEKTOR.

1
S(r,t)=E(r,t) x H(r,t) = —E(r,t) x B(r,t)
Ho
Hier ist der Poyntingvektor gleich der Strahlungsstromdichte (3.1), also S = D.
Weiter ist die Intensitédt gleich dem Betrag der Strahlungsstromdichte, also I =
| D|. Druck ist das Gleiche wie Energie pro Volumen oder Energiedichte. Wenn die
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53 4.1 Das Photon

Energiedichte o sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegt, ist der Poyntingvektor
S=D.

und damit der Druck oder die Energiedichte og auf eine senkrecht dazu stehende
Ebene

S Bl 1

Plmech = OE = — = — = — (418)
c c c
Bei isotroper Strahlung ist der Druck
1
Disotrop,mech = gQE (419)

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen Messungen mit der Apperatur aus Ab-
bildung 4.6.
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Lichtdruck

60 T T T T

50 [ LD1,LDO; Phase @=Te o o

Amplitude A/nm

32480 32484 32488 32492 32496 32500
v/Hz

Abbildung 4.7.: Messung der lichtinduzierten Krafte. Die Amplitude ist maxi-
mal, wenn die Impulsmodulation maximal ist.

Bimetalleffekt

5 S\ LD1LD2 Phase ¢=0

Amplitude A/nm

: LD1,LD2, Phase =T
0 l———— ; ;
65300 65350 65400 65450 65500 65550 65600
v/Hz

Abbildung 4.8.: Kontrolle: Mit einer Metallbeschichtung ist die Amplitude ma-
ximal, wenn die thermische Modulation maximal ist. Man be-
achte die Verschiebung zu kleineren Frequenzen bei sehr hohen

Amplituden.

Es wurden zwei gegenldufige Laserstrahlen verwendet. Im Falle der Abbildung 4.7
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55 4.1 Das Photon

wurden die Strahlen wechselseitig ein- und ausgeschaltet, so dass der Kraftwechsel
maximal wurde und gleichzeitig der Energieeintrag iiber die Zeit konstant war.
Die gemessene Kurve ist eine Resonanzkurve als Funktion der Schaltfrequenz. Die
Resonanzkurve zeigt die mechanische Kraft des Lichtes sehr schon. Zur Kontrolle
wurden in der Abbildung 4.8 die beiden gegenldufigen Laserstrahlen gleichzeitig
ein- und ausgeschaltet. Damit ist die ponderomotorische Kraft des Lichtes konstant
null, aber der Energieeintrag wird maximal moduliert. Mit dieser Messung kann
gezeigt werden, dass in Abbildung 4.7 wirklich mechanische Effekte des Lichtes
bestimmt wurden.

Schliesslich kann aus den obigen Messungen und Uberlegungen eine dynamische
Masse des Photons bestimmt werden. Aus

hv

|p| = mec=—
c

bekommen wir

hv h
= — = — 4.1.10
c? Ac ( )

Beispiel: Mit A = 500 nm ist myporon = 4.4 - 10776 kg.

4.1.1.1. Compton-Effekt

Beim Compton-Effekt wird Licht an einem Teilchen gestreut. Im Originalversuch
von Arthur Compton | | wurden Photonen an Elektronen gestreut.

hv/c

\ 4

Elektron vor dem Stoss
als ruhend angenommen

Abbildung 4.9.: Impulserhaltung beim COMPTON-EFFEKT.

In Abbildung 4.9 ist die experimentelle Anordnung gezeigt. Der Winkel zwischen
der einfallenden Lichtwelle (oder, was dquivalent dazu ist, dem Impuls des ein-
fallenden Photons) und der gestreuten Welle sei 6. Die Masse des Elektrons sei
me. Bei jeder Kollision zwischen zwei Teilchen wird Energie ausgetauscht. Dabei
andert sich der Impuls des leichteren Teilchens, hier also des Photons, besonders
stark. Mit Gleichung (4.1.5) andert sich also auch die Frequenz und damit die
Wellenlédnge und die Energie.

Wir haben ein schiefwinkliges Dreieck mit den Seiten hv, ht/ und m.v’ und dem
mev' gegeniiberliegenden Winkel 6. Aus dem Cosinussatz wissen wir, dass ¢? = a®+
b*>—2ab cos(7) ist. Weiter ist nach den Additionstheoremen cos(y) = 1—2sin?(v/2).
Wir konnen also aus der Impulserhaltung schreiben:
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hv
C
hu>2 (hz/>2 wh' — hh/ <9>
— ) +|— —2——+4——sin"y | =
c c c c c c 2
hv
C

I\ 2 /
- hg) y+ 4hCVhC” sin® y (Z) (4.1.11)

Aus der Energieerhaltung folgt weiter

1
hv =hv' + Ejy oo = W/ + imev’2 (4.1.12)
und
1
“mv'? =hv — ht/
2
sowie
m?v'® =2m, (hv — hv/") (4.1.13)
Die Kombination von (4.1.11) und (4.1.13) ergibt
/ 2 /
2m, (hv — h') = (hl/ — hl/) + 4@}3 sin? <9> (4.1.14)
c c c c 2
N 2
26? sin? (Z) - (2hvv') =2m, (hv — /') — (hcy — hg)
2 1 "\
—hsinQ oy __Lt 2m, (hv — hv') — e W
c? 2 (2hv') c c
2h . 4 (0 hv — ht/' h (v—=2v)
— | = — 4.1.1
MeC? i (2) hvv! 2mec? v/ ( )

Mit (v —/)* < |v/|, d.h. wenn der relative Energieverlust des Photons beim
Stoss klein ist, ergibt sich

2h sin? <6> SR (4.1.16)

MeC? 2 vV

und mit A = ¢/v erhalten wir die Gleichung fiir die
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57 4.1 Das Photon

COMPTON-STREUUNG

2
N—\= mh sin’ (2) = (4.85 pm) - sin* ((;)) (4.1.17)
eC

und die

CoMPTON-WELLENLANGE

h
Ao = —— = 2.43 pm (4.1.18)

MeC

Abbildung 4.10 zeigt Messungen der Compton-Streuung bei unterschiedlichen Streu-
winkeln. Die horizontale Achse ist die Wellenlénge.

Compton-Effekt

! ! T ! ' ' ' '
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et thew
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s 450
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Abbildung 4.10.: Compton-Effekt bei vier Streuwinkeln, skizziert nach
[Com23b)]

4.1.1.2. Mossbauer-Effekt

Beim Méssbauer-Effekt [V 6858] wird die Emission und die Absorption von v-(QQUAN-
TEN aus Kernen beobachtet. y-Quanten sind hochenergetische Photonen. Durch
die hohe Masse der Kerne und deren Einbindung in ein Kristallgitter ist die Ener-
gie der y-Quanten sehr wohl definiert (d.h. die Streuung der Energie ist minimal.).
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Das hiangt auch damit zusammen, dass die Energieniveaus in Kernen sehr scharf
definiert sind.

Pk hv'/c
< >

Kern

Abbildung 4.11.: Impulserhaltung bei der Emission eines y-Quants.

Bei der Emission eines y-Quants sind Energie und Impuls erhalten. Sei hv die
Energie eines v-Quants, wenn der Kern bei der Emission in Ruhe bleibt. Das
Emissions- und das Absorptionsspektrum miissen tiberlappen (siehe Abbildung
4.12).

A

>
v

Abbildung 4.12.: Absorptions- oder Emissionspektrum fiir ein y-Quant. Nur
wenn die Frequenz des ankommenden y-Quants im Bereich
der Absorptionslinie liegt, kann das Quant absorbiert werden.

Wegen der Impulserhaltung kann man fiir den Impuls des Kernes vor der Emission
pr und nach der Emission p;’ schreiben:

P =0 vor der Emission
,  hV ..
o+ — = 0 nach der Emission (4.1.19)

Mit my der Masse des Kerns und mit (4.1.19) wird seine kinetische Energie nach
dem Stoss

2
1 2 h2 v/

/
E kin,Kern —

2my 2my, 2
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59 4.1 Das Photon

Die Energie der Anregung hv ist im Ruhesystem des noch nicht bewegten Kerns
gegeben. Erst nach der Anregung muss die Impulserhaltung erfiillt sein. Dann folgt
aus der Energieerhaltung.

hV/ = hy — E/kz'n,Kern (4121)
! / h2 ]//2
E'yin Kern = h(v — V') = hAv = W
Av = L/Q (4.1.22)
 2my 2 o
v
«—>
57C0 57 Fe
Quelle Absorber Detektor

Abbildung 4.13.: Experimenteller Aufbau der Mdossbauer-Spektroskopie

Um den Riickstossimpuls des Kerns zu minimieren, erfand Mossbauer den fol-
genden nobelpreiswiirdigen Trick: Die y-Quanten emittierenden Atome wurden in
einen Kristall eingebettet. Damit wird der Riickstossimpuls des Kerns von den an-
deren Atomen im Gitter aufgenommen (Thema der Vorlesung Festkorperphysik)
und der Kern bleibt in Ruhe. Die Breite der Linien wird dann so schmal, dass
normale Detektoren sie nicht auflosen kénnen. Mossbauer verwendete dann eine
dhnliche Versuchsanordnung wie in Abbildung 4.13 gezeigt. Die Energie der Pho-
tonen ist nun so gut definiert, dass die relativistische Frequenzverschiebung bei
Geschwindigkeiten von mm s~! ausreicht, um die Absorptionslinie abzutasten.
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Méssbauerspektrum von Fe
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5000 J b} |||.|. 1 |
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Anzahl Events
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Abbildung 4.14.: Méssbauerspektrum von 5"Fe , gemessen von Dr. M. Goncal-
ves.

Abbildung 4.14 zeigt eine Messung eines Méssbauerspektrums von 5"Fe. Die beiden
Kerne mit der gleichen Barionenzahl (Summe aus Neutronen und Protonen) haben
eine dhnliche Niveaustruktur. °"Co ist instabil, 5"Fe arbeitet als Absorber.
Durch den Einbau in einen Festkorper sind die Linienbreiten sehr klein. Deshalb
wird die Quelle (oder der Absorber) gegen den Absorber (oder der Quelle) bewegt.
Angezeigt ist die Geschwindigkeit der 57Co -Quelle und die Anzahl der detektierten
Photonen nach einer sehr langen Messung (> 24 h). Die Geschwindigkeit ist linear,
das Spektrum mit sechs Linien (Zeeman-Aufspaltung) sollte bei einer perfekten
Messapparatur symmetrisch um v = 0 angeordnet sein.

4.2. Elektronen
Seit J.J. Thomson | ] das Elektron entdeckt hatte, ist es eines der am ge-

nauesten untersuchten Elementarteilchen. Die Kennwerte des Elektrons werden
mit den folgenden Methoden bestimmt:

Ladung pro Masse ¢/m: durch Massenspektrometer (Methode aus der Elektrizi-
tatslehre)

Elektronenladung e: durch den Millikan-Versuch oder durch Elektrolyse

Elektronenradius r: durch Streuversuche

4.2.1. Ladung des Elektrons

Die Ladung eines Elektrons kann auf elektrochemischem Wege bestimmt werden:

Elektrolyse Man bestimmt die umgesetzte Molzahl und daraus mit der Gaskon-
stante R die Materiemenge. Durch Bestimmung der Gesamtladung tiber eine
Integration des Stromes erhalt man die Faraday-Zahl F' =e - Ny

Massenspektrometer In gekreuzten E- und B-Feldern bestimmt man e/m..
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61 4.2 Elektronen

4.2.1.1. Millikan-Versuch

Der Millikan-Versuch | ; ; | ermoglicht eine direkte Bestimmung
von e. Millikans Schliisselidee war, iiber die viskose Reibung von kleinen Oltrépf-
chen die Kraft eines elektrischen Feldes auf Ladungen zu bestimmen.

Z, ‘ U

d i qE=qU/d
m.g

o

Abbildung 4.15.: Bestimmung der Elektronenladung nach Millikan| ;

]

Der Versuch wird in einer Anordnung wie in Abbildung 4.15 durchgefiihrt.
Ein Oltropfchen mit dem Durchmesser 2r und der Masse mq = %TQT r3
wird zwischen die Platten eines Kondensators (Abstand d) gebracht.
Auf dem Oltropfchen befindet sich die Ladung ¢. Unter dem Einfluss
der Gravitation Fi, des Auftriebs F4 in Luft (Dichte o7) und des elek-
trischen Feldes Fx bewegt sich das Oltropfchen mit der konstanten
Geschwindigkeit v, gegeben durch die Stokesche Reibungskraft Fls .

Dabei treten die folgenden Kréfte auf:

STOKES GESETZ fiir eine laminare Stromung sagt:
Fg=—6rnour (4.2.2)
Die elektrostatische Kraft ist:

U
Fp=qFE=—qgrad U = g er (4.2.3)

wobei e = E/ |E| der Einheitsvektor in die Richtung des elektrischen Feldes ist.
Dann muss auch die Gravitation berticksichtigt werden:

4
Fg=mrg= 5 or rg (4.2.4)

Schliesslich haben die Tropfchen in Luft einen Auftrieb:

AT
Fy= — 0L r’g (4.2.5)

Kombiniert man die obigen Gleichungen, erhélt man fiir den Zusammenhang von
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Ladung und Geschwindigkeit

4 4
?WQT rig — ?WQL g —qgrad U = —6rnvr (4.2.6)

Betragsmassig ergibt sich

47 U
3 (or — o1) %9 — 9= —6mrnur (4.2.7)
und
U 47
QE =6mnuvr+ ? (QT - QL) 7“3g (428)

Damit kann die Ladung tiber das elektrische Feld (oder die Spannung), die Dichten,
die Viskositét, die Fallstrecke und den Tropfchendurchmesser bestimmt werden

d

2
q=2rr (3771} + 3 (or —er) 7'29) i (4.2.9)

Im Einzelnen lauft der Versuch wie folgt ab:

Freier Fall mit U =0
47 3
0:67T77UT—|—?(QT—QL) r°g

2
O:37yv+§(gT—QL) r?g

—1  VFall
r=3//— 4.2.10
2 (QT —01) 9 ( )
was ok ist, da vpgy < 0 ist!
Schwebezustand (v = 0)
U 4r ( ) 3
- = — r
q d 3 or — 0L g
47r( ) 5 d 47'('( ) 9N vpa 3/2 d
= — —_ T _— = — — - R
q 3 or — 0L gU 3 or — 0oL Q(QT—QL)Q gU
9. 3,3
g= V29w | by (4.2.11)
U (or —o1) g
Gemessene Geschwindigkeit v also (4.2.9)
6w rd 2
q= U <77U + 9 (or — o1) 7”29) (4.2.12)

Der Schwebezustand ist fast nicht experimentell erreichbar, deshalb misst man im
Wesentlichen v(U), wobei U = £Uj zwei Werte annimmt.

Setzt man (4.2.10) in Gleichung (4.2.12) ein, erhalten wir
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63 4.2 Elektronen

67 - 3, /5rttell—d 9 on -
(er—oL)g - VFall
v, U) = v+ — — Lo
18 d a : a
_ 18mdn (0¥ vear) [ 1 vran (4.2.13)
U 2(or —o1) 9
A
Hier ist
A=18wdn MOl 4 B = VFall (4.2.14)
2(or —o1) 9
Millikan| ] erhielt als Wert fiir die Elektronenladung e = 1.592 - 107 C.

o
Versuch 13: Versuch zur Vorlesung:
Millikan-Versuch: Ladung von Oltrépfchen (Versuchskarte AT-13)

4.2.2. Grosse des Elektrons

Das Elektron mit seiner kleinen Masse ist eines der Objekte, bei dem quanten-
mechanische Eigenschaften besonders ausgepréigt sind. Je grosser die Masse ei-
nes Objektes, desto eher verhalt es sich klassisch. Wenn man annimmt, dass die
Selbstenergie des elektrischen Feldes der relativistischen Ruheenergie des Elektrons
entspricht, kann ein KLASSISCHER ELEKTRONENRADIUS 7 cqss = 2.8+ 1071 m be-

stimmt werden. Belloni | | zeigt, dass eine andere Uberlegung von Fermi auf
einen etwa zwolf mal grosseren Elektronenradius fithrt. Neuere Experimente durch
zum Beispiel Dehmelt | | haben jedoch gezeigt, dass der quantenmechanisch

korrektere Radius des Elektrons 7. g < 10722 m sein muss. Genaueres ist nicht
bekannt, es gibt keine abschliessende Aussage iiber den Elektronenradius. Es kann
gut sein, dass ein Elektron eine sehr gute Approximation eines mathematischen
Punktteilchen ist, fast eine Divergenz im Raum.

Um den klassischen Elektronenradius zu berechnen, beginnen wir mit der Ladungs-
dichte p.; einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius r

47

Q(T) = ?Qelrg

Wenn bei der gleichen Ladungsdichte eine Kugelschale mit der Dicke dr dazugefiigt
wird, tragt diese eine Ladung
dQ(r) = 4moqridr

Die Ladung ) wirkt auf eine Probeladung d() im Abstand r vom Zentrum von )
mit der Kraft

F(r)= L QdQ

dmeg 12
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Héalt man nun @ und d@ fest und fithrt d@) vom Unendlichen auf die Distanz r, so
muss die folgende Energie zugefiihrt werden:

pot

/F 1 1 QdQ

47r6 f2 47T€0 r
o0

Die gesamte Energie in der homogen geladenen Kugel ist

/Q dQ 7)1 /3Q61T347TQ61T P 47r 0%,

 dreg ] T 156
(4.2.15)

r
Epot,tot = /d pot —
, 4meg

Die Ladungsdichte kann mit dem noch unbekannten Elektronenradius r, wie folgt
berechnet werden:

47 3
€ = — QT

3

Wir setzen die Ladungsdichte g, in (4.2.15) ein und erhalten so fiir eine homogen
geladene Kugel

3e?

20megr,

Eselbst,homogen(ea Te) = (4216)

Diese Energie setzen wir der relativistischen Ruheenergie der Masse m. gleich.

B = mec? (4.2.17)

Setzen wir Gleichung (4.2.16) und Gleichung (4.2.17) gleich und l6sen nach dem
Elektronenradius r. auf, erhalten wir

3 1 ¢
5 4eg mec

=1.7-107% m (4.2.18)

Te,class,homogen =

Andererseits kann man den klassischen Elektronenradius auch berechnen, wenn
man annimmt, dass die gesamte Ladung an der Oberfliche konzentriert sei. Dazu
betrachtet man das elektrische Feld einer Ladung e

1 e
4eg r?

E(r)=—

Die Energiedichte dieser Ladung ausserhalb ist

dreg 12 32m2eqrt
0 0
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65 4.3 Materiewellen

Der Energieinhalt des elektrischen Feldes ausserhalb in Kugelkoordinaten ist

2

Eraq = 7]/10(7") -12sin(0) - dr - dO - d¢
00

Te
[e.e]

= 47T/w(r)-r2-dr

Te

= A4r / —— . dr
P 327m2¢eqr?

2 o0

e 1
S
8meg J T
Te
ez 1|™® e?
8meg 1y,  8mWegre

Durch Gleichsetzen mit Gleichung (4.2.17) erhalten wir

1 e?

- —15
S i = 14107 m (4.2.19)

Te,class,Schale =

Wir haben also zwei leicht unterschiedliche Resultate fiir die homogene Ladung
und die Oberflachenladung. Sie unterscheiden sich durch die Vorfaktoren 3/5 und
1/2. Deshalb, und weil es im cgs-System so schon aussieht definiert man

Der klassische Elektronenradius ist

62

=28-10"m (4.2.20)

Te.class = 47T€()m 2
e

4.3. Materiewellen

Wir haben gesehen, dass Licht sich bei gewissen Experimenten wie dem Fotoef-
fekt wie ein Teilchen verhélt. In diesem Abschnitt wollen wir uns nun fragen, ob
auch offensichtliche Teilchen wie das Elektron oder sogar Atome sich wie Wellen
verhalten.

Wir wissen, dass jedes Teilchen einen Impuls p hat. Beim Photon fanden wir aus
der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung in Gleichung (4.1.5)

hv h
p=—

c A

Es lohnt sich, an diesem Punkt ebene Wellen zu betrachten. EBENE WELLEN im
Raum haben eine Ausbreitungsrichtung gegeben durch ihren WELLENVEKTOR k
mit

k| = 27/ (4.3.1)
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(X ist die Wellenlénge). Sie haben eine Kreisfrequenz w = 27v (v ist die Frequenz).
Wellenvektor und Frequenz sind tber ¢p/eqium = AV = w/k miteinander verkniipft.
Die momentane Amplitude einer ebenen Welle an einem beliebigen Raumpunkt r
zu einer beliebigen Zeit t ist

E(r,t)= Egexp(—i(k-r —wt)) + c.c. (4.3.2)

+c.c. meint plus das gleiche, aber konjugiert komplex. Physikalisch messbare Gros-
sen sind immer reell.
Wir konnen mit Gleichung (4.3.1) Gleichung (4.1.5) auch schreiben als

h h
P=L =50 —p (4.3.3)

Zusammen konnen wir also einem Teilchen mit einem Impuls p einen Wellenvektor
k zuschreiben. Man kann sich jetzt fragen, ob diese Analogie formal ist, oder ob
prinzipiell mit Teilchen die gleichen Interferenzexperimente wie mit Licht durch-
gefiihrt werden konnen.

4.3.1. Elektronenbeugung
Dies ist ein fakultativer Abschnitt

Versuch 14: Versuch zur Vorlesung:

Elektronenbeugung: an einer polykristallinen Graphitschicht (Ver-
suchskarte AT-56)

Elektronenbeugung ist eine in der Oberflichenphysik| | iibliche Methode zur
Untersuchung von Probenoberflichen mit periodisch angeordneten Atomen. In den
nachsten beiden Abschnitten werden die Beugung niederenergetischer Elektronen
sowie die Beugung von Elektronen mit mittlerer Energie besprochen.

4.3.1.1. Reziprokes Gitter

Periodische Anordnungen von Atomen werden Netze genannt, die von zwei Git-
tervektoren a; und a, aufgespannt werden. Oberflichennetze sind translationsin-
variant. Es gilt also

fr+T)=f(r) (4.3.4)

mit T' = va, +was wobei v, w € Z. f(r) ist die funktionale Darstellung einer belie-
bigen (auch vektoriellen) Eigenschaft der Oberfliche. Da die Oberfldche periodisch
translationsinvariant ist, ergibt die Entwicklung von f () in eine Fourier-Reihe

fr) =3 fae'®" (4.3.5)
G

Die Summe in Gleichung (4.3.5) geht tiber alle reziproken Gittervektoren. Dabei
ist
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67 4.3 Materiewellen

wobei h, k € Z. Ay und A, sind die erzeugenden Vektoren diese primitiven Netzes
im REZIPROKEN RAUM, das heisst im Raum der Raumfrequenzen.

Zwischen dem Netz im realen Raum aufgespannt durch a; und a, und dem Netz
im reziproken Raum aufgespannt durch A; und A, muss die Beziehung

G-T=2tn n € Z fur beliebige G, T (4.3.7)

gelten. Aus den Beziehungen (4.3.4) bis (4.3.7) folgt:

Al -a; = 27

Ai-ap = 0

Ai-ay, = 0

As-ay = 27 (4.3.8)

Diese Bedingungen sind erfillt, wenn A; und A, wie folgt konstruiert werden:

A —op 22T (4.3.9)
a; (as X n)
und
Ay =2 W (4.3.10)
a; (as X n)

Dabei ist n ein beliebiger Vektor senkrecht zum Oberflichennetz. Abbildung 4.16
zeigt an einem Beispiel die Beziehung zwischen den Oberflichennetzen des realen
und des reziproken Raumes.

reales Gitter reziprokes Gitter
~_ /] ] ]
NN,
Bl T
~N N L/ /)
~~ / /]

Abbildung 4.16.: Reales Gitter (links) und reziprokes Gitter (rechts).
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4.3.1.2. Streuung (Beugung) an Oberflachen

Quelle

\ Ebene Welle

Detektor

© Ebene Welle

Eintreffende ebene Welle: Streuzentren

Gestreute ebene Welle:
Abstand der Streuzentren:

k
]f.,

Abbildung 4.17.: Skizze zur Streuung an Oberflichenatomen

Abbildung 4.17 zeigt die Geometrie der Streuung. Die einfallende ebene Welle wird
mit ihrem Wellenvektor k und die gestreute ebene Welle mit ihrem Wellenvektor
k' bezeichnet. Der Abstand der Streuzentren sei 7.

Die Wegdifferenzen der Wellenziige zwischen zwei benachbarten Streuzentren sind

r-k r-k

d = rl-cos(r k) =r| - =T

' el k[ |kl
r-k

dy = |r|-cos(r, k') =

. (4.3.11)
L4

Aus dem Wegunterschied berechnet man die Phasendifferenzen fiir die beiden Wege

6 = |kl-dy=r-k
¢ = K| d=r K (4.3.12)

Die endgiiltige Phasendifferenz ist

NAp=¢p—¢ =r-k—r-kK=-Ak-r (4.3.13)

mit Ak = k' — k. Fiir die gestreuten Amplituden am i-ten Atom gilt ¢/ = ek,
Fiir die Betrage der Wellenvektoren haben wir
2

_P
k=S=1 (4.3.14)

Hier ist p der Impuls und mit Gleichung (4.3.1) A die Wellenlénge, die fiir Teilchen
die DE BROGLIE-WELLENLANGE \ genannt wird.

Fir die Streuamplitude eines Netzes mit monoatomarer Basis (also beschreibbar
als eine periodische Anordnung von Dirac-d-Impulsen), erhalt man:

Y= e (4.3.15)
T
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mit T'=v - ay + w - as. Fiir eine mehratomige Basis erhélt man:

P = (Z exp (—iAk - T)) : (Z fjexp (—iAk - rj)> (4.3.16)

f; ist der Streufaktor des j-ten Streuzentrums und r; ist die Position dieses Streu-
zentrums in der Einheitszelle. Der erste Faktor in der Gleichung (4.3.16) héngt
nur vom Oberflaichennetz ab und nicht von der Struktur der Einheitszelle. Dieser
Faktor wird Gittersumme

Gar =Y exp(—iAk-T) (4.3.17)
T

genannt. Der zweite Faktor in Gleichung (4.3.16) ist die geometrische Strukturam-
plitude

Gar =Y fjexp(—ilk - r;) (4.3.18)
J
Da T in der Oberfliche liegt, ist

Ak-T = (AkL+Aky)-T = Ak - T (4.3.19)

Also gilt

AkH-al = 2mh
AkH-ag = 2nk (4.3.20)

Diese Bedingungen heissen LAUE-BEDINGUNGEN

Bei elastischer Streuung gilt

E=FE =k =k* oder |k|=|K| (4.3.21)
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/0\00
NIAA 7 7 77 o
7/4/' / /S e
/ |/ / /S
/v / /
//\UUUIUZU/
/S /S /S S S S S
//////|// -

Abbildung 4.18.: Ewald-Konstruktion fiir Oberflichennetze. Rechts wird ein
Schnitt dargestellt. Oben in der rechten Darstellung sind die
Indizes der Reflexe angegeben, unten ist der Ursprung des
Koordinatensystems im reziproken Raum.

Aus dieser Bedingung kann man die in der Abbildung gezeigte Ewald-Konstruktion
fiir Oberflachennetze ableiten.

4.3.1.3. LEED (Low Energy Electron Diffraction)

Dies ist ein fakultativer Abschnitt

LEED] ] ist die am haufigsten angewandte Methode zur strukturellen Un-
tersuchung periodischer Kristalloberflachen. Die Elektronen werden mit einer be-
stimmten, moglichst monochromatischen Energie aus einer wohldefinierten Rich-
tung auf die Probe gesandt. Thre de Broglie-Wellenldnge muss von der gleichen
Grossenordnung wie die Gitterperiode an der Kristalloberfliche sein. Wenn man
eine Periodizitat von 0.1 nm annimmt, so ergibt sich

0.l nm=\= h (4.3.22)
2mE
Daraus folgt fiir die Energie
h? (6.6 - 10734)°
E= = ~ 100 eV 4.3.23
2mA2  2.9.1-10731.10-2 ¢ (4.3.23)
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Abbildung 4.19.: Aufbau eines LEED-Experimentes. Links ist die Elektro-
nenkanone gezeigt. Rechts ist der schematische Aufbau des
LEED-Schirms gezeigt.

EV Energieverlauf

Abbildung 4.20.: Energieverlauf im LEED-Detektor. Rechts ist der Zwischen-
raum zwischen der Probe und dem Detektor.

Die obere Abbildung zeigt den Aufbau eines LEED. Die Elektronen stammen in
der Regel aus einer thermischen Kathode. Nach der Beschleunigungsphase bewe-
gen sich die Elektronen in einem feldfreien Raum bis zur Probe. Die riickgestreu-
ten Elektronen ndhern sich dem mit einer phosphoreszierenden Substanz belegten
kugelkalottenformigen Schirm in einem feldfreien Raum. Der Energieverlauf im
LEED-Detektor ist schliesslich in der unteren Abbildung gezeigt.

Die Energieunscharfe bei der Emission muss mit der thermischen Energie bei

Raumtemperatur verglichen werden. Diese ist AE ~ kT = % eV. Die Gliithe-

mission bei 7" = 2000 K ist mit einer Energieunschéarfe von AE ~ 0.2 eV behaftet
und damit etwa acht mal grosser als £7" bei Raumtemperatur. Die Energieunschar-
fe der Feldemission bei T'= 300 K ist schliesslich gleich der thermischen Energie
kT, also AE ~ 0.025 eV.
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Abbildung 4.21.: Eindringtiefe der Elektronen als Funktion der Energie

Die Abbildung zeigt die Eindringtiefe der Elektronen als Funktion ihrer kinetischen
Energie. Die Eindringtiefe ist fiir Elektronen mit einer Energie von etwa 100 eV
minimal. Bei hoheren Energien, wie sie zum Beispiel bei der Elektronenmikroskopie
vorkommen ist die Eindringtiefe grosser. Sie nimmt iiber etwa 500 eV monoton mit
der kinetischen Energie der Elektronen zu.

Fir LEED verwendet man Elektronen mit einer kinetischen Energie von 20 —
500 eV. Die Eindringtiefe der Elektronen ist entsprechend kleiner als einen Nano-
meter.
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Abbildung 4.22.: Ewaldkonstruktion fiir LEED

Das durch die Wechselwirkung der langsamen Elektronen mit der Probe entstehen-
de Beugungsbild kann mit Hilfe der EWALD-KONSTRUKTION wie in der Abbildung
gezeigt interpretiert werden.

Zwischen der periodischen Struktur der Probenoberfliche oder einer eventuell vor-
handenen Uberstruktur und der Uberstruktur im reziproken Raum besteht folgen-
der Zusammenhang:

reeller Raum b= S-a (4.3.24)
reziproker Raum B = (ST)il A=S5,. A
A= (") B (4.3.25)

Hier ist (siehe Physikalische Elektronik und Messtechnik) S die die Struktur der
Oberflache charakterisierende Matrix. Nach der Gleichung (4.3.25) kennt man mit
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Syre, auch S.

Damit Beugungseffekte in der Abbildung mit Elektronen beobachtet werden kon-
nen, muss die Koharenzlange der Elektronen grosser als die maximal moglichen
Wegunterschiede sein. Wie bei Licht miissen zwei Arten von Kohédrenz unterschie-
den werden.

Zeitliche Kohadrenz ist gegeben durch die Energieunschérfe.

Raumliche Koharenz ist gegeben durch die Ausdehnung der Elektronenquelle
(dominant).

Abbildung 4.23.: Beugungsmuster und Definitionen zur Transferweite.

Aus Abbildung 4.23 kann die Transferweite ¢ definiert werden.

)
t=aq—r 4.3.26
N ( )
Mit ihr bezeichnet man die Breite des Elektronenstrahls, die bei perfekter Quel-
le und perfekter Abbildung die gleiche Breite der Leuchtflichen bewirkt wie der
Elektronenstrahl im realen LEED.

Setzt man Zahlen ein, erhialt man ¢ ~ 10 nm. Da Elektronen eine sehr kleine
Koharenzlange haben und da sie als Fermionen nicht im gleichen Quantenzustand
sein koénnen,! kann jedes Elektron nur mit sich selber interferieren.

!Das bedeutet fiir freie Elektronen, dass sich keine zwei Elektronen am gleichen Ort aufhalten
kénnen.
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Abbildung 4.24.: Schematische Skizze eines LEED-Bildes von Cu (110) (ge-
zeichnet nach | ]). Dies ist eine FCC-Struktur. Die Mes-
sung wurde bei 36 eV aufgenommen.

Abbildung 4.25.: Schematische Skizze eines LEED-Bildes von Ni (111) bei einer
Primérenergie von 205 eV (gezeichnet nach | ).

4.3.2. Rutherford-Streuung

Blende
o
Folie

0
Quelle /

Abbildung 4.26.: Anordnung fiir die RUTHERFORD-STREUUNG.

Bei der RUTHERFORD-STREUUNG nach Abbildung 4.26 wird eine Quelle von a-
Teilchen durch eine Lochblende auf eine Probe gesendet. Die Lochblende kollimiert
den Strahl und verringert den Raumwinkel der Quelle. Die Probe wird in der
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Physik oft auch mit dem Wort TARGET bezeichnet. Die Fluchtlinie zur Quelle
(gegeben durch die Quelle und die Blende) ist die z-Achse. Die gestreuten Teilchen
bewegen sich im Winkel # auf den Detektor zu. Bei ungeordneten Targets wie
Gasen oder polykristallinen Materialien héngt der Streuwinkel # nicht vom Azimut
ab.

RUTHERFORD konnte aus der Analyse seiner Streudaten schliessen, dass fast die
ganze Masse eines Atoms in einem sehr kleinen, positiv geladenen Kern konzen-
triert ist und dass die negativ geladene sehr leichte Hiille die Grosse der Atome
ausmacht. Bei Stossen ist die Wechselwirkung abhiangig vom Massenverhéaltnis der
Stosspartner. Die schweren a-Teilchen werden durch die Elektronen kaum gestort,
so wie ein Vogel bei einer Kollision mit einem Auto den Weg des Autos kaum
beeinflusst.
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Abbildung 4.27.: Skizze zur Berechnung der RUTHERFORD-STREUUNG.

Zur Berechnung der Rutherford-Streuung verwenden wir ein Koordinatensystem
wie in der Abbildung 4.27. Das «a-Teilchen kommt aus rg¢ = (0,0, —00) mit
der Ursprungsgeschwindigkeit vy = (0,0,v9). Nach der Streuung bewegt sich
das a-Teilchen nach rz = lim (—asin (0),0,acos (0)) mit der Geschwindigkeit
v, = (—vpsin (#),0,vgcos (0)). Zwischen dem Kern und dem a-Teilchen wirkt
eine Zentralkraft, die Coulombkraft

1 2Ze*r
F = —
(r) drey 12 1

(4.3.27)

Die Kraft F' kann in zwei Komponenten entlang der x-Achse und der z-Achse
aufgespalten werden.

. 1 2Ze* .
F, = —|F|sin(¢) = e sin (¢)
1 2Ze?
F, = —|F|cos(¢) = —47T60 - cos (@) (4.3.28)

Die Coulomb-Kraft F' ist eine ZENTRALKRAFT. Deshalb ist der Drehimpuls L be-
zliglich des Koordinatenursprungs erhalten. Als Zentralkraft ist die Coulomb-Kraft
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auch eine konservative Kraft. Das heisst dass |vg| = |vz| ist, da im Unendlichen
die Coulombkraft verschwindet.

Der Anfangsdrehimpuls sowie der Drehimpuls an einem beliebigen Ort

— sin(¢(t))
r(t) = r(t) 0

sind

—b 0 0
Ls = lim r(z) x p(z) = lm | 0 | x 0 = | Mugd
—z My 0

—r(t)sin(¢(t)) g [ —r(t)sin(o(t))
L(o(t)) = r((t)) x p(¢(t)) = 0 x M 0
und mit der Produktregel

—r(t)sin(o(1)) . —sin(¢(t)) — cos(o(t))
)5 ) oy )
sin(¢(t))

Da der erste Summand mit ag—gf) kollinear mit =(¢) ist, fillt er im Kreuzprodukt
weg.
—r(t) sin(¢(t)) —7(t) cos(é(t))
L(¢(t)) = 0 ) X ( 0 ) Maggff)
—r(t) cos(o(t)) r(t) sin(¢(t))
0 o) el
= | Mr@t)? | —= (4.3.29)
)

Also erhalten wir mit der Impulserhaltung Lg = L(¢(t))

Mugh = MTZC(;? = gf = iff (4.3.30)

Weiter miissen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung l6sen. Die Newtonsche
Bewegungsgleichung in die z-Richtung hat den Vorteil, dass die Anfangsbedingung
vz 0 = 0 ist. Unter Verwendung von Gleichung (4.3.30) bekommen wir

vy 1 2Z¢? 27e? (1)

M = F(r) = sin (9(t)) =

dreg 12
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Diese Gleichung kann direkt integriert werden

v 27¢2 | O¢
M wdt:M/d}:— in () 22t
/ 5 v 471'60'1]0[)700 St <¢> E%

= sin (¢) dé (4.3.32)

Der Endwinkel ist ¢ = m — 6. Die Endgeschwindigkeit ist v, z = —vgsin(¢yz) =
—vg sin(#). Also lautet Gleichung (4.3.32)

—vp sin(0)
M / dv, = —Muvgsin(0)
0

N N B 2
— / sin (¢) dg = — 472TEZO iob (1+cos(0)  (4.3.33)
0

Unter Verwendung von 1+ cos(f) = 1 + (cos?(0/2) — 1) = 2sin(0/2) cos(6/2) -
cos(0/2)/sin(0/2) = sin(#) cot(#/2) erhalten wir

27 ¢* 0
Muvy = — t| = 4.3.34
Yo 4dmequgb 0 (2) (4.3.34)
Der Stossparameter b hangt vom Streuwinkel 6 ab
762 cos( )

Ze? g
b= _——cot|=|= 2 4.3.35
2megMu 0 <2> 2meo M3 sin (g) ( )

Wenn man annimmt, dass im kreisformigen Intervall zwischen b und b + db eine
gewisse Anzahl Teilchen eingestrahlt werden, dann treffen diese im Winkelsegment
zwischen 6 und 0 — df auf. Also benétigen wir auch?

Ze? 1

db =  dmegMv2 sin? (g)

do (4.3.36)

Wenn wir die df positiv zdhlen wollen, ersetzen wir df mit —d6

Ze? 1
db = de 4.3.37
dmegMv3 gin2 (Q) ( )
2
d cos(z/2) _ —isin(z/2) s(x/2 o sin?(x/2)+cos?(x/2)
2%2;(1’;2)) - s2in(x/2) - Si?l2(I//2)) COS(iE/Q)% - _% ( s/in2(mc72) 2 = _QSinzl(x/Q)
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Abbildung 4.28.: Stossparameter b und df.

Das Problem ist zylindersymmetrisch beziiglich der z-Achse. Zwischen b und b+ db
ist die Flache
dA prom = 2mbdb (4.3.38)

dn &a# Detektor

do

n
0 L}
S-S )™ V' = Arolic - Drolie
L)
.
*

Drotie

Abbildung 4.29.: Raumliche Geometrie der Streuung

Das Target ist in der Regel eine Folie mit der Dicke Dpg;., der bestrahlten Fléache
Aproie und der Zahlendichte der Atome V.

Insgesamt streuen Nyesamt = Drotie AroiicN Teilchen. Die gesamte Flache, die zur
Streuung in den Bereich df um 6 beitragt, ist

dAgesamt = NgesamtdAAtom = 271-]Vl)FolieAAFoliebdb (4339)

Wenn nun n a-Teilchen eintreffen, dann werden

dn’ _ ndAgesamt

= = 2N Dgy;.bdb (4.3.40)
AFOlie

Teilchen gestreut.
An der Detektorflache berechnen wir den bestrahlten Raumwinkel

dQgesamt = 2msin(#)dh = 4r sin <g> cos <Z> de (4.3.41)

Der Detektor misst nur einen kleinen Raumwinkelbereich df2, da er in der Regel
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nur schmal ist. In den Detektor gelangen dann

ds?
=dn'———— .3.42
dn = dn PO (4.3.42)

Teilchen. Alles zusammengefiigt erhélt man

die STREUFORMEL VON RUTHERFORD
dn(&, dQ) ZQG4DF0M€N
= S 1 170 dS) (4.3.43)
n (4meg)?M>v sin' (§)
Rutherford—Streuung
100000§
10000 — T T ST
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© :
=
:(Q
N 100 E
ol f
8.001'[ 0.251 0.501t 0.751 1.001T

Winkel/radian

Abbildung 4.30.: Schematischer Verlauf der Streuamplitude der
RUTHERFORD-STREUUNG.

Abbildung 4.30 zeigt die mit der Gleichung (4.3.43) berechnete Streukurve.

Nun treten noch zwei Phanomene auf:

1. Wir kénnen die Streuung in den Winkel # und 6 + 7 nicht unterscheiden, das
heisst wir miissen die beiden Wahrscheinlichkeiten addieren.

dn(@, dQ) Z264DF012‘6N 1 1
= dQ 4.3.44
n (4meg)2M2vg \ sin*(0/2) * cos*(6/2) (43.44)
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Black Box

Abbildung 4.31.: Bei einem Streuprozess konnen Vorwérts- und Riickwértss-
treuung bei gleichen Teilchen nicht unterschieden werden.

2. Bei gleichem Projektil und Ziel sind die Teilchen nicht unterscheidbar, das
heisst: Anstelle der Wahrscheinlichkeiten miissen die Amplituden addiert
werden (im Prinzip in Gleichung (4.3.37) angegeben) und erst dann kann

die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet werden. Dies fithrt fiir @ zu Inter-
ferenzthermen. Wir erhalten die MOTT’SCHE STREUFORMEL
dn(@, dQ) . ZQ€4DFolieN 1 i 1 1 dQ
n  (4meg)2M2vg \sin?(0/2)  cosi(0/2)  sin?(0/2) cos2(6/2)
(4.3.45)
Rutherford—Streuung
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Abbildung 4.32.: Vergleich der Streuung ohne Symmetrie (griin) mit der Streu-
ung mit Symmetrie (blau) und zusdtzlich mit Interferenz
(rot), der MOTT-STREUUNG.
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4.3.3. Selbstinterferenz von Atomen

Atominterferenz nach Carnal und Mlynek
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Abbildung 4.33.: Zweistrahlinterferenz von Atomen (gezeichnet nach | 1.
Die Experimente von Carnal und Mlynek | | im Jahre 1991 haben gezeigt, dass

auch kompliziertere Objekte wie Atome Interferenzerscheinungen zeigen. Neuerere
Experimente haben gezeigt, dass auch mehratomige Molekiile wie ein Wellenpaket
interferieren. Ausser dass die Wellenlénge enorm klein ist, gibt es nichts, was den
Wellencharakter eines Fussballs verbieten wiirde.
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5. Quantentheorie

Wir sahen, dass Licht sich unter gewissen Umstanden wie ein Teilchenstrom ver-
halt. Wir stellten fest, dass Elektronen und Atome sich wie Wellen verhalten.
Die Quantenphysik stellt nun die Hypothese auf, dass dies immer gilt. Weiter
wird vermutet, dass Impulse und Energien in vielen Systemen nur diskrete Werte
annehmen koénnen. Im Folgenden wollen wir mit beschranktem mathematischem
Aufwand Gesetze und Regeln finden, die aus diesen Annahmen folgen. Fiir eine
vertiefte Auseinandersetzung mit der Materie ist das exzellente, leicht verstandli-
che Werk , Tutorium Quantenmechanik® von Jan-Markus Schwindt| | sehr zu
empfehlen.

5.1. Hilbert-Raume

Zu Beginn folgen einige mathematische Definitionen, die fiir die korrekte Formu-
lierung der Gesetze und Regeln notwendig sind. Der mathematische Formalismus
beruht auf Hilbert-Raumen (siche | , p. 84] und | , p- b85ff und p. 5H451f].
Ein HILBERT-RAUM wird wie folgt definiert:

‘H ist ein linearer Vektorraum iiber dem Raum der komplexen Zahlen C mit den
Eigenschaften:

o Wir betrachten zwei Funktionen f und g. Wenn f € ‘H und g € H, dann ist
auch (f +9) € H

o Es gibt ein Nullelement 0, so dass (f +0) = f gilt.
o Es gibt zu f ein symmetrisches Element —f so dass [f + (—f)] =0

e Die quadratische Form ist das Produkt zweier Elemente f € ‘H und g € H
ist als Abbildung H x H = C: (f,9) = f-g= /"2 f(u)g(u) du definiert.

o Das Skalarprodukt ist die quadratische Form HxH — C: (f*,g) = f*-g =
J23 fr(w)g(u) du.

« Mit der Definition |f) = fund (f| = (f*)" = flwird HxH — C: (f*,9) =
(flgy = J22 f*(u)g(u) du.

Die Norm einer beliebigen Funktion f € H ist definiert als || f]| = ((f|f))"/?
Weil H ein linearer Vektorraum ist, gelten die folgenden Eigenschaften:

o (fl(a1gr + aaga)) = a1 (flg1) + a2 (flg2)

o ((a1g1 + aago)lf) = ai (g1l f) + a3 (g2|f)
o (fINg) = (\flg) = X {f|g), mit A € C konstant
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« (flf) =0
s (flfy=0=f=0
o {9lf) = (flg)"

Ein Vektorraum ist VOLLSTANDIG, wenn es fir jedes f eine Reihe f1, f2, f3,... fn —
f gibt, so dass lim, . || fn — f]| = O gilt.

Wenn fiir das Skalarprodukt von f € H und g € H (f|g) = 0 gilt, dann sind f
und ¢ ORTHOGONAL.

5.1.1. Lineare Operatoren

Wenn fiir einen linearen Operator A und eine Funktion f € H die Gleichung
Af = af gilt, dann ist f eine EIGENFUNKTION von A. a ist der entsprechende
EIGENWERT von A.

5.1.2. Hermitesche Operatoren

Hermitesche Operatoren sind Operatoren, fiir die die folgende Gleichung gilt

(F1R)1g) = (/1 (Alg) = (f1Alg) oder A=Af=(A")" (5.1.1)

Fiir zahlenwertige (eindimensionale) Operatoren und Objekte ist fT = f*. Zum
Beispiel sind die Operatoren p, = (7/i)(8/82) und E = i(9/dt) hermitesch.

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators sind orthogonal und die dazu-
gehorigen Eigenwerte sind reell.

Fiir hermitesche Operatoren gelten die Rechenregeln | , D 241]:

- A |f) = |g) ist Aquivalent zu (f| At = {g]

Produkt zweier Operatoren: (AB)|g) = A(B|g)) und (f| (AB) = ((f| A)B

. (A=A

e OA) =3 AT firaeC
« A+B) = AT B

. (AB)' = BiAf

« AB|f)) = |g) ist dquivalent zu ({f|BHAT = (g|

5.2. Herleitung der Schrodingergleichung

Wir haben gesehen, dass Materieteilchen bei gewissen Experimenten Interferen-
zerscheinungen zeigen. Wir brauchen also eine konsistente Beschreibung von Ma-
terieteilchen als Wellen. Die Schrodingergleichung ist eine Gleichung fiir eine Wel-
lenfunktion ¢ (7, t). Wir werden sehen, dass ¢ (7, t) nicht direkt beobachtet werden
kann.
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5.2.1. Erste Moglichkeit der Herleitung der zeitunabhadngigen
Schrodingergleichung

Wir leiten die eindimensionale Schrédingergleichung in den Koordinaten (z,t) € R
her, indem wir den Ansatz ¢ (z) = Aexp [i(kx — wt)] verwenden. Wir erinnern uns
an die de Broglie-Beziehung p = h/\ = hk aus Gleichung (4.3.1). Die erste und
die zweite Ortliche Ableitung unseres Ansatzes sind

i@b = ikAexp [i(kr — wt)] = ik (5.2.1)

und

92

0x?
Unser Ansatz ¢(z,t) = Aexp [i(kx — wt)], mit k = 27/X und w = 27y, ist auch
eine Losung der Wellengleichung

= (ik)?Aexp [i(kz — wt)] = —k* (5.2.2)

0? 1 02

pye (x,t) = 290 (x,t) (5.2.3)

wobei ¢ = \v = w/k die AUSBREITUNGSGESCHWINDIGKEIT ist. Gleichzeitig ist

92
53 (z,t) = —k*(x,t) (5.2.4)
und
82
pTe (z,t) = —w*(x, 1) (5.2.5)

Nach Planck setzen wir fiir die Energie £ = hw an. Das Teilchen habe den
de Broglie-Impuls p = hk. Wir verwenden die relativistische Energie-Impulsbe-
ziehung und entwickeln in eine Reihe.

B = m(v)c® = ymc® = \/m2c* + p2c2 = me® + p*/2m + . .. (5.2.6)

wobei v = 1/4/1 — v2/c? ist.

Fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten v < ¢ kénnen relativistische Effekte
vernachléssigt werden. Dann ist die kinetische Energie

Fyin = p*/2m (5.2.7)

mit p = mv = hk. Andererseits kann die kinetische Energie T" auch geschrieben

werden als T'= E —V = (h*k?)/(2m) mit k? = 2m(E — V)/h*. Wir erhalten also

n?* 02

Dieser Weg zur Herleitung der Schrodingergleichung ist Schrodingers originaler
Weg zur Beschreibung von Materiewellen.
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5.2.2. Zweite Maoglichkeit der Herleitung der
Schrodingergleichung

Die SCHRODINGERGLEICHUNG kann auch mit einer zweiten Methode hergelei-
tet werden. Das Hamiltonsche Extremalprinzip fordert, dass die Wirkung eines
Systems beschrieben durch die LAGRANGE-FUNKTION L(q, ¢,t) extremal ist, das
heisst

58 = 5/£(q, g,t)dt =0 (5.2.9)

Aus dieser Foderung ergibt sich bei einem zeitunabhéngigen Potential die HAMILTON-
FUNKTION als die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie

H=T+V (5.2.10)

V soll hier nur eine Funktion von z sein. Die kinetische Energie ist T = p?/(2m),
wobei p der Impuls eines punktformigen Teilchens mit der Masse m ist. Wir wissen
nach Planck, dass die Energie einer Welle £/ = hw ist. Der Impuls kann gleichzeitig
auch als p = hk geschrieben werden. Wenn sich ein Teilchen mit der Masse m
bewegt, kann ihm eine de Broglie-Wellenldnge A\qg = h/p zugeschrieben werden.
Aquivalent zu (5.2.1) und (5.2.2), aber universeller, sind die hier angegebenen
Gleichungen

h O
—— = hky = 5.2.11
St = hky = py (5.2.11)
oder e F2p2
_ T = =T .2.12
2m 0x2 2m ¥ v (5 )
Wir definieren den IMPULSOPERATOR
h O 0
5 =~ — _—jh— 2.1
Pz 1 0x ! ox (5:2.13)
und den OPERATOR DER KINETISCHEN ENERGIE
A h? 02
T, = —— 5.2.14
2m Ox? ( )

Wir wollen nun noch die Zeitabhédngigkeit bestimmen. Die erste zeitliche Ableitung
von ) ist

88@;) = —iwAexplilks — wt)] = —iwy = ih?;tb — ih (—iw)y = By = By
(5.2.15)
Den Operator der Gesamtenergie E definieren wir deshalb so:
A 0
E=1ih— 5.2.16
ihos ( )

Wenn V zeitunabhéngig ist, konnen wir den Operator fiir die Hamiltonfunktion
definieren

H=T+V=—-2"+V (5.2.17)

wenn V = V ist.
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87 5.2 Herleitung der Schrodingergleichung

Wenn wir die Gesamtenergie gleich der Hamiltonfunktion setzen, also E=T+V=
ﬂ, bekommen wir die Schrodingergleichung als Analogon zur klassischen Hamilton-
Funktion H = T + V. Operatoren miissen immer auf etwas wirken, hier auf die
Wellenfunktion ).

Ey = Hy - 'hgz/z - —hiai;HW (5.2.18)
N ! ot~ 2mOx? o

Wir haben in dieser Herleitung angenommen, dass die POTENTIELLE ENERGIE
zeitlich konstant ist. Dann hat der Hamiltonoperator Eigenwerte. Wir konnen
schreiben:

Hy = By (5.2.19)

Dies ist die stationdre, zeitunabhéngige Schrodingergleichung. Die Losungen der
Gleichungen sind harmonische Wellen

W(x,t) = Aexp [i(kr — wt)] = Aexp (ikz) exp (—iwt)

5.2.3. Wabhrscheinlichkeitsinterpretation

Die Losung der Schrodingergleichung, die Wellenfunktion ¢ (x, t) kann nicht direkt
beobachtet werden. Nach der KOPENHAGENER INTERPRETATION ist das Skalar-
produkt

v (r,t) - (r, t)dV = p(r,t)dV = p(r,t)dzdydz (5.2.20)

gleich der Wahrscheinlichkeit, das System beschrieben durch ¢ (r,t) zur Zeit ¢ am
Ort r im Volumen dV = dxdydz zu finden.

Zum Beispiel hat ein Teilchen in einem unendlich hohen POTENTIALKASTEN die
Wellenfunktion

—2mi ) _ ui(z)  us(x)

N R (5.2.21)

W(x) = \/_ \/_ exp <2mx> 7 \/_ exp (

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit der Teilwellenfunktion w; oder us im
Potentialkasten zu finden, ist

pluie) = / i qurpde =1 (5.2.22)
0

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 misst man Teilchen, die nach links oder
rechts laufen. Dies heisst, dass der Vorfaktor von u; und ug 1/ V2 ist. Man kann
nachrechnen, dass auch
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1
2)d */
$+2

/ () (@) do

a

l\D\»—l
\

[ @

0

l\D\»—t

1 1 1 e o | |
= §p(u1) + 5p(u2) _ 5 / (627rw/a€27mx/a + 6—2ma:/ae—27rzx/a) dx

lp(ul) + ;p(uz) (5.2.23)

2
Wenn wir nun den ERWARTUNGSWERT EINES OPERATORS { berechnen wollen,

miissen wir den gewichteten Mittelwert ausrechnen. Fur tibliche Funktionen f(x)
mit der Gewichtsfunktion g(x) ((g(x) > 0) A (g(x) nicht identisch = 0) ) ist dies

_ S f(=z)g(x)dx
(f) = T g(x)ds (5.2.24)

In unserem Falle ist die Gewichtsfunktion g(x) = p(z) = ¢*(z) - ¢¥(x), die Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Da die Wahrscheinlichkeitsdichten normiert sind, ist [ g(z)dz =
[Y*pdr = 1. Wir erhalten fiir den Erwartungswert der zahlenwertigen Funktion

f

()= Wl f) = [ fr@de = [ 0@ fo@)de (5.2.25)

() = @I f ) = fw*ww(x)dx (5.2.26)
sein. R
Grosse _ _ Erwartungswert
Ort (&) = [ osdr = [ x|¢) de = (@[%]0)
Potential V/ (V) = f?*wczx = %Oovwczz = (| V |h)
Tmpuls p, (p2) = f U Patda = f v (lax)wdx— (W] e |1)
Energie Exin | (Bhin) = f *Bpintpde = j ¢*( —A) vda = (| Bxan [0)

Tabelle 5.1.: Erwartungswerte fir normierte Wellenfunktionen .

Tabelle 5.1 gibt einige Erwartungswerte an. Verwenden Sie die Tabelle als Anlei-
tung, wie Erwartungwerte berechnet werden sollen. Zur Schreibweise:
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89 5.3 Eigenfunktionen und Eigenwerte der Schrodingergleichung

Y(2,y,2) = [¢) Vi (z,y,2) = (Y
(y =r=|r) (:v*,y*,z*) =7l = (r|
(p) = WID )

5.3. Eigenfunktionen und Eigenwerte der
Schrodingergleichung

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind die Energieeigenwerte des betrachteten
Systems. In den nachsten Abschnitten sollen die Energieeigenwerte der SCHRODIN-
GERGLEICHUNG fiir verschiedenen Potentialfunktionen berechnet werden.

5.3.1. Stationdre Zustande

Messbar sind nur Erwartungswerte eines Operators und eines Zustandes charakte-
risiert durch die Wellenfunktion ¢. Nach Gleichung (5.2.26) kann die Wellenfunk-
tion ¢ immer mit einem konstanten Phasenfaktor multipliziert werden, ohne dass
sich der Erwartungswert éndert, da dieser Phasenfaktor den Beitrag e®@e " = 1
gibt. Wenn der Zustand eines Systems v eine ortsabhédngige Linearkombination
zweier Eigenfunktionen ¢; = a;(x) exp(—iwit) und e = as(z) exp(—iwst) ist, wo-
bei a;(x),asz(z) € C und ein gemeinsamer Phasenfaktor ¢, a € R, auftreten
kann, gilt

Y =1+ Py = ar(z)e” ™M 4 ag(x)e (5.3.1)

Wenn die Wellenfunktionen v und 5 zweier Zustéinde sich zeitlich nicht &ndern,
dann nennt man sie stationar und die Wahrscheinlichkeitsdichten p; = ;" - ¢
und ps = 15" - 1y haben zeitlich sich nicht &ndernde Werte. Im Dialekt der Quan-
tenphysiker nennt man das scharfe Werte. Die entsprechenden Eigenwerte sind
zeitunabhéngig.

Obwohl die Funktionen v; und 1), stationdre Zustinde sein sollen, also zeitlich
unverdnderlich, ist die Summe ) nicht stationdr. Die kurze Rechnung

. . * . .
V) = (al(:c)e*“”t + aQ(x)e””Qt) (a1 (z)e ™ + ag(:v)e’mt)
_ (aT(I)eiwlt + a;(x)eiwgt) (al(x)e—iwlt + a2(x)€—iw2t)
— GTCM + CL;(IQ 4 aia2€iw1t6—iw2t 4 alaze—iwlteiwgt
= aja; + ayay + ajaxe™te "t + (a}‘agewlte””"’t) (5.3.2)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte 1*) ist also zeitlich nicht konstant, das heisst nicht
stationér. Es gibt keinen zeitlich konstanten Energieeigenwert zu dieser Funktion.
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Zustande, die Figenzustande des Energicoperators E = ih% sind,
andern sich mit der Zeit nicht. Sie werden STATIONARE Zustande
genannt.

5.3.2. Kanonische konjugierte Operatoren

Der Hamiltonformalismus der klassischen Mechanik eines Systems mit der Lagran-
gefunktion £ beschreibt die mechanischen Bewegungsgleichungen mit verallgemei-
nerten Ortskoordinaten ¢; und verallgemeinerten Impulskoordinaten p; = 9L/0q;.
Die Variablen ¢; und p; werden tiiblicherweise kanonische konjugierte Variablen

genannt.
In Quantenmechanik gibt es ein analoges Konzept zu kanonisch konjugierten Va-
riablen, die kanonisch konjugierten Operatoren. Dies sind

e Ort X und Impuls p,
o Winkel qg und Drehimpuls L

« Zeit t und Energie E (Die Zeit ¢ ist in der Quantenmechanik eine klassische
Variable, kein Operator.)

Die Definitionen der Operatoren sind

- s _ho
e pm_iax
. : . h
t=zt+yg+zk p:;V
b= ﬂ:—ﬁfxv
1
~ 0
E=ih— 5.3.3
iho (5.3.3)

wobei 2, 7 und k die Einheitsvektoren sind, die das Koordinatensystem aufspannen.

5.3.3. Vertauschungsrelationen

Analog zur POISSONKLAMMER der klassischen Mechanik gibt es in der Quanten-
mechanik Kommutatoren.

Die mathematische Operation
A.B] = AB-BA

heisst Kommutator.

So wie die Operatoren in der Quantenmechanik definiert sind, gelten die folgenden
Vertauschungsrelationen:
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91 5.4 Axiome der Quantenmechanik

Ort und Impuls

[}, Pzl ¥ = (RDs — DuX) ¥ = ih0), VY (5.3.4)
mit
X=ux
R L0
Pz _Zhail’
Energie und Zeit A A A
E, tly = (Et —tE)y =ik, Y (5.3.5)
mit
- 0
E =ih—
ot

Die Vertauschungsrelationen von konjugierten Operatoren heissen auch UNSCHAR-
FERELATIONEN. Sie sind eine Konsequenz der Wellennatur der Losungen der Schro-
dingergleichung und wurden von Werner Heisenberg gefunden. Die Energie-Zeit-
Unscharferelation gilt oftmals nicht als echte Unschérferelation, da die Zeit kein
Operator ist.

5.4. Axiome der Quantenmechanik

1. Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch eine Wellenfunktion
oder Zustandsfunktion v beschrieben.

2. Jede physikalische Grosse entspricht einem linearen hermiteschen Operator.

3. Ein Zustand eines Systems, in dem eine physikalische Grosse A einen scharfen
Wert besitzt, muss durch eine Eigenfunktion des zu A gehorigen Operators
A beschrieben sein; der Wert dieser Grosse A ist ein Eigenwert des Operators

A.

Weiter gilt: Wenn der Zustand eines Systems durch eine Wellenfunktion ¢ =
> cr fr dargestellt wird, wobei die f;, Eigenfunktionen des gleichen hermiteschen
Operators und die ¢, komplexe Konstanten sind, dann ist

fi* ) fj = (fz*fl) 5ij (5‘4‘1>

und

V=i (fF - i) =D cier (fi - ) (5.4.2)
i,J k

Die Eigenwerte a; von A sind reelle Zahlen (ar, € RVEk). Die Wellenfunktionen
Yy, definiert durch Ay = aptby, oder A |y = Aliy), sollen ein vollstandiges

Funktionensystem bilden.
Der Erwartungswert des Operators A und damit der durch ihn beschriebenen

©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, 1€ NN 91



Quantentheorie 92

Grosse A ist

(A) = (p[A]p) = (ZZ: ) > (Z Ck%) zk: vicy) A (crty)

k

=Y ey, =3 ceiay
Lk Lk
= Z Czckak@bZ@Uk = Z czckakékl = Z C;;Ckak (543)
£,k £,k k

Der Erwartungswert (A) ist eine statistische Grosse. Analog zu Mittelwerten einer
Stichprobe gibt es als Mass der Verschmierung das Analog zur Standardabwei-
chung. In Allgemein ist die Streuung einer Observablen A analog definiert wie

AA = /(A2) — (A). (5.4.4)

5.5. Wahrscheinlichkeitsdichte und Wellenfunktion:
Bohrsche Interpretation

Wie oben ausgefiihrt, beschreiben die Eigenfunktionen des Operators H (Losungen
der SCHRODINGERGLEICHUNG) oder jedes anderen Operators nicht die rdumliche
Verteilung eines Teilchens. Nach Niels Bohr und der Kopenhagener Interpretation
befindet sich ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeitsdichte | (x)|* = ¥*(2)¢(x) am
Ort x.

5.5.1. Wellenpakete

Wenn der Impuls p, = hk, entlang der x-Achse eines Teilchens nicht scharf defi-
niert ist, das heisst wenn das Teilchen nicht durch eine ebene Welle (unendlich aus-
gedehnt!) beschrieben wird, hat der Impuls des Teilchens eine Streuung Ap, /2. Mit
einer FOURIERTRANSFORMATION kann man den Ort ausrechnen, wenn bekannt
ist, dass das Teilchen sich im Impulsraum zwischen p, — Ap, /2 < p, < py+ Ap,/2
aufhalt. Wir erwarten ein Resulat analog zur Beugung einer ebenen Welle an einem
Spalt, also eine sinc(z) = sin(z)/z-Funktion.

Wir betrachten nur den Ortsanteil der Wellenfunktion ¢ (z, t) = g exp (i (kx — wt)).

pz+Apz/2 pz+A])z/2 h
w(x) x / eikx dpx — / eixpz/h dpx = (eixApz/2h . efi:vApI/Qh) eixpz/h
1T

pzprz/2 pz*Apcc/Z

(5.5.1)
dieses Resultat kann umgeformt werden

2h A 2h A :
() x — sin <$2hpx> eipe/h — Ap, ( ) sin <w> elape/h (5.5.2)

x TAp,

Die Amplitude der Ortswellenfunktion ¢ (z) ist abhéngig von der Position, also
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93 5.6 Heisenbergsche Unschérferelation

also keine echte ebene Welle. Die Amplitude proportional zu:

inc(2) sin z " TAp,
sinc(z) = mi z =
z 2h

Die erste Nullstelle von sin(z)/z liegt bei z = w. Wenn wir annehmen, dass (x) = 0
ist, konnen wir schreiben

T = xApx z;A}w
2h

Das Produkt AxzAp, = h zeigt die realisierbare Genauigkeit der simultanen Orts-
und Impulsbestimmung. Ein Wellenpaket mit einer Gauss’schen Einhiillenden ist
in Abbildung 5.1 gezeigt. Bei diesem Wellenpakte kann gezeigt werden, dass das
Produkt AzAp, den minimal moglichen Wert annimmt.

Az - Ap, =2rh~2xh=h (5.5.3)

Wellenpaket
1
0.5
z: 0 Av/\!\“ Mﬁl\v.\'
g W V W
-05
-1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x/a.u.

Abbildung 5.1.: Wellenpaket.

5.6. Heisenbergsche Unscharferelation

Die Betrachtung im vorherigen Abschnitt legen die Frage nahe: was ist die mi-
nimale Grosse des Produktes Ax Ap? Dazu betrachten wir ein Wellenpaket wie
in Abbildung 5.1 gezeigt, das durch eine Gausssche Verteilung der Amplitude der
Wellenfunktion (im Ortsraum oder in der Zeit) definiert ist.

o0

a 2/ 2 ikx
deauss(Iyt = 0) = (2;—/)_3/4 / e*(l (k kO) /46 k dk (561)

Die Vorfaktoren dienen zur Normierung der Funktion. Das Maximum der Wellen-
funktion befindet sich bei x = 0 (wie sich herausstellen wird), die Variable a ist
die Breite des Pakets und ky der mittlere Wellenvektor. Die resultierende Funktion
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Y (x,0) ist eine Gausssche Verteilung in Abhéngigkeit von x.

9 1/4 5 g
wGauss(l"t = O) = () ezkox e~ /a (562)

ma?

Diese Wellenfunktion ist normiert, d.h.

/ wé’auss(x)wGauss<x) dz =
)
1/4\ % .0
Ta oo

2 \ /2 oo 2.2
_(7m2) [ ertan =1 (5.63)

Die Streuung von x wird durch (z) und (z?) gegeben

7) = [ Vo) WV0uss )
1 /27 L L p
S [ER N
= (11\/2_/ x (exp (—2;22>> dex =0 (5.6.4a)

/ 7ﬁ/}Gauss wGauss (fﬂ) dz

ﬁ / <exp (-5 —itur) ) (o (25 + ) )

aﬁ/ (o (-2)) a ”/a”ﬁ/x (exp (—ya?)) de

L /;;(exp(_w )= 24 Z(exp(_yﬁ)) "
\F \[ a\ﬁ \F“/“ i(;@>:f (5.6.4b)

Az = \/(2?) — (z)* = = (5.6.4c)

Die Streuung des Impulses wird mit p, = —iha% und p2 = —h26a—;2 berechnet. Wir
berechnen zuerst die erste Ableitung
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o 9 1/4 9 ) 1/4
- <) elk’ol‘ €_I2/ — (Zko — x) (> elk)()I 6—11,2/0,2 (565)

Or \ma? a? ma?

und dann die zweite Ableitung

2 1/4 2 1/4
0x? \ma a Ta

Aik 42 2 \/* .
= (—kg - x) () e o=2*/%(5.6.6)

a? at Ta?

Dann ergibt sich

awGauss( )

<p1‘> = —ih / wgauss( dx

' b d (exp (=% + ik
—Z:L\/E / (eXp< % zkmc)) ( p< 5 ' Ox>) dx
T x
. oo 2
—Zj\/z / (exp (— - zkm:)) (ikzo — if) (exp <—22 + ikoa:)) dx
ih [2 T 22 2
__a\/;/ (exp( )) Zko_a?) dx

nur gerade Funktion h 2 2 2
gerade Funktion _ U1 |2 (ko) / (exp <—I2>> dx
a s e a

_ Ik \/7(1\/» hikq (5.6.7a)
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Vi awg (x)
2 2 * auss
<px =—h / QbGomss ZL’ o2 dx

\/> / <eXp (_x — zk0x>> exp - : zk0x>> dx

() () )
nur gerade Funktion _ 11” \/7 / (exp ( 233)) ( k2 + 4;5) dx
(ol ) B T ()
Iy () e

_ B2 < +kz> (5.6.7b)

— 02— () = \/h2 (;2 + kg) 2k = Z (5.6.7¢)

und damit

Az - Ap, = (5.6.8)

@\Df‘
N St

1\3\@

Das Gauss’sche Wellenpaket hat, sowohl im Orts- wie auch im Impulsraum, die
optimale schmale Ausdehnung. Es ist moglich, auf Kosten der Ortsgenauigkeit die
Messgenauigkeit fiir den Impuls zu steigern, und umgekehrt.

Wir nennen "
Ax Ap, > 5 (5.6.9)

die HEISENBERGSCHE UNSCHARFERELATION.

Damit ist gezeigt, dass es unmoglich ist, gleichzeitig Ort und Impuls mit beliebigen
Genauigkeit zu messen.

96 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, L€



97 5.7 Lésung der Schrédingergleichung fiir einen unendlichen Potentialtopf

5.7. Losung der Schrodingergleichung fiir einen
unendlichen Potentialtopf

Abbildung 5.2.: POTENTIALTOPF mit unendlich hohen Wanden.

Die zeitunabhingige SCHRODINGERGLEICHUNG erlaubt die Berechnung der Wel-

lenfunktion eines Teilchens in einem unendlichen tiefen POTENTIALTOPF (Abb. 5.2).
Die Breite des Topfes ist a. Wir nehmen als Ansatz die Funktion ¢(x, t) = ¢(x)e "
Die zeitunabhéngige SCHRODINGERGLEICHUNG lautet

R? 02

¢(z) = E¢(x) (5.7.1)

Dabei haben wir die Potentialfunktion

0 fir 0<z<aqa
V(z) = { oo sonst (5.7.2)
Im POTENTIALTOPF fir 0 < z < a haben die Lésungen die Form
p(z) = A 4 Aje™™ (5.7.3)

mit k = 27 /\. Die beide Terme entsprechen zwei harmonischen Wellen, die sich in
der negativen und der positiven Richtung der x-Achse ausbreiten. Die Potential-
funktion V' in den Wénden des Potentialtopfs hat den Wert unendlich. Dann sind
die Amplituden der Losungen der Schrodingergleichung innerhalb der Wéande des
Topfes null. Mit anderen Worten, die Wellenfunktion soll fiir ¢(z < 0) = 0 und
¢(z > a) = 0 verschwinden. Die Randbedingungen ergeben

A1+A2:O

, , 2.7.4
Alezka + AQefzka =0 ( )
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Wenn wir die obigen Gleichungen nach A; und A, auflésen, bekommen wir

—A; = Ay
. . 5.7.5
Al (ezka o efzka> =0 ( )

Nun ist e — e~ = 2 sin (ka). Wir erhalten also
2Ayisin (ka) =0 = k=nr/a (5.7.6)

mit n € Z. Die Losung der Schrédingergleichung fiir den POTENTIALTOPF hat
also die Form

bn(z) = d(z) = 2iA; sin (n7wz/a) = A, sin (nmz/a) (5.7.7)

Wenn wir den Ansatz unter Berticksichtigung der Randbedingungen in die Schro-
dingergleichung (5.7.1) einsetzen

h? 02
h2 32 N -
5 a2 (A1 sin (mrx/a)) =F, (A1 sin (mrx/a)) (5.7.8)

konnen die dazugehorigen Energieeigenwerte gefunden werden

n’m?h?
E,=—— 5.7.9
2ma? ( )
Die Wellenfunktion ¢,(z) muss auf 1 normiert sein, da wir das Teilchen sicher

im gesamten Raum finden. Aus [ ¢} (z) - ¢n(x)dz = 1 erhalten wir den Wert der

Konstanten A; = /2/a oder A, = \/%

Die Einschrankung (Lokalisierung) der Wellenfunktion auf ein be-
schranktes Gebiet, den Potentialkasten, bedingt die Quantisierung
der Teilchenenergie.
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5.8. Losungen der Schrodingergleichung fiir eine
Potentialstufe

v

V=V0

x

V=0

Abbildung 5.3.: Potentialstufe.

Wir betrachten eine von links auf eine Potentialstufe mit endlicher Energieh6he
einfallende Welle. Dies fiihrt zum Ansatz

U(@,t) = d(z)e™

Y(x,t) ist harmonisch von der Zeit abhéngig. Deshalb ist ¢(z) eine stationdre
Losung der zeitunabhingigen SCHRODINGERGLEICHUNG.

Die Losungen sind abhéngig von der Energie des Teilchens (der Welle) unterschied-
lich:

a) Die Energie der einfallenden Welle E ist grosser als die POTENTIELLE ENER-
GIE (E > Vj). Dann werden wir im ganzen Gebiet wellenartige Losungen mit
Interferenzen bekommen.

b) Die Energie der einfallenden Welle E ist kleiner als die POTENTIELLE ENER-
GIE (F < V). Hier gibt es das Phanomen der evaneszenten Wellen, also an
der Grenzflache lokalisierte Wellen.

Sei ¢;(z) = Ajexp(—ikjx), j =1 fir x <0 und j = 2 fiir > 0, die Ortsfunktion
einer einfallenden Welle mit der Energie F, die sich in der positiven Richtung der
x-Achse ausbreitet. Ihr Impuls ist p; = hk; fir x < 0 und py = hks fiir x > 0. Die
kinetischen Energien sind Ty = p?/2m = F und Ty = p3/2m = E —V}. Also haben

wir
2mE .
ki =4/ 2 fir <0 (5.8.1)
und
2m(E — W .
ky = <h20) fir >0 (5.8.2)
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Zusétzlich muss fir < 0 eine ricklaufende Welle mit ¢)(z) = A exp(ikix)
betrachtet werden

Die Losungen der SCHRODINGERGLEICHUNG miissen zweimal differenzierbar sein,
d.h. ¢ und 0¢/0x miissen stetig sein fiir alle . Die Stetigkeit besagt, dass ¢(x) und
0¢(x)/0x fir = 0 dieselben Werte haben miissen. Die Eigenfunktion ¢(z) hat
fiir x < 0 zwei Komponenten: Eine sich ausbreitende Welle mit der Amplitude A;
und der Wellenfunktion ¢;(x) = A;e~*% in der positiven Richtung der z-Achse
und eine sich ausbreitende Welle (die reflektierte Welle) mit der Amplitude A} und
der Wellenfunktion ¢ (x) = A}e®® in der negativen Richtung der x-Achse, beide
mit demselben Impuls p; = Ak;. Fiir z > 0 es gibt nur eine harmonische Welle mit
der Amplitude A, der Wellenfunktion ¢ (z) = Ase~*22 und dem Impuls p, = hks
(transmittierte Welle), die sich in die positive Richtung der z-Achse ausbreitet.
Also erhalten wir fiir den ersten Fall

ik‘gAQ - Zkl(Al - A/1>

Ay = A + A} (5.8.3)
oder
AL k= ks
Ay k4 ko
AQ 2]’6’1
72 5.8.4
Ak + ke ( )

Wir definieren die folgenden Grossen als REFLEXIONSKOEFFIZIENTEN

C(ANA |4
= <A1> /Tl = A—l (5.8.5)
und TRANSMISSIONSKOEFFIZIENTEN
ko + ko* [ As\* Ay ko + ko* | Ag|?
T = o) = o — 5.8.6
k1 + k1™ (A1> Ay 2k, Ay ( )

Beachten Sie beim Transmissionskoeffizienten die Analogie zu den FRESNELSCHEN
FORMELN | , Kap. 6.8]. Diese beiden Koeffizienten beschreiben die Inten-
sitdt der Reflexion bzw. der Transmission, oder, in anderen Worten, deren Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Die Vorfaktoren haben die gleiche Funktion wie die Dielek-
trizitatszahlen in den Fresnelschen Formeln der Optik. Die Erhaltung der Gesam-
tenergie verlangt, dass

R+T=1 (5.8.7)

ist.

Wenn im Gebiet x > 0 die kinetische Energie kleiner als die POTENTIELLE ENER-
GIE ist (Fall b)) wird der Wellenvektor imaginar

2m(Vy — E)
h2

2m (Vo — E)

ky =i =

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit das Teilchen fiir > 0 zu finden, ex-
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101 5.8 Lésungen der Schrodingergleichung fiir eine Potentialstufe

ponentiell mit  abnimmt. Weiter haben wir

02 A2 = ik’l(A; - Al)
Ay = Ay + A’1 (5.8.9)

Wie immer ist A; frei wahlbar. Wir erhalten

Al k=i
Ay ki tio
AQ 2]{Z1
e 5.8.10
Ay kit ( )
fiir den Reflexionskoeflizienten
R=1 (5.8.11)
und fir den Transmissionskoeflizienten
T=0 (5.8.12)

Alle Energie wird also reflektiert, aber es gibt im verbotenen Bereich dennoch eine
mit der Distanz abnehmende Energiedichte.
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Potentialstufe
i o R
o8l
0T 06
il
EJ‘ : :
0.2 -
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
E/N,

Abbildung 5.4.: Transmissionskoeffizient T und Reflexionskoeffizient R.

Potentialstufe
T T
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— " | |
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X 2 B e
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1.5 B
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Abbildung 5.5.: Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) = ¢(z)"¢(x) fir verschiedene
Verhéltnisse von E/Vj.
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5.9. Potentialbarriere und Tunneleffekt

V(X)

V=V0

x

V=0

Abbildung 5.6.: Potentialwand.

Wir sahen, dass eine von links einlaufende Welle mit einer kinetischen Ener-
gie kleiner als die Stufenhohe im Bereich der Stufe eine exponentiell abfallende
Wahrscheinlichkeit besitzt. Ist die Stufe endlich breit, so gibt es auch am rechten
Rand der Stufe eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit: das Teilchen hat die Barrie-
re durchtunnelt. Zur Rechnung verwenden wir den Ortsanteil der Wellenfunktion
W(x,t) = ¢(x) exp(—iwt), die von links her in positiver Richtung auf die Barriere
zwischen = 0 und x = a (Abbild. 5.6) einfallen soll.

Wie im vorherigen Absatz muss ¢ und 0¢/0x stetig sein. Die Energie der Welle
ist zuerst beliebig.

p1(x) = Are™® 4 Al e T fiir x <0
Py(x) = Age™® 1 Alem 2" fur 0<z<a

x) = Age*s® 4 Al ek fiir T >a 5.9.1
¢3() 3 3

Da fir x < 0 und = > a das Potential V' (z) = 0 ist, ist ky = k3. Fiir x = 0 und
x = a sind die Stetigkeitsbedingungen

b1 = P x=0
9¢1 _ 9¢» =0
Oz ox

G2 = @3 Tr=aq
Dy D3 B

Wir haben sechs Unbekannte und vier Gleichungen. A; ist beliebig wéhlbar, da
wir eine von links einlaufende Welle annehmen. A5 = 0 weil keine von rechts
einlaufende Welle existiert. Damit bleiben vier Unbekannte fiir vier Gleichungen.
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Die Stetigkeitsbedingungen sind dann

A+ Al = Ay + Al fur x=0

]{71(141 — All) = kQ(AQ — AIQ) far z=0

Age®20 - Al emh2 = Agethre fir r=a
ko(Aget™2® — AlemH20) = [y Age™@ fiir T =a (5.9.3)

Die Losungen sind:

Al (kl — kQ) (kl + k?g) sin (ak2)

Al =
(k2 + K3)) sin (aky) 4 2iki ko cos (aky)
2A1ky (ky + ko)
Az =— 2 | _2iak 2
—(/{31+k2) + et 2(/{31—/{32)
A, _ 2A1]€162iak2 (k’l — ]{32)
2 (kg A+ ko) eZiok2 (kg — ky)?
4 A1k kgetalk1—k2)
Az =— L ; (5.9.4)
—(k?1+k72) + et Q(kil—k‘z)
Aus diesen Beziehungen folgen mit
2mE
ki = kg = 7;_; fir z<0Vz>a (5.9.5)
und
2m(E — W ,
ko = (hzo> fir 0<z<a (5.9.6)
die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten T und R
A 8E(Vy — E
R=|7 =— (o — B) +1 (597
Al 192 (1= cos (2v2y/m(E — Vo) §)) + 8E (E — Vp)
und
T_ kst ks (A?))* (AS)
ky + ki \ Ay Ay
_|As BE(E — Vo) (5.9.8)
Al 12 (1= cos (2v2y/m(E = Vo) §)) + 8E (E = Vp)

wobei k1 = k3 = \/2mE/h? und ky = \/ 2m(E — V) /h? sind. Eine kurze Kontrolle
zeigt, dass R+T = 1 ist, wir also keine Teilchen verlieren. Sowohl die Reflexion wie
auch die Transmission oszillieren mit der Breite der Barriere a. Die Gleichungen
konnen noch vereinfacht werden:

R = AE(Vo — B) +1 (5.9.9)

 Vo?sin? (\2m(E — Vo) 4) +4E (E — V)
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105 5.9 Potentialbarriere und Tunneleffekt

und
é 2
Ay

= AB(E — Vo) (5.9.10)

T:
Vo?sin? (\/2m(E — Vo) &) +4E (E — Vp)

Wenn E < Vj ist, wird aus dem Cosinus ein Cosinus hyperbolicus und die Glei-
chungen lauten

2

R BE(Vo — £) +1 (5.9.11)
Ay Vy? (1—cosh(2\/_\/ (Vo —F %))+8E (E—Vp) o
und
Ag?
T |22
Ay
E(E -V
BE( ) (5.9.12)
R (1= cosh (2v2\/m(Vo — E) 2)) + 8E (E — V)
Auch diese Gleichungen konnen vereinfacht werden
AE(Vy — E
R = Yo — E) +1 (5.9.13)
4E (E — Vo) — Vp*sinh” (/2m (Vo — E) )
und LE(E — V,
T= okl ), (5.9.14)

4E (E = Vp) — Vo> sinb® (/2m(Vp — E) §)

T 16E(“§’2_ E) - (2vemm-mg) (5.9.15)
0

Wenn sich ein Elektron mit der Energie FF = 1 eV auf einen Potentialwall mit
Breite a = 100 pm und der Hohe Vy = 2 €V hinzu bewegt, dann ist die Trans-
missionswahrscheinlichkeit T ~ 0.777454. Die Naherung nach Gleichung (5.9.15)
ergabe 1.435712, ein unphysikalischer Wert. Fiir eine Barrierenbreite von 500 pm
ware T = 0.0235471, die Naherung 0.0238285. Je dicker die Barriere, desto besser
ist die exponentielle Naherung. Unter den gleichen Bedingungen hétte ein Proton
(my, ~ 1836.153m,) durch eine Barriere von a = 100 pm eine Transmissionswahr-
scheinlichkeit von T ~ 3.4195- 107! und bei a = 500 pm wire T ~ 1.8264 - 10~%.
Das heisst, dass der Tunneleffekt fiir atomare Distanzen fir Elektronen wahrschein-
lich, fiir Protonen sehr unwahrscheinlich ist.

Dieser Befund wird durch die aus der Chemie bekannte Tatsache, dass Elektronen
die Bindungen vermitteln, gestiitzt. Tunneln fiir Protonen ist nur auf der Langens-
kala von Kernen (1 fm) wahrscheinlich.

Das Rastertunnelmikroskop (STM) beruht auf dem Tunneleffekt fir Elektronen.
Diese konnen eine kurze Potentialbarriere durchqueren. Dabei verringert sich der
Tunnelstrom exponentiell mit der Breite der Barriere.
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. N\
N

S~

0 1 2 3 4
E/VO

T(E),RE)

Abbildung 5.7.: Transmissionskoeffizient (rot) und Reflexionskoeffizient (blau)

Abbildung 5.7 zeigt auf einer skalenfreien Darstellung den Verlauf des Transmissions-
und des Reflexionskoeffizienten fiir eine feste Barrierenbreite und in Abhangigkeit
der Energie des einlaufenden Teilchens skaliert mit der Barrierenhohe V. Fur E/Vj
haben wir den erwarteten ungefdhr exponentiellen Verlauf. Im Durchlassbereich
(E/Vy > 1) zeigen sich jedoch Resonanzen. Bei E/Vy = 1.5 ist die Transmission
maximal. Der Effekt ist analog zu den Phédnomenen, die man beobachtet, wenn
sich eine Wasserwelle tiber eine Untiefe[\Wikin] hinweg bewegt.

N
I

NS
TNV AN

-10 -05 0.0 0.5 1.0 15 20

X/a.u.

p(X)
—

.

Abbildung 5.8.: Wahrscheinlichkeitsdichten an der Tunnelbarriere der skalen-
freien Breite @ = 1. Rot: E/Vy = 0.3, griin: E/V; = 0.6, blau:
E/Vy = 0.9, magenta: E/Vy = 1.1, pink: E/Vy = 1.5 (Reso-
nanz, Reflektivitat minimal, Transmission maximal), schwarz:
E/Vy = 2.0 (maximale Reflektivitét), grau: £E/V, = 3.0.

Abbildung 5.8 zeigt fur verschiedene Relativenergien F/V die Wahrscheinlichkeits-
dichten fiir den Aufenthalt. Beachten Sie insbesondere die Welle fir £/V, = 1.5!
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5.10. Harmonischer Oszillator

Wenn die POTENTIELLE ENERGIE V (z) eine quadratisch von z abhéngt ist die
Bewegung des Teilchens beschrankt und analog zum Fall eines klassischen harmo-
nischen Oszillators. Der Operator H hat die Form

(5.10.1)
mit der potentiellen Energie
L5 9
V(z) = STwWE (5.10.2)

Die Losungen der Schrodingergleichung sind stationdr und haben, dem Separati-
onsansatz entsprechend, die Form

P(x,t) = e PV p(2) (5.10.3)

Damit kénnen wir die zeitunabhéngige Schrodingergleichung verwenden

_ o L e = B (5.10.4)

V(X)

<y

Abbildung 5.9.: Mogliche Energiefunktion eines harmonischen Oszillators.

Wir definieren drei Parameter und ersetzen die Variable z durch u

h
W
(5.10.5)

“IoE |
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Die Gleichung 5.10.4 lautet dann (siehe auch | , p- 280, Kap. 5, §10])
2

— 5 (u) + u?(u) = 2ep(u) (5.10.6)

Um die Eigenfunktionen ¢,, und die Eigenwerte €, (oder E,) zu finden, definieren
wir die folgenden Operatoren:

=) =l
(o) e

Die Operatoren 4" und 4 sind nicht hermitisch (also nicht selbstadjungiert). Sie
sind aber adjungiert zueinander. Deshalb kann man mit

(5.10.7)

itat = (u IV L (e Ot (e 2 9, &
aagzﬁ—\/i(u 8u>\/§<u+8u ¢_2 we au<u¢>+u3u ou?

RS 0 0. *)N\ 1(, o

formal schreiben

ita— Lweo1- 2 (5.10.9)

A u?
und mit Gleichung (5.10.6)

} , O
(2a%a+1) ¢ = (u - W) ¢ = 26 (5.10.10)

und {

(a*a + 2) () = ed(u) (5.10.11)

Wir definieren einen neuen Hamiltonoperator (Faktor 2 Unterschied zum Original)
mit den Operatoren 4 und af

H=afa+ (5.10.12)

(NN

Weiter haben wir

1 0\ 1 0 1 o?
éﬁ*¢:ﬁ<”+m>ﬁ<“w>¢‘z(2¢+“””‘“ - )

1 0 0 0? 1 0?

Der Kommutator der Operatoren & und 4" hat den Wert (Gleichungen (5.10.8)
und (5.10.13))
4,af] =aaf —afa=1 (5.10.14)
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109 5.10 Harmonischer Oszillator

Die Eigenschaften des Kommutators zeigen, dass
[A,4] =0 (5.10.15)

und
[af,af] =0 (5.10.16)

Wir wollen nun untersuchen, wie die Gleichung (5.10.11) sich &ndert, wenn wir sie
von links mit & oder AT multiplizieren. Wir schreiben Gleichung (5.10.11) um

alag(u) = (e — 1) o(u) (5.10.17)

Multiplizieren wir Gleichung (5.10.17) von links mit & und verwenden Gleichung
(5.10.14) erhalten wir

) _ 1) (6(u)) (5.10.18)

Wenn ¢(u) eine Losung der Gleichung (5.10.17) mit dem Eigenwert
(e —1/2) ist, ist a¢(u) eine Losung der gleichen Gleichung (5.10.17),
aber mit dem Eigenwert ((¢ — 1/2) — 1). Der Operator a erniedrigt
den Eigenwert um 1. Er wird ABSTEIGEOPERATOR oder VERNICH-
TUNGSOPERATOR genannt.

Multiplizieren wir Gleichung (5.10.17) von links mit 4" und verwenden Gleichung
(5.10.14) erhalten wir

af (a'a) o(u) = ! <e _ ;) B(u)
At (3) () = (e - 3 ) 40w
al (aaf = 1) o(u) = (e _ ;) (a'(u))
al (aaf) o(u) = ((e - ;) 4 1) (a'(u))
il (alg(u) = ((e - ;) 4 1) (a'(u)) (5.10.19)
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Wenn ¢(u) eine Losung der Gleichung (5.10.17) mit dem Eigenwert
(€ —1/2) ist, ist 4T¢(u) eine Losung der gleichen Gleichung (5.10.17),
aber mit dem Eigenwert ((¢ — 1/2) + 1). Der Operator a! erhéht den
Eigenwert um 1. Er wird AUFSTEIGEOPERATOR oder ERZEUGUNGS-
OPERATOR genannt.

Wenn wir eine endliche Energieskala haben, muss es eine kleinste Energie und da-
mit auch einen kleinsten Eigenwert geben. Das heisst, es muss eine Ortswellenfunk-
tion ¢g(u) geben, auf die angewandt der Vernichtungsoperator & eine Nullfunktion
ergibt.

acpo(u) = 0 (5.10.20)

Wir verwenden die Definition von 4 und erhalten

\}5 <u—i— 8au> Po(u) =0

(u + 8au> do(u) =0

ubo(u) =~ 5d0(w)

1 0 0
= s (1) = 5 I (o)
0 =~ (6u(w) +C
¢o(u) = Cexp (—;tﬂ) (5.10.21)

Die Konstante C' ergibt sich aus der Normalisierungsbedingung

/ di(u)o(u)du =1 = C = 7~ V4

Die normierte Wellenfunktion des Grundzustandes des harmonischen Oszillators
in den Koordinaten v und z ist

Po(u) = 7T11/4 exp (—;uz) — ¢o(z) = (”;”)1/4 exp (—”;;;a?) (5.10.22)

Ausgehend von ¢g(u) kénnen wir nun durch die wiederholte Anwendung von a'
auf ¢o(u) alle Losungen generieren.
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111 5.10 Harmonischer Oszillator

Die ersten nicht normierten Funktionen sind

Gu(w) = (37)" do(w) (5.10.23)

Mit der Normalisierungsbedingung, dass das Integral iiber der Wahrscheinlich-
keitsdichte gleich eins sein soll, bekommen wir

oulw) = o (-5 )
b1 (u) = 7T11/4 (vV2u) exp <—“22>

P2 (u) = 7T11/4(2u\/;1) exp <_u2>
da(ut) = ﬂ11/4 (w2 —8) (_“)

V3 2
buu) = —— (87" go(w) (5.10.24)
Aus 4¢p(u) = 0 und Gleichung (5.10.17) folgt, dass
Lo = =1 (5.10.25)
€0 — 9 = €) = 9 .1U.
Allgemein ist also
1
€ =n+5 Vn e NU{0} (5.10.26)

Wir erinnern uns an die Substitutionen in Gleichung (5.10.5). Deshalb sind die

ENERGIEEIGENWERTE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

1
E, = (n + 2) hw ¥Yn e NU{0} (5.10.27)

Die gleichabstdndigen Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind fiir die-
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sen charakteristisch. Der kleinste Energieeigenwert Ejy hat den Wert Aw/2. Es ist
nicht moglich, einen harmonischen Oszillator in Ruhe zu haben. Die minimale
Energie Ej ist die Nullpunktsenergie. Sie bewirkt, dass harmonische Oszillatoren
immer Energie enthalten, egal wie tief die Temperatur sinkt. Das heisst, die Boltz-
mannverteilung aus der klassischen Thermodynamik gilt nicht mehr.

5.10.1. Hermite-Polynome und der harmonische Oszillator

Die Losungen von Gleichung (5.10.17) konnen mit HERMITE-POLYNOMEN ausge-

driickt werden.| , p- 77, Kap. 2, §9, 4.]
(1) Ll Hw)e < “2> (5.10.28)
o (u) = n(u)exp | —— .10.
nl\/m V2 2

mit

o exp (—u?) (5.10.29)

H,(u) = (—1)"exp (u2) S

Die ersten (nicht normierbaren) Hermite-Polynome sind

(5.10.30)

Die Normierungsbedingung ist erfiillt, da

2nn

/ ¢ (u)du = / 1'\/7_rH721(u) exp (—u2) du=1 ¥n e NU{0}

ist. Hermite-Polynome haben die folgenden Eigenschaften

Hy(—u) = (—=1)"H,,(u) (5.10.31)

+oo
/ H,(u) Hy(u) e ™ du = Hy, - Hy = 2"nI/T6mm (5.10.32)

—00
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Hermitesche Polynome

Ho(u) (n)\=1/2)

0
-2-15-1-05 0 05 1 15 2
u

Abbildung 5.10.: Die ersten acht Hermite-Polynome.

5.10.2. Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators

Wenn wir die Substitutionen aus Gleichung (5.10.5) riickgéngig machen, erhalten

wir aus Gleichung (5.10.24)

mw /4 (mwaz - 1) mw .
() =\ Tz o (- %)
mu\ V4 (2 (Bt =8) e
da(x) = exp (~5a?)
hm V3 2h

1 mw /4 MW w
00 = = () B () o (-5 (5.10-33)
Pu(2) = —— (87)" dolx)
Vn!
1 /w4 n mw
e [ T _ 2
\/ﬁ(ﬂh> (a) exp( %x) (5.10.34)
Die Normierungsbedingung ist
+oo
| 6@) bulw) dz = b+ 60 = G (5.10.35)
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Harmonischer Oszillator

@o(u) O5(u) ——--
Py(u) ----- Pe(u) - -
BpU) oo @ u) -----
A Qulu) ——- 95(u)
s Q) == V(uy(hv)

u=x/b

Abbildung 5.11.: Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators

Harmonischer Oszillator

5 0) @) ——--
2 2

@A) ----- @(u) - -
2 2

@) - @A) - ---
2 2

() ——- @s"(u)

@A) -———  V(u)(hv)

u=x/b

Abbildung 5.12.: Wahrscheinlichkeitsdichte der Wellenfunktionen des harmoni-
schen Oszillators

5.10.3. Klassischer Grenzfall

In diesem Abschnitt soll der quantenmechanische harmonische Oszillator mit dem
klassischen Grenzfall verglichen werden. Zuerst soll die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit als Funktion des Ortes z fiir einen klassischen Oszillator

x(t) = asin(wt) (5.10.36)

und der Amplitude a verglichen werden. Je schneller sich der Oszillator bewegt,
desto weniger wahrscheinlich ist sein Aufenthalt am Orte x. Die Geschwindigkeit
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115 5.10 Harmonischer Oszillator

ist dann

v(t) = aw cos(wt) (5.10.37)

Mit der obigen Argumentation ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit proportional
zum Kehrwert der Geschwindigkeit, also

p(z(t)) = ¢ (5.10.38)

aw cos(wt)

Aus dem Ort bekommen wir die Zeit

arcsin (Q)
_ \a/

t = 5.10.39
. (5.10.39)
Eingesetzt in Gleichung (5.10.38) bekommen wir
C C
p(l’(t)) = arcsin(ﬁ) - . T
1 COS (w a ) aw cos (arcsm (g )
C C

= = 5.10.40
awy/1 — % wva® —z? ( )

Die Konstante C' ergibt sich aus der Normierierungsbedingung

rc Cr

] = / S ——) 5.10.41
Jowy a? — x? w ( )

Damit ist die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte des klassischen harmonischen
Oszillators

w 1 1
= — = 5.10.42
p(z) Twva?—x2  m/a? — x? ( )

Die klassische Wahscheinlichkeitsdichte divergiert an den Grenzen +a. Dies ist
ein Hinweis, dass die klassische Physik vielleicht doch nicht der Weisheit letzter
Schluss ist.

Wir vergleichen nun die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte mit der quantenme-
chanischen Wahrscheinlichkeitsdichte.
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Harmonischer Oszillator

0.6 5
2 1 G7(u)
-4 I B 1 dassison(t)
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-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

u=x/b

Abbildung 5.13.: Wahrscheinlichkeitsdichten. Die durchgezogene Linie ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Os-
zillators fiir € = % oder Fy = %hw

Bei Abbildung 5.13 ist klar ersichtlich, dass die klassische Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung und die quantenmechanische nicht iibereinstimmen. Die beiden
blauen Linien markieren die Grenze des klassischen harmonischen Oszillators bei
dem Energieeigenwert der Wellenfunktion.

Harmonischer Oszillator

I T %)

Jyiassisch(U) -

p(u)
o ecleolololole)
SoLhwroo

u=x/b

Abbildung 5.14.: Wahrscheinlichkeitsdichten. Die durchgezogene Linie ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Os-
zillators fir e5 = % oder F5 = %hw

Bei Abbildung 5.14 ist schon andeutungsweise zu sehen, dass die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Rande des Klassischen harmonischen Oszillators steigt.

Harmonischer Oszillator

0.6 T i
% géi ' Aiiassisch(U) -+

0.1 [ f A

. _‘/ ,

|
co

|
(o]

u=x/b

Abbildung 5.15.: Wahrscheinlichkeitsdichten. Die durchgezogene Linie ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Os-
zillators fir €19 = % oder Fi9 = %hw

Bei den Abbildungen 5.15 und 5.16 wird mit zunehmender Quantenzahl oder zu-
nehmendem Energiniveau die Ahnlichkeit mit der klassischen Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung immer grosser.
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Harmonischer Oszillator

()

dklassisch(u) """""

u)
© 0O0o0ooo
—“O—=NWprOIO®

u=x/b

Abbildung 5.16.: Wahrscheinlichkeitsdichten. Die durchgezogene Linie ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Os-
zillators fur eg5 = % oder Fi9 = %ﬁw

Die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte liegt periodisch iiber und un-
ter der klassischen Dischte. Je grosser n wird, desto mehr Oszillationen gibt es
und desto besser wiirde eine rdumliche Mittelung der quantenmechanischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte approximieren. Aber
egal wie hoch die Quantenzahl n ist, der exponentielle Abfall wird immer da sein.
Seine Breite wird mit zunehmender Quantenzahl n relativ kleiner. Ein verwandtes
Phéinomen ist das GiBBS’SCHE PHANOMEN (Uberschwingen) bei Rechteckpulsen.
Da die reale Fourierreihe immer endlich ist, bleibt das iiberschwingen.

Je hoher bei quantenmechanischen Systemen die Energiequanten
zahl n ist, desto besser wird das klassische System approximiert.

Ein bekanntes Beispiel fiir quasi-klassisches Verhalten sind die RYDBERGZUSTAN-
DE in Atomen.
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5.11. Teilchen im endlichen Potentialtopf

V(x)

V=V0 V=V0

<y

V=0

Abbildung 5.17.: POTENTIALTOPF.

Der Fall eines Teilchens in einem endlichen POTENTIALTOPF ist etwas komplizier-
ter als der Fall des unendlichen. Die Wellenfunktion verschwindet nicht am Rand
des Topfes. Wir miissen zwei Falle betrachten: wenn die Energie hoher als die Po-
tentialwalle ist, also £ > Vy und wenn sie kleiner ist. Im ersten Falle haben wir
zum Beispiel eine von links einlaufende Welle, die sich an den Diskontinuitéten
des Potentials reflektiert. Diese Losung miisste aus der Losung des Potentialwalls
ablesbar sein. Im zweiten Falle haben wir lokalisierte Wellenfunktionen.

5.11.1. Potentialtopf, £ >V

EA AW
E-V,=W
o W
v, ; . > X
IO Ia >X
E=W+V,

Abbildung 5.18.: Transformation einer Potentialschwelle in einen Potentialtopf

Die Losungen sind in Gleichung (5.9.4) angegeben und werden hier nochmals wie-
derholt.

118 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, X<



119 5.11 Teilchen im endlichen Potentialtopf

Ay (k1 — k) (k1 + ko) sin (aks)
(k% + k3)) sin (aks) + 2ik, ko cos (aks)
2A1ky (ki + ko)
— (ky + k) + eiakz (ky — ky)°
0 2A kyeak2 (k) — ky)
2 (kg A+ ko) 4 2ok (ky — ky)®

AA ky kyemok1=k2)

— (k1 + k2)2 + eiakz (k) — k2)2

A =

AQI—

Ay = —

A; stellt die einfallende Welle dar. der Wert ist frei wahlbar. Die Energiewerte
missen aus Gleichung (5.9.5)

[2mE

ki = ks = 7;;2 fir z<0Vzx>a
( )
72

und Gleichung (5.9.6)

2m(E -V,

ko = fir 0<z<a

werden umskaliert mit £ — E — V{ ausserhalb und £ — Vj — F im Topf. Wir

erhalten
2m(E —
/ﬁ:kgzwu fir z<0Vaz>a (5.11.1)
72
und
2mFE .
ko = 72 fir 0<z<a (5.11.2)

Daraus folgen die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten T und R

AP 8E(Vy — E)
R= |2t = +1 5.11.3
A 7% (1 — COs (2\/5\/ Em%)) +8E (EV) ( )

und

o () (4)
k’l—f—k’f Al A1

As|? 8E(E —
(B -

=|-—| = 114
T (5.114)

o)
V2 (1 cos (2v2y/m(E — Vo) 2)) + 8E (E — Vi)

Die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten sind also gleich wie bei einer Bar-
riere, sofern £ > Vj ist. Eine kurze Kontrolle zeigt, dass R+ T = 1 ist, wir also
keine Teilchen verlieren. Sowohl die Reflexion wie auch die Transmission oszillieren
mit der Breite der Barriere a. Die Gleichungen kénnen noch vereinfacht werden:

_ AE(Vo — E)
Voysin® (\/2m(E — Vo) &) +4E (E — ;)

R +1 (5.11.5)
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und
Z AE(E — Vo)

V?sin® (\2m(E — Vo) &) +4E (E ~ V)

As
T=1|2 1.
‘Al (5.11.6)

\
o \/ |
i
|\

0oH T
1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

E/VO

T(B),R(E)

Abbildung 5.19.: Transmission iiber einen POTENTIALTOPF.

Abbildung 5.19 zeigt den Transmissionskoeffizienten und den Reflexionskoeffizien-
ten als Funktion der Energiedifferenz von E zu Vj.

5.11.2. Potentialtopf, £ < 1}

Wenn die Energie des Teilchens E kleiner ist als die POTENTIELLE ENERGIE der
Winde F < Vp, kann die Schrodingergleichung mit dem allgemeinen Ansatz

¢1(x) — Aleiklx + Alle—iklx
P2 (1) = Age™™2®  Alem 2" (5.11.7)
(bg (l’) = Ageika + Ageiik?’x

gelost werden. Hier ist ky = k3. Fiir x = 0 und x = a sind die Randbedingungen

¢1(x) ’;pzo = 0o ($)|x:0

Ox =0 a O =0
sowie
$2(2)| e = 93(2)] =4
0ba(x)|  0s(x) (5.11.9)
8I T=a a al‘ r=a

Von links und rechts kommen keine Wellen, also ist A; = A5 = 0. Ay oder A
konnen frei gewahlt werden. Wir lassen A, als freien Parameter. Dann ist bei
xr=0

Al = Ay + A

/ / 5.11.10
—k'lAl - k’g(AQ - AQ) ( )

120 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, L€



121 5.11 Teilchen im endlichen Potentialtopf

und bei x = a " " "
Age™® + Ale™2 = Age'™¢

, . . 5.11.11
k2(A267,k2a - A/ze—sza) — k1A3€zk1a ( )
Beide Gleichungssysteme konnen gelost werden und ergeben eine Beziehung zwi-
schen A}, A, als Funktion von A, beziehungsweise fiir A3 und A} als Funktion von

As.

2k2 . kZ + kl

Al = A Al = A 11.12
2k ko — k1 o
3= o 2k1 A, = 7]{2 ki e?ik20 A (5.11.12b)

Die beiden Losungen fiir Af, miissen identisch sein, das heisst die Gleichung

ko + ky
ko — Ky

)2 = exp (2ik2a) (5.11.13)

muss gelten. Da ko(F) und ki (£, V) beides Funktionen von E sind, ist Gleichung
(5.11.13) eine Bestimmungsgleichung fiir die erlaubten Werte von E. Mit ky =

V2mE /hund ky = i/2m(Vy — E)/h (da E < Vj ist) wird Gleichung (5.11.13)

(gtj%) = exp (iVBmE a/h) (5.11.14)

Gleichung (5.11.14) ist nicht analytisch 16sbar. Bei den Losungen muss sowohl der
Realteil gleich sein wie auch der Imaginaarteil. Diese sind

E? —SE 2
5 8%2‘/0 V0 o ( 8mE;> (5.11.15a)
4(2E — Vo) JE(Vy — E
( 0 A Vo ):sin( 8mEa> (5.11.15b)
v h

Addiert man nun die quadrierte Gleichung (5.11.15a) zur quadrierten Gleichung
(5.11.15b), so erhdlt man 1 = 1. Es reicht also, die numerische Losung von
Gleichung (5.11.15a) zu bestimmen. Die numerischen Losungen von Gleichung
(5.11.15a) sind auch Losungen von Gleichung (5.11.15b). Gleichung (5.11.15b) hat
noch zusétzliche Losungen, die aber nicht Losungen von Gleichung (5.11.15a) sind.

Mit E/Vy = 22 und k(Vy,a) = (\/8mV0%) wird Gleichung (5.11.15a)
8z — 827 + 1 = cos (kx) (5.11.16)

Die linke Seite der Gleichung ist invariant. « hat den Wertebereich [0, 1). Die rechte
Seite héangt von av/Vj ab.
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Endlicher Potentialtopf
1w

cos( 0.62 x) cos(6.55x) ———~—

0.5 cos(1.00x) ----- cos( 10.49x) --- ---

cos( 1.60 x) === cos(16.78x) -----

S0 cos(256x) ——-  8x'-8x2+1 ——
° cos(4.10x) -~—--—

0 02 04 06 08 1
x=E/V,

Abbildung 5.20.: Darstellung von 8z% — 822 + 1 gegen cos(kz) in Abhingigkeit
von K

Abbildung 5.20 zeigt die linke und die rechte Seite der Gleichung 5.11.16. Die
Schnittpunkte mit der roten Linie sind die Losungen x;. Wenn x zunimmt, gibt
es mehr gebundene Loésungen. Ein zunehmendes s bedeutet, dass entweder die
Potentialtiefe V) zugenommen hat, oder aber die Breite des Topfes a.

Endlicher Potentialtopf

0.02 : : : 1

0.015 [ JE- _— :
0.01 [l et —_—
0.005 [f /i B e e oo

k=0.62 —— k=410 —
k=1.00 —— Kk=6.56 ——
k=160 —— k=1049 ——
K=2.56 —— k=16.78

a.u.

0,005 [ g —

S NVT N S —— g —

~0.015 | ‘ | :

~0.02 i i i i
0

Abbildung 5.21.: Nullstellen von 8z* — 82% + 1 — cos(kz) = 0 in Abhéngigkeit
von K

Abbildung 5.21 zeigt einen vergrosserten Ausschnitt zur Bestimmung der Nullstel-
len der Gleichung (5.11.16).
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0.8:— \ *

< 0.6? E
W 04l ]
0.2} ]
0.0f ]

0 5 10 15 20 25 30

k= (8 m Vp)"2alh

Abbildung 5.22.: Relative Energieniveaus des Potentialtopfs als Funktion der
Topfbreite a und der Wurzel der Topthohe +/Vj.

Abbildung 5.23 zeigt die Energieniveaus bei konstantem Vj als Funktion der Topf-
breite a. Bei kleinem a existieren nur zwei Niveaus, £y = 0 und E; ~ V. Wenn
a zunimmt, gibt es mehr Niveaus. Bei a = 4 a.u. sieht man, dass sich zwei Ener-
gieniveaus kreuzen. Bei einer vollen Betrachtung wiirde an dieser Stelle sich eine
Bandliicke 6ffnen.

100¢

%
kS

10|

E, /a.u.

I
1 5 10 50 100 500
Vo /a.u.

Abbildung 5.23.: Energieniveaus des Potentialtopfs als Funktion der Wandhohe
Vo.

Abbildung 5.23 zeigt die Energieniveaus bei konstantem a als Funktion der Wand-
hohe Vj. Bei kleinem Vj existieren nur zwei Niveaus, Ey = 0 (hier nicht angezeigt)
und E; = V5. Wenn V[ zunimmt, gibt es mehr Niveaus. Die erste Kreuzung von
energieniveaus sieht man bei V[, = 16 a.u.
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5.12. Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden:
entartete Zustande

V=0

<y

Abbildung 5.24.: 2D unendlicher Potentialkasten.

Die Energieeigenwerte eines zweidimensionalen Potentialtopfs sind dhnlich quan-
tisiert wie in dem Fall eines eindimensionalen Potentialtopfs mit unendlich hohen
Wainden (siehe Abschnitt 5.7). Wenn der Topf die Dimensionen a und b hat (siche
Abbildung 5.24) sind die Energieeigenwerte

hQ 2 2 n2

Die Eigenfunktionen lauten

¢(z,y) = C sin (nzﬂrz) sin (nyﬂg;) (5.12.2)

Wenn a/b oder b/a ganzzahlig sind, treten unterschiedliche Eigenfunktionen mit
dem gleichen Energieeigenwert auf. Man sagt, die Eigenwerte seien ENTARTET.

Wenn zum Beispiel a/b = 1 ist, dann sind die Energien zu den Eigenwerten
(ng,ny) = (7,1) und (n,,n,) = (5,5) gleich.

h27?

2ma?

E;y = E55 =50 (5.12.3)
Beim eindimensionalen POTENTIALTOPF mit endlichen Wandhohen treten fiir ge-
wisse Kombinationen von Topfbreiten a und Topfhohen Vy Kreuzungen von Nive-

aus auf. Dies fiihrt wie gezeigt auch zu einer Entartung. Beim zweidimensionalen
Potentialtopf mit endlich hohen Wénden tritt der gleiche Effekt auch auf.
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6. Atome und ihr Aufbau

6.1. Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

Versuch 15: Versuch zur Vorlesung:
Balmer-Serie (Versuchskarte AT-35)

JOHANN JAKOB BALMER entdeckte 1885 im Spektrum der Sonne eine Serie von
Absorptionslinien, die bei den Wellenlangen

H, = 656.28 nm
Hg = 486.13 nm
H, = 434.05 nm
Hs; = 410.17 nm

lagen. BALMER schloss aus der Beobachtung, dass die Wellenldnge einer seiner
Absorptionslinien durch

G =34, (6.1.1)

gegeben sei, mit G = 364.5 nm.

1
Py

1 4\ 1 1 1\ 4 1 1
) P— 1_7 = _— | — = _— — 1
r=x=()e= (i) a-(iw)m 012

Die Grosse Ry = 4/G = 1.09739 - 10" m™! ist die RYDBERGKONSTANTE fiir
Wasserstoff. Gleichung (6.1.1) oder Gleichung (6.1.2) kénnen so umgeschrieben
werden, dass die Frequenz v und nicht die Wellenlénge A\ berechnet wird. Mit
v -\ =coder v = cv erhalten wir

c 1 1 4c
V_)\_<4_n%>.G (6.1.3)

Wenn wir Gleichung (6.1.1) mit spektroskopischen Wellenzahlen 7 = $ ausdriicken,

erhalten wir


http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/AT/PDF/AT035V00.pdf

Atome und ihr Aufbau 126

Die Zahl 4 ermuntert, sie als n3 zu schreiben mit ny = 2. Also erhalten wir

1 1
V= (2 — 2) . i‘l (614&)
2 1

n n
1 1
p=——-—=]- .1.4b

mit ny < ny. Zwischen der Rydbergkonstante R} fir Frequenzen und der Ryd-
bergkonstante Ry fiir Wellenzahlen gibt es die Beziehung

Rl = cRy (6.1.5)

Die theoretischen und gemessenen Werte von Ry und Ry sind

Ry =% =3.291-10" Hz

R, (gemessen) =1.097095531 - 10" m™!
R = (1.0973731568539 4+ 5.5 - 107'%) - 10" m~! (unendlich schwere Kerne)

Mit Ry bezeichnet man die Rydbergkonstante fiir die Atomsorte X. R, ist die
Rydbergkonstante fiir unendlich schwere Atome.

Setzt man in Gleichung (6.1.4a) oder Gleichung (6.1.4b) ny = 2 so erhilt man
wieder die BALMER-SERIE. Die kiirzeste durch Gleichung (6.1.4a) vorhergesagte
Wellenldnge einer Absorptionslinie liegt bei der Seriengrenze bei A, = 91 nm.
Neben der BALMER-SERIE existieren die kiirzerwellige LYMAN-SERIE (ny = 1)
sowie die lingerwelligen PASCHEN-SERIE (ny = 3), BRACKETT-SERIE (ny = 4)
und PFUND-SERIE (ny = 5).
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7457.71 nm §
U
Pl 4652.44 nm (€]
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o 3739.48 nm (€
4051.10 nm
Q 2625.11 hm lef]
Q
9_ 2165.50 hm leLl]
:C—Dc- 1944.53 hm |ef+1
~—
1875.08 nm ¢—
g 1281.79 nm |¢
g 1093.80 nm ¢
CDD- 1004.93 nm |¢
>
954.59 nm | ¢
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388.91 nm ¢
121.53 nm
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P 102.54 nm
— e 97.23 nm
<
3 94.95 nm
QO
S ¢ 93.75 nm
93.05 nm
L 92.60 nm
-} ) o033 O
] ] imi 1l
—_ N wh

Abbildung 6.1.: Wellenldngen der LYyMAN-, BALMER- und PASCHEN-Serien im
Wasserstoffspektrum.

Abbildung 6.1 zeigt die Lage der Lyman-, Balmer- und Paschen-Serien im Wasser-
stoffspektrum. Bei Gasentladungslampen koénnen diese Linien als Emissionslinien
beobachtet werden. Da die Temperatur der Sonne so hoch ist, dass ihr Emissions-
maximum als thermischer Strahler im Griinen liegt, werden die Emissionslinien
iiberstrahlt. Emission ist aber immer mit Absorption verbunden, so dass auf der
Sonne die Absorptionslinien gemessen werden kénnen.

Die Differenzfrequenz zweier Linien aus einer der Serien ist wieder eine beobachtete
Linie im Absorptionsspektrum. Dies kann man aus
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11 11\ 1 1 (6.16)
ny  ni ny m3) ni o oni -

ersehen. Aus der Existenz der WASSERSTOFFLINIEN folgt, dass ELEKTRONEN im
WASSERSTOFFATOM H nur diskrete Energien einnehmen konnen, die sogenannten
diskreten ENERGIENIVEAUS.

6.1.1. Bohrsches Atommodell

Um die optisch-spektroskopischen Eigenschaften von Atomen zu erkldren, nahm
Niels Bohr an, dass sich Elektronen auf Kreisbhahnen wie bei Kopernikus bewegten.
Arnold Sommerfeld erweiterte dieses Modell, indem er Kepler-Bahnen annahm. Er
konnte damit auch Drehimpulsphanomene erklaren.

Elektronen, die sich nach Bohr auf kreisformigen Planetenbahnen bewegen, werden
durch die Coulombkraft auf der Bahn gehalten. Die Zentripetalkraft ist das Gleiche
wie die Coulombkraft. Die Zentripetalkraft gibt die notwendige Stérke einer Kraft
an, die ein Teilchen auf einer Bahn mit gegebenem Kriimmungsradius halt.

62

2
— =MW 6.1.7
4drregr? ( )
Uber kinetische und POTENTIELLE ENERGIEnN konnen die folgenden Aussagen ge-
troffen werden:

E = Eyn+ Ep (6.1.8a)
r —e? e?

B, — —/ ¢ o' =— 6.1.8b
pot J (47rsor’2> " dregr ( )
E = Byt By — mortn? — (6.1.8¢)

kin pot 9 e 47'('807‘
1 1 h?
EF = -FE ;,=—Fyy=— 2= _ 1.
9 pot kin 2mepe Qme)\2 (6 8d)

E ist die Gesamtenergie, die fiir gebundene Zustdnde kleiner null ist. Gleichung
(6.1.8d) gilt fir das klassische Keplerproblem bei Kreisbahnen. Aus Gleichung
(6.1.7) folgt

2, 2 €
i’ = 6.1.9
el @ dmegr ( )
und damit fiir die Energie
1 2 2 2
-« « _ € (6.1.10)
24megr  4dmegr megr

Andererseits folgt auch aus Gleichung (6.1.7) auch das dritte Keplergesetz (ver-
kntipft grosse Halbachsen und Umlaufszeiten)

2
3 e

r (6.1.11)

degmew?
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129 6.1 Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

Aus Gleichung (6.1.11) erhalten wir fiir den inversen Bahnradius

W=
win

1o 4”507;””6“2 - (4”507";) d (6.1.12)
r (& e3

und fir die Energie

1L 2 4 2 1
2 2 42 3 12
g__¢ (dmegme)® w3 __ eswsmé Jetwime (6.1.13)
8me 3 2 2 3 27m2e3 o
0 €s 2-4573¢g 0

Aus dieser klassischen Rechnung haben wir eine Beziehung fiir den Bahnradius
und die Energie als Funktion der Kreisfrequenz der Anregung bekommen. Diese
klassische Rechnung hat die folgenden Probleme:

o Die Bahnradien und Energien sind kontinuierlich verteilt.

o Elektronen auf diesen Bahnen sind beschleunigt und strahlen deshalb Energie
in Form elektromagnetischer Wellen ab.

NIELS BOHR postulierte in seinen Arbeiten zur Quantentheorie | ; ;
; | von 1913, dass

o klassische Bewegungsgleichungen gelten nur diskrete Bahnen gelten sollen,
o die Bewegung der Elektronen strahlungslos sei

e die Emmission oder Absorption von Licht bei einem Bahnwechsel mit der
Frequenz v gegeben durch hv = E,, — E,, geschieht.

Der Energieunterschied zwischen zwei Bahnen bei unendlich schwerem Kern kann
mit der Balmerformel und der RYDBERGKONSTANTE ausgedriickt werden:

1 1
Enl — En2 = hV = h (2 — 2) R{)O (6114)
ny Ny

Aus Gleichung (6.1.14) folgt

h-R,  h-c-Ry
n?2 n?
Nach NIELS BOHR ist die Umlauffrequenz gleich der EMITTIERTEN FREQUENZ.
Sommerfeld erganzte die Theorie, indem er elliptische Bahnen einfiihrte. So konn-
te er auch Bahndrehimpulseffekte beschreiben. Wenn die Quantenmechanik eine
iibergreifende Theorie sein soll, dann muss sie als Grenzfall die klassische Theorie

beinhalten. Diese Aussage wird das KORRESPONDENZPRINZIP genannt.

E, = (6.1.15)

Korrespondenzprinzip: Im Grenzfall grosser Energien und kleiner
Energiedifferenzen muss die Quantenmechanik (und jede moderne
Theorie) in die klassische Mechanik iibergehen.

Die Bohr-Sommerfeldtheorie war unbefriedigend, da sie durch klassische Physik
mit einigen ad-hoc Annahmen quantenmechanische Phanomene beschreiben woll-
te.
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6.1.1.1. Anwendung der Bohrschen Theorie

Wir betrachten zwei Zustande n; > 1 und ny = n; +7 mit 7 € IN. Wir betrachten
also benachbarte Bahnen und nehmen an, dass der Kern unendlich schwer sei. Mit
der Rydberggleichung erhalten wir

1 1 1 1
’/:C'Roo<2_2> :C'Roo<2_2>
ni  n; ny  (ni+7)
R ( (ny +7)° B n? ) R <(n%+2n17+72)—n%>
“\n? (ni+71)7°  n?(ng+71)° = n? (ny +7)°
2m 7 + 72 2 .
1
2¢ - Ry
= 3 (TLQ - ’I’Ll) (6116)

ny
Bei benachbarten Bahnen (7 = 1), hohen Energien (n; > 1) und sehr schweren
Kernen erhalten wir fiir die Frequenz des absorbierten oder emittierten Lichtes

_ 2Ryc 2R, w

V=

(6.1.17)

n} n} 27

Mit Gleichung (6.1.17) kann Gleichung (6.1.13) umgeschrieben werden

R hc etw?m, etm AR o\ 2
F=_"_3 ¢ _ 3 ¢ ( e ) 6.1.18
n? \ 27m2ed \J277r25(2) n3 ( )

Die folgende Umrechnung fithrt zu einer Gleichung mit der ELEKTRONENMAS-
SE (Achtung! die Definition der Rydbergkonstante R+, beinhaltet die Elektronen-
masse, nicht die REDUZIERTE ELEKTRONENMASSE (Zweikorperproblem!) und der
Elektronenladung

3 7,33 4 4_2p2 2 4 2 2
RS _h°c e'me 2RI T etme RS c

no :277r253 no © 23e2nb
4
Ro - h%-c :623”5%@
. :8‘27;‘;6 (6.1.19)
Der Wert der Rydbergkonstante ist
Rso = 1.0973731569 - 10" m™* (6.1.20)

Aus den Abstanden der Wasserstofflinien in Rydbergzustanden
(n; > 1) kann man Ry bestimmen und daraus mit Gleichung (6.1.19)
h, e oder p., die reduzierte Masse, und daraus die Elektronenmasse
m. berechnen, wenn die Protonenmasse mp und die relativistischen
Massendefekte bekannt sind.
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131 6.1 Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

Aus der Energie-Gleichung (6.1.10) und der Definition der Rydbergkonstante R,
aus Gleichung (6.1.19) erhalten wir mit

e2 hcR he e*m 1 e*m
Eippn = — =—hew, = — © - E - __ ° 6.1.21
tot 8megrn, v n? n? 8eih3c n? 8e3h? ( )
1 1 e*m,
—_= = 6.1.21b
T, n?eggh? ( )
Damit wird der Radius der n-ten Bahn bei unendlich schweren Kernen

h%e
2 0

n="n"" 6.1.22

" " Te2me ( )

n wird die HAUPTQUANTENZAHL genannt. Die Hauptquantenzahl ist mit dem
Bahnradius und der dazu gehérigen Energie verkniipft. Genaue Messungen zeig-
ten schon Anfang des 20. Jahrhunderts, dass Abweichungen existieren, dass die
physikalische Beschreibung der Absorption und der Emission von Licht durch das
Wasserstoffatom nach BALMER und Rydberg noch nicht vollstandig war.
Vergleichen wir r,, aus Gleichung (6.1.22) mit der Wellenlédnge A aus den Gleichun-
gen (6.1.8¢) und (6.1.21a)

h? 1 e*m, 2h%eon
- A = 1.2
2mA\2(n)  n?8edh? — Aln) e?me (6.1.23)
Wir erhalten also
27r, = nA(n) (6.1.24)

Das Charakteristikum der Bohrschen Bahnen ist, dass im Energieniveau n die
Wellenlédnge A(n) (aus dem Impuls) gerade n-mal im Umfang der Bahn Platz hat.

6.1.1.2. Abweichungen bei Spektren: Bahndrehimpuls oder eine andere
Ursache

Die Spektren kénnen praziser beschrieben werden, wenn nach Sommerfeld auch
der BAHNDREHIMPULS berticksichtigt wird. Der Bahndrehimpuls ist

L=vXxp (6.1.25)

Bei Kreisbahnen stehen 7, und v senkrecht aufeinander. Gleichung (6.1.25) kann
deshalb mit Gleichung (6.1.19) umgeschrieben werden

€] = mevy,ry, = Mewpr?2 (6.1.26a)
_ e2ROOC 2m n2h%,\ _ 47rrr2Lemee4c _ nthte? (6.1.26b)
n? e?m, 8eghicn3  m2etm?
h
= —n=~h 6.1.26
5= ( c)
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Also sollte bei Kreisbahnen

0] = nh (6.1.27)

sein. Dies ist jedoch nicht der Fall, da wir mit dem theoretischen Wert der spektra-
len Grosse R, gerechnet hatten und nicht mit der atommassenabhéngigen Ryd-
bergkonstante. Effektiv zahlt nur die reduzierte Masse, und diese héngt von der
Ordnungszahl des Atoms und dem Ladungszustand ab. Die reduzierte Masse ist

(6.1.28)

wobei m, die Elektronenmasse und M die Masse des Kerns plus aller weiterer
Elektronen ist.

Das heisst, dass die gemessene Rydbergkonstante Ry ungleich der vorher in Glei-
chung (6.1.19) berechneten Rydbergkonstante Ro ist. Aus R = <o bekommen

8eZhic
WITr

et 1

Ry =——1— =Ry —

1 8e2h3c )

M 1
—Ry . —— —R., - 6.1.29
me + M 1 + % ( )

Nun ist die Masse eines Elektrons m, = 9.1 - 107! kg, die eines Protons m, =
1.67-107%7 kg. Das heisst, dass fiir ein Wasserstoffatom die relative Anderung der

Rydbergkonstante
ARy 1 Me
=1- = — 6.1.30
R (1 + 5 > me + M ( )

Wir erhalten
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AR e
n__m = 5.44321-107* Wasserstoffatom
R  me+m,
AR
M e = 2.72047 - 10~* Deuterium
R  me+m,+m,
AR
M Te = 1.81339-10™*  Tritium
ROO me + mp + 2mn
Zx}%:”He* Me —4 : ;
2 = = 1.81423 - 10 einfach geladenes Helium-3
R Me + 2my, + my,
AR4H6+ Me 4 . .
2 = = 1.36042 - 10 einfach geladenes Helium-4
R me + 2my, + 2m,
AR?L1++ Me 4 . 1.
2 = =0.777352 - 107" zweifach geladenes Lithium-7
R me + 3m, + 4m,
AR9B6+++ Me 4 . 211
- = = 0.60463 - 10 dreifach geladenes Berillium-9
R me + 4m,, + dmy,
AR, Me

" = = 48.1305-10* Myonium

Diesen aus der Tabelle ersichtlichen Effekt nennt man den ISOTOPENEFFEKT. Man
sieht, dass zwischen i’H und gHe optisch spektroskopisch unterschieden werden
kann. Der Unterschied ist zwar auf der 7. Stelle nach dem Komma, aber immer
noch gross gegen die bis zu 14 Stellen Genauigkeit der optischen Spektroskopie.
Zum Vergleich ist noch das Myonium gezeigt, ein wasserstoffihnliches Gebilde, bei
dem das Proton durch ein Anti-Myon ersetzt wurde.

Dieser spektroskopische Unterschied besteht auch zwischen QggU und ZggU . Bei

27U wire AR<92U91+) /Roo = 2.31557 - 107% bei 22U wiire
2

235 238
35

AR( 927791 +> /Roo = 2.28637 - 1075, Diese Unterschiede in den Absorptionswellen-
238
langen durch den ISOTOPENEFFEKT werden in einem neuartigen Verfahren zur Iso-

tropentrennung (SILEX) verwendet (siehe Mitteilung der DPG http://www.dpg-

physik.de/veroeffentlichung /physik konkret /pix/Physik Konkret 11.pdf). Dieses
Verfahren ist ein Hochrisikoverfahren, weil die notwendigen Apparaturen im Kel-

ler eines Einfamilienhauses Platz haben. So kann die Urananreicherung nicht mehr

kontrolliert werden.

6.2. Franck—Hertz Versuch

o
Versuch 16: Versuch zur Vorlesung:

Franck-Hertz-Versuch (Versuchskarte AT-7)

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde festgestellt, dass beschleunigte Elektronen
verdiinnte Gase zum Leuchten bringen. Glimmlampen verwenden diesen Effekt.
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Philip Lenard, ein ungarischstdmmiger Physiker, der sich spater der Nazi-Ideologie
néherte, beschrieb 1902 eine Versuchsanordnung (siehe Abbildung 6.2), mit der der
Effekt quantitativ untersucht werden konnte.

Kathode Gas Anod
— . (niedriger Druck)
O i >oe

| Gitter

U
v ©

, o

+I||||Al_ ' U
ML Ui e

Abbildung 6.2.: Ionisierung eines Gases. Links ist der Versuchsaufbau, rechts
die Kennlinie.

Elektronen werden durch die BESCHLEUNIGUNGSSPANNUNG Ug (Gitterspannung)
von der KATHODE zum GITTER beschleunigt. Die schnellen Elektronen verfehlen
meistens das Gitter und dringen in den Raum zwischen dem Gitter und der negativ
polarisierten Elektrode ein. Dort werden sie abgebremst und zum Gitter zuriick
beschleunigt. Abbildung 6.3 zeigt die Energieverhéltnisse. Wenn die ortsabhéangige
kinetische Energie der Elektronen den Wert eU; tibersteigt, konnen die Elektronen
die Gasmolekiile (zum Beispiel Hg) ionisieren. Die positiven Ionen werden durch
die negative Spannung U, zur Anode beschleunigt. Wenn |U,| > |Ug| ist, werden
die Tonen angezogen und die Elektronen abgestossen. Die Kennlinie zeigt, dass es
fiir die Ionisation eine Schwelle eU; gibt, die von der Atom- oder Molekiilsorte
abhangt.

\p
@
[

Abbildung 6.3.: Energieverhéltnisse beim Ionisierungs-Versuch. Die Energie-
kurven in Schwarz sind fiir Elektronen gezeichnet. Rot sind die
Energieverhéltnisse fiir positive Ionen angegeben, hier einfach
positiv geladenes Hg™.

Beim Versuch von Franck und Hertz aus dem Jahre 1913 (| ]) wird der nach
der Tonisation tibrig bleibende Strom zwischen Gitter und Anode gemessen.
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Kathode Gas Anﬁ]
— ' (niedriger Druck) I
O

IGitter |
| |_
i1}

\ 4

Abbildung 6.4.: Aufbau des FRANCK-HERTZ-VERSUCHES

Abbildung 6.4 zeigt den Aufbau des Franck-Hertz-Versuches. Im Unterschied zum
Lennard-Versuch ist die Anodenspannung gegen das Gitter geschaltet. Mit dieser
negativen Spannung kann der Elektronenstrom als Funktion der Bremsspannung
gemessen werden.

Abbildung 6.5.: Energieverhaltnisse beim Franck-Hertz-Versuch. Die negative
Anodenspannung U, hélt niederenergetische Elektronen von
der Anode fern.

Franck—Hertz
700

600 /\\
500 U;=4.896 V /\ / \
400
g AW\
— 300 \/
200 [\
100 [
o Messung: Reiner Keller
0 1 2 3 4 5 6 7
Ug/U,;

Abbildung 6.6.: Resultat des Franck-Hertz-Versuches mit Quecksilber.

Abbildung 6.5 zeigt die Potentialverhéltnisse. Abbildung 6.6 zeigt eine Messung
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Herrn Reiner Kellers mit dem Vorlesungsversuch. Die Minima (oder Maxima) sind
eU; = 4.88 eV = hc/253.7 nm entfernt. Dies ist die lonisierungsenergie von Hg.
Immer wenn die kinetische Energie der Elektronen die Ionisierungsenergie tiber-
schreitet, konnen die Elektronen durch Stosse die Atome im Gas ionisieren. Die
kinetische Energie der Elektronen sinkt um den Betrag der Ionisierungsenergie.
Werden die Elektronen weiter beschleunigt, kann ihre Energie ein weiteres Mal
die Tonisierungsenergie tiberschreiten. Durch Stosse verlieren die Elektronen ki-
netische Energie. Dieser bei gentigender BESCHLEUNIGUNGSSPANNUNG mehrmals
auftretende Effekt fithrt zu der in der Abbildung 6.6 gezeigten Kurvenform.

Franck—Hertz

I/a.u.
.
(5]

0 1 2 3 4 5
UV,

Abbildung 6.7.: Resultat des Franck-Hertz-Versuches. Die schwarze Linie zeigt
den Strom, den man mit einer Absorptionslinie und einer wohl-
definierten Elektronenenergie erhalten wiirde. Die rote gestri-
chelte Linie berticksichtigt den Effekt der verschmierten Elek-
tronenenergie.

Die theoretisch erwartete Kurvenform ist in Abbildung 6.7 als Sdgezahnkurve
schwarz gezeichnet. Die Kurve wére korrekt, wenn die Elektronen fiir eine be-
stimmte BESCHLEUNIGUNGSSPANNUNG nur eine scharf definierte kinetische Ener-
gie hatten.

Tunnel-
Wahrscheinlichkeit

Fermi-
Verteilung

n,p —_—r n-p

Abbildung 6.8.: Die Elektronenverteilung bei der Emission ist durch das Pro-
dukt der FERMI-VERTEILUNG und der Tunnelwahrscheinlich-
keit gegeben.

Wie Abbildung 6.8 zeigt, ist die kinetische Energie der aus einem Metall austreten-
den Elektronen iiber einen Energiebereich von 100 meV bis etwa 300 meV verteilt.
Diese Verschmierung macht in Abbildung 6.8 aus der schwarzen Kurve die rote
gestrichelte Kurve.

Die erneute Beschleunigung der Elektronen nach einem Stoss bewirkt eine Ver-
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137 6.2 Franck—Hertz Versuch

zerrung der Kurvenform. Es wére besser, wenn die Stosse im feldfreien Raume
vonstatten gingen.

Kathode Gas + Anxde
E— : (niedriger Druck)
| ©Q +— @\4" .

' Gitter Gitter'
Ud la

+ VA
1|1

Y

Abbildung 6.9.: Verbesserter Aufbau des FRANCK-HERTZ-VERSUCHES

Abbildung 6.9 zeigt eine bessere Anordnung. Die beiden Gitter auf gleichem Poten-
tial erzeugen den benotigten feldfreien Raum. Bei dieser Anordnung ist es moglich,
wie in der Skizze in Abbildung 6.10 gezeigt, mehrere Energieniveaus zu detektie-
ren. Grossere Spannungen bedeuten dabei einen grosseren energetischen Abstand
des Niveaus zum Vakuumniveau.

Al

> Ug/V

4753 6.7
49 58

Abbildung 6.10.: Ergebnis der genaueren Messung (Skizze)

6.2.1. Sommerfeld-Bohrsche Theorie

Arnold Sommerfeld wollte mit einer Erweiterung seiner Theorie im Jahre 1915 die
Drehimpuls- und damit die Magnetfeldabhéangigkeit der Spektrallinien erklaren
[ ; |. Sommerfeld nahm an, dass die Bahnen Ellipsen seien. Dies
fithrt auf weitere Quantenzahlen, die sogenannten NEBENQUANTENZAHLEN. Eine
elliptische Bahn kann als eine Bahn mit zwei Freiheitsgraden aufgefasst werden.
Diese miissen durch zwei Quantenzahlen beschrieben werden, wobei die erste durch
die Bohrsche Bedingung und die zweite durch

¢] = /e (¢ + Dk (6.2.1)

gegeben ist. Wenn in Gleichung (6.2.1) £ = 0 gesetzt wird, sollte das Bohrsche Re-
sultat entstehen. ¢ ist die Bahndrehimpulsquantenzahl, £ ist der Bahndrehimpuls.

©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, [ NN 137



Atome und ihr Aufbau 138

Die Einheit des Bahndrehimpulses ist [£] = [A] = m(ms™)kg = Js.

Auch wenn wir heute wissen, dass Elektronen sich nicht auf einer Planetenbahn
bewegen, ist es doch instruktiv, die Geschwindigkeit auszurechnen. Nach Gleichung
(6.1.10) ist die kinetische Energie einer Bahn mit dem Radius r betragsmaéssig
gleich der Gesamtenergie

62

Ekin =
megr

Fiir eine Bahn mit einem Radius von 0.5 nm ist die kinetische Energie
1 2 —18
Ekin = §TTL6U =2.30-10 J
und damit die Geschwindigkeit
v=22-10°m s

Die Geschwindigkeit ist im Prozentbereich der Lichtgeschwindigkeit, die relativis-
tische Massenzunahme ist 2.82 - 107°. Wenn nun relativistische Teilchen sich auf
einer Ellipsenbahn bewegen, ist die Massenzunahme zeitabhangig. Die Bahnen sind
nur noch angenahert Ellipsenbahnen, ihr Perihel dreht sich. Nach Sommerfeld sind
die Korrekturen der beobachteten Energieniveaus

Z* a?Z% [ n 3
En¢ = —Rphe= |1 )4 6.2.2
. ch2l T <£+1 4>+ ] (6.2.2)

Die Korrektur ist von der Grossenordnung 107°, also spektroskopisch sehr gut
messbar. Bei sehr hohen Energien kommt das Korrespondenzprinzip zum Tragen,
dass jede nicht-klassische Theorie im Grenzfall hoher Energien und kleiner Energie-
Anderungen in die klassische Theorie iibergehen muss. Eine solche Realisation sind
RYDBERG-ATOME.

Die in Gleichung (6.2.2) auftauchende Konstante « ist die dimensionslose Som-
merfeldsche FEINSTRUKTURKONSTANTE:

Geschwindigkeit des Elektrons auf 1. Bohrschen Bahn
o =

C
e? 1
o = = —
2€0h0 137

(6.2.3)

Dabei ist verwendet worden, dass die erste Bohrsche Bahn und die erste Sommer-
feldsche Bahn mit ¢ = 0 identisch sind. Diese Bahn ist also eine Kreisbahn, bei
der die Geschwindigkeit v konstant ist.

6.3. Das Wasserstoffatom

Als Literatur sind fir dieses Kapitel insbesondere die Werke von Haken und
Wolf] |, von Arfken und Weber| | und das Internetskript von Kom-
ma/| | zu empfehlen. In diesem Abschnitt wird die quantenmechanische For-
mulierung des Drehimpulses und seiner Anwendungen abgeleitet.
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6.3.1. Drehimpulsoperatoren

Klassisch ist der Bahndrehimpuls durch

L=rxp (6.3.1)

gegeben. In Komponenten geschrieben ist er

gm x Pz Yp: — Zpy
byl =y x|py| = |20 —xp: (6.3.2)
gz z Dz $py — YDz

Wir ersetzen nun die Impulskomponenten durch die Operatoren

L ho L ho Lho
Pa i Oz Py i Oy & 10z

und erhalten fiir die Drehimpulsoperatoren

A h({ 0O 0
~  h{ 0 0
~ h 0 0

Das Quadrat des Drehimpulses ist

P=02+ 0402 (6.3.6)
02 o 02 o? )
=2 | =+ = | +2 2 20—
{ v (a 273 2)’F Wozdy " owoz T on
—2ﬁ+ﬁ—mzy+2a Ai+£+%2
Y\ 822 7 a2 Yoyaz " “Voy 7 \az T 022 EP

Fiir Vertauschungsrelationen zwischen den Operatoren Q) und Q® schreiben wir

[9(1)7 9(2)} — 0WQ®@ _ @M (6.3.7)

Eine Moglichkeit diese Operatoren und noch viele mehr in Mathematica zu ver-
wenden bietet das ,,Quantum“ Add-On von José Luis Gomez-Munoz und Fran-
cisco Delgado http://homepage.cem.itesm.mx/lgomez/quantum /#download. Die-
ses Add-On ermoglicht auch ganze Rechnungen fiir quantenmechanische Proble-
me durchzufiihren, unter anderem in den Teilgebieten ,,Dirac Bra-Ket“-Notation,
,2Quantum Algebra“, ,Quantum Computing” und die Quantisierte Hamilton Dy-
namik-Approximation der Heisenbergschen Bewegungsgleichungen.
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Nach den Rechnungen im Anhang G erhalten wir die Vertauschungsrelationen

N>

L
[
2
|

>

<

>

>

2

Y

9

Y

2 .

>

~

z

T

>

<.
L

= ihl, (6.3.8a)
] = ihl, (6.3.8b)
| = ind, (6.3.8¢)
= fiur j € {z,y, 2} (6.3.8d)

Das elektrostatische Potential des Wasserstoffatoms fiir ein Elektron ist kugelsym-

metrisch. Wir verwenden deshalb Kugelkoordinaten.

Az

X

Abbildung 6.11.: Definition der Kugelkoordinaten.

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten| | ist
A_ﬁ_i_gg_'_;ﬁ_i_lﬁ_f_i tgﬁ
o2 ror r2sin?00¢% 2062 RY
10 (,0 N 1 o2 N 1 0 ing 2 0
T2 or 87“ r2sin?0 0¢2  r2sinf 00 00

In Kugelkoordinaten lauten die DREHIMPULSOPERATOREN

0, = —7—? (singb +cot€cos¢ )
i O
éy = h (cos¢a — cot @ sin ¢ 8¢>

00
~ ho
l
*T 09

. 1210 0
2 _j2 -
F=-h [sin298¢2 MY, (Smeaeﬂ
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(6.3.9)

(6.3.10a)
(6.3.10D)
(6.3.10c)

(6.3.10d)
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6.3.2. Schrodingergleichung

Die Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom ist

2me

[_ Ly V(r)] v = BV (6.3.11)

wobei V(r) ein allgemeines, kugelsymmetrisches Potential ist.
Mit der Schreibweise von 2 in Kugelkoordinaten (Gleichung (6.3.10d)) und Glei-
chung (6.3.9)ist auch

h? R 1 0 0 1 4
— A=— — ([ r*= % 6.3.12
2m, 2m. 12 Or (T 87’) * 2mer? ( )

Wir beachten, dass Ableitungen nach einer Variablen ¢ mit Funktionen vertau-
schen, die nicht von £ abhangig sind und setzen

U(r,0,¢) = R(r)Y(0,9) (6.3.13)

Die Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms lautet dann

HU(r, ¢,0) =H R(r) Y (6, ¢)

~Y(6,0) [—;n G (,ﬂi) + V(r)] R(r) + 2}5:22 2y (0, 6)
—ER(r)Y(6,0) (6.3.14)

Da [[2, ZZ} = 0 ist, konnen sowohl die Eigenwerte von 2 wie auch von l, gleich-
zeitig scharf gemessen werden. Aus (6.3.14) wissen wir, dass die Losungen der
Eigenwertgleichung zu (2 die Funktionen Y (0, ¢) sind. Diese Funktionen miissen
(gleichzeitige Messbarkeit) auch Eigenfunktionen zum Operator £, sein.

Wir haben also zwei dieser Eigenwertgleichungen:

PyY(0,¢) = wY(0,¢) (6.3.15a)
0.Y(0,0) =hmY(0,9), (6.3.15D)

wobei die Wahl des Eigenwertes h%w, beziechungsweise Am aus Bequemlichkeit so
gewahlt wurde.

Nach Haken-Wolf | , pp. 145-147] kann dies gezeigt werden, indem wir auf
Gleichung (6.3.15a) von links den Operator £, und auf Gleichung (6.3.15b) von
links den Operator ? anwenden.

Voraussetzung ist, dass Y (6, ¢) sowohl eine Eigenfunktion von 7 wie auch von 0,
ist, die Erwartungswerte beider Grossen scharf gemessen werden konnen.

O) =hwl,Y(0,0) =R whmY(0,0) (6.3.16a)
(0,0) = hm 2 Y (0,¢) = hmh*wY (0, 6) (6.3.16D)

Wir subtrahieren Gleichung (6.3.16a) von Gleichung (6.3.16b) und erhalten
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P0,Y(0,¢)—0,.2Y(0,¢) = (52 0, — 1, éz) Y (6, ¢) = [52, 22}
=hmh*wY (0,¢) — P whmY (0, ¢)
_ (hmh2 w— K2 whm) Y(0,6)=0 (6.3.17)

Wenn also eine Wellenfunktion Y (0, ¢) eine Eigenfunktion zweier Operatoren ist,
missen die Operatoren kommutieren. Um zu zeigen, dass der verschwindende Kom-
mutator zweier Operatoren bedeutet, dass alle Eigenfunktionen gemeinsam sind,
kann wie im Buch von Schwindt | , PP- 53-57] vorgegangen werden.

m und w sind einheitenlose Zahlen, die noch bestimmt werden miissen. Eine
Mapledatei zum Berechnen der Losungen (ORBITALE) ist hydrogen.mw. Das Ori-
ginal stammt von Prof. i.R. Dr. rer.nat.Fritz Metz von der Universitat Konstanz
https://www.chemie.uni-konstanz.de/forschung/arbeitsgruppen /ehemalige-
arbeitsgruppenleiter/. und hiess  hydrogen.mws*. Die Webseite ist seit 2016 leider
nicht mehr zugénglich.

Unter der Annahme, dass w bekannt ist, lautet die Gleichung fiir den Radialteil

190 (4,0 h?w
——— | = — =F- 3.1

[ 2me 12 Or <T 87’) V) + 2mr? R (r) R (r) (6.3.18)
wobei m,. zum Beispiel die Masse eines Elektrons ist. Prinzipiell konnte m,. aber
auch die Masse jedes anderen passenden Elementarteilchens sein. Nach Arfken und
Weber| , S. 736] schreibt man

Y (0,0) =0 (0) - ® () (6.3.19)

Die Kugelflachenfunktion Y (0, ¢) wird als Produkt einer nur vom Winkel zum
,Nordpol“ abhingigen Funktion © (#) und einer azimutalen Funktion ® (¢). Mit
der Definition aus der Gleichung (6.3.15b) folgt

. h 0
— hmY (6,0) (6.3.20)
und
a a 0?

= 0. (hmY (0,0))

= hml.Y (0,¢)

=mm?Y (0,9) (6.3.21)
Weiter bekommt man fiir den azimutalen Anteil der Wellenfunktion

82

550 0)-2(6)=Km*6(6)- 2 (¢)
aa;@ (¢) = —m* @ () fir © (0) 0V € [0,7]  (6.3.22)
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Die Losungen der Gleichung (6.3.22) sind

e
D (¢) = { ime (6.3.23)
Dies sind orthogonale Funktionen, da

2m
[ @1y (0) Py (9)d6 = [ €006 = 26,y (6:324)
0
Wenn der Raum um den Winkel ¢ = 27 gedreht wird, muss aus Symmetriegriinden
wieder eine zur urspriinglichen Funktion identische Observable ®*® entstehen. Also
muss

m(¢+2r) mod (27) =m¢ mod (27) (6.3.25)

sein. Die Funktion Modulo tragt der Tatsache Rechnung, dass die Winkelfunktio-
nen 2r-periodisch sind. Gleichung (6.3.25) gilt dann, wenn m ganzzahlig ist. Die
Observable ist dann auf dem Intervall [0, 27) eindeutig bestimmt.

Wenn die Transformationseigenschaft des Wellenfunktion so wére, dass der Erwar-
tungswert, also die Observable, bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen wechselt,
dann kénnte m auch halbzahlig sein: Dies wére dann eine Spinfunktion.

Weiter kann aus Gleichung (6.3.24) die normierte azimutale Wellenfunktion abge-
lesen werden

1
V2T

Der Wertebereich von m in Gleichung (6.3.26) wird spater noch weiter einge-
schrankt.

Wir kennen nun m. Um w und ©(f) zu bestimmen, subtrahieren wir Gleichung
(6.3.21) von (6.3.15a)

P(¢) = e mit m € Z (6.3.26)

PY (0,0) =R wY (0,¢) = (2 + 2+ 2)Y (0,0)
R*m’Y (0,¢) = Y (6,9)
Fir Y (0, ¢) = O(0)®(¢) ergibt sich
W (w—m?)Y (0,0) = (2+02)Y (6, 0) (6.3.27)
Es hat sich eingebiirgert, die folgenden Bezeichnungen zu verwenden

Y (0, ¢) = Yom (6.3.28)

Um eine Beziehung zwischen w und m zu erhalten, multiplizieren wir Gleichung
(6.3.27) von links mit Y*(6, ¢) und integrieren tiber die Kugeloberfliche. Weiter
schreiben wir anstelle von w w, um klarzumachen, dass eine Abhangigkeit von ¢
besteht und dass w, keine Kreisfrequenz ist.
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2 2w

//ﬁzYZm<w5—m2)Yg7msm )dO dp = 12 (we — m? //Y Yen sin(8) do do
0 0

h? (wg m ) Normierung!

/Y[m (lﬁ2 +@2 lmsm( )dO do
0

I
o\§

(6.3.29)

Wir benétigen nun noch eine Abschétzung von f ngm (62 + 62) 1.m Sin(0) df de.

Wir schieben die Antwort auf diese Frage auf, blS wir die Kugelflichenfunktionen
konstruiert haben' .

6.3.2.1. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Um die Funktion Y, ,, zu berechnen, verwenden wir einen Trick, mit dem wir eine
Funktion zu den Indices ¢ und m aus Werten ¢ und m 4+ 1 berechnen. Dies wird
durch Aufsteige- und Absteigeoperatoren erreicht. Wir beginnen mit der Identitét

a® +b* = (a + ib) (a — ib) (6.3.30)

und konnen die neuen Operatoren

>
>
>

L=l +il, (6.3.31a)
(=10, —il, (6.3.31D)

definieren. Es folgt .
00 =0+ (6.3.32)

ist. Dies ist gerade der Operator im noch nicht gelosten Integral in Gleichung
(6.3.29). Weiter haben wir mit den Relationen aus den Gleichungen (6.3.8)

nach 6.3.8d [2,0:] =0 (6.3.33a)
nach 6.3.8b und 6.3.8¢ [Ez,z@} = [éz,m +i [zl,éy}
= ihly + i (~ihl,) = ihl, + hi,
= %ih (0, +il,) = £hlz  (6.3.33D)

Wir wenden fi auf EﬁyY&m an

Ui ((Yom) = Leh*wYy (6.3.34)

'Die Antwort wird w, — m? > 0 = |m| < \/wy sein.
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/, und 2 sind vertauschbar, also gilt

P (0eYem) = B w (1Y) (6.3.35)

d.h. wenn Y}, eine Eigenfunktion von 2 ist, dann ist auch [ﬁiYg’m eine Eigenfunk-
tion von 2. Aus der Azimutalgleichung (6.3.15b) erhalten wir

Ui (0-Yem) = Lehim Yo (6.3.36)

sowie aus Gleichung (6.3.33Db)

also
0,0 = 0,0, + hiy (6.3.37a)
(20, = 0.0 ¥ Wiy (6.3.37b)

Also ist nach den Gleichungen (6.3.36) und (6.3.37a)

0l Y = 00, Y £ WYy = £RO Y + Bl Yy = h(m £ 1) (1Y
(6.3.38)
sowie der Vollstdndigkeit halber nach Gleichung (6.3.37b)

(0. Yy =AY T LY = BmlL Yy, (6.3.39)

Damit ist auch lﬁiY&m eine noch nicht normierte Eigenfunktion zur Azimutalglei-
chung, aber mit dem neuen Eigenwert A(m 4 1). Die neue Funktion ist a priori
noch nicht normiert. Anderseits ist die normierte Eigenfunktion zu ¢ und m 4+ 1
Yo m+1 Also muss die Beziehung

(Ypm = N - Yome (6.3.40)

gelten. Daraus kann N bestimmt werden.
Weiter gilt die folgende Beziehung;:

T (21, + z'zfy) (z@ + iéy) =2+ 2 +il,d,Fil,l,
=2+ 00,0, - 1,0, =02+ 02 % i (ihd.)
=0+ 2Fh, =0> — > Fnl,
— 27, (EZ + h) (6.3.41)

In einem Magnetfeld ist die Frequenzidnderung der Ubergénge in einem Atom pro-
portional zu m (Zeemaneffekt, siehe Abschnitt 6.5.3). Da fiir ein endliches Magnet-
feld diese Anderungen endlich sein miissen, fordern wir, dass es fiir m Minimal-
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und Maximalwerte geben muss. Dann gilt auch

0 Yom =0 (6.3.42a)
{ Yy =0 (6.3.42b)
00, Yy =0 (6.3.42¢)

— ﬁn’mmax — EZ (EZ + h) Yvﬁmmax

- h2wf}/€,mmax - gz (hmmax + h) }/E,mmax
- hQWﬁn,mmax - hmmax (hmmax + h) n,mmax

2 2
= h (wé - mmax - mmax) 1/’6777Lmax

Da Y .. 7 0 ist, folgt

wy — M2, — Mmax = 0 (6.3.43)
Aus o
00 Yy = 0 = 12 (wy = My + M) = 0 (6.3.44)
folgt weiter
wy — M2+ Muin = 0 (6.3.45)

Lost man Gleichung (6.3.43) und Gleichung (6.3.45) je nach w, auf und setzt sie
gleich, erhélt man

Wy = Mmax (mmax + 1) = Mmin (mmin - 1)
m1211ax - mIQnin = —Mmin — Mpmax = (mmax - mmin) (mmax + mmin)

0 = (Mumax + Mmin) (Mmax — Mumin + 1) (6.3.46)

Da Mmax = Mumin ist, folgt Muyax + Mmin = 0. Wegen Gleichung (6.3.40) erhoht
sich m bei jeder Anwendung von ¢, auf Y;,, um den Wert eins. Deshalb muss
Mmax — Mmin €ine ganze Zahl sein. Dies geht nur, wenn

Zahl
Mimax = ganz% >0 (6.3.47)

mindestens halbzahlig ist.

Andererseits muss *® auf dem Intervall [0, 27) eindeutig und stetig differenzierbar
sein (unabhéngig von der Wahl des Nullpunktes). Deshalb muss m ganzzahlig sein.
Wir definieren: m,,., = ¢ € N U {0}.

(>m >~/ (6.3.48)

mit
Mumax (Mmax +1) =L (0 + 1) = wy (6.3.49a)
Mmin (mmin - 1) = —/ (_g - 1) = Wy (6349b)
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147 6.3 Das Wasserstoffatom

Damit haben wir die beiden Eigenwertgleichungen

Y = R (0 +1) Yo (6.3.50a)
0.y = BmYp (6.3.50b)
und A
n,m—l—l == £+Nn7m (6351)
mit der Normierung
1 1

= — (6.3.52)
e J(€=m) (€ +m+1)

Die Tatsache, dass auch halbzahlige ¢ eine Losung sein konnten, wenn nur die Ein-

deutigkeitsbedingung fiir m erfiillt ware, deutet darauf hin, dass es eventuell noch

weitere Effekte geben konnte. Zum Beispiel erméglicht das Elektron mit seinem

halbzahligen Eigendrehimpuls diese zusatzlichen Losungen.

6.3.2.2. Alternative Bestimmung der Lange von 2

Aus Gleichung (6.3.48) folgt, dass fiir ein gegebenes £ es 2¢ + 1 mogliche Werte fur
m gibt. Nach einer Idee aus Jargodzki und Potter | , Problem 32] helfen die
folgenden Uberlegungen den Eigenwert in Gleichung (6.3.50a) zu bestimmen:

Die Erwartungswerte der Quadrate der Projektion von £ auf die drei kartesischen
Achsen miissen gleich sein. Aus /2 = /2 + 2 + (2 bekommen wir

()= ()= () = () =3(2),,,,  ©

<£Z> ist nichts anderes als der Mittelwert iiber alle Zustande m von —/ bis ¢, also
von 2¢ 4 1-Zustanden. Fir ganzzahlige m bekommen wir

<£2>—hZ Z Q—ﬂé 2 (6.3.54)
4" av1 =" Taur1 =" >

=—/ m=1

Nun gilt fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen

S =124224 . 40 = nin + 1)6(2" ) (6.3.55)
k=1
Also ist
<22>_ 2h? imQ_ 2h? £(£+1)(2£+1)_hj£(€+1> (6.3.56)
A4+ 1 A 2+ 6 -3 -

Zusammen haben wir also

2] =3(2)=3- ?:W +1) = (0 + 1R (6.3.57)

Fiir halbzahlige Drehimpulse kann eine dquivalente Rechnung durchgefiithrt werden
(Siehe Anhang I).
Waiére der Drehimpuls eine kontinuierliche Variable, wiirde die Rechnung
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L

0 239 m’h? 20312
hed
(#)=3(e) = 3”’[‘ T3 2 3 3 _ pp (6.3.58)
Jopdm m|_, 2(

Die ungewohnliche Lange des quantenmechanischen Drehimpulses ist eine Konse-
quenz der Tatsache, dass es nur m-Werte mit diskreten ganzzahligen oder halb-
zahligen Werten gibt.

6.3.2.3. Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten

Die bis jetzt in kartesischen Koordinaten definierten Drehimpulsoperatoren konnen
auch durch die Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten ausgedriickt werden.

~  hO
N hif. 0O 0
by = — (sm ¢% + cot 6 cos ¢8¢> (6.3.59b)
@y = 7; (cos ¢§9 — cot #sin qﬁgb) (6.3.59¢)
Wir wissen schon, dass Yy, die Form
Yim = ™0, (0) (6.3.60)
haben muss. Wir setzen nach Arfken und Weber | , p. 738]
20+1(0—m)!
=(-1" P .3.61
@E,m (9) ( ) $ A (f + m)| ¢ (COS (9) (6 3.6 )

PJ*(z) ist eine ZUGEORDNETE LEGENDRE-FUNKTION, die aus der LEGENDRE-
FUNKTION mit

m/2 d™
dx™

berechnet werden kann. Diese Definition aus Gleichung (6.3.62) gilt fiir m > 0.

Py (x) = (1 -a?) Py(x) (6.3.62)

Fir m < 0 verwenden wir nach | , D. 724]
Die Definition der Legendre-Funktion lautet | , D- 696]
(e-1)/2 . .
P z (—1)kWﬁ&)’_2k)!x5_% fiir £ ungerade 6360
\T) = é/{ , ..
kz::()(_l)k2£k!(([27;)2!é€e)!72k)!1ﬁ72k fir ¢ gerade
Alternativ kann auch Rodriguez’ Gleichung | , p. 719] verwendet werden:
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149 6.3 Das Wasserstoffatom

1 d o, ¢
Pi(e) = G50 (2> 1) (6.3.65)

Mit Gleichung (6.3.65) kann Gleichung (6.3.62) so umgeschrieben werden, dass
keine Fallunterscheidung fiir m notig ist.

m 1 m/2 dttm 9 14 .
Pl (z) = 2%(1—55) m(m—l), mit —¢<m<( (6.3.66)

Weiter muss
(Y, =0 (6.3.67)

sein. Wir berechnen nun, welche Wirkung die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ausiiben. In spharischen Koordinaten haben wir

0y =1, j:zﬁ ——E (sm¢ —|—cot¢9czos¢a¢>j:h<cos¢—cot981n¢ ¢>

1

h

sm(ﬁ——l—zcotHCOS(b qz5ﬂ:COS¢5 F cot fsin¢ ¢>

h zsm(;ﬁzl:cosqﬁ)2 F cot 6 (sin ¢ F i cos @) ;qs)

h( zsmgzﬁicosgb)— :Fcot€< z) (—z’sinqﬁifcosqﬁ) (;1)
h( zsmgbicosgb)g Ficot (Fcos¢ — ising) agb)

= ((zsmgbj:cosqb)a + icot (£ cosp + isin ) 8¢>

0 9

¢t 1 oo i(e?—e)\ g 9
_h<j: 5 + 5 L%iZCOteagb]

h (£ cos ¢ + isin ¢) l 0 ﬂ:zcot@a]

| o 0
= +het? + —
he l@@ ZCOt96¢]

Wir setzen in die beiden Relationen fiir /_ und ll die Funktion Yy, = eim‘ﬁ@g,m(Q)
ein und erhalten

~ ) 0
— he'? | = —
(. =he [89 m cot 9] (6.3.68a)
R [0
(_ = —he g7 + mcot 6 (6.3.68D)

Far m = —¢ wird
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g_ngj_g =0= g_e_iw@&_g (9) =

= —he PO la@e — {cot H] Or,—s

Wir erhalten die Differentialgleichung

a%féf — (cotf Oy, (6.3.69)
Deren Losung lautet
Q¢ (0) = C - sin’ (0) (6.3.70)

Die Losungen miissen normiert sein, also ist

2w 2w

//|n7m|251n9d9d¢://Y’ej‘mnmsineczedqs: | (6.3.71)
0 0 0 0

Deshalb ist die Integrationskonstante aus Gleichung (6.3.70)

1 4/(20+ 1)
C = N/ (6.3.72)

Mit dem Erzeugungsoperator

llY&m = he'? lé’a@ — m cot 9] Yim (6.3.73)

konnen alle Funktionen konstruieren werden. Wenn ¢ = 0 ist, ist
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151 6.3 Das Wasserstoffatom

Mit den Rekursionsrelationen erhalten wir

(=0 m=0 Yyo=—— (6.3.74a)
4
3 3
/=1 m=0 Yio= —cos@zﬂ—-z (6.3.74D)
7 4T r
3 , 3 xt1
(=1 m==1 Vi =F —sinfer = 5,/ 2= (6.3.74c)
' 8 8t r
5 (3 1 1[5 222 —a%— 2
(=2 = Yoo =1/— | = 26—)— —
m=0 20 7r<2COS 2 2\ 47w 72

(6.3.74d)

15 : 1 /15 (xz %

(=2 m==41 Yoy = F/— sinfcoshe™™® = F- —w (6.3.74e)
’ \ 27 2\ 27 r2

1

B B LIS o gy ] 15(
=2 m==2 YQ’i2—4 27Tsm fe =1\2,

x j:iy)2
r

(6.3.74f)

Darstellungen dieser Wellenfunktionen finden Sie im Anhang A.1.

6.3.2.4. Radialteil der Wellenfunktion
Der Radialteil der Wellenfunktion (6.3.14) ist
21 2 1

[ I} d<r2d>+h€(€+)

2mer2dr dr 2m,r?

+V m] R(r)=E-R(r) (6.3.75)

Diese Gleichung gilt fiir alle spharisch symmetrischen Potentiale. Wir verwenden

1d d 2 2d
<2 )— +=— (6.3.76)

r2dr r% T dr?2 | rdr

und Multiplizieren die Gleichung (6.3.75) mit 2%

d*R  2dR (({+1) 2m.V (r) 2Em,
- = —— R R = R 6.3.77
dr?  rdr * 72 * h? h? ( )
wir setzen
2Em. [ +k* fir B> 0;
A= 2 { —r?, fir F <0. (6.3.78)
~ 2m,
V(r)= 2 V(r) (6.3.79)
und erhalten aus Gleichung (6.3.77) die skalierte Gleichung
d*>R  2dR ~ C(+1)
—+——F+ A=V () ———=|R=0 6.3.80
dr? ~ rdr * [ (r) r? ( )

Um den Grenzfall: r — oo zu betrachten verwenden wir den Ansatz R = "ST)

und formen die Gleichung fiir die radiale Wellenfunktion um. Fiir die Ableitungen
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gilt
> u(r) d (1du(r) 1
prEa —dr<r )
Ldu(r) 1d%u(r) du(r)1 1
= —— — — —_ 2 —_
r? dr +r dr? dr 7’2+ u(r) r3
_1dPu(r)  2du(r) N 2u(r)
o dr? r? dr r3
2d (u(r)\ 21du(r) 2
m( 5 ) = a0
_2du()ul)
2 odr r3
£ (1), 24 (1)) _1dur)
dr? \r rdr \ r Cor dr?
Zusammen erhalten wir
1 d%u ~ Cl+1)|u
- A — — — = .3.81
frdr2+l V(r) - . 0 (6.3.81)
oder mit r # 0
d*u ~ ((0+1)
Im Grenzfall r — oo muss das Potential null sein, also
lim V =0
r—00
lim 76(64_1) =0
r—00 r2
Im Grenzfall » — oo lautet Gleichung (6.3.82)
d?u (r)
0 + Au(r) =0 (6.3.83)

e Wenn E > 0 ist, das heisst, wenn A > 0 ist, lautet die Losung fiir freie
Elektronen

u(r) = C1e™ 4+ Coe ™ (6.3.84a)
1 ) )
R(r) = ;(Cle’kr—i—Cge_’kT) (6.3.84b)

iwt)

Zusammen mit der zeitlichen Losung (e™*) haben wir ein- und auslaufende

Kugelwellen.

o Im Falle gebundener Zustdnde, wenn E < 0 ist, das heisst, wenn A < 0 ist,
lautet die Losung

u (7’) = C’le”" + C2€_HT (6385)
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153 6.3 Das Wasserstoffatom

Da die Losung fir r — oo gegen Null gehen muss, muss C; = 0 sein. Also ist

R(r) = %e’” (6.3.86)

r

die Losung fiir gebundene Zustande.

Die gefundenen allgemeinen Losungen gelten nur fiir » — oo. Die Form der Losung
héangt allein von der Asymptotik des Potentials ab. Die Losungen fiir » — 0 hangen
jedoch von der Form des Potentials V(1) ab und sind fiir jedes Potential anders.

6.3.2.5. Radialfunktion fiir das Wasserstoffatom 1H

Mit den allgemeinen Lésungen fiir ein beliebiges Potential V' (r) kénnen wir nun
die Losungen fiir das Wasserstoffatom berechnen

7Ze?

Vir) = 6.3.87
(r) dmegr ( )
Wir wenden die Variablentransformation
0= 2Kr (6.3.88)
mit der Definition fir £ < 0 aus Gleichung (6.3.78)
2m.E
K=\""2 (6.3.89)
Weiter setzen wir
R(r) = R(2kr) = R (o) (6.3.90)
Mit
iR _dR do_dR
dr  do dr dp
’R &R
7R — 7R4ﬁ2
dr? do
wird der Radialteil der Wellengleichung (6.3.75)
*R 4k dR 2m.Ze*2k L (0+1)4r%] =
0= ——4r>+ — - 2k-— + |A ° — R
do? e 0 & do + [ + h24meqo 0?
PR 2dR [-r*  2m.Ze* (0 +1)]
0:2++[ Doy et ( - )]R
do o do 4k h?4meg2k0 0
PR 2dR 1 B ((+1)] =
=— 4+ —— —_— 4+ — = .3.91
d92+gd9 [ 4—1-%@ 7 R (6.3.91)
mit 702
e me
= — 6.3.92
47TFL2€0 ( )
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Zur Losung von Gleichung (6.3.91) verwenden wir den Exponentialansatz

R (o) = e *v (o) (6.3.93)

Zuerst berechnen wir die einzelnen Ableitungen

AR d

do do <€_Q/2U <Q))
1 _0dv(0)
- ,—0/2 0/2707 \&J
¢ v (o) +e a0

R g (_v (o)  dv (Q)) el (_1dv (o) | d* (Q))

2 2 do 2 dp do?

CR . 2dR _ _p[v(e) 1dv(e) 1dv(e)  dPv(o) wv(o)  2dv(o)
do*  odo 4 2 do 2 do do? o o do
_ o [v (0) _v(o) , dv(e) (2 B 1) LT (@)]

4 0 do \o doo
@R 2dR e 9? (0) 42 (

dv v (o)
bl e —4) + —40+8)+4 6.3.94
do* odo 4o [U@ le=4 do (ows) e do? 1 ( )

Wir setzen den Exponentialansatz in Gleichung (6.3.91) ein, verwenden die Ablei-
tungen aus Gleichung (6.3.94) und spalten e=%/2 > 0 ab.

L0 (10 [t 2]
N R

Gleichung (6.3.95) kann mit dem Rekursionsansatz gelost werden

v(o) =" > e’ = a0 (6.3.96)
v=0 v=0

wobei ag # 0 ist. Eingesetzt erhalten wir

o0

ST w4 p) v+ p—1) a0

v=0

NEENT Y-

0 v=0

N [(B _ 1) LS G 1)] S 0"t =0 (6.3.97)

K 0 LS v

Fir v = 0 tritt nur g auf. Fiir v = 0 bekommen wir
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155 6.3 Das Wasserstoffatom

2 B 1 1
() (= 1) g™ + (g - 1) poge ™t + [(K - 1) 4+ ”i}‘;)] oo = 0

0
B
(1) (1 = 1) g™ + 2pa0" > — page ™" + </< N 1) Q0"+ (L4 1) a2 =0

Die Gleichung gilt dann allgemein, wenn die Summe der Koeffizienten von o2
fiir jedes v getrennt gleich null sind. Wir erhalten so eine Gleichung fiir u

p(p— 1) a2 + 2u0" g — £ (L + 1) ape" 2 =0 (6.3.98)

Vereinfacht erhalten wir

p(p—1)+2p—0(0+1) =
plp+1)—2(l+1)=0

Wir wissen aus den Losungen fir Y ,,, dass ¢ > 0 ist. Die Losungen fiir ;1 sind

], brauchbare Losung;
=3 —r- 1, fihrt in Gleichung (6.3.95) zu einem bei ¢ = 0 divergenten v(p).
(6.3.99)
Die Bestimmungsgleichungen enthalten fiir g bei v = 0 enthalten auch hohere
Potenzen von p. Diese sind aber nicht vollstdndig, da auch die Summanden bei
v = 1 Koeffizienten mit diesen Potenzen haben. Nun kann man in Gleichung
(6.3.97) p = { einsetzen und fir ein bestimmtes v die Beziehungen zwischen den
ay,s aufschreiben. Die Vorfaktoren des niedrigsten Exponenten v+ ¢ — 2 liefern eine
Rekursionsgleichung

a v+ O)w+l=1)+2@w+0)—L((+1)]

B
+a,q |—(v—1+10)+ (H — 1)} =0 (6.3.100)
Wir setzen
B

wobei k durch k,, ersetzt wurde, da x von n abhingt. Mit dieser Abkiirzung erhélt
man aus Gleichung (6.3.100)

{ —
o= 21N St (6.3.102)

viv+20+1
Es gibt 2 Losungstypen:

o Wenn die Kette nicht abbricht, dann fithrt dies in Gleichung (6.3.95) zu einer
Exponentialfunktion, die im Unendlichen o — oo divergiert. Diese Losung
ist unphysikalisch.

o Wenn die Kette abbricht, muss in Gleichung (6.3.102) der Zéhler fiir ein v,
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null sein, das heisst:

Unax F0—n=0= vpax + 0 =n (6.3.103)

Aus dem Zéhler von Gleichung (6.3.102), aber auch aus der Definition Gleichung
(6.3.96), ergibt sich die Forderung

v>0 (6.3.104)

Also ist das ganzzahlige v in der Rekursion mindestens eins. Zusammen erhalten
wir aus (6.3.103) und (6.3.104) die Bedingung

(<n-—1 (6.3.105)

In der ganzen Rekursionskette ist «aq frei wéhlbar. Dieser Koeffizient ergibt die
Amplitude. Die ersten «,, sind fir ag = 1

n=1| n=2 n=3 n=4
(= 0 0O [1]jo] 1|20 /]1]2]3
v=0] 1 L1t v [ 1]1]1
v=1 0 —3 |0 -1 —3|0| =3 |—-3|—-5|0
v =2 0 010 ¢ |0 0]l 3 |5 ] 010
v=3| 0 00/ 0] 0 0=%]0] 0710
v=41 0 0 (0 0| 00| 0 1]0]O0]O

Tabelle 6.1.: Tabelle der ersten «,,, wenn g = 1 ist.

Die ganzzahligen Indizes heissen
n HAUPTQUANTENZAHL

¢ DREHIMPULSQUANTENZAHL

Die zu den Haupt- und Drehimpulsquantenzahlen gehorigen nicht normierten Funk-
tionen sind

n—~—1

U= Y a0’ (6.3.106)
v=0
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6.3 Das Wasserstoffatom

n|t Un ¢

110 V1,0 = OéogoJrO =1

210 Va0 = 0" + a0 =1 -2
1 Vo1 = o't = p

310 v30 = ag0" ™0 + a1 0" + ap® 0 =1 - o+ %
1 v31 = o’ + 'ttt = o — %2
2 vz = ap”"? = ¢?

410 U47():aoQO+O+CX1Q1+O—|—Oé2Q2+O+CY3Q3+0:1—2%4-3%2—5
1 vg1 = T a0t F e =0 -4S + %
2 Ugp = ap®t? + a0 = 0* — %3
3 vg3 = "t = ¢°

Tabelle 6.2.: Nicht normierte Eigenfunktionen zu n und /¢

Die normierten radialen Eigenfunktionen als Funktion der dimensionslosen Varia-

blen o sind
n / én,l(@)
0| Riole) = shme e
20| Raolo) = 575 (1-8)eer
1 RQJ(Q) = 4&@@679/2
30| Raple) = 505 (1—0+%)ee?
~ 2
L| Railo) = 5z (0= &) e
2| Rsa(o) = grm0’e??
- N
40| Riolo) = 575 (1 ~%+4 54) e ?
~ 2 3
L] Ria(o) = 1y/e5 (0 - §+) e’
2 ]?4,2(9) = 8\/11ﬁ (Q2 %) e¢/2
3 R4,3(Q) = 48\/170771.Q36_Q/2
~ 3 4 _
5 0| Rsole) = 55 1—2@2+02;%jf70)e e/2
1| Rs1(0) = 2\/13? 0— 3% + 32%]4 — 1970) e~0/?
=~ 3
2 | Rso(0) = 550/% (¢ - 5 )’
3| Rsalo) = goumn (08— &) e
4| Rsalo) = ypvmete
Tabelle 6.3.: Normierte radiale Eigenfunktionen als Funktion der dimensionslo-

sen Variablen p
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H: Radiale Wellenfunktionen

0.2

0.15 =
1
0.1 | .
5 .
i
0.05 =
o
-0.05
20
p
H: Radiale Wellenfunktionen: Wahrscheinlichkeit
0.3 : : :
‘ amp?Rige) ——
: : 2 2 I
0.25 b N 4mp?RE () i
amp?REy(p)
0.2 e B oAt Rl T
3 ) 3 R
g\lm ; oo \ : 4mp R3,1(P)
N I WA e S S - i
o~ 0.15 [ // P ‘ 7 anp? B2,  ——-—
& o1 SO N N et R
) I R LN N S N . -
c VAN At REe) -
; X7 0NN N
o / . NN NN, 4mp® Rga(p) -
0.05 o/~ ,x;;"."\‘,‘, RN S PPN T
LN T TN 4o’ Ra0)~
~ . /‘} \ LN ~o RN IS
A 2 Tl LT~ s =
0 \/ | I e R LT T
0 5 10 15 20

Abbildung 6.12.: Oben: normierte radiale Wellenfunktionen R des Wasser-
stoffs. Unten: Wahrscheinlichkeitsdichte 47?92}?%’0(9) der Was-
serstoffwellenfunktionen abhéngig vom Kernabstand.

Abbildung 6.12 zeigt fiir n = 1 bis n = 4 die radialen normierten Wellenfunktionen
des Wasserstoffs. 47r92f{io(g) hat bei ¢ = 2 ein Maximum. Das bedeutet, dass das
Wasserstoffatom im Grundzustand etwa einen Durchmesser von 106 pm hat (siehe
auch Gleichung (6.3.114)), was eben p = 2 entspricht. Der Kerndurchmesser ist
10° mal kleiner, also in der Darstellung nicht sichtbar.

Mit der Riicksubstitution o = 2k,r bekommen wir die radialen Eigenfunktionen
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159 6.3 Das Wasserstoffatom

des Wasserstoffatoms

n £ Ry(r)
10| Rig(r) = gz e
20| Raglr) = o (1 mar) e
S i
30 R3,0(T) = ﬁ (1 — 2K3T + %) e AT
| Ros) = e (52 o
2| Raa(r) = 6\/15 K3rZe rsT
1| Ryq(r) = %\/g (,{470 g %) o—Rar
2 | Rup(r) = 5= (/@ZrQ -~ “3;3) o—har
3| Ruslr) = oo i
50| Raalr) = i (1~ ey 13t 35 4 )
1| Rsq(r) = \/% (ch,r — 3“5’"2 + 3”5’"3 _ ”?fg“ o hT
2 | Rsa(r) = f5y/T (w2 — 285 4 280 eoror
3| Rss(r) = 15?/% (,{grzs _ K‘ir‘l) J—
1] Roa(r) = X gpierer

Tabelle 6.4.: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms

o0 ist eine Zahl, r eine Lénge, also ist x eine inverse Lange. x ist ein Mass fiir die
REICHWEITE der radialen Wellenfunktion: je grosser x ist, desto kleiner ist die
AUSDEHNUNG der Wellenfunktion. Die Konstante ,, in Tabelle 6.4 hat die Grosse

2m. kb,
-
Mit den Gleichungen (6.3.92) und (6.3.101) kann der n-te Energiceigenwert be-
rechnet werden.

Rp =

2.4
E, = _% . i (6.3.107)
2h? (471'50)2 n?

Wir kénnen nun auch x,, mit E, ausdricken

meZ2et 1
es”€ L 2
- \l 2me( 202 (dreg) nz) mele 1
n=\— —

= i (6.3.108)

Schliesslich haben wir
Ry (r) = Npgexp (—knr) TéLffi:‘Zl (2K,7) (6.3.109)

Dabei ist
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_ (26)2 [ (n—t—1)!

Ny = 6.3.110
. 2V2m n(l+n)! ( )
ein Normierungsfaktor und
L2€+1 _ (_1)2(-‘1—1 d2€+1 L (6 3 111)
n+€ - d02€+1 n-’rﬁ J.

eine Funktion (ZUGEORDNETES LAGUERRE-POLYNOM), die aus einem LAGUERR-
SCHEN POLYNOM

[ LAy 6.3.112
n+l — (n + 6)‘ € dQ”"'e (e Q ) ( i )
durch Ableiten erzeugt werden kann.
Die Grosse T

i = — 2 2 (6.3.113)

nh?4req nag

ist ein inverser Radius. Der Kehrwert 1/k,, gibt die radiale Langenskala der Wel-
lenfunktion an. Je grosser &, ist, desto ndher zum Kern wird die Wellenfunktion
zusammengedriickt. Bei Integraltransformationen wie der Fouriertransformation
tauchen aquivalente Grossen auf: Dort werden sie WELLENZAHLEN genannt.

Der inverse Radius «,, hangt von der 1/n ab und der Kernladung Z ab. Der von der
Quantenzahl n und der Kernladungszahl Z unabhéngige Radius ag, der BOHRSCHE
RADIUS, hat den Wert

11 dreoh?
ap=-— =" _599177-10"" m (6.3.114)

n Ky mee?
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161 6.3 Das Wasserstoffatom

n | Ry(r)
10| Rig(r) = 1w esr = L e=rian
7ra0
2 0] Rop(r) = ﬁmg’ﬂ (1 — Ror)e™"2" = m (1 _ ﬁ) o~/ (2a0)
1 RQ,l(T) = \/%53/2 Kore 2T = ’ Giag/z %e_r/@ao)
3 0] Rsp(r) = #,{3/2 (1 — 2K3T + %) oK — W (1 _ 3%7«0 4 22;;%) o~/ (3a0)
1 R3,1(T) = 3\/25/12/2 (2/{37‘ — R%TQ) e~ RaT — W (% . %) efr/(?)ao)
2 | R3a(r) = 3¢21W'f§/2 K3rleTraT = W%efr/(&zo)
40| Ryp(r) = i\//; (1 — 3kyr + 263107 — @) e haT — ;}/(4:/02) (1 _ %O + % _ %)
3/2 3 3 Tag 0 0
1 R471(7’) = 3?5—71_ (547“ — /-{,ir2 _i_'%) =R — 32\}5157 (C:;O _ % + 8828) e—r/(4a0)
2 | Rys(r) = \/%KZ/Q (,@2”,2 _ @) oA — 1281/57’&/2 (% B 1;2(3)) ¢~/ (4ag)
3 R4’3(T) = 3%%2/2/{27“367&47‘ _ 15361/ﬂﬂi/2%677"/(4a0)

Tabelle 6.5.: Normierte radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms.

Die normierten radialen Wellenfunktionen sind in Tabelle 6.5 dargestellt. Bei Hy-
perphysics gibt es eine schone Darstellung dieser Funktionen. Eine Skizze dieser
Wellenfunktionen findet sich auch im Anhang A.2.

6.3.3. Volistandige Wellenfunktion des Wasserstoffatoms

Die vollstandige Wellenfunktion eines durch n, £ und m gegebenen Zustandes eines
Wasserstoffatoms ist

Uyt (1,0, 8) = €™ P (cos 6) R (r) (6.3.115)
mit
n € N
0 < ¢ < n-1
— < m < 14

Die Wasserstoffwellenfunktion ist dann

s(n—0—1)

2n (n+0)! e/ (a T>é Lfléjfl (ar) Yim (6, ¢)

\Dn,k‘,m(ra 0, QS) -
(6.3.116)
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wobei )
47T€0h
ag =

mee?
der Bohrsche Radius und

mee? 7 27

degh? n nag

o =2k =

ist. eine andere Darstellung von Gleichung (6.3.116) findet sich in Arfken und
Weber [AWO5] (genannt Wasserstofforbitale). Sie lauten

mee? Z>3 (n—0¢—1)!

U, (7,6, 0) = J (

2meh? n) 2n(n+0)!
_ _mee? A me€2 A !

. 47r50h2 n . ..

¢ 27’(’8077,2 n "

2 7

J20+1 mee

n+t ((271'807”12 n "

: Yk,m (07 ¢)

Es gibt Autoren, die schreiben

Y™ (6,6) = Yo (6,0). (6.3.117)

“r
Versuch 17: Versuch zur Vorlesung:

Orbitalmodelle: Stehende Wellen auf runder Wasseroberfléche (Ver-
suchskarte AT-60)

Versuch 18: Versuch zur Vorlesung:

Orbital-Modelle: Styropormodelle von Ladungswolken (Versuchs-
karte AT-61)

162 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, (e


http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/AT/pdf/AT060V00.pdf
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/AT/pdf/AT060V00.pdf
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/AT/pdf/AT061V00.pdf
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/AT/pdf/AT061V00.pdf

163 6.3 Das Wasserstoffatom

6.3.4. Unbestimmtheitsrelationen und Vertauschungsrelationen

Die folgende Ausarbeitung folgt der Behandlung von Gordon Baym]| , S. 66].
Eine analoge Darstellung findet sich im Buch von Landau und Lifschitz | ,
S. 46].

In der Quantenmechanik ist es tiblich Skalarprodukte mit Brackets zu beschreiben.
Die Definitionen sind:

(u) der Spaltenvektor der Funktion g
*(u) der Zeilenvektor der zu

f konjugiert komplexen Funktion

(f(W)lg(u)) = (f(u), g(u)) = f(u)-g(u)
(f(u)]g(u)) = /_O:O f*(u)g(u) du Skalarprodukt von f(u) und g(u)

Ohne Angabe der Variablen (man muss sie sich denken!) kann auch geschrieben
werden

lg) = der Spaltenvektor der Funktion g
(fl = der Zeilenvektor der zu

f konjugiert komplexen Funktion
{(fly =(f.9)=1F-g
+oo
(flg) = / f*gdu  Skalarprodukt von f und g in einer Dimension (6.3.118)

Nun seien |©) und |®) normierte Wellenfunktionen, das heisst (©|0) = 1 und
(®|P) = 1.
Behauptung:

(O]|P)] <1 (6.3.119)
Beweis:
Sei
IC) = 16) — e |®) fira € R

Die Reihenfolge der Wellenfunktionen darf nicht gedndert werden, Zahlen diirfen
vor das Skalarprodukt gezogen werden. Dann ist

0 <(¢|¢) da dies eine Norm ist
= (] = e (@) (r@> )
(0]©) — ¢ <@r<b> T(D|O) + e (D)
=2 (O[d) — e <<I>r@>
— 2> ¢ (O|D) + e~ <<1>\@> (6.3.120)
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Gleichheit gilt also nur, wenn |() = 0. Wir erinnern uns an die Definition des
Skalarproduktes in (6.3.118). Deshalb gilt

eI (P|O) = e~ /_+°° OO du — (aa /_+°° R du)* — (¢ (0®)" (6.3.121)

In (6.3.120) ist die rechte Seite eine reelle Zahl, aufgrund der Konstruktion der
Gleichung. Nach dieser Uberlegung, und nach Gleichung (6.3.121) haben die Ima-
ginérteile der beiden Summanden unterschiedliches Vorzeichen, sind aber gleich
gross. Wir wahlen das beliebige « so, dass

(B|®) = e |(O|D)] (6.3.122)

ist. Dann kann die letzte Zeile von Gleichung (6.3.120) so umgeformt werden:

2> € (0]@) + e (D]O) = (B]D) + (¢ (6]D))
2> e |(0]D)] + (e [(]®)]) = [(O]@)] + [(O]@)]"

Betrage sind positiv und reell
2>2(0|D)] (6.3.123)
Damit ist die Behauptung gezeigt:

[(O]P)] <1 (6.3.124)

Bei nicht normierten Funktionen verwendet man

© . ®

Joe) T Jale)

Aus Gleichung (6.3.119) erhélt man

J{©le) /(2]o) > |(0]0)] (6.3.125)
Aus Gleichung (6.3.120) erhélt man

©1®) . (®6)
J©le) /(o) J©le) /(o)
2,/(6]0) /(@[®) > ¢ (B]®) + ¢ (@]O)

2267:&

und damit

Jee) /@) > ; (¢ (0]0) + e (a]6)) (6.3.126)

Die Standardabweichungen der Wellenfunktion |¥) der Orts- und Impulsoperato-
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165 6.3 Das Wasserstoffatom

ren sind

Az = /(& - (z))") (6.3.127a)

Ap, = \/<(f>x —(p))) (6.3.127D)

wobei fir die Erwartungswerte wie tiblich nach Gleichung (6.3.118) gilt:
(2?) = (]| ) :/<\If|>2*§<|\11> dr = /xlz*fc*fcxpdr -~ /\If*xQ\Ifdr

Wir nehmen an, dass das zu untersuchende Teilchen die Wellenfunktion |¥) hat.
Wir definieren

©) =& —(2)) |¥) (6.3.128a)
1) = (P2 — (p2)) |¥) (6.3.128b)

Dann ist mit der Definition des Skalarproduktes (6.3.118)

(0]0) = / U (% — () Wdr — (Az)’ (6.3.129a)
(@10) = [ W (b~ (p)) (b — () Wy = (D) (6:3.120D)

Aus Gleichung (6.3.125) bekommen wir

(0]6) (2|P) > [(O]®)|" (6.3.130)
Nun ist (©|®) = z eine komplexe Zahl. Dann ist
9 Z2+ 2*\? z—2*\?
22 = 22 = R(2)? + S(2)? = < s ) + ( § ) (6.3.131)
Ausgeschrieben
2 2
(0|0) (P|P) > <<@|¢> —5 <<1)‘@>> + (<@‘q)> ;L <q)|@>> (6.3.132)

Wir haben nun

Wenn wir ¥ und & vertauschen erhalten wir
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(2]O) = (V[ PaX [V) — (pa) (x) (6.3.134)

Daraus ergibt sich

(0]2) — (2|0) = (V[ XD4 [¥) — (pr) () — (Y] DX [¥) — (pa) (z))
= (V[P [) = (V[ paX W) (6.3.135a)
(B]®) + (®[0) = (V[XD4 [V) — (pa) (x) + ((¥| DX [¥) — (pa) (7))
= (| %D |¥) + (V] Do [V) (6.3.135b)
Weiter bekommen wir
1oy ooy > ({2210 ) NEE <q>|@>>
:< | %P, |V ‘Iflpx |‘1’> <‘11|pr|‘1’ (U] pa% I‘I’>>
:< Xpo | ¥ \Iflﬁa,flllf> < §<f> 1) |q:>>
:< ) + (qﬁ;;)x ) (6.3.136)
Schliesslich haben wir
(AzAp,)* = (0]|0) (D|D)
(80e) + (9% )" (%]’
() ()
o (([ﬁ,ﬁxD)z
- 2
(i R
SOR:
h
AxAp, > B (6.3.137)
Alternativ erhélt verwendet man Gleichung (6.3.126) mit ’* = —i und der Annah-

me, dass () = 0 und (p,) = 0 (was sich immer durch eine Galilei-Transformation
erreichen ldsst). Dann kénnen wir die folgende Umformung durchfiihren:
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167 6.3 Das Wasserstoffatom

Az Ap, > ;(—i (0]®) + i (3]6))
= 2 ((©]®) - (®[6))
=~ (W1 (&~ () (B — () 19) — (9] (B — (p2}) (3 — () )
= 2 (W (& — () (B — (p2)) — (B — {p)) (% — () W)
_ _;’ (U] %Py — % (po) — (2) Doy + () (p2) — Puk + Do () + (pa) % — (po) (z) [T)
_ _; (U] %Dy — Pak + (pa) (& —R) + (@) (Pr — Do) | )
= L w1h, — R |W) = L (0] [%.5,] )
_ —;ih<\11|\11) :;L

UNSCHARFERELATION oder UNBESTIMMTHEITSRELATION
h
AzAp, > 5 (6.3.138)
Nach Landau und Lifschitz | , S. 46] folgt aus
fg —gf = —ine (6.3.139)

wobei f und ¢ beliebige Operatoren zu den klassischen Grossen f und g sind und
bei der ¢ der Operator zur klassischen Grosse ¢ (der Poisson-Klammer) ist, dass
im klassischen Grenzfall alle Operatoren vertauschbar sind. In zweiter Naherung
kann der Operator ¢ als Multiplikation mit ¢ aufgefasst werden, so dass

fg —of = —ihe (6.3.140)

und in Analogie zu den Impulsen

AfAg ~ he (6.3.141)

Man schliesst also, dass fiir allgemeine Operatoren Q) und Qg, bei denen man iiber
eine Transformation <Ql> = 0 und <QQ> = 0 erreichen kann, die UNBESTIMMT-
HEITSRELATION gilt

0. |

AQy AQ, > {2 (6.3.142)
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Fir allgemeine durch Matrizen dargestellte Operatoren muss die komplexe Konju-
gation 2* durch die Adjungation Qf ersetzt werden, also durch die Transposition
der Matrix und der gleichzeitigen Konjugation.

Einen Uberblick tiber einige Unschérferelationen finden Sie in | ; .

6.3.5. Quantenzahlen, Spektren und Energien

Beim Wasserstoffatom hatten wir drei Quantenzahlen

n=123 Energiequantenzahl
0<i<n-1 Drehimpulsquantenzahl
—<m</ magnetische Quantenzahl

Diese drei Quantenzahlen beschreiben den atomaren Zustand des Wasserstoffa-
toms. Das RYDBERG-GESETZ besagt, dass fiir hochangeregte Zustéinde nur die
Energiequantenzahl n wichtig sei. Das bedeutet, dass alle Drehimpuls- oder /- und
alle magnetischen oder m-Zustédnde die gleiche Energie haben.

Zustédnde zu verschiedenem ¢ oder m, die alle die gleiche Energie
haben, heissen entartet. Die Anzahl Zustande bei verschiedenem ¢
oder m mit der gleichen Energie ist die ENTARTUNG.

Es stellen sich die folgenden Fragen:

o In welcher Reihenfolge werden die Zustande besetzt?

o Wird die Entartung aufgehoben?

e Was ist der Grund fiir die Entartung?

Um sich den Antworten zu nadhern, ist es instruktiv, nochmals die KEPLER-GESETZE
zu betrachten. Diese beschreiben geschlossene Planetenbahnen, wenn das Potential
sich wie 1/r verhalt. Jede Abweichung des Potentials von einem 1-Gesetz bewirks
eine Perihel-Drehung, also auch dann, wenn sich mehr als ein Planet um das Zen-
tralgestirn bewegt.
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169 6.3 Das Wasserstoffatom

Abbildung 6.13.: Sommerfeld-Bild: Modell eines Atoms mit einem ,Leucht-
elektron*

Abbildung 6.13 zeigt verschiedene Keplerbahnen, wobei die Bahn mit der grossten
Exzentrizitat die Bahn des Leuchtelektrons sei. Abbildung 6.14 zeigt eine Skizze
eines Leuchtelektrons auf einer Rydbergbahn zusammen mit dem Kern und der
ihn abschirmenden Elektronenwolke

Leuchtelektron

Elektronen r e

—(Z—l)e

7 Ze
Kern

—1 2r,

Kern

Abbildung 6.14.: Atom mit einem Leuchtelektron

Bei Atomen mit einem Elektron auf einer Rydbergbahn, wenn also r > rq gilt, ist
die Coulombkraft F, = — 47350 i—i unabhéngig von der inneren Struktur des Atoms.
Die Z — 1 Elektronen kompensieren Z —1 von den Z positiven Ladungen im Kern.
Wir sprechen hier von einem GESCHIRMTEN POTENTIAL. Andererseits ist auch
ganz in der Nahe des Kernes, das heisst fir » ~ rge, die Coulombkraft einfach.
Dort mitteln sich die Krafte der sonstigen Z — 1-Elektronen zu null, da bei einer
isotropen und kugelsymmetrischen Umgebung die Elektronenverteilungen beziig-
lich des Kerns symmetrisch sein miissen. Externe Felder storen diese Symmetrie.

Die Coulombkraft ist dann F, = 1_Ze*

4dmeg 12
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Abbildung 6.15.: Skizze: Coulombpotential und effektives Potential

Abbildung 6.15 zeigt eine Skizze des Ubergangs vom geschirmten Potential fiir ein
Elektron fiir r > ry zum reinen Coulombpotential eines Kerns mit der Ladung
Ze. Die genaue Form des effektiven Potentials ist schwierig.

Die Existenz eines effektiven Potentials bedeutet, dass ein Elektron innen sich auf
einer Bahn zu einem anderen Coulombpotential als aussen bewegt. Die Energie
héngt also nun vom Drehimpuls ab. ¢ = 0 ist eine Kreisbahn, die von einer ein-
zigen effektiven Ladung bestimmt ist. ¢ > 0 bedeutet, dass das Elektron sich in
Potentialen zu verschiedenen Energien aufhalt. Damit andert sich die Energie und
die Abschirmung hebt die Energieentartung auf.

2 2 2 2
0 S1,z Pl/2.3/2 D3/2,5/2 FS/z,m H-Atom
_ 5 5d 5f —
5s » 5s
. 4d 4 s
T 4 —_ 4s
3d
3p —_—
2 = s
& Ubergan
B3| gang
>
Q
(=
“ . «_agan
. %» Multiplizitat
7Pt
-5 _| f ?
2 \ 2s
n i
-

Abbildung 6.16.: Grotrian-Diagramm fiir Lithium im Vergleich zum Wasser-
stoff

Energieniveaus werden iiblicherweise mit GROTRIAN-DIAGRAMMEN (siehe Abbil-
dung 6.16) dargestellt. Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6.6 zusammen-
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171 6.3 Das Wasserstoffatom

gefasst.

Buchstabe | Drehimpuls | Name
S (=0 sharp

p (=1 principal

d (=2 diffuse

f (=3 fundamental
g (=4 :

Tabelle 6.6.: Bezeichnungen der Bahndrehimpulszustande

Es gibt die folgende Konvention:
grosse Buchstaben beziehen sich auf das gesamte System
kleine Buchstaben beziehen sich auf ein Elektron

Bei den Alkaliatomen kann man empirisch Serienformeln angeben, die analog zur
Balmerserie sind. Fiir die Energien der einzelnen Zustande gilt:

En,e == _RNa - he - % == —RNahC L 3
ng sy (n—A(n,0))
nerr = n — A(n,l) ist dabei eine im Allgemeinen eine nicht ganzzahlige Haupt-
quantenzahl. A(n, ) ist der zu n und ¢ gehérende QUANTENDEFEKT.
Die Quantenzustidnde werden als Absorptions- oder Emissionslinien untersucht.
Bei Absorptionslinien ist unter Normalbedingungen nur der Grundzustand eines
Atoms besetzt: man beobachtet also ausschliesslich nur die Hauptserie aus Reso-
nanzlinien. Die gelbe D-Linie des Natriumatoms wird durch den Ubergang 3s — 3p
erzeugt. Die mit Grossbuchstaben bezeichnete Gesamtheit aller s- beziehungsweise
p-Terme ist beim Natrium

(6.3.143)

Hauptserie | 35 <> nP
Nebenserien | 3P < nS
3P+ nD mitn>3

Tabelle 6.7.: Haupt- und Nebenserien beim Na

Beim K-Atom ist die Elektronenkonfiguration der inneren Elektronen eine Ar-
Konfiguration. Dazu kommt ein dusseres Leuchtelektron. Die Konfiguration des
K-Atoms besteht aus zwei s-Elektronen mit n = 1, bezeichnet als 1s?. Dann folgen
zwei s-Elektronen mit n = 2, die mit 2s? angegeben werden. Weiter gibt es sechs
p-Elektronen (2p%) mit n = 2, zwei s-Elektronen mit n = 3, also 3s? und sechs
p-Elektronen mit n = 3 angegeben mit 3p°. Kurz gibt man das als

15 25% 2p° 35 3p° = [A1] (6.3.144)
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In der ganzen Konfiguration ist neben der [Ar]-Edelgaskonfiguration noch ein Elek-
tron unberiicksichtigt. Dieses kénnte sich sowohl in einem [Ar]3d" oder [Ar]4s! sein.
Welche Konfiguration hat die kleinste Gesamtenergie? Das s-Elektron hat eine ho-
here Wahrscheinlichkeit, sich nahe am Kern aufzuhalten als das d-Elektron. Es
bewegt sich also mehr im unabgeschirmten, potentialmaéssig tiefer liegenden Teil
des Wechselwirkungspotentials, liegt also bei einer tieferen Energie (siche auch
Abbildung 6.17). Obwohl das d-Elektron eine stabilere Konfiguration zu haben
scheint, ist die Konfiguration des K [Ar]4s'.

H: Radiale Wellenfunktionen

0.18 T
; ; ; 3d ——

0.16 e
0.14 \ *
0.12
Y IR B R W VA
ool \/
0.06 \(
IO A AN
0.02 Aﬂ< / \ /

RVAVAIRVA ‘ — |
Abbildung 6.17.: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms gewichtet
mit der Oberflache der Kugelschale beim Radius p.

41 p? R¥(p)

6.3.6. Uberginge, Franck-Condon-Prinzip

Die Wahrscheinlichkeitsdichte berechnet aus der Wellenfunktion gibt die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit in den drei Dimensionen des Raumes. Nach Einstein und
seinen Relativitatstheorien kommt dazu als vierte Dimension die Zeit. Die Zustan-
de eines Elektrons im Wasserstoffatom sind weiter durch die Energie charakte-
risiert, also eine fiinfte Dimension, aber mit diskreten Werten. Im gleiche Sinne
stellt die Lénge des Bahndrehimpuls eine sechste Dimension, die z-Komponente
eine 7. Dimension mit diskreten Werten und die z-Komponente des Spins die 8.
Dimension.

Diese Uberlegungen sind dquivalent zu denen in der theoretischen Mechanik oder
der Thermodynamik, wo ein Massenpunkt durch sechs Koordinaten in einem sechs-
dimensionalen Raum beschrieben werden, durch drei Orts- und drei Impulskoor-
dinaten.

Wenn nun ein Elektron in einem Atom von einem Zustand einer
Energie in einen Zustand einer anderen Energie tibergeht, andert
sich sein Ort nicht.
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173 6.3 Das Wasserstoffatom

H: Radiale Wellenfunktionen

0.18 ;
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41 p® R¥(p)

Abbildung 6.18.: Uberginge zwischen Zustéinden am Beispiel der radialen Wel-
lenfunktionen des Wasserstoffatoms gewichtet mit der Ober-
flache der Kugelschale beim Radius p.

Abbildung 6.18 zeigt eine Skizze dieses Vorganges. In der Abbildung sind diskrete
Linien eingezeichnet. Diese sollen das Franck-Condon-Prinzip, das insbesondere
auch fiir MOLEKULE gilt, verdeutlichen.

Wie immer in der Quantenmechanik sollten wir mit Wahrscheinlichkeiten argu-
mentieren. Zum Beispiel gibt die blaue Linie in 6.18 die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir den 4s-Zustand. Die rote Linie ist die entsprechende Zustandsdichte fiir den
3d-Zustand.

Die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges ist das Produkt der Wahrscheinlichkeit
des Ausgangszustandes und der Wahrscheinlichkeit des Endzustandes. Wenn Sie
in einem Saal den Platz wechseln wollen, bendtigen Sie einen freien Stuhl als Ziel.

Um die Wahrscheinlichkeit des Uberganges aus dem Zustand z in den Zustand y
zu berechnen, miissen die Ubergangmatrixelemente berechnet werden, also

plx = y) = (Ll Oy) = [[[ va(r)Ov, (r)av (6.3.145)

Dabei ist O der Operator, der den Ubergang beschreibt, also zum Beispiel ein
Dipoloperator oder ein Quadrupoloperator.

Durch die Emission des Photons (oder auch durch seine Absorption) bekommt das
Atom einen Impuls (Riickstoss). Aber: Im Augenblick des Uberganges bleibt das
Elektron beschrieben durch seine Wellenfunktion am Ort.

Oftmals werden wegen der Ubersichtlichkeit Uberginge ortlich schrig gezeichnet,
zum Beispiel in Grotrian-Diagrammen (siehe zum Beispiel Abbildung 6.16). Lassen
Sie sich dadurch nicht verwirren!
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6.4. Atome im Magnetfeld

6.4.1. Stern-Gerlach-Experiment

Versuch 19: Versuch zur Vorlesung:
Stern-Gerlach-Versuch (Versuchskarte AT-64)

Wenn Atome magnetische Momente haben, werden sie in einem Magnetfeldgradi-
enten abgelenkt. In einem homogenen Magnetfeld jedoch gibt es keine Ablenkung.
Im Experiment von Stern und Gerlach wurden neutrale Silberatome durch ein
inhomogenes Magnetfeld geschickt.

B grad B
o I N

I 1

Kollimationsblenden

Abbildung 6.19.: Versuchsaufbau Stern-Gerlach-Versuch

Abbildung 6.19 zeigt den symbolischen Aufbau. In einem homogenen Magnetfeld
wirkt auf ein magnetisches Moment keine Kraft. Wenn das magnetische Moment
p nicht parallel zur magnetischen Induktion B ist, prazediert das magnetische
Moment u = m 4 = [-A-n wegen dem Drehmoment M = p x B. Die magnetische
Lageenergie ist

Epy=—p-B (6.4.1)

Die Kraft auf einen Dipol im Gradientenfeld ist
F ={grad B}
—_———
Tensor

Bei einem iiblichen thermodynamischen System erwartet man, dass die magneti-
schen Momente p beliebig zu B orientiert sind.
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erwartet gemessen

< > >
> 1

X X

»
»

Abbildung 6.20.: Skizze: Erwartete (links) und gemessene Verteilung der Elek-
tronen beim Stern-Gerlach-Versuch.

Abbildung 6.20 zeigt eine Skizze der erwarteten und, rechts, der gemessenen Vertei-
lung. Die Ergebnisse zeigen, dass die z-Komponente des magnetischen Momentes
der Silberatome im Magnetfeld quantisiert ist.

6.4.1.1. Drehimpulsoperator

Um zu einem Ausdruck fiir den Drehimpulsoperator zu kommen, betrachten wir
den Strom in einem Atom.

q —ew
I = = 6.4.2
Tomigur 27 (6.42)
Der Drehimpuls ist (eine Erhaltungsgrosse auch fiir Ellipsenbahnen
2 2 A 2
€] = mewr® =mew — da wr=A4 (6.4.3)

e

Der Drehimpuls ist also proportional zu der Flache A des Kreisstromes. Das ma-
gnetische Moment ist

A= Moo 2y _ ¢
pu=1I-A= 5 = o (mewr ) = o |£] (6.4.4)
N € -
fp=—5 2 (6.4.5)

Das Minuszeichen riithrt von der negativen Elementarladung her. Setzt man den
Betrag des Drehimpulses gleich dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum,

/| =h
erhilt man das BOHRSCHE MAGNETON
eh
— 6.4.6
B omne ( )
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Abbildung 6.21.: Zusammenhang zwischen Drehimpuls und magnetischem
Moment

Das magnetische Moment des Elektrons ist (siche Abbildung 6.21)

12

pe = —geiy (6.4.7)

Die Grosse g, ist der GYROMAGNETISCHE FAKTOR oder der sogenannte g- FAKTOR.
Beim magnetischen Moment eines Kreisstromes ist ¢ = g, = 1. Die Eigenwerte des
magnetischen Momentes sind:

eh
e = gepp\JL (L +1) = o5 /! (t+1) (6.4.8)
Die Drehimpulsanderung bei der Prazession ist
de 1
o = x B = —ggf (£ x B) (6.4.9)

Die Frequenz dieser Préazession ist die Larmor-Frequenz

" :M:N'BZQZMBB/Z:
Y h h

VB, (6.4.10)

Hier ist v das GYROMAGNETISCHE VERHALTNIS. Gyromagnetisches Verhéltnis
und GYROMAGNETISCHER FAKTOR hangen iiber

_ el _ s
h h

zusammen. Die Einheit ist [y] = A s kg™! =s7! T7L.

(6.4.11)

6.5. Elektronenspin

Versuch 20: Versuch zur Vorlesung:
Elektronenspinresonanz: Modellversuch (Versuchskarte AT-31)
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177 6.5 Elektronenspin

Versuch 21: Versuch zur Vorlesung:
Elektronenspinresonanz: ESR an DPPH (Versuchskarte AT-29)

6.5.1. Magnetische Spin-Bahn-Kopplung

Elektronen konnen fiir viele Untersuchungen als punktférmige Teilchen angesehen
werden. Wenn der klassische Elektronenradius berechnet wird, wird eine ausge-
dehnte Ladungswolke angenommen. Wenn diese Wolke einen Eigendrehimpuls hat,
dann gibt es einen Kreisstrom und damit ein magnetisches Moment. Der Eigen-
drehimpuls des Elektrons heisst SPIN, der mit dem Vektor s bezeichnet wird. Aus
den klassischen Uberlegungen kann aus dem Drehimpuls das magnetische Moment
berechnet werden. Dieses so berechnete Moment ist jedoch nicht gleich dem ge-
messenen magnetischen Moment — ein Zeichen, dass hier die klassische Mechanik
die Physik nicht mehr richtig beschreibt.

Analog zum Bahndrehimpuls £ haben wir

|s| = hy/s(s+1) (6.5.1)

Abbildung 6.22.: Elektronenspin s, Betrag |s| und z-Komponente s,.

Der Zusammenhang zwischen dem Bahndrehimpuls £ und dem dazugehorigen ma-
gnetischen Moment p,, beziehungsweise dem Spin s und dessen magnetischem
Moment g, (siche auch Abbildung 6.22) ist

B = —gsz:;es (6.5.2a)
Ky = —9e 2;e£ (6.5.2b)

wobei
ge=1 gs = 2.0023 (6.5.3)
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ist. Der Wert von g, ist wie erwartet. Der Wert von g, ist iiberraschend:

o Das magnetische Moment ist etwa doppelt so gross wie aus dem Kreisstro-
margument zu erwarten gewesen ware. Dies ist ein quantenmechanischer Ef-

fekt.

o Aus klassischer quantenmechanischer Rechnung wiirde g; = 2 folgen. Die
Abweichung von 2.0000 ist ein quantenelektrodynamischer Effekt und durch
Messungen auf viele Nachkommastellen bestatigt. Die Quantenelektrodyna-
mik verknipft die spezielle Relativitdatstheorie mit der Quantenmechanik.
Gleichzeitig bietet sie eine einheitliche Beschreibung von Teilchen und Fel-
dern.

Das magnetische Moment des Elektronenspins kann mit dem BOHRSCHEN MA-
GNETON ausgedriickt werden

Hs,z = il.OOllGILLBOhr (654)

Das Verhéltnis zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment heisst gyroma-
gnetisches Verhaltnis v = %. Das gyromagnetische Verhéltnis fiir den Bahndre-
himpuls und den Spin ist

1le
- - ° 6.5.5
e 2 m. ( )
v =1.00116—— (6.5.6)

Me

Der Spin kann zum Beispiel mit dem Stern-Gerlach-Versuch nachgewiesen, siehe
Abbildung 6.20.

6.5.2. Feinstruktur und Ein-Elektronen-Atome

Versuch 22: Versuch zur Vorlesung:
Natrium: Feinstruktur der D-Linie (Versuchskarte AT-48)

Wenn man die NATRIUM-D-LINIE untersucht, findet man, dass diese in ein Dublett
aufgespalten ist. Diese Aufspaltung nennt man auch FEINSTRUKTUR. Sie entsteht,
weil der Spin und der Bahndrehimpuls wechselwirken.
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Abbildung 6.23.: Spin-Bahn-Kopplung

Abbildung 6.23 zeigt eine Skizze der Spin-Bahn-Kopplung. Der Drehimpuls I und
der Spin s bilden zusammen den GESAMTDREHIMPULS j.

31 =i G+ Dh (6.5.7)

mit |j| = [€ £ s|.
Wir betrachten ein p-Elektron mit der Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ = 1 und der

Spinquantenzahl s = %
3 3 5 V15
) = — || =1/ -=h=——~h 5.
= =15 an="5 (653)
1 1 3, V3
) = — | =1/ -=h=—h 5.
=3 il =15 oh=" (659

Wenn der Bahndrehimpuls verschwindet (¢ = 0) wird die Quantenzahl des Ge-
samtdrehimpulses gleich der Quantenzahl des Spins j = s.

Die magnetische Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses, die die Richtungsquanti-
sierung darstellt, ist

J. = m;h mj=—j...—jtirjeZz (6.5.10)

Wie beim Bahndrehimpuls und dem Spin gehort zu jedem GESAMTDREHIMPULS
J ein magnetisches Moment p;. Fir optische Uberginge gilt die Auswahlregel:
Aj =0, %1, wobei der Ubergang j = 0 — j = 0 verboten ist.

Ruhesystem
Laborsystem " Elektron

Abbildung 6.24.: Spin-Bahnkopplung nach Bohr

Zur Berechnung der Spin-Bahn-Aufspaltung im Magnetfeld betrachtet man das
Atom im Ruhesystem des Elektrons. Nach B1oT-SAVART ist das Magnetfeld der
Kernladung +Ze
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Zepy _ Zewo
473 o x (=)l = 473

wobei £ =r X m,v = —€ = m.,v X r verwendet wurde. Also ist das Magnetfeld

B,=+

vXT (6.5.11)

Zeio i
47r3 m,

B, = (6.5.12)

Der Spin des Elektrons prazediert um B,.

7| =\iG+1)n

s|=s(s+1)n

4= ee+nn

Abbildung 6.25.: Spinprézession. Links Skizze, rechts Vektoraddition

Nach Gleichung (6.5.2a) ist das magnetische Moment eines Spins p, = —gs5:7-8
Setzt man dies in die Gleichung fiir die Lageenergie eines magnetischen Moments
in einer magnetischen Induktion £, s = —p, - B ein, erhalt man
E ( ‘ ) B ° (s-B) (6.5.13)
s=—{—0s s|-B =g s - 5.
6 g 2me g 2me

Wenn man g5 = 2 setzt, erhdlt man mit Gleichung (6.5.12)

Ze2

Epo =2 ‘
’ 2me

(s-B) = (s-€) Achtung: Falsch! (6.5.14)

drm?r3

Eine genaue relativistische Betrachtung sowie experimentelle Daten zeigen, dass
die Gleichung (6.5.14) um einen Faktor 1/2 zu falsch ist. Llewellyn Thomas ent-
deckte wahrend seiner Doktorarbeit, dass bei der Riicktransformation aus dem
mitrotierenden Koordinatensystem ins Laborsystem die relativistische Zeitdilata-
tion berticksichtigt werden muss | ]. Seine Argumentation (im cgs-System!)
war wie folgt:

i H (I w, = 422 H).
Das Elektron bewegt sich mit der Geschwindigkeit v durch die elektrlsche Ver-
schiebung D = ¢ E des Kerns, was nach Maxwell zu einem Magnetfeld

1
H=-Exv (SI: H=D x v)
c
fithrt. Die Prazessionswinkelgeschwindigkeit ist dann

Exv="H (SI:ws:gSeMOva)

W= 2
MeC MeC 2m,

Diese Gleichung ist falsch. Das Elektron erfahrt eine Beschleunigung a. Man muss
eine Lorentz-Transformation mit der Geschwindigkeit v + adt verwenden, sowie

180 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, <
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beachten, dass der Spin zur Zeit t + dt gedreht ist. Also hat man nach Thomas eine
Geschwindigkeit adt und eine Rotation (1/2¢?)v x adt zu beachten. Die Prézession
wird dann in erster Naherung durch

s X
_ 9y, Y XG

e 1
WThomas = 2E XUV — 2Iv X a (SI WThomas — 3
meC 2c 2me 2c

Nun ist die Beschleunigung durch

e
a=——WF
Me

gegeben. Also ist die Prazessionswinkelgeschwindigkeit

e 1 e
omas E X - 5 o X _7E
wrh e Y 202v < Me )
e e e e
= E x — o XxE=—"Exuv= H
MeC? v 2mec22” 2Mm.c2 v 2mec
gs€lho v e gsello€o e
SI: mas = —— D % —x(—E>: Exv——F x
WThomas 2me v 902 m. Qme v 2m602 v
1 =1 -1
=— <gsuo€o - ) Exv=" (g )MOEOE Xv= MI—I (6.5.15)
2mey c? 2m, 2Mm,

Die Winkelgeschwindigkeit der Thomasprézession ist halb so gross wie die naiv
berechnete. Deshalb wird auch die Energie des magnetischen Momentes halb so
gross sein. Aus der Argumentation von Thomas folgt, dass Gleichung (6.5.14) mit
dem Faktor %, dem aus der relativistischen Betrachtung folgenden Thomasfaktor
korrigiert werden muss. Wir haben also fiir die Energie

(s-£) (6.5.16)
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Abbildung 6.26.: Beziehung zwischen 37, £ und s nach dem COSINUS-SATZ.
Z (£, s) bezeichnet den Winkel zwischen £ und s.

Aus dem COSINUS-SATZ fiir beliebige Dreiecke (siche Abbildung 6.26)

& =a®+b* — 2abcosy (6.5.17)

erhalten wir mit der Winkelidentitat

y=m—¢ — COS7y = — COSE (6.5.18)
und
Z(a,b)=¢ (6.5.19)
schliesslich
‘j’Q — ]e\Q + ]3|2 +21€||s| cos (£ (£, s)) (6.5.20)

Gleichung (6.5.16) mit dem Zwischenwinkel zwischen £ und s kann also auch

a :
Eys= 5 |€] |s| cos (£ (€, s)) mit a = (6.5.21)

geschrieben werden. Andererseits ist mit Gleichung (6.5.20)

_
- 2R2

a

Eis 1317 =1 = [sP] =S G+1) = (t+1) = s(s+1)]  (65.22)

Setzt man in Gleichung (6.5.22) £ =1, s = { und j = 3 oder j = %, erhilt man
die in der Abbildung 6.27 gezeigten Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung.
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Wiae

Wia

Abbildung 6.27.: p-Aufspaltung nach Gleichung (6.5.22).

Der Radius r in der Konstanten a in Gleichung (6.5.21) ist r,, der Radius der
n-ten Bohrschen Bahn. Fiir diese Bahn gilt

47T50h2’fl2
Th = ———

(6.5.23)

Ze2m,

und damit

Da es in der Quantenphysik keine festen Bahnen gibt, muss =3 durch den mit der
Wellenfunktion gewichteten Wert

<1>: / Mdv (6.5.24)

3
ersetzt werden. Man erhalt so

Z4

Y, (6+3)(t+1) (6.5.25)

6.5.2.1. Elektronenspin-Resonanz

Abbildung 6.28.: Elektronenspinresonanz

Die prézedierenden Elektronenspins (Skizze in Abbildung 6.28) wechselwirken be-
sonders stark mit Licht, wenn dieses in Resonanz mit der Prazessionsfrequenz ist.
Die Lange eines Spins ist
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1 3 3
== =Y"x0.81 5.2
s 55 = 3 0,8 (6.5.26)

Dieser steht dann im Winkel a zum Magnetfeld.

2

1 1
23 V3
Das magnetische Moment eines Spins in Einheiten des Bohrschen Magnetons g
ist

= 54.73° (6.5.27)

cos o =

Hs = /S (S + 1)”3 B (6528)

wobei seine z-Komponente entlang des Magnetfeldes durch

1

Hs,z = iagsﬂB (6529)

gegeben ist. Die beiden moglichen Niveaus haben den Energieunterschied

AFE = g,i5By (6.5.30)

B,

O)

@\ Prazession

[ B, = B, sinwt

Abbildung 6.29.: Situation von oben gesehen

Uberginge treten auf, wenn die Energie des Lichtes dem Energieunterschied der
beiden Spinzustande entspricht.

AFE = hv = gsupBy (6.5.31)

oder
v =2.806-10""- By Hz T™* (6.5.32)

Die Préazessionswinkelgeschwindigkeit (Skizze in Abbildung 6.29) ist

|l |Bo| | M|
= :|L|:730 (6.5.33)

We

mit einem von den atomaren Zustdnden abhangigen Proportionalitatsfaktor .
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VO
Wellenleiter E,
Resonator
0 AE =hy,
Magnet ‘
"B
Strom

y

I Amplitude

Modulator >y

Abbildung 6.30.: Elektronen-Spin-Resonanz: Aufbau

Abbildung 6.30 zeigt den Aufbau einer ESR-APPARATUR. Die Resonanz der Mi-
krowellen mit den Spins im Magnetfeld bewirkt einen Abfall des Signals an der
Detektionsdiode.

6.5.3. Zeeman-Effekt

Versuch 23: Versuch zur Vorlesung:

Normaler Zeeman-Effekt: Berechnung von e/m (Versuchskarte AT-
14)

o]l

el
V 2,3
1

Abbildung 6.31.: Zeeman-Effekt klassisch

v

Die Wechselwirkug der Spins und der Bahndrehimpulse mit der magnetischen In-
duktion bewirkt eine Aufspaltung der Energieniveaus im Magnetfeld.

Eine lineare elektromagnetische Schwingung schriag zum B-Feld kann in drei Kom-
ponenten aufgeteilt werden. Diese drei Polarisationskomponenten ergeben wieder
die urspriingliche elektromagnetische Schwingung. Die Polarisationskomponenten
sind in Abbildung 6.31 gezeigt:

1. eine lineare Schwingung parallel zu B,

2. eine linkszirkulare Schwingung
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3. und rechtszirkulare Schwingung.

Die magnetische Induktion B beeinflusst die lineare Schwingung nicht. Die zirkula-
ren Schwingungen (linkszirkular) und (rechtszirkular) beschleunigen oder bremsen
die Umlauffrequenz der Elektronen auf ihren Bahnen. Die Frequenzanderung wird
die LARMOR-FREQUENZ genannt. Sie ist

—_

€ UB
~ g, —DBy =
B “Ge . 0= 9e— 5

Entsprechend den Uberlegungen zu (6.5.2b) ist beim Bahndrehimpuls ist g = g, =
1.
Die Bewegungsgleichung eines Elektrons im Magnetfeld lautet

Aw=wry = By (6.5.34)

dt? 4megrs dt

Beachten Sie, dass die Ladung des Elektrons negativ ist und dass die externe
magnetische Induktion als By = const angenommen wird.
Allgemein lautet die Identitéit zwischen Coulombkraft und Zentripetalkraft

d? Ze? d
Me——1 =Fo+ F; = — ° r + (—er) x B (6.5.35)

72

R 6.5.36
4egrs ( )

Mewpr =

Zusammen und auf einer Seite (die z-Komponente der Lorentzkraft ist null) erhal-
ten wir

(a) mei+mewiz+eyBy = 0
(b) me G+ mewiy —eiBy = 0 (6.5.37)
(¢) me 2+ mewiz = 0

Fiir die z-Komponente folgt aus Gleichung (6.5.37) (c), dass z = 2 exp (iwpt) nicht
von der magnetischen Induktion By abhangt. Wir setzen u = x4y und v = x —1y,
oder z = “F* und y = “Z* und erhalten aus Gleichung (6.5.37) (a) und (b), den
Gleichungen fir die z- und die y-Komponenten

(a) Ze(i+0)+2ewi(u+v)+£(G—0)By = 0 |2 (6.5.38)
(b) Be(i—0)+ Zewd (u—v) — 5(21—1—1'})30 = 0 |2 e
Weiter formt man um:
(a) mei(ii40) + meiwg (u+v)+e(u—v)By = 0 |-(—1) (6.5.39)
(b) me (i —9)+mewi (u—v)—ie(it+9)By = 0 o
(a) me (i +9) + mewd (u+v) —ie(t—0)By = 0 (6.5.40)
(a) + (b) 2meii+2mewiu —2ie - By = 0 (6.5.41)
(a) — (b) 2m 0 +2mewiv+2iev-By = 0 o
Zur Losung setzen wir an
u(t) = uge™! v(t) = voe'! (6.5.42)
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Eingesetzt in die Gleichungen (6.5.41) erhalten wir

—mek2upe™ + mowiuoe™ —ie By(ik,y)upe™™ = 0 (6.5.43a)

—mk2vge™t + mewgvoeik“t + i e By(ik,)vge™¥" = 0 (6.5.43Db)
Division durch gemeinsame Faktoren

—mek2 + mewi + e By k, =0 (6.5.43¢)
—mek? +mewg — e Bok, =0 (6.5.43d)

Wir bekommen also die folgenden Gleichungen fiir die Unbekannten im Exponen-
ten:

Bye + \/ B3e? + 4m2wy? eBy = e2B2
k, = = A~ + — 4 ° +0 (B} 6.5.44
2m, Cd(ﬁPQme 8miwy + ( 0) ( 2)
—Bye = \/3862 + 4m2w02 eBy e? B2
kyy = - ~ 4wy — + ° +0(B}) (6.5.44b
Y 2m. o 2m.  8mlwy + ( 0) ( )

Wenn By < ™<* ist, dann sind die Losungen dieser Gleichungssysteme

B
U = Uy exp {z (:two + 8 0) t} (6.5.45a)
2me
B
v = Vg exp [Z (:I:wo L 0) t} (6.5.45b)
2me

Wenn wir bei wy nur das positive Vorzeichen nehmen, erhalten wir

B
U = Ug €xp [2 (wo + & 0) t} (6.5.46a)
2me
B
v = vy exp [l <W0 L 0) t] (6.5.46b)
2m,
Die Kreisfrequenz spaltet sich dann wie folgt auf:
w— wo + Aw (6.5.47)
mit
6BO
Aw = 6.5.48
Y= o ( )

Dies entspricht einer Frequenz

_Aw_ 1eBy
21 4w m,

Av =1.399625 Hz T!- By = 0.4668645 cm™* T - B,

(6.5.49)
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Der klassische Zeeman-FEffekt bewirkt eine konstante Frequenzver-
schiebung.
Es gibt ein Zeeman-Triplett mit

e« Wenn s und ¢ nicht koppeln, haben wir den NORMALEN ZEEMAN-EFFEKT.

e« Wenn s und ¢ koppeln, haben wir den ANOMALEN ZEEMAN-EFFEKT.

i|=iG+D
‘3‘:«/s(s'+])

\2\ =Jie+1

Abbildung 6.32.: Magnetisches Moment des GESAMTDREHIMPULSes

6.5.3.1. Magnetisches Moment des Gesamtdrehimpulses

Da der g-Faktor des Spins und des Bahndrehimpulses unterschiedlich sind, ist das
magnetische Moment des Gesamtdrehimpulses nicht antiparallel zum GESAMT-
DREHIMPULS, sondern prazediert um die Richtung des Gesamtdrehimpulses. Der
GESAMTDREHIMPULS j ist parallel zur externen magnetischen Induktion B. Da
die Préazessionsfrequenz enorm hoch ist, kann durch eine Messung nur die Projek-
tion von p; auf die Richtung von j bestimmt werden, (“J)j'
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189 6.5 Elektronenspin

7| =ViG+D

f‘:\/S(S%»])

(0]

\'é\ = Jle+1)

Abbildung 6.33.: Die Winkel zur Berechnung des g-Faktors.

Wir definieren die Winkel o = Z(£€, 5) und 8 = Z(s, 7). In Abbildung 6.33 sind die
Winkel fiir einen der beiden Spins aus Abbildung 6.32 eingezeichnet. Die Darstel-
lung zeigt die Projektionen der magnetischen Momente g, (lila) und g, (blau) auf
die Richtung des Gesamtdrehimpulses 3. Wir konnen fiir die Lange des gesamten
<IL j) j

projizierten magnetischen Moments schreiben

(1) | =l cos(e) + [ cos(5)

= lp (gg (04 1) - cos(a) + gsy/s(s+ 1) cos(ﬁ))
= lp (\/ﬁ(é +1) - cos(a) +2y/s(s + 1) - cos(ﬂ)) (6.5.51)

Eine analoge Darstellung gilt fiir den anderen Spin aus Abbildung 6.32.

Aus Abbildung 6.33, rechte Seite, kann man mit dem Cosinussatz a? = b? + ¢* —
20c cos(Z(b,c)) und (b* + ¢* — a®)(2bc) ! = cos(£(b, c)) ablesen

€ + 151 —|sf*

cos(a) = cos(£(£, 7)) =
D)+ +1) —s(s+ 1) 6.5.52
200+ 1),/5(j +1) o

2 12 1
COS(ﬂ) - COS(A(Suj)) = |S| _g’|g|| |J‘ | |

s+ D)+ 1) — L0+ 1) (6.5.53)

2y/s(s+1),/j(j +1)

2

Weiter bekommen wir mit Gleichung (6.5.51)
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’(“y‘) j

=B ( (L +1) - cos(a) + 2mc08(5))

B D)+ +1) —s(s+1)
— ( “4e+1) 2,/0(¢+1),/5(j +1)

et D) s(s+1)+4(j+1) =Ll +1)
Faysts ) 2y/s(s + 1)\/i (G +1) )

0 +1) —|—jj—|—1)—s(s+1)+25(s+1)+j(j+1)—€(€+1)>

2,/5(j +1) 2/7(G+1)

0+ +5(G+1) —s(s+1)+2(s(s+1)+75(G+1)—0(l+1))

2\/j(j+1)

:uB3j(j+1)—|—S(s 1) —L(0+1) (6.5.54)

24/j(j+1)

=HUB

Mit der Definition

(), = 936 + D s (6.5.55)

bekommen wir fir den

g-Faktor des Gesamtdrehimpulses
3 )+ s(s+1) =L +1)

gj = v
! 2j(j +1)
JU+1D) +s(s+1)—L(£+1)
g =1+ - (6.5.56)
! 2j(j +1)
Das messbare magnetische Moment des Gesamtdrehimpulses ist dann
(1) = —%j (6.5.57)

190 ©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, ) RN



191 6.5 Elektronenspin

Mit Gleichung (6.5.56) bekommen wir die folgende Tabelle

s 141 11 1,1 1|1 1 1 1
202 2012 2]/2 22 2|2 2
111 3|3 5|5 7|7 9 9 11

Jla2l2 2|2 2|2 2]/2 2|2 2

616 8|8 10|10 12
507 719

2 4
9j2§§5 9 | 11 11

Tabelle 6.8.: g; als Funktion von ¢, s und j

6.5.3.2. Hamiltonoperator fiir den Zeeman-Effekt

Zur quantenmechanischen Behandlung des Zeeman-Effekts benotigen wir den Ha-
miltonoperator im Magnetfeld. Wir vermuten, dass

. P’
Hfrez’ = % +V (’I”) (6558)
Hp =Hjpei — o - B (6.5.59)

sei. Eine Rechnung mit kanonischen Impulsen ergibt mit den Ersetzungen p —
Pp—-qA = (p+eA)und B=Vx A

Hp = T (H+eA’+V(r) (6.5.60)
Lo . 2 A2
= (B*+D(cA)+eA(p)+eA%) +V (r) (6.5.61)
it (p A+ AP A2 (6.5.62)
— Ilfrei Qme b b 2me s
Im Anhang F'.1 finden Sie eine Rechnung zur Plausibilitit dieses Hamilton-Operators.
Setzen wir den Impulsoperator p = —ihgrad = —ihAV ein, erhalten wir
A 2 h i 2
fly =~ grad grad — eeAgrad - 277‘; grad A+ 2;eA2+v (r) (6.5.63)

Denken Sie daran dass in dieser abgekiirzten Schreibweise grad A kurz fir grad (Av)
ist. Ist die magnetische Induktion in die z-Richtung ausgerichtet, also B = (0,0, B,),
ist ein mogliches Vektorpotential
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B, [ Y
A=—| =z (6.5.64)
2\ o

Damit lautet Gleichung (6.5.63)

_h2 a2+62+872 _}_Bi g_g

2m, \0x?  Oy? 022 “omei xf)y Y ou
€2B2
&M

X
4 (2> +9)+V || v w=FEy (6.5.65)

Wenn das Vektorpotential (Einheit T m) vom Betrage nach viel kleiner ist als der
Impuls, also e|A| < |p|, kann der Term mit (e A)* oder der Term mit (22 +
y?) vernachlissigt werden. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass der
Diamagnetismus vernachlassigt wird. Der ZEEMAN-EFFEKT kann dann durch ein
Potential ausgedriickt werden.

Nach Gleichung (6.3.5) und Gleichung (6.3.10c¢) ist

hf 9 _9\_;_ho
oy Yor) T T i a0

Wenn nun das Potential V' (r) kugelsymmetrisch ist, lautet Gleichung (6.5.65)

— h2 i 2 22 + 1 82 + 1 g i QE
2m, \ r2 Or " or r2sin® 0 0¢?  rZsinf 00 S 00
eB, h 0O

+2mezaf¢ +V (7“)‘| ¢ = E¢ (6566)

Gleichung (6.5.66) kann wie das Wasserstoffatom im magnetfeldfreien Raum durch
den Ansatz (6.3.13) gelost werden. Dies fithrt zu Gleichung (6.3.115)

‘Ijn,f,m (Ta 97 (b) = eimd)PKm (COS 0) Rm@ (T>

Die Energieeigenwerte sind aber

E,=E’+ B, ;h -m mit — ¢ < m </ (6.5.67)

e

Hier ist E? die Energie des n-ten Niveaus im magnetfeldfreien Raum. Beachten sie,
dass zu diesem Zeitpunkt nur mit Bahndrehimpulsen gerechnet wurde. Gleichung
(6.5.71) gibt die vollstandige Gleichung an
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Abbildung 6.34.: Zeeman-Aufspaltung fiir Ubergéinge n +1 — n, n +2 — n,
n+2—=-n+l,n+3—=-nn+3—=>n+lundn+3 —n+2.

6.5.3.3. Hamiltonoperator fiir den Zeeman-Effekt mit Spins und
Spin-Bahn-Kopplung

Die Auswahlregeln gelten auch bei den Zeeman-aufgespaltenen Linien. Die Dipol-
Auswahlregeln (siche Abschnitt 6.7) erlauben nur

Am = 0,£1 (6.5.68)

Experimentell findet man, dass von allen Elementen nur Ca und Yb den normalen
Zeeman-Effekt zeigen. Alle anderen Atome zeigen den anomalen Zeeman-Effekt.
Bei diesem muss der Spin des Elektrons mit berticksichtigt werden. Die dazugeho-
rige Schrodingerleichung, die PAULI-GLEICHUNG, lautet

: 9
Hpot) = (p+eA?+V(r)+ mis B| =iz v (6.5.69)

2me
Wird die Spin-Bahn-Kopplung auch noch berticksichtigt, bekommt man

HB7a,sbw

1 Ze?
:[ B+eA?+V () +—5 B+ 10°°

J. .0
z-slw_ Bt (6.5.70)

2m, Me 8mm2r3

Aus dieser Gleichung folgt, ohne Rechnung, dass die Energieeigenwerte
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eh

E=FE+AE;,, =E +B
T 2m.

sind. Dabei ist
JU+ D) +s(s+1)—L(L+1)

2j(G+1)

g; =1+

der in (6.5.56) definierte Landé-Faktor.

6.5.4. Paschen-Back-Effekt

Bei der Spektroskopie von Atomen in hohen Magnetfeldern spricht man vom
PASCHEN-BACK-EFFEKT. Dieser tritt auf, wenn die Feinstrukturaufspaltung durch
die Kopplung von magnetischen Spinmomenten mit Bahndrehimpulsmomenten
nicht mehr wesentlich grosser ist als die Kopplung der Spins oder der Bahndreh-
momente an das externe Magnetfeld. Durch das hohe Magnetfeld wird die Spin-
Bahn-Kopplung aufgelost, das heisst £ und s koppeln nicht mehr. Der GESAMT-
DREHIMPULS j existiert nicht mehr. Das Spektrum vereinfacht sich. Was bleibt ist
die Magnetfeldaufspaltung. Die magnetische Zusatzenergie ist nun

Vineme = (geme + gsmy) ppBo = (my + 2my) up By (6.5.72)

Beachten Sie, dass der Faktor 2 vor der Spinkomponente der g-Faktor ist (keine
Quantenfeldtheorie). Die Energieaufspaltung ist

AE = (Amy + 2Amyg) upBy (6.5.73)

Abbildung 6.35 gibt eine Skizze der Elektronenniveaus der Natrium-D-Linien.
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m m, m,
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Abbildung 6.35.: Paschen-Back-Effekt bei starken Magnetfeldern.

6.6. Atome im elektrischen Feld

Lichtemission

Kathodenstrahlen

Gegenelektrode
+8000 V

Anode
Kanalstrahlen bis +12000 V

Wasserstoff bei niedrigem Druck

|
|
|
|
|
|
|
|
i_ Kathode

Abbildung 6.36.: Apparatur zur Beobachtung des Starkeffektes.

In der Apparatur nach Abbildung 6.36 werden Elektronen von der Kathode zur
Anode mit Spannungen bis zu 12000 V beschleunigt. Diese Elektronen kénnen
das Hintergrundgas Wasserstoff ionisieren. Damit werden sie als ,,Kanalstrahlen*
zur Kathode hin beschleunigt. Durch die mechanische Tréagheit treten sie durch
die Kathode hindurch und werden neutralisiert, das heisst wieder mit einem Elek-
tron versehen. Im starken elektrischen Feld zwischen Kathode und Gegenelektrode
beobachtet man eine Aufspaltung der Spektrallinien, den STARKEFFEKT.

o Man beobachtet eine zu |E| proportionale Aufspaltung der ¢ # 0-Terme
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des Wasserstoffspektrums. Dieser Effekt wird der LINEARE STARKEFFEKT,
genannt.

o Zusatzlich beobachtet man eine zu \E|2 proportionale Aufspaltung, den QUA-
DRATISCHEN STARKEFFEKT.

Der Starkeffekt entsteht, weil das elektrische Feld E in Atomen ein elektrisches

Dipolmoment (Proportionalitatskonstante ist die Polarisierbarkeit o des Atoms)
erzeugt.

p=akFE (6.6.1)

Dieser elektrische Dipol hat im externen elektrischen Feld E die POTENTIELLE

ENERGIE:
1 1

Epot,el = ip B = iaEQ (662)

Diese quadratische POTENTIELLE ENERGIE fiithrt in der Schrodingergleichung auf
den quadratischen Starkeffekt. Um den linearen Starkeffekt zu verstehen, werden
die Methoden der Quantenelektrodynamik bendétigt. Die Behandlung des Starkef-

fektes in den zwei folgenden Unterabschnitten ist an das Vorgehen von Haken und
Wolf | ] angelehnt.

6.6.1. Quadratischer Stark-Effekt

m
j

2
P, — 3
% §§ + 37

2 |
2p +

) 2
)
|

P» E

Abbildung 6.37.: Energieniveauschema des Natriumdubletts im elektrischen
Feld.

Abbildung 6.37 zeigt in einem Jablonski-Diagramm den Stark-Effekt beim Na-
Dublett mit den Ubergingen ?Ps < 2S: und QPé & 281 Im elektrischen Feld
lautet der Hamiltonoperator fiir éen Starkeffekt

A =H, + A, (6.6.3)
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wobei Hy der Hamiltonoperator des Atoms im feldfreien Raum und Hg der im
elektrischen Feld dazukommende Storterm ist.

A h?
HO —

—5 A+V(r) (6.6.4)

Die Kraft auf ein Elektron im elektrischen Feld ist —e E. Dies fithrt zu einer pPoO-
TENTIELLE ENERGIE der Storung V; = e E-r. Diese Storung kann als Taylorreihe
geschrieben werden:

~ N N N ~ 1 .4 1 .
H=H, +H, = Hy + \H; + §>\2H2 +...+ HA’“Hk (6.6.5)

Fir kleine Storungen kann man nach der ersten Ordnung abbrechen

H, = A\, mit |A] < 1 (6.6.6)
Wir nehmen an, dass die Schrodingergleichung ohne den Storterm gelost sei.

Hopw = Eyopy (6.6.7)

E, sei der v-te Eigenwert. Der Index 0 deutet auf das ungestorte Problem. Wir
nehmen weiter an, dass alle F),, voneinander verschieden seien. Weiter nehmen wir
an, dass die resultierende Wellenfunktion eine Linearkombination der urspriingli-
chen Wellenfunktionen sei.

U(r) = i_ojl cipu (1) (6.6.8)

Dies ist moglich, weil die Losungen der ungestorten Schrodingergleichung ein voll-
standiges Funktionssystem bilden. Wir koénnen also mit Gleichung (6.6.7) schrei-
ben:

fio 3= o (1) + 13 e (1) = B3 0 1) (669

v=1 v=1

Die Losungen ¢, sind normiert:
/ () @y (1) dV = 0, (6.6.10)
Dann sind die Matrixelemente des ungestorten Hamilton-Operators

Ho . = / o Hop,dV (6.6.11)

und des Hamiltonoperators der Storung

Hp = / o Hap,dV (6.6.12)
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Gleichung (6.6.9) wird damit zu

/ o (1) ﬂoicy% (r)dV + / e (r) H, icy% (r)dv
— / o (r) icy% (r)dV  (6.6.13)

Wir setzen Gleichung (6.6.7) in Gleichung (6.6.13) ein und erhalten

/2@02 (r) cvEvopu (1) dV+/§ch (r) Hyp, (r) dV
—E / i_oj e’ (r) oy (1) AV (6.6.14)

Diese Gleichung muss fiir jeden Index p gelten, wobei die Normierung aus Glei-
chung (6.6.10) berticksichtigt werden muss

cully o+ Z Hg,,c, = Ec,

v=1

oder

(EMO - E) Cu + Z HS,W/CV =0 (6615)

v=1

gelten. Wenn keine Storung vorhanden ist, ist A = 0 und

1 firy—
Cho = { = (6.6.16)
0 sonst
wobei k der Index des reinen Ausgangszustandes sei, also
Cyo = 5yn (6617)
Damit ist die Reihenentwicklung
cy = O+ AV + 22D 4 (6.6.18)
Fiir die Energie bekommt man
E=E. o+ W+ \%® ¢ (6.6.19)

Diese beiden Gleichungen kann man in Gleichung (6.6.14) einsetzen

(Buo = Bro — A = X6 — ) (G + A + X2 + )

+ 3 AHy (G + M) + 22D +..) =0 (6.6.20)

r=1
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199 6.6 Atome im elektrischen Feld

Wir fordern nun, dass die Koeffizienten zu allen Potenzen von A jeweils getrennt
verschwinden. Fiir die nullte Potenz, die ungestorte Schrodingergleichung gilt
(Eop — Eo) 0 = 0, da entweder d,,, = 0 ist oder die Koeffizienten sind gleich
und die Klammer ist null.

Fir die erste Potenz von A erhalten wir
— W+ (Buo — Eno) ¢V + Hy e = 0 (6.6.21)
Wenn die Indizes gleich sind, also fiir p = &, folgt aus Gleichung (6.6.21)
e = Hy . = / o fypndV (6.6.22)

oder
E=FE.o+ Hi s (6.6.23)

H, .. ist das Matrixelement, also eine Zahl und kein Operator. Fiir den Fall p1 # &
erhdlt man aus Gleichung (6.6.21)

o Hi

6.6.24
H E.o—Euo ( )

Aus der Normierungsbedingung Gleichung (6.6.10) folgt, dass c!) = 0 ist. Damit
wird

o HLW{
0(r) = pelr) + 3 i, (1) (6.6.25)

In 2. Ordnung erhalten wir

@ =3 [ (6.6.26)
UK E&O - E,u,()
Also ist
|H1 H|2
E=Ey,+Hium+)y —2— (6.6.27)
UK Ef-i,O - E,U,,O

Beim Wasserstoffatom folgt aus den Auswahlregeln (siehe Abschnitt 6.7), dass

Hi,. = 0 ist. Dann ist V o |E| und damit H; ‘EQ‘ Wasserstoff zeigt wie
andere Atome den QUADRATISCHEN STARKEFFEKT.

6.6.2. Linearer Stark-Effekt

Den LINEAREN STARKEFFEKT erhalt man, wenn man entartete Zustande mit einer
Multiplizitat grosser eins betrachtet. Dann versagt das vorherige Verfahren. Wenn
fiir zwei Indizes u # k die Energiedifferenz

EH,O - E,u,O - O (6628)

nennt man diese beiden Zustédnde entartete Zustédnde. Die Forderung
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1 fi _
&L= { = (6.6.29)
0 sonst
kann man nicht erfillen. Wir setzen
v(r)y= Y. Wy, (r)+ Korrekturen (6.6.30)
Enta?tung

Wir erhalten ein dhnliches Gleichungssystem wie Gleichung (6.6.15) (Siehe auch
[ , Kap. 15.2.2].

(E,Uwo - E) Cu + Z Hs,,ullcl(/O) =0 (6631)

v, entartet

Dieses Gleichungssystem fiir N entartete Zusténde ist losbar, wenn die Determi-

nante |’ ’ = ( ist. Diese lautet ausgeschrieben:
(Evo—E+ Hs11) Hio s Hsi N
Hqo1 (Bwo—E+ Hga2) - Hgo N _ 0
Hs,N,l e e (EK),O —F + HS,N,N)
(6.6.32)

Beispiel Wir betrachten den 1. angeregten Zustand von H mit ¢, ,,. Die Haupt-
quantenzahl sei n = 2. Wir verwenden die folgenden Definitionen fiir v

1 fir{=0und m=0
2 fir{=1undm=20
v = . e (6.6.33)
3 fird=1lund m=1
4 fir{=1und m=—1
und erhalten
V(1) = crip1 (1) + 202 (1) + €303 (1) + caps (1) (6.6.34)
mit
Hy,. = /cpZ (r)eE.p, (r)dV (6.6.35)
wobei E, = |E| die z-Komponente des in die z-Richtung zeigenden elektrischen

Feldes F ist.

Nach den Auswahlregeln fiir optische Uberginge (siehe Abschnitt 6.7) verschwin-
den alle Hy ,, bis auf H, ;9 und H,, ;. Dieses Matrixelement hat den Wert

Hs,1,2 = HS,Q,I = eEel d (6636)

wobei F,; das elektrische Feld und d eine Lange (z.B. Dipollédnge) ist. Wir unter-
suchen den Fall mit N = 4, beachten, dass k = 2 oder k = 1 sein konnte (entartete
Energien), und erhalten zuerst
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(E270 - E) e Eel d 0 0
€ Eel d (EQ,O — E) 0 0 o
0 0 (Eso — E) 0 =0 (6.6.37)
0 0 0 (Eyo — E)
und das dazugehorige lineare Gleichungssystem
(EQ’O - E) € Eel d 0 0 C1 0
e Eel d (EQ’O - E) 0 0 Co| 0
0 0 (E270 - E) 0 C3 - 0 <6638>
0 0 0 (EQ,O — E) Cy 0
Ausgeschrieben lautet das System
(Eyo— E)cr+eEgdey =0 (6.6.39a)
GEel dCl + (E270 — E) Cy = 0 (6639b)
<E270 — E) C3 = 0 (6639C>
<E270 — E) Cy = 0 (6639d>
Aus den Gleichungen (6.6.39a) und (6.6.39b) folgt
E270 —F e Eeld .
¢ Eud  Eso—E| 0 (6.6.40)
Die Energien sind
E:i: = EQ,Q + eEeld (6641)
wobei fiir die Koeffizienten gilt
+= €1 = Co (6.6.42)
- = C1 = —Co (6643)
Aus den Gleichungen (6.6.39¢) und (6.6.39d) erhalten wir
Eyo=FE (6.6.44)

Dieser lineare Starkeffekt wird nur bei H beobachtet, da nur bei H der Drehim-
puls ¢ entartet ist. Bei allen anderen Atomen sind die Energieniveaus zu ¢ # ('
unterschiedlich.

6.7. Auswahlregeln

Wir betrachten ein Dipolmoment p, = (ps,py,p.) = e(x,y, z). Zwischen zwei
Wellenfunktionen ist das Dipoliibergangsmatrixelement fiir die Komponente des
Dipolmoments p, = e - x in die z-Richtung definiert als

Homn = [0 (1) patin (r)aV = [, (m) 2, 1)V (6.71)
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ODb ein bestimmtes Dipoliibergangsmatrixelement Hj ,,, existiert, hangt von den
Symmetrien der Wellenfunktion v, (r) ab.

Symmetrische Wellenfunktion Wellenfunktion antisymmetrisch
1 0.5
0.9 0.4 = AN\
08 / \ 03 (. /
O P
07 [ 02 ——1\
[ SN
> 05 / \ > o <zl N ] ~—
04 -0.1 / .
0.3 -0.2 \ / \
02 / \ o3 \l./
0.1 / \ -0.4 /
N ' ~
0 -0.5
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x/a.u. x/a.u.

Abbildung 6.38.: Links: Transformation x — —x fiir symmetrische und, rechts,
fiir antisymmetrische Wellenfunktionen

Abbildung 6.38 zeigt eine Skizze von symmetrischen und antisymmetrischen Wel-
lenfunktionen. Wie die Abbildung zeigt, geht eine symmetrische Wellenfunktion
bei der Transformation x — —x in sich selber iiber, wihrend eine antisymmetri-
sche Funktion am Nullpunkt punktgespiegelt wird. Im Folgenden nutzen wir die
Symmetrie der Wellenfunktionen aus, um die erlaubten Ubergénge zu bestimmen.

6.7.1. Symmetrien beim harmonischen Oszillator

Beim harmonischen Oszillator ist die POTENTIELLE ENERGIE proportional zu z2.
Dann fiihrt die Transformation r — —x
12— (—z)? = z? (6.7.2)
in sich selber tiber. Das heisst, das Potential des harmonischen Oszillators ist
unverindert bei der Transformation x — —z. Dann gilt fiir das Potential
V(—z)=V(z) (6.7.3)

Ebenso ist die 2. Ableitung nach z fiir jede Funktion invariant unter der Transfor-
mation x — —z.

d? d? d?

— = — 6.7.4
i (d(-a)f  da? 074
Wir betrachten nun die zeitunabhéngige Schréodingergleichung
H ()¢ (z) = B (v) (6.7.5)
und transformieren sie mit x — —x
H(—2)¢ (—2) = Ep (—x) (6.7.6)
beim harmonischen Oszillator ist nun aber
H(—2z) = H(x) (6.7.7)
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und damit auch A
i (2) ¢ (—a) = Bo (~2) (6.7.8)

Das heisst, wenn 1 () eine Eigenfunktion von H (z) ist, ist auch v (—z) eine
Eigenfunktion. Dabei haben wir implizit, also ohne es ausdriicklich zu erwédhnen,
angenommen, dass es zur Energie £ nur eine Eigenfunktion (keine Entartung)
gibt. Deshalb muss gelten

(=) = oy () (6.7.9)

mit « einer komplexen Konstanten. Wir kénnen aber x auch durch —x ersetzen, da
der Hamiltonoperator H diese Symmetrie auch hat. Dann lautet Gleichung (6.7.9)

Y (x) =) (—x) (6.7.10)
Wenn wir Gleichung (6.7.10) in Gleichung (6.7.9) einsetzen, dann gilt auch
Y (7) = arp (—x) = o () (6.7.11)
Wenn () nicht identisch verschwindet, muss
a® =1 = a==+1 (6.7.12)

sein. Daraus folgt fiir die Wellenfunktion

0 () = {—i—@/} (—x) symmetrische Wellenfunktion fiir o = 1 (6.7.13)

—1) (—z) antisymmetrische Wellenfunktion fiir « = —1

6.7.2. Paritat

In drei Dimensionen ist die zur Transformation x — —x dquivalente Transforma-
tion die PUNKTSPIEGELUNG am Ursprung. Wir ersetzen in den obigen Betrach-
tungen x — r und erhalten die Transformation

r— —r (6.7.14)

Ist nun H (r) invariant gegen die Transformation » — — folgt fiir die Wellen-
funktionen

¥ (=r) =2 (r) (6.7.15)

Die Transformation 7 — —r ist als PARITATSTRANSFORMATION bekannt. Es gibt
die beiden Félle

e Y (—r) =+ (r): Die Wellenfunktion ¢ (r) hat GERADE PARITAT

e ¢ (—r) = —1 (r): Die Wellenfunktion ¢ (r) hat UNGERADE PARITAT

Die Paritdat von Wellenfunktionen ist in der Teilchenphysik von tiberragender Be-
deutung. Ein mit dem Nobelpreis gewiirdigtes Experiment von Chien-Shiung Wu
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(* 31. Mai 1912 in Shanghai, China; T 16. Februar 1997 in New York, USA) aus
dem Jahre 1957 erbrachte den Nachweis, dass bei der schwachen Wechselwirkung
die Paritétstransformation nicht giiltig war. Man sagt: die Paritat sei verletzt.
Beim harmonischen Oszillator gibt es Wellenfunktionen mit gerader und ungerader
Paritét, je nach der Hauptquantenzahl n:

e n=0,2,4,...: Die Wellenfunktion hat gerade Paritét.

e n=1,3,5,...: Die Wellenfunktion hat ungerade Paritét.

6.7.3. Rotationssymmetrie

Wir betrachten nun einen Hamiltonoperator PI, der mindestens Zylindersymmetrie
oder aber eine hohere Symmetrie haben soll. Mathematisch ausgedriickt bedeutet
die Zylindersymmetrie, dass

A A

H(r,o+ p1) =H(r, ¢) fir o € R (6.7.16)

Bei einem spharisch symmetrischen Hamiltonoperator H wie beim Coulombpoten-
tial sei ¥ konstant. Die Schrodingergleichung lautet dann

A

H(r, o+ @) ¥ (r,o+¢1) = EY (r, 0+ ¢1) (6.7.17)
Wegen Gleichung (6.7.16) kénnen wir auch schreiben

A

H(T, ¢>¢(T7¢+¢1) = E1/} (T,Sp‘i‘@l) (6718)
Da 1 (r, ¢ + ¢1) eine Eigenfunktion von H (r, ) ist, gilt auch

¢ (Tv ' + §01> = (@1) ¢ (Tv gp) ) (6719)

wobel a(p;) eine komplexwertige Funktion des Winkels ¢ ist. Wenn wir eine Ro-
tation um einen zweiten Winkel ¢y betrachten, gilt

?/1 (7”, ¥ + @2) = (@2) 1/} (Ta 90) (6720)

und damit auch

Y (r, o+ @1+ @2) =P (1, (0 + p2) + 1)
=a(p) Y (r, o+ p2) = a(p) a(p) Y (r,p) (6.7.21a)

Y (r, o+ @1+ @2) =9 (1, (0 + 1) + p2)
= a(p2) (r, o+ 1) = a(p2) a(pr) Y (r,p) (6.7.21b)

Andererseits folgt aus

b (r o+ ws) = alps) ¢ (r @) (6.7.22)

und
Ps = P11 P2 (6.7.23)
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die Beziehung

U (rp+es) =9 (re+ (01 +92)) = alps) ¥ (r ) = aler+¢2) ¢ (r0)
(6.7.24)
Aus den Gleichungen (6.7.21a) und (6.7.24)
folgt daraus die Beziehung
a(p1+ p2) = a (1) o (p2) (6.7.25)

Die Mathematik sagt uns, dass die einzige mogliche Funktion mit diesen Figen-
schaften ‘
a(p) =e™? (6.7.26)

ist, wobei m noch unbekannt ist. Bei einer Drehung um ¢ = 27 erhalten wir wieder
eine von der Ausgangslage ununterscheidbare Situation. Deshalb muss gelten

e =1 = m € Z (6.7.27)

Dies ist nur moglich, wenn m eine ganze Zahl ist. Deshalb gilt auch

) (r,p) =™ (r,0)  mitmeZ (6.7.28)

Unsere gefundene Zahl m ist kompatibel mit der magnetischen Quantenzahl m im
Wasserstoffatom.

6.7.3.1. Auswahlregeln fiir die Wellenfunktionen aus Abbildung 6.38

Das Ubergangsmatrixelement fiir Dipoliibergéinge aus Gleichung (6.7.1) lautet ent-
lang der z-Achse

+o0
Hgpn =€ / or () zp, (x) dx (6.7.29)

Deshalb definieren wir das Integral e - I,,,,,, = Hj m fiir die Matrixelemente auf
der Hauptdiagonale

+oo
Ly = / D (%) 2 () dx (6.7.30)

Bei der Transformation x — —x ergibt sich

Lnm = | 3 (=2) (=) o (~2) d (=) (6.7.31)

Wenn wir d(—x) durch dx ersetzen, missen wir das Vorzeichen des Integrals wech-
seln
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L == [ 5, (=) (=2) ¥ (=2} do = [ 45, (=) (=2) ¥ (~) d

— / W (—2) 2 (—2) dz (6.7.32)

Bei der Transformation x — —z andert 7 1, als quadratische Funktion das
Vorzeichen nicht. Also folgt

L = —Lom — Lyym =0 (6.7.33)

Das bedeutet, dass das Matrixelement H ,,,,,, = 0 ist fir alle m. Die Argumentation
gilt auch fiir y und 2. Es gibt in dieser Betrachtung keine Uberginge zwischen
Zustanden mit der Quantenzahl m fiir Wellenfunktionen nach Abbildung 6.38.
Wenn m # n ist, lauten die Matrixelemente

Iy = / or (x) zp, () de (6.7.34)

Falls nun ¢,, und ¢,, gleiche Paritat haben ist I,,,, = 0. Das heisst, dass es fiir Wel-
lenfunktionen nach Abbildung 6.38 keine Dipoliiberginge geben kann bei denen
Am = my — my eine gerade Zahl ist. Bei ungleicher Paritédt der Wellenfunktio-
nen ist I,,, # 0. Diese Uberginge mit Am = my — m; = %1,43,... sind fiir
Wellenfunktionen nach Abbildung 6.38 erlaubt.

6.7.3.2. Auswahlregeln fiir Wasserstoffatome

Die Dipol-Matrixelemente des Wasserstoffatoms in die z-Richtung sind
I = / Vo (1) 2 e (7) AV (6.7.35)
In Polarkoordinaten lauten sie

I, = /w;‘;g’m (r,9,¢) (rcos ) Yy o e (1,9, @) dV (6.7.36)

Wir betrachten Drehungen um die z-Achse um den Winkel po. Wir verwenden die
Transformationseigenschaft nach Gleichung (6.7.28) und wenden sie auf Gleichung
(6.7.36) an und erhalten mit ¢, ¢, (7,9, @)

L (4 00) = [ 6 (70,9 + 90) (7 €08 0) W (10,0 + 0) dV
= /e’im%w;,&m (r, 9, @) (rcos9) eim/‘p%pn/’@,’m/ (r, 9, @) dV

— ¢ M0 P /¢Z,Z,m (r, 9, ) (rcos V) gy (1,0, 0) AV (6.7.37)

Damit ist
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I, (900) — e*i(mfm/)SOO[Z (O) =1, (0) =1 (6.7.38)

da dies eine Symmetrietransformation sein soll. Diese Gleichung hat zwei mogliche
Losungen. Entweder ist

I.=0 (6.7.39)

oder
m' =m (6.7.40)

Fiir Ubergiinge, die das Dipolmoment des Wasserstoffs in die z-Richtung anspre-
chen, muss also m = m’ sein. Fiir die Dipolmomente in die z- und y-Richtung
erhalten wir die reduzierten Integrale

]Z = /w:;,é,m (Tu 197 QO) x ¢n’,€’,m’ (7”7 19, @) av (6741)
]y = /¢Z,z,m (Tv 197 @) ) wn’,f’,m’ (T7 797 QO) dv (6742)
I, +il, = / 0 o (10, 0) (& £ 1) Yt 1 (1,0, 0) AV (6.7.43)

Aus der Mathematik der komplexen Zahlen wissen wir, dass

x4iy=r cospsind £ ir singsind = r e sin v (6.7.44)
Damit konnen wir Gleichung (6.7.43) umschreiben
[95 + Z[y = /w;‘;&m (7“, 797 90) (7“ sin ﬂeiicp) wn’,f/,m’ (7’, 197 (10> av (6745>

Wir drehen das Wasserstoffatom um ¢y um die z-Achse und erhalten

w;;,l,m (73 797 Y+ 900) = e—imgoow:;&m (T’ 197 90)

¢n’,€’,m’ (T, 797 Y+ 900) = eimlwown’,f',m’ (T, 797 90)
eTHeteo) — oHivoFivo (6.7.46)

Mit Gleichung (6.7.46) lautet Gleichung (6.7.45) neu (der Faktor e fillt heraus)
I, + il, = emwoeeoemimeo ([ i) = mETme0 (1 o£il) (6.7.47)

Damit Gleichung (6.7.47) erfillt ist, muss gelten

I +il, =0 fiir m £ m' + 1 (6.7.43)
I, —il, =0 fir m#m' —1 (6.7.49)

Wenn eine komplexe Zahl null ist, sind Imaginédr- und Realteil jeder fiir sich null.
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I, =0 (6.7.50)
=0 (6.7.51)

Wir kénnen also fiir das Wasserstoffatom die folgenden Regeln formulieren:

AUSWAHLREGELN fiir die magnetische Quantenzahl

m=m/ I, # 0 linear polarisiertes Licht
(m-Polarisation)
m=m'x1|I,+il,#0 zirkular polarisiert

I, —il, #0 (£o-Polarisation)

Auswahlregel fiir die Bahndrehimpulsquantenzahl (ohne Ableitung)

(=0+1

6.8. Mehrelektronenatome

Elektronenzustande in Atomen mit mehreren Elektronen werden der Reihe nach
von tiefen Energien zu hohen besetzt.
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Singulettzustande Triplettzustande
0 'Sy Py Dy "F3 | %Sy Pyy¢’DssFaza
-1.00
-2.00
-3.00 | 1
2 Py 1 1 53p
> (1s) (2p) 01,2
()] - -
n 400 1 o (1s)'(2p)’
2 00 |2 'S0]| [ (9@ 235, (1s)'(25)’
2
|
~ Grotrian-
diagramm
-23.00 far
Helium
-24.00
24.47 | 118, (1s)?
2500 F o (19)

Abbildung 6.39.: Termschema von Helium

Abbildung 6.39 zeigt das Grotrian-Diagramm oder Termschema von Helium. Es
gibt zwei Systeme, die keine Verbindung miteinander haben. Links ist das Sin-
gulettsystem und rechts das Triplettsystem. Sowohl der tiefste Zustand des Tri-
plettsystems 23S;-Zustand mit der Struktur (1s)'(2s)* wie auch der zweittiefste
Zustand im Singulettsystem 2'Sy-Zustand mit der Struktur (1s)'(2s)! sind meta-
stabil. Metastabil bedeutet, dass die Lebensdauer 7,etqstapi > 107° s ist. 1078 s
ist eine iibliche Lebensdauer fiir erlaubte Uberginge. Erlaubte Ubergéinge sind
Ubergéinge, die den Symmetriebedingungen des ungestérten Systems ensprechen.
Metastabile Zustinde werden iiber Dipol-verbotene Uberginge entleert.

Wenn ein Elektron aus dem Grundzustand in den angeregten Zustand wechselt,
andern sich die Quantenzahlen.

Zusténde
vor der 1. Elektron [ n=1 =0 m=0 s = % s, = %
Anregung | 2. Elektron | n=1 (=0 m=0 5= % 5, = —%
nach der | 1. Elektron | n=1 /=0 m=0 s = % S, = %
Anregung | 2. Elektron | n>1 /=1 m=-1...1 s= % S, = :I:%

Tabelle 6.9.: Uberginge in Helium

Man bezeichnet He im Singulett-System als PARAHELIUM, He im Triplettsystem
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wird als ORTHOHELIUM bezeichnet. Im Singulettsystem von Helium wird keine
Feinstruktur beobachtet. Das bedeutet, dass die Spins der Elektronen antiparallel
sein miissen.

Man bezeichnet mit grossen Buchstaben das gesamte System, mit kleinen Buch-
staben die Zustande der einzelnen Elektronen. So ist der GESAMTSPIN

81+82:S:1

Das magnetische Moment des Gesamtspins pg hat drei Einstellmoglichkeiten:

S, =1,0-1 (6.8.1)

Wenn der Spin drei Einstellmoglichkeiten hat, fithrt die Spin-Bahn-Kopplung zu
einer dreifachen Feinstrukturaufspaltung.

e 31 S Mo

i o "

y [ R y Y

- S ARLCL /

X R — x i
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Abbildung 6.40.: Addition von Spins zu einem Gesamtspin. Links ist das Vek-
tormodell fiir den Spin %, in der Mitte die Addition von zwei
Spins zu einem Gesamtspin von 1 und rechts das Vektormo-
dell fir eine Addition von zwei Spins zu einem Gesamtspin
von 0.

S = 3h—|5| =

Abbildung 6.41.: Addition von Spins zu einem Gesamtspin. Links ist das Vek-

tormodell fiir den Gesamtspin % und rechts das Vektormodell

fiir eine Addition von drei Spins zu einem Gesamtspin von %

Bei der Addition von Spins zu einem Gesamtspin muss beachtet werden, dass jeder
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211 6.8 Mehrelektronenatome

Summand eine Projektion von s, = %h auf die z-Achse haben muss.

Im Triplettzustand, beim Orthohelium, stehen die Spins parallel. Zwischen den
entsprechenden Zustdnden des Paraheliums und des Orthoheliums gibt es eine
Energiedifferenz. Dies beruht auf der unterschiedlichen elektrostatischen Wechsel-
wirkung bei parallel und antiparallel angeordneten Spins. So liegt der Zustand 215
iiber dem Zustand 23S;. Den Energieunterschied nennt man Symmetrie-Energie.

6.8.1. Pauli-Prinzip

Die Energie der Elektronen in einem Heliumatom muss so formuliert werden:

_ _ Ze? _ Ze? e?
E= 47r;)r1 4dmegrao 4dmegria
1. Elektron 2. Elektron  Abstossung (6.8.2)

der Elektronen

Damit ist die POTENTIELLE ENERGIE nicht mehr kugelsymmetrisch. Die Wellen-
funktion kann nicht mehr in einen Radial- und einen Winkelanteil separiert wer-
den. Deshalb ist die Schrodingergleichung nicht geschlossen losbar. Naherungsweise
kann sie mit der Stérungsrechnung gelost werden. Als erste Ndherung vernachlés-
sigt man den Abstossungsterm zwischen den beiden Elektronen 1 und 2
2 2
po_ 2 2 (6.8.3)

471'807“1 47T€0T2

Dieses vereinfachte Problem ist l6sbar. Die so berechneten Energien fiir die Ioni-
sierung sind
Fye =2-(—54.4¢eV) = —108.8 eV (6.8.4)

Experimentell hat man die folgenden Werte gemessen:

Epe=-79¢eV =-246¢eV + (—54.4¢eV)

—_ —_— (6.8.5)
1. Elektron 2. Elektron

Die gesamte lonisierungsenergie ist kleiner als die theoretische Vorhersage ohne
gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen. Die gegenseitige Abstossung verrin-
gert offensichtlich den Abstand zum Vakuumniveau. Das erste Elektron hat eine
kleinere Ionisierungsenergie als das Elektron des Wasserstoffs. Die Ionisierungs-
energie des zweiten Elektrons (wenn das erste schon weg ist) ist ziemlich genau
das Doppelte des Wertes fiir den Wasserstoff. Den vierfachen Wert wiirde man
auch aus der doppelt so grossen Kernladung erwarten. (Einerseits verdoppelt sich
Z, andererseits halbiert sich der Bohrsche Bahnradius r, dies fihrt zum Faktor 4).
Man konnte argumentieren, dass das dussere Elektron wegen der Abschirmung die
Kernladung Z = 1 sieht, und nicht Z = 2. Dann ware aber

1
Bye =544 ¢V — 25440V = 544 &V — 1335 &V = —67.75 eV (6.8.6)

Dies ist ein besserer Schatzwert, aber trotzdem immer noch falsch.

Da bei Helium zwar der Zustand 1'S gibt, nicht aber den Zustand 13S bei dem
zwei Elektronen im Grundzustand mit parallelem Spin vorhanden waren, folgerte
WOLFGANG PAULI
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Die Elektronenzustande eines Atoms konnen mit Elektronen nur so
besetzt werden, dass nie zwei oder mehr Elektronen in allen Quan-
tenzahlen tibereinstimmen.

Dieses ist das fundamentale PAULI-PRINZIP. Die allgemein giiltige mathematische
Formulierung des Pauli-Prinzips lautet:

Bei Spin—%—Teﬂchen ist Gesamtwellenfunktion

U=T19 =10, Vo0 U, ) (6.8.7)

J J

antisymmetrisch bei der Vertauschung zweier Variablen sein.

Dabei ist W, ; der Radialteil der Wellenfunktion des j-ten Teilchens, bei den an-
deren Wellenfunktionen analog.

Um das zu illustrieren, iiberlegen wir uns die Konsequenzen, wenn wir zwei Teilchen
hétten, deren mogliche Wellenfunktion

\IJ<T17 TQ) = ¢{n1751,me,1,ms,1}<r1)¢{n2752,me,2,ms,2}(T2> (688)

eine Wellenfunktion mit der Energie

Etor = E{m,fl,mm,ms,l} + E{n27€27me,2,ms,2} (689)

wéren. Die Wellenfunktion aus Gleichung (6.8.8) ist auch erlaubt, wenn
{na, €, me s man = {ng, la, myz, m o}

ist. Da mit der Wellenfunktion aus Gleichung (6.8.8) auch

\IJ<T17 TQ) = ¢{n2752,mz,2,ms,2}<r1)¢{n17f1,me,17m5,1}(T2>

die zugrunde liegende Schrodingergleichung erfiillt, sind auch alle Linearkombi-
nationen dieser beiden Wellenfunktionen Loésungen der Schrodingergleichung. Die
Wellenfunktion

1 _
Walri,m2) = — (W(ry,ma) = U(ry,72))
1
= ﬁ (¢{n17f1,mz,1,ms,1}<T1>¢{n2752,me,2,ms,2}(T2> - ¢{n27£27m£,27ms,2}(r1)¢{n17£17m£,17ms,1}(T2>)

(6.8.10)
ist eine Losung der Schrodingergleichung. Sie verschwindet aber identisch, wenn

{Th, ly, me1, ms,1} = {7127 0y, my 2, ms,2}
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213 6.8 Mehrelektronenatome

ist. Die Wellenfunktion W ,g¢ ist kompatibel mit dem Pauli-Prinzip. Wann immer
alle Indizes der beiden Teilwellenfunktionen identisch sind, ist sie null. Die Koor-
dinaten r; konnen alle Variablen sein, sie miissen nicht notwendigerweise Vektoren
sein, es konnen auch zahlenwertige Funktionen und insbesondere auch Spinfunk-
tionen sein.

Wenn zwei Spins mit den méglichen Zustéinden m,; = $h = ¢4(j) und m,; =
—3h = ¢,(j) kombiniert werden, ergeben sich

Singulettzustand S =0 = — & (2)9, (1)) Mg=0
Mg =1

Triplettzustand =1 &= )+ o+(2)p (1)) Mg=0
Mg = —1

Tabelle 6.10.: Singulett- und Trlplett—Zustande bei zwei Spins

6.8.1.1. Slater-Determinante

Die folgenden Ausfiihrungen in diesem Abschnitt sind angeregt durch | ]. Mit

den Abkﬁrzungen wa<1) = w{nl,elvme,l,ms,l}(rl) und 1/11,(1) = w{n2752,me,2,ms,2}(r1>
kann Gleichung Gleichung (6.8.10) auch so geschrieben werden:

¥ = = (a0~ U(10(2). (6.8.11)

Die Zahlen bezeichnen das Teilchen. Gleichung (6.8.11) kann auch als Determi-
nante geschrieben werden, der sogenannten Slater-Determinante

L |va(1) ¢a(2)

Uy=— 6.8.12

ATV (1) w(2) ( )

Ausgerechnet ergibt Gleichung (6.8.12) das gleiche Resultat wie Gleichung (6.8.12).
Der Faktor 2 unter der Wurzel ergibt die Anzahl Moglichkeiten, zwei Objekte
anzuordnen. Werden in der Determinante zwei Spalten oder zwei Zeilen vertauscht,
so andert sich das Vorzeichen.

Analog zu zwei Wellenfunktionen kann man nun auch fiir drei Wellenfunktionen
schreiben:

Wa = A wb() Un(2)  ¥u(3) (6.8.13)
V(1) ¥e(2) ¥e(3)

Werden zwei Objekte (Spalten) ausgetauscht, dndert sich das Vorzeichen der wel-
lenfunktion W 4.

Wenn n Teilchen und n Wellenfunktionen vorhanden sind, lautet die Slater-Determinante
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wl(l) %(2) 1/11(n§

\I'A:i: PYa(1) ¥(2) -+ a(n (6.8.14)

Vn! : A

Gibt es weniger Teilchen als Wellenfunktionen, werden die unbenutzten Spalten
mit 1 gefiillt, bis gleich viele Zeilen wie Spalten vorhanden sind. Gibt es weniger
Wellenfunktionen (z.B. bei Spins) als Teilchen, werden die fehlenden Zeilen mit 1
bis zur quadratischen Matrix aufgefiillt.

6.8.2. Drehimpulse

Beim Wasserstoffatom wurde der Bahndrehimpuls £ mit dem Spin s zum GESAMT-
DREHIMPULS j gekoppelt. Ahnliche Mechanismen gibt es auch beim GESAMT-
BAHNDREHIMPULS L und dem GESAMTSPIN S, die den GESAMTDREHIMPULS J
bilden. Geschlossene Schalen, die Edelgasschalen, haben einen GESAMTDREHIM-
PULS null, so dass Atome allein durch die Spins und die Bahndrehimpulse der
Valenzelektronen charakterisiert werden.

Wenn wir zum Beispiel zwei Bahndrehimpulse £; und £, mit jeweils ¢; = 1 haben,
konnen diese sich auf drei Arten zu einem GESAMTBAHNDREHIMPULS zusammen-
setzen:

Anordnung parallel | im Dreieck | antiparallel
GESAMTDREHIMPULS | L =2 L=1 L=0
Bezeichnung D-Term | P-Term S-Term
Tabelle 6.11.: Anordnung von Bahndrehimpulsen zum GESAMTBAHNDREHIM-
PULS

In Atomen mit mehreren Elektronen gibt es die Bahndrehimpulse £; und die Spins
s;. Es gibt nun drei Wechselwirkungen,

« die Spin-Bahnwechselwirkung proportional zu (¢; - s;)
« die Bahn-Bahnwechselwirkung proportional zu (£; - £;)
« die Spin-Spinwechselwirkung proportional zu (s; - s;)

6.8.2.1. LS- oder Russel-Saunders-Kopplung

Wenn nun die SPIN-BAHN-KOPPLUNG (¥; - s;) klein ist gegen die BAHN-BAHN-
KOPPLUNG (¥; - £;) und gegen die Spin-Spin-Kopplung (s; - s;), dann addieren
sich alle Bahndrehimpulse und Spins getrennt bevor sie zum GESAMTDREHIMPULS
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215 6.8 Mehrelektronenatome

zusammengesetzt werden[RR525].

L=>¢ (6.8.15a)
S=>s (6.8.15b)

Aus dem GESAMTBAHNDREHIMPULS L und dem GESAMTSPIN S wird der GE-
SAMTDREHIMPULS gebildet

J=L+8 (6.8.16)

Bei der LS-KOPPLUNG oder der RUSSEL-SAUNDERS-KOPPLUNG
wird

1. die Summe aller Bahndrehimpulse L = Y ¢;, dann
2. die Summe aller Spins S = 3 s; und schliesslich

3. der GESAMTDREHIMPULS J = L + S gebildet.

Der Betrag des Gesamtbahndrehimpulses wird wie beim einzelnen Bahndrehimpuls

berechnet
|L| = hy/L(L+1) (6.8.17)

Wenn man alle moglichen Kombinationen zweier Vektoren £; und £, untersucht,
also von parallel bis antiparallel, dann sind die folgenden Bahndrehimpulsquan-
tenzahlen moglich

U + 4y
b+l —1

mit ¢4 > ly (6.8.18)
bty
Man verwendet die folgenden Bezeichnungen
e L=0 S-Term
e L =1 P-Term
e L =2 D-Term

Fiir die optischen Uberginge gelten die folgenden Auswahlregeln

o bei Einzelektronen A¢ = +1

e beim Gesamtsystem AL =0, +1
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Fiir den GESAMTSPIN bei n Elektronen haben wir die Beziehungen

S=)>s (6.8.19a)
|S| =hy/S(S+1) (6.8.19b)
S=n-s,(n—2)-s...0 (6.8.19¢)

Fiir die Dipolstrahlung gilt die folgende AUSWAHLREGEL
AS =0 (6.8.20)

Die Auswahlregel aus Gleichung (6.8.20) besagt, dass Terme mit verschiedenem
GESAMTSPIN nicht koppeln. Dies ist der Grund, warum zum Beispiel beim Helium
das Singulett- und das Triplett-System nicht koppeln, da zwischen diesen Systemen
mit unterschiedlichem GESAMTSPIN verboten sind.

Beim GESAMTDREHIMPULS haben wir die Beziehungen

J=S+L (6.8.21a)

\J| = /T (J + 1) (6.8.21b)

Fiir den GESAMTDREHIMPULS J sind die folgenden Werte moglich

Spin Gesamtdrehimpuls
g_0 J=1 (6.8.22a)
S = L =L L L L 22b
=3 J = +5. L -3 (6.8.22b)
S=1 J=L+1,L,L—-1 (6.8.22¢)
3 3 1 1 3

Insgesamt gibt es also 25 + 1 mogliche Kombinationen eines Gesamtbahndrehim-
pulses mit dem GESAMTSPIN zum GESAMTDREHIMPULS

Zum Beispiel setzt sich bei He der Grundzustand wie folgt zusammen: Es gibt
zwei Elektronen mit der Hauptquantenzahl ny; = ny = 1. Diese haben jeweils den
Bahndrehimpuls ¢; = ¢5 = 0 und die Spins s; = % und sy, = % Das bedeutet, dass
der GESAMTDREHIMPULS L = 0 und der GESAMTSPIN S = 0. Wenn m,, = —m,
ist, ist der GESAMTDREHIMPULS J = 0. Dies ist der beobachtete Singulettgrund-
zustand. Er wird mit 1S, bezeichnet.

Andererseits ist bei L =0, S =1 fiir m,, = m,, der GESAMTDREHIMPULS J = 1.
Dieser Zustand mit dem Namen 13S; ist verboten (Wolfgang Pauli), da hier
zwei Elektronen in allen Quantenzahlen tibereinstimmen.

Wenn die beiden Elektronen unterschiedliche Hauptquantenzahlen haben, sind die
moglichen Werte

. n1:1,€1:0781:*

° n2:2,£2:0782:*
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217 6.8 Mehrelektronenatome

Dann ist entweder (L = 0, S = 0, J = 0, der Singulettzustand) oder (L = 0,
S =1, J =1, der Triplettzustand). Beide Félle mit den Namen 2'S, und 23S, sind
erlaubt und werden experimentell beobachtet.

Zustande werden mit der folgenden Nomenklatur nQSHLJ bezeich-
net.
Dabei ist n die Hauptquantenzahl des hochsten angeregten Elek-
trons.

Anzahl Elektronen 2 3 4 5
Zustande S=0 S:% S=0 S:%
Singulett Dublett  Singulett Dublett
S=1 S:% S=1 S:%
Triplett  Quartett Triplett — Quartett
S=2 S=3

2
Quintett  Sextett

Tabelle 6.12.: Drehimpulszustéande fiir Vielelektronensystemen

Tabelle 6.12 zeigt die moglichen MULTIPLETTSYSTEME von VIELELEKTRONENA-
TOMEN.

6.8.2.2. Hundsche Regeln

Die HUNDSCHEN REGELN gelten bei LS-Kopplung. Sie erganzen das Pauli-Prinzip
bei der Besetzung der Einelektronenzustande in einem Mehrelektronenatom.

1. Volle Schalen und volle Unterschalen haben den GESAMTDREHIMPULS L = (
und den GESAMTSPIN S = 0.

2. Aquivalente Elektronen (d.h. Elektronen die bei gleichem ¢ auf die z-Unterzusténde
my verteilt werden) werden im Grundzustand so eingebaut, dass der resul-
tierende Gesamtspin S maximal ist.

Dies bedeutet, dass Zustdnde mit der hochsten Multiplizitat energetisch am
tiefsten liegen. Die Gesamtwellenfunktion muss antisymmetrisch sein.

3. Um den grossten Wert der Quantenzahl S zu realisieren, miissen die Elek-
tronen auf die Unterzustinde m, zu den Drehimpulszustinden ¢ so verteilt
werden, dass die z-Komponente von L

th = hsz
L

maximal ist. Dann ist die Drehimpulsquantenzahl

L= |mL\
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Zusténde liegen bei gleicher Multiplizitat 25+ 1 des Gesamtspins energetisch
umso tiefer, je grosser L ist.

4. Bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung liegen Multipletts mit der
kleinsten Quantenzahl J energetisch am tiefsten, wenn die Teilschale weniger
als halb gefiillt ist. Bei einer mehr als halb gefiillten Teilschale liegen die
Multipletts mit der grossten Quantenzahl J energetisch am tiefsten.

Diese vier Regeln, zusammen mit dem Pauli-Prinzip erlauben, die Grundzustande
der Elektronen der meisten Atomsorten zu bestimmen. Eine Ubersicht iiber die
erlaubten Zustdnde finden Sie in der Tabelle B.2 im Anhang.

Die vierte Regel sagt auch, dass bei weniger als halb gefiillten Schalen J = |L — S|
und bei mehr als halb gefiillten Schalen J = L + S ist. Ist die Schale genau halb
gefiillt, ist J = S.

6.8.2.3. Anwendung der Hundschen Regeln

Nach der Regel 1 miissen vollstandige Schalen und Unterschalen nicht beriicksich-
tigt werden. Das heisst, dass die Schalen s2, pb, d'°, ', ¢'® h?2 ... sowohl was
den Gesamtbahndrehimpuls als auch was den Gesamtspin betzrifft den Beitrag 0
liefern.

Nach der Regel 2 soll der Gesamtspin maximal sein. Bei weniger als halb gefiillten
Schalen heisst dies, dass alle Spins in die gleiche Richtung +§ zeigen, dass also
wegen des Pauli-Prinzips die z-Projektionen des Bahndrehimpulses unterschiedlich
sein miissen. Bei einer f°-Konfiguration (5 < 14/2) zeigen alle Spins in die gleiche
Richtung, S = g Deshalb werden nach der Regel 3 die Bahndrehimpulse die
Magnetquantenzahlen 3, 2, 1, 0 und —1 habe. Nur so ist das Pauli-Prinzip erfiillt.
Der Gesamtbahndrehimpuls ist dann L =3+2+1+0+ (—1) = 5.

Nach Regel 4 ist bei dieser halbvollen Schale J = |L — S|, also J =5—2 = 3. Der
Zustand ist dann 5G5/2.

Zur Erinnerung, die Konfiguration ist 2°*!L;, mit S dem Gesamtspin, L dem
Gesamtbahndrehimpuls und J dem Gesamtdrehimpuls.

Weiter stellt sich die Frage, in welcher Reihenfolge die m,-Niveaus besetzt werden.
Die potentielle Energie eines magnetischen Momentes p im externen Feld B ist
Epot = —p- B. Wenn B in die +2z-Richtung zeigt, zeigt p in die gleiche Richtung.
Da das Elektron negativ geladen ist, zeigt £ in die —z-Richtung. Die m,-Zustande
werden vom kleinsten my, her besetzt, bis alle einfach besetzt sind. Dann wir, um
E,o+ zu minimieren, vom grossten my her besetzt.

weniger
als
e - My S L halb J Konfi-
konf. | 0 | |Xmg| | [Xme| | gefullt? guration
1 T - T 2
s + 3 0 ja 3 S 1
52 1 0 0 nein | 0 1S,

Tabelle 6.13.: Hundsche Regeln fiir die s-Schale (¢ = 0). In den Zellen sind die
Spinorientierungen angegeben.
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weniger
als
e - My S L halb J Konfi-
konf. | =1 | 0 | 1 | [Xmg| | [>Xomy| | gefullt? guration
p' 1 3 1 ja 3 P
v’ e 1 1 Ja 0 P
A N I R U
p? AU A B 1 1 nein 2 3P,
Pl L] 1| mein |3 %P
P’ NIHIN] 0 0 nein | 0 'So

Tabelle 6.14.: Hundsche Regeln fiir die p-Schale (¢ = 1). In den Zellen sind die
Spinorientierungen angegeben.

Weitere Tabellen finden Sie im Anhang J.

6.8.2.4. jj-Kopplung

Bei schweren Atomen nimmt die Spin-Bahn-Kopplung mit der Kernladungszahl Z
zu. Dann koppeln zuerst Spin und Bahndrehimpuls des Einzelelektrons

Ji=ti+s; (6.8.23)
und erst dann wird der GESAMTDREHIMPULS gebildet.
J=>Ji (6.8.24)

Wenn die jj-KOPPLUNG dominiert, ist der GESAMTBAHNDREHIMPULS L und der
GESAMTSPIN S nicht mehr definiert. Der Betrag des Gesamtdrehimpulses ist

| = I/ J (J +1) (6.8.25)

Die jj-KOPPLUNG bewirkt das Auftreten von Interkombinationsfrequenzen. Sie
tritt nur bei sehr schweren Atomen auf.
Die Auswahlregeln bei der jj-KOPPLUNG sind

AJ=0,%£1 (6.8.26)
wobei der Ubergang von J = 0 nach J = 0 verboten ist.

6.8.2.5. Magnetische Momente von Mehrelektronenatomen

Das magnetische Moment bei LS-Kopplung ist

B+ s =Hy (6.8.27)
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Wie schon beim Einzelelektron ist p; antiparallel z7um GESAMTBAHNDREHIMPULS
L und pg antiparallel zum GESAMTSPIN S. Da fiir Bahndrehimpulse und Spins
jedoch die g-Faktoren unterschiedlich sind, ist J nicht antiparallel zu p;. Des-
halb prazediert wie beim Einzelelektron das magnetische Moment p; um J. Die
Komponente (g ;) ; von p;, die antiparallel zu J ist, ist das messbare magnetische
Moment des Gesamtspins.

Der Betrag des magnetischen Moments des Gesamtspins ist

() ‘:_3J(J+1)+S(S+1)—L(L+1)
Hals 2. /J (] +1)

Hier ist der g-Faktor

pg = —gs\/J (J+1)up (6.8.28)

JJ+1)+5(S+1)—L(L+1)

=1 6.8.29
o=t 27 (T +1) (6.8.29)

Schliesslich betragt die z-Komponente des magnetischen Momentes
[(MJ,Z)JL = —mygjpUB (6.8.30)

mit der magnetischen Quantenzahl m; =—-J, —J +1,...,J.

6.9. Aussere und innere Schalen

Wir sahen, dass beim Wasserstoffatom die BINDUNGSENERGIE des Elektrons —13.6 eV
war. Fiir ein Atom mit der Ordnungszahl Z nimmt die BINDUNGSENERGIE des
letzten Elektrons (wenn alle anderen schon ionisiert sind) wie Z? zu. Das heisst,
dass alle Elektronen ausser die dussersten fiir eine Anregung sehr hohe Energi-
en benotigen. Die Niveaus dieser Elektronen sind von gegenseitigen Kopplungen,
Abschirmeffekten und der Bildung geschlossener Schalen bestimmt.

6.10. Rontgenstrahlung

Licht mit hoher Energie wird nach WILHELM CONRAD RONTGEN in Deutschland
Rontgenstrahlen benannt, in anderen Sprachen heissen die Strahlen nach Rontgen
,X-Strahlen®. Fine Abschéitzung der Frequenz erlaubt die SERIENFORMEL nach
Rydberg und Ritz

11
v=RycZ? <n2 — n,2> (6.10.1)

wobei Ry = 10970955.31 m~! die Rydbergkonstante ist. Bei Z = 20 ist die
Frequenz und damit die Energie iiber Z2? = 400 mal grosser.
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hv

Rontgen

Kuhlwasser
Kathode

UAlmde = 0

U

Beschleunigung

Abbildung 6.42.: Skizze einer Rontgenrohre. Die Anode der Rontgenrohre
muss mit Wasser gekiihlt werden. Deshalb liegt sie auf Er-
de. Die indirekt geheizte Kathode liegt auf der negativen
BESCHLEUNIGUNGSSPANNUNG. Das Material der Anode be-
stimmt das Spektrum der Rontgenstrahlung hvgsnigen-

Versuch 24: Versuch zur Vorlesung:
Rontgenfluoreszenz (Versuchskarte AT-24)

Versuch 25: Versuch zur Vorlesung:
Absorption von Rontgenstrahlen: Qualitativ (Versuchskarte AT-40)

Rontgenstrahlen werden tiblicherweise mit Rontgenrohren (siehe Abbildung 6.42)
oder in Ausnahmefallen mit hochenergetischen Lasern hergestellt. Durch Frequenz-
vervielfachung [Sar+91] um einen Faktor 100 oder mehr wird langwelliges Ront-
genlicht mit Wellenldngen von 5 nm bis 10 nm erzeugt.

Réntgenfluoreszenz von Stérke
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Abbildung 6.43.: Roéntgenfluoreszenz einer Starkeprobe (adaptiert von
[Gun57]).

RONTGENFLUORESZENZ wird die gemischte Emission spezifischer und unspezifi-
scher Rontgenstrahlung aus einer Probe bei deren Bestrahlung mit hoherenerge-
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tischer Rontgenstrahlung genannt. Abbildung 6.43 zeigt, wie diese Rontgenfluo-
reszenz zur Identifikation von Elementen in einer Stiarkeprobe verwendet werden
kann. Die Details finden Sie in der Arbeit von Gunn | ].

Réntgenfluoreszenz von Azurit
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Abbildung 6.44.: Rontgenfluoreszenz von Azurit oder Kupferlasur, einem Be-
standteil eines Pigmentes in einem mittelalterlichen Manu-
skript aus der Bibliothek der Universitdt Ghent (adaptiert
von | D).

Abbildung 6.44 zeigt ein weiteres Fluoreszenzspektrum. Es wurde von Wehling und
Mitarbeitern | ] zur Untersuchung von Pigmenten mitelalterlicher Manu-
skripte gemessen.

6.10.1. Rontgenbeugung

“
Versuch 26: Versuch zur Vorlesung:

Drehbares Kreuzgitter: Optisches Analogon zur Debye-Scherrer-
Interferenz (Versuchskarte O-133)
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Abbildung 6.45.: Optisches Analogon zur Rontgenbeugung. Links ist das Beu-
gungsgitter, ein textiles Gewebe, gezeigt, rechts das dazuge-
horige Beugungsmuster.

Abbildung 6.45 zeigt das beugende Gitter und dazu rechts das resultierende Beu-
gungsmuster. Prinzipiell funktioniert die Rontgenbeugung analog zu diesem Ex-
periment. Abbildung 6.46 zeigt das Beugungsmuster aus Abbildung 6.45 rota-
tionsgemittelt um den Mittelpunkt des Beugungsmusters. Wenn viele identische
Beugungsobjekte wie das textile Gewebe aus Abbildung 6.45 mit zufélliger Orien-
tierung gleichzeitig untersucht werden, so erwartet man ein Beugungsbild nach Ab-
bildung 6.46. Bei Kristallen ist dies die Pulvermethode nach DEBYE-SCHERRER.
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Abbildung 6.46.: Analogon des Beugungsmusters nach Debye-Scherrer. Links
ist das tiber alle Winkel ausgeschmierte Beugungsmuster aus
Abbildung 6.45 gezeigt, in der Mitte das Profil des Quer-
schnitts und rechts die logarithmisch skalierte Version des
linken Bildes mit der Uberlagerung des Beugungsmusters aus

Abbildung 6.45.

Die rechte Seite von Abbildung 6.46 zeigt schliesslich eine Uberlagerung des Ein-
zelbeugungsmusters mit dem rotationsgemittelten Muster. Klar ist die Uberein-
stimmung der hellen Ringe mit Beugungspunkten zu erkennen.
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6.10.2. Bremsstrahlung, charakteristische Strahlung und
Periodensystem

Versuch 27: Versuch zur Vorlesung:
Rontgenstrahlung: Bremsstrahlung und charakteristische Linien

(Versuchskarte AT-37)

Wenn Materie mit Rontgenlicht beleuchtet wird, entsteht ein Kontinuum und cha-
rakteristische Linien. Das kontinuierliche Spektrum heisst BREMSSPEKTRUM.

Kupfer K-Linien
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Abbildung 6.47.: Kupfer-K-Linien (adaptiert aus [ 1.

Abbildung 6.47 zeigt am Beispiel der Cu-K,, ,- und der Cu-Kg-Linien, wie ein
Rontgenspektrum aussehen kann. Die maximal mogliche Energie der Rontgen-
quanten ist durch die Differenzspannung zwischen Anode und Kathode, der BE-
SCHLEUNIGUNGSSPANNUNG Up gegeben.

hVRéntgen < 6(]B (6102)
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n=oo
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N n=4
M n=3

M M M
L n=2
Lu Li Lw

K n=1

Abbildung 6.48.: Bezeichnung der Uberginge zwischen den inneren Schalen

Abbildung 6.48 zeigt schematisch die inneren Elektronenniveaus. Die roten Linien
stellen die Ionisierung ins Vakuum dar. Wenn zum Beispiel ein Elektron von der
L-Schale in die K-Schale relaxiert, nennt man die emittierte Rontgenlinie eine K-
Linie. Die durch die Hauptquantenzahl n bezeichneten Niveaus werden durch die
Spin-Spin-Kopplung und die Spin-Bahn-Kopplung aufgespalten.

Schale | n ¢ j | Bezeichnung
K 1 0 £]1%S
Ly 2 0 5|22
L 2 1 1|22Pyp
Lirr 2 1 3|2%Ps
M; 3.0 33
M, 3 1 1|3
M;p; 3 1 3|3y,
Mp |3 2 213Dy
My 3 2 2|3 Dsp

Tabelle 6.15.: Bezeichnung der drehimpulsaufgespaltenen inneren Niveaus

Tabelle 6.15 gibt eine Auflistung der Bezeichnungen. Diese folgen der Konvention
n?*1L; (Siehe auch Abschnitt 6.8.2.1).

Abbildung 6.49 die radiale Elektronendichteverteilung von Wasserstoff und von
einfach positiv geladenen lonen. Je grosser die Kernladung ist, desto niher ist die
K-Schale beim Kern.
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Abbildung 6.49.: Schalenaufbau von H, Li*, Na* und K* nach | , p. 351].

Schliesslich zeigt Abbildung 6.50 die Ionisationszusténde von Atomen aus dem Pe-
riodensystem. Mit Periodensystem wird die auf der Elektronenkonfiguration beru-
hende Anordnung der Elemente genannt.

lonisationszusténde
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3
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ol
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z
Abbildung 6.50.: Ionisationszusténde nach | , p- 349].

Eine Tabelle aller Elektronenkonfigurationen, lonisationsenergien und Schalen aller
Elemente finden Sie im Anhang B.
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7. Atome und elektromagnetisches
Feld

7.1. Strahlung aus Atomen

7.1.1. Lorentz-Oszillator

Versuch 28: Versuch zur Vorlesung:

Linienspektren: Quecksilber, Helium, Kalium, Cadmium, Krypton,
Zink (Versuchskarte AT-46)

Wenn ein Atom in einem angeregten Zustand ist, emittiert es seine Energie als
Photon zu einem zufélligen Zeitpunkt. Wenn n* die Anzahl der angeregten Atome
ist, dann ist die Rate nyp, der ausgesandten Photonen in den Raum (§2 = 4r)

Ny (t) = 2yn™(t) = —C;in*(t) (7.1.1)

proportional zur Anzahl der angeregten Atome n*. Die Losung von Gleichung
(7.1.1) ist eine Exponentialfunktion. Mit der Anfangsbedingung n*(0) = n} =
nru(0)/(279) = npwo/(27) erhalten wir fur die Anzahl angeregter Atome
v(l _
ity = M) o (7.1.2)
2y
und daraus die Anzahl Photonen pro Zeit

N (t) = 2yn*(t) = 2yCe " (7.1.3)

Die Gesamtzahl aller emittierten Photonen ist

Nh ot = /nh,,(t)dt = /2706_27%125 =C (7.1.4)
0 0

Andererseits folgt aus (7.1.2), dass die Anzahl der angeregten Atome zur Zeit t = 0
gerade n*(0) = C' = nf ist. Wir erhalten also Normierungskonstante

Nhytot = C = 'I’LS (715)

Damit ist die Gesamtzahl aller ausgesandter Photonen gleich der Zahl der ange-
regten Atome n*(0) = ng zur Zeit t = 0.

Die Lebensdauer des Zustandes ist 7 = 1/(27v). Sie hingt mit dem Einstein-
Koeffizienten A der spontanen Emission (aus Gleichung (3.2.32)) zusammen.
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Die Anzahl Photonen ist proportional zur Energie. Die Rate mit der die Energie
abnimmt ist das Quadrat der Rate, mit der die Amplitude abnimmt. Die Ampli-
tudenabnahme ist

E(t) = k\/2yn5,(t) = ky/2ynp,0e” " (7.1.6)

k ist eine Proportionalitatskonstante, die wir hier nicht bestimmen. Aus diesem
Verlauf der Amplitude Gleichung (7.1.6) kann die LINIENFORM {iber eine einseitige
FOURIERTRANSFORMATION § oder eine LAPLACETRANSFORMATION £ berechnet
werden. Man erkennt, dass wir eine Linie um die Mittenfrequenz wy haben. Des-
halb wird anschliessend s — i(w — wy) ersetzt (Die Uberlegung ergibt somit die
Frequenzabweichung, nicht die Frequenz). Vom Resultat wird das Betragsquadrat
gebildet. Die einseitige FOURIERTRANSFORMATION wird bendtigt, da die zweisei-
tige FOURIERTRANSFORMATION nicht kausal ist.

) b/ P,
B(s) = — Lhy/2ymm0e " = k270 / Mot = 71”; 0 (7.1.7)

Wir ersetzen nun in Gleichung (7.1.7) s mit i(w — wp)

E(w) = E (i(w —wo)) = L T (7.1.8)

v+ i(w — wp)

Wir suchen aber die LINIENFORM DER INTENSITAT (Energie pro Flache und Zeit).
Deshalb miissen wir das Betragsquadrat berechnen.

k2. 29N pu0
E?(w) = K*npy (w) = - 7.1.9
(W) np (W) 72 + (w _ w0)2 ( )
Wir erhalten damit die Form der
LORENTZLINIE 5
T
n(w) = ——mb__ (7.1.10)
Y2+ (w — wp)

Unsere Normierung garantiert, dass wir wieder die Gesamtzahl der angeregten
Atome erhalten, sofern wir iiber die Frequenz v = w/(27) integrieren.
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Abbildung 7.1.: Zusammenhang zwischen der Abfallzeit und der Breite der
Lorentzlinie. Oben sind die Abfallzeiten gezeigt, darunter die
dazu gehorigen Linienbreiten.

Abbildung 7.1 zeigt einige Abfallkurven fir die Energie (oder Intensitéit) und die
dazugehorigen Linienbreiten. Wenn die Lebensdauer zunimmt, nimmt die Linien-
breite ab.

Typische Werte fiir die Lebensdauer 7 sind 1 ns bis 10 ns. Entsprechend ist
v = 5-107 s7! bis 5 - 10® s7!. Diese Lebensdauer wird auch die NATURLICHE
LEBENSDAUER genannt.

Der Einstein-Koeffizient A der spontanen Emission (aus Gleichung (3.2.32)) gibt
die Anzahl der Emissionen pro Volumen und Zeit an, wenn er mit der Anzahl der
Atome im angeregten Zustand n* multipliziert wird.

7.1.2. Linienbreite

Versuch 29: Versuch zur Vorlesung:

Quecksilber: Druckverbreiterung von Spektrallinien (Versuchskarte
AT-47)

7.1.2.1. Natirliche Linienbreite

Die natiirliche Linienbreite ist durch die Lebensdauer des angeregten Zustandes
7 gegeben. Diese Lebensdauer kann aus der Grosse der Ubergangsmatrixelemente
zwischen den Elektronenzusténden berechnet werden. Aus dem Abschnitt tiber
den Lorentz-Oszillator wissen wir, dass die Lebensdauer des Zustandes 7 = 1/(27)
ist. Mit der Gleichung (7.1.10) bekommen wir

4tnp,0

n{w) = (14 472%(w — wp)?)

Dies ist die naturliche Linienbreite.

(7.1.11)
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7.1.2.2. Temperaturverbreiterung oder Dopplerverbreiterung

Die Atome sind in der Regel nicht in Ruhe. Sie bewegen sich auf den Beobach-
ter zu oder weg. Da die Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit
sind, kann mit der linearisierten Dopplerverschiebung gerechnet werden. Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit legen wir die Beobachtungsrichtung in die z-
Richtung

Uy

w(vz) = wo (1 + c) (7.1.12)

Fiir die beobachtete Dopplerverschiebung ist nur die Komponente v, in Richtung
der Wellenausbreitung wichtig. Der Geschwindigkeitsbetrag der Atome in Richtung

des Beobachters ist (Siehe Reif, Statistical and Thermal Physics | , Pp- 265])
mo /2 —mov?
glvz)dve =n (27rkBT> eXp( ksl ) (7.1.13)
wichtig. Aus der Dopplerverschiebung erhalten wir
Uy = e (7.1.14)
Wo
Eingesetzt in Gleichung (7.1.13) ergibt sich
mo \ /2 —mopc? (w — w0)2
dw = d 7.1.15
glw)d =n (2wk3T> P < 2uikpT “ (7.1.15)

Diese Verteilungsfunktion muss auch in der Intensitdt zu finden sein, wobei wir
eine unspezifizierte Konstante C' verwenden.

I(w)=C < o )1/2 exp <_m062 w— w0)2> (7.1.16)

27TkBT 2w§kBT

Die fiir die LINIENFORM charakteristische Grosse ist die Halbwertsbreite Aw; /o =
Wi1/2 — w_1/2 definiert als I(wi1/2) = I(wo)/2.

kpT
Awp = 24/21og(2)} | —— wo (7.1.17)
™m

0C

Zum Beispiel sind die Natrium D-Linien bei etwa 589 nm. Dies entspricht einer
Frequenz von vy,, = 5.08985 - 10! s71. Ein Natriumatom hat eine Masse von

mo = 22.98976928 u = 3.81754 - 1072¢ kg. Bei einer Temperatur von 1273 K ist die
Dopplerverbreiterung

Avp =1.49378 - 1077 K2 . VTun,,
=1.49378-1077 K~'/2.35.6791 K/?.5.08085 - 10" s~*
=2.71273-10° s~ = 2.71273 GHz

Gleichung (7.1.16) kann fiir Na auch so geschrieben werden:

2
I(w) =C'T Y% exp (—j:zl\ia <w - 1) )
Wo
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231 7.1 Strahlung aus Atomen

mit Tna = 1.24254 - 10 K. Abbildung 7.2 zeigt einen Vergleich der Doppler-
verbreiterung bei 1273 K und 273 K mit der natiirlichen Linienbreite bei einer

Lebensdauer von 7 = 16.3 ns.

Dopplerverbreiterung fir die Na—D-Linien
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Abbildung 7.2.: Vergleich der Dopplerverbreiterung mit der nattirlichen Li-
nienbreite bei den Natrium-D-Linien (entspricht dem Falle

T =0 K).

7.1.3. Fluoreszenz

Fluoreszenz von Perylene in Benzol
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Abbildung 7.3.: Fluoreszenz von Perylene in Benzol (adaptiert aus | ] und

rechts: JABLONSKI-DIAGRAMM

Abbildung 7.3 zeigt ein Fluoreszenzspektrum von Perylene in Benzol und auf der
rechten Seite das dazugehorige JABLONSKI-DIAGRAMM. Die Fluoreszenz wurde
von William Herschel im Jahre 1845 entdeckt. Sie spielt sich im Singulett-System
ab. Die einzelnen Niveaus in ausgedehnten Molekiilen sind durch Vibrationen und
Rotationen noch weiter aufgespalten. Die Anregung erfolgt dann vom Grundzu-
stand des Singulett-Systems in einen der vibratorisch angeregten Zusténde eines
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héheren Quantenniveaus. Durch die Druckverbreiterung bilden diese Vibrations-
zustdnde ein Quasikontinuum. Nach dem FRANCK-CONDON-PRINZIP dndert ein
Elektron bei der Anregung (dauert etwa 1075 s) in ein héheres Niveau seinen Ort
kaum. Da die Minima der hoheren energetischen Zustande weiter vom Kern weg
sind, endet das Elektron tiblicherweise in einem vibratorisch angeregten Niveau.
Es relaxiert dann im Mittel innert weniger als einer Pikosekunde in den vibratori-
schen Grundzustand des angeregten Niveaus. Im Mittel bleibt dann das Elektron
wihrend der FLUORESZENZLEBENSDAUER (1077 s bis 107® s) im hoheren Niveau
um dann unter Aussendung eines Fluoreszenzphotons in einen der vibratorisch
angeregten Unterzustdnde des Grundzustandes zu gelangen. Durch diese Prozesse
entsteht ein STOKES-SHIFT. Dieser zeigt sich in Abbildung 7.3 darin, dass das
Absorptionsspektrum bei hoheren Energien ist als das Emissionsspektrum.

Die Abstéinde der Vibrationsniveaus sind etwa gleich im Grundzustand wie in
den angeregten Zustanden. Das fithrt dazu, dass das Emissionsspektrum und das
Absorptionsspektrum oft spiegelbildlich liegen (KASHA’S REGEL). Diese Regel gilt
nicht, wenn ein Molekiil bei der Absorption eines Photons ionisiert wird oder wenn
es seine KONFORMATION (Anordnung der Atome und Bindungen) dndert.

Wenn der Ubergang in den S»-Zustand angeregt wird, relaxiert er ziemlich schnell
in den Si-Zustand. Sowohl da wie auch bei der vibratorischen Abregung werden
Energie- und Impulserhaltung durch den Rest des Molekiils oder oft durch die
umgebende Fliissigkeit garantiert.

7.1.4. Phosphoreszenz

Nach der Auswahlregel aus Gleichung (6.8.20) koppeln das Singulett- und das Tri-
plettsystem nicht. In einem komplizierten Molekiil ist es aber nicht unwahrschein-
lich, dass der durch die Impuls- und Drehimpulserhaltung verbotene Ubergang von
Sy nach T in Abbildung Gleichung (7.3) mithilfe eines dritten Partners moglich
ist. Wenn der Ubergang durch INTERKOMBINATION (auch INTERSYSTEM CROS-
SING) in den Triplettzustand gelangt ist, muss er in diesem metastabilen Zustand
wesentlich linger als die Fluoreszenzlebensdauer von etwa 7 ~ 10~% s bleiben. Die
mittlere Lebensdauer eines Triplettzustandes 77 liegt zwischen Millisekunden bis
Stunden. Selbstleuchtende Uhrzeiger sind heute phosphoreszierend. Frither wurde
die Fluoreszenz durch radioaktive Stoffe erzeugt. Beim Ubergang von T, — S,
tritt wieder Interkombination auf.

7.1.5. Raman-Effekt

Beim Ramaneffekt (erstmals beobachtet 1928 von Chandrasekhara Raman) ge-
winnt oder verliert das Licht Energie bei der Streuung an einem Atom oder Mo-
lekiil. Die iibliche Streuung von Licht (RAYLEIGH-STREUUNG) kann quantenme-
chanisch so verstanden werden, dass ein Photon aus dem Grundzustand Sy (siehe
Abbildung 7.4) in ein virtuelles Niveau angeregt wird und dann spontan (Einstein-
Koeffizient A) wieder in eine beliebige Richtung emittiert wird. Aus der Unschér-
ferelation fiir Energie und Zeit ersieht man, dass

h
AE - At = hvAt =~ B = At ~ — (7.1.18)
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233 7.1 Strahlung aus Atomen

sein muss. Das heisst, fiir ganz kurze Zeiten (der Effekt ist nicht messbar, aber die
Auswirkungen beobachtbar) kann ein virtuelles Niveau existieren. Im Falle von
sichtbarem Licht heisst das, dass At ~ 1 fs sein muss.

Wir hatten bei der Fluoreszenz gesehen, dass das Grundniveau S, vibratorisch
aufgespalten ist. Wir konnten mit Infrarotlicht den vibratorischen Ubergang mit
hv, direkt ansprechen und spektroskopieren. Bis vor kurzem waren aber keine
durchstimmbaren Laser in diesem Wellenldngenbereich vorhanden. Zudem ist die
Optik unhandlicher und teurer.

Rayleigh-Streuung Stokes-Streuung Anti-Stokes-Streuung

A ]
T T
hv, h (U"_VV ) h (u]_JruV )

hv | hv, hv,

hv, A 4

I 1. Vibrationsniveau
Sp — So So \ 4

Grundzustand

Abbildung 7.4.: Illustration der Ramanstreuung im Vergleich zur Rayleigh-
streuung.

In Abbildung 7.4 in der Mitte ist der STOKES-SHIFT angegeben. Das Elektron im
virtuellen Niveau kann auch in das erste vibratorisch angeregte Niveau relaxieren.
Seine Frequenz ist dann

h(v, — v,) < hy, (7.1.19)

kleiner als das eingestrahlte licht. Wir erwarten also, dass wir auf der langerwelligen
Seite der Rayleigh-Linie eine schwache Linie im Abstand der Vibrationsfrequenz
des ersten Vibrationsniveaus finden. Diese Linie wird beobachtet, sie ist aber um
Grossenordnungen schwécher, da der Streuquerschnitt fiir Ramanstreuung nur et-
Wa ORaman = 1073* m—2 betrigt.

Neben der Stokes-Linie gibt es noch die Anti-Stokes-Linie. Abbildung 7.4 rechts
zeigt die Niveaus beim ANTI-STOKES-SHIFT. Hier wird ein Elektron im ersten
vibratorischen Niveau durch das einfallende Photon in ein virtuelles Niveau ange-
regt. Dieses relaxiert nachher in das Grundniveau. Wir haben also

h(v, +v,) > h, (7.1.20)

Hier hat das Raman-gestreute Photon eine hohere Frequenz und eine kleinere
Wellenlange als das einfallende Photon. Da das erste vibratorisch angeregte Niveau
nach der Boltzmannstatistik weniger stark besetzt ist als der Grundzustand, ist
die Anti-Stokes-Linie schwéicher als die Stokes-Linie.
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Ramanspektrum von Polyethylen
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Abbildung 7.5.: Ramanspektrum von Poyletylen

manspektrum von Poyletylen im Bereich der Methylen-Biegeschwingung (adaptiert
aus [BI70])

Abbildung 7.1.5 zeigt beispielhaft ein Ramanspektrum von kristallinem Polyethy-
len (siehe auch | |). Die Auswahlregeln fiir Dipoliibergéinge sagen, dass die
Uberginge, die in der Infrarotspektroskopie beobachtet werden, also den tiblichen
Auswahlregeln fiir optische Spektroskopie gentigen, nicht in Ramanspektren beob-
achtet werden, und umgekehrt.

7.2. Laser
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Abbildung 7.6.: Aufbau eines Lasers (links) sowie schematische Darstellung der
Inversion im Vergleich zur thermischen Verteilung.

Wenn sich Materie in optisch angeregten Zustédnden befindet, wird diese Anregung
durch Emission abgebaut. Wenn es geldnge, alle Atome oder Molekiile in einem
bestimmten Volumen kohérent strahlen zu lassen, dann wiirde man eine Lichtquelle
mit einzigartigen Eigenschaften gewinnen.

Der Laser, am Anfang der 60-er Jahre erfunden wurde, erfiillt genau diese Be-
dingungen. Die Abbildung 7.6 zeigt den schematischen Aufbau. Ein aktives Medi-
um befindet sich in einem FABRY-PEROT-RESONATOR| i ]. Das Licht
im RESONATOR wird durch das aktive Medium bei jedem Durchgang verstérkt.
Die Verstiarkung erfolgt durch induzierte Emission (auch stimulierte Emission
genannt). Ein kleiner Teil des Lichtes wird durch die Spiegel des Fabry-Perot-
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Resonators ausgekoppelt und steht fiir Experimente zur Verfiigung.

Die rechte Seite der Abb. 7.6 zeigt die Besetzungsverteilung. Im Vergleich zu
einer thermischen Verteilung, gegeben durch die Boltzmannverteilung N(E) =
exp(—E/kT), sind die Zustande bei hohen Energien deutlich stérker besetzt als
im thermischen Fall. Diese sogenannte Besetzungsinversion ist fiir die Funktions-
weise des Lasers notwendig.

Die Diskussion der Wirkungsweise von Lasern beruht auf dem exzellenten Lehr-
buch von Demtroder| ]-

7.2.1. Laserprozesse

7.2.1.1. Schwellwertbedingung

M M
! {(15 ! T
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Z2 _]L Licht e MR NV e
! i is .
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Abbildung 7.7.: Schematische Darstellung der Verstarkung und der Verluste in
einem RESONATOR

Um die Intensitit der in z-Richtung laufenden Welle in Abb. 7.7 zu berechnen
setzen wir flir die Intensitit an

I(v,2) = I(v,z = 0)e W) (7.2.1)
Hier ist der frequenzabhéngige Absorptionskoeffizient durch

a(v) = [N; — (Gi/ k) Ni| o(v) (7.2.2)

gegeben. a(v) hiangt von den Besetzungsdichten N; des unteren Laserniveaus und
Nj des oberen Laserniveaus, von den statistischen Gewichten §; und g;' und vom
optischen Wirkungsquerschnitt o(v) ab.
Wenn (g;/gr) N > Ni ist, wird der Absorptionskoeffizient in Gleichung (7.2.2)
negativ. Aus der Dampfung ist also, analog wie bei der Phasendrehung von Ope-
rationsverstarkern, eine Verstarkung geworden. Der Verstarkungsfaktor ist
I(v, z)
G =7 — oz 7.2.3
O(V7Z> ](V,ZZO) € ( )

Die gesamte zusétzliche Abschwéchung der Intensitdt durch Auskoppelverluste und
Ahnliches kann in eine Gleichung mit einem Exponentialfaktor v zusammengefasst
werden.

[/Iy=e (7.2.4)

'Fiir einen elektronischen Zustand E; eines freien Atoms mit der Drehimpulsquantenzahl J ist
gi=2J;+1
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In der Regel wird das zur Verstarkung verwendete optische Medium in einen RE-
SONATOR gebracht (analog zur Abb. 7.7, links). An den beiden Endspiegeln treten
Verluste auf. Einerseits ist es nicht moglich, einen Spiegel mit einer Reflektivitéat
von 100% zu bauen, der zudem noch eine unendliche Ausdehnung hat um Beu-
gungsverluste zu minimieren. Andererseits muss an einem Spiegel die Reflektivitét
kleiner als 1 sein, damit Laserlicht ausgekoppelt werden kann. Die Verstarkung,
Beugungs-, Auskopplungs- und Reflexionsverluste beim Durchgang durch einen
RESONATOR konnen als Intensitatsianderung pro Umlauf geschrieben werden

G =1/Iy = exp[—2a(v)L — 7] (7.2.5)
Bei der Berechnung der Verstdrkung nach einem Umlauf ist angenommen worden,
dass das Medium die Lange L hat. Wenn G grosser als 1 ist, beginnt die stimu-

lierte Emission im Lasermedium die spontane Emission zu dominieren. Damit dies
moglich ist, muss —2a(v)L > v sein. Zusammen mit Gleichung (7.2.2)

—2[N; = (i/Gx)Ne] o (V)L >~

bekommt man die Schwellwertbedingung

. Y
AN = N,(§g; — N; > ANg = 2.
k(gz/gk) i > S 20’(1/)L (7 6)

fiir die minimale Besetzungsinversion ANg.

Die Laseremission beginnt immer mit einer spontanen Emission aus dem oberen
Laserniveau in eine Resonatormode. Dabei werden die Photonen, deren Frequenz
nahe der Resonator-Mittenfrequenz liegt, bevorzugt verstarkt. Durch die begin-
nende stimulierte Emission wird wird die Besetzungsinversion abgebaut bis ein
Gleichgewicht erreicht wird. Unabhéingig von der Pumpleistung ist die Inversion
in einem Laser beim stationdren Betrieb immer gleich der Schwellwertinversion

ANg.

Versuch 30: Versuch zur Vorlesung:
Zerlegbarer Laser (Versuchskarte AT-30)
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7.2.1.2. Die Bilanzgleichungen
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Abbildung 7.8.: Funktion eines Lasers: Pumpprozess P, Relaxationsraten, in-
duzierte und spontane Emission.

Der stationére Laserbetrieb kann durch Bilanzengleichungen beschrieben werden|
p. 150]. Anhand des Termschemas in Abb. 7.8 ist ersichtlich, dass aus einem
Pumpprozess P das obere Laserniveau |2) gespiesen wird. Zusétzlich wird die Be-
setzungszahl dieses Niveaus durch die Absorption aus dem unteren Laserniveau |1)
mit der Rate N1 Bis-n-h-v erhoht. Es gibt drei Verlustkanéle, die spontane Emis-
sion mit der Rate Ny Asq, die induzierte Emission mit der Rate NoBs; -n-h-v und
die Verlustrate NyRo, zum Beispiel in Triplettzustande. Das untere Laserniveau
|1 > wird durch den Relaxationsprozess mit der Rate NjR; entvolkert.

Die Photonenzahl nj,, nimmt durch die stimulierte Emission aus dem Niveau |2)
zu und durch die Absorption aus dem Niveau |1) ab. Zusitzlich werden

dnhu,spontan 2 <de>
dt = N 4
Photonen durch die spontane Emission in die Richtung der Resonatormode ge-
schickt. Jedes Atom sieht dabei einen Spiegel im Raumwinkel df,,. Wir haben
zwei Spiegel, so dass im Mittel von jedem Atom der Bruchteil 2 (dS,,) /(4m) der
spontan emittierten Photonen auf die Spiegel trifft und so nennenswerte induzierte
Emission auslosen kann.

(7.2.7)

Wenn man annimmt, dass die statistischen Gewichte gleich sind (g, = ga), be-
kommt man die Ratengleichungen

dN

dTl = (Ny — Ny)Boinp, + NoAgy — N1 Ry (7.2.8)
dN,

dt =P — (NQ - Nl)Bgln}w — NQAQl - NQRQ (729)
dnp, 2 (dQ),,,

d: = —fnp, + (Ng — Nl)anhy + Ny Aoy <47r ) (7.2.10)

Der Laserresonator hat seine eigene Verlustrate. Wenn man N; = N, setzt und
den Beitrag der spontanen Emission vernachléssigt, erhélt man aus (7.2.10) den
Verlustfaktor
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Ny, = nge 7" (7.2.11)

Durch Vergleich erhélt man fiir den Verlustfaktor ~y

v =pt=pB(2L/c) (7.2.12)

wobei L die Resonatorlange ist.

Im stationaren Betrieb miissen die in den obigen Gleichungen vorkommenden Ab-
leitungen verschwinden. Aus den Gleichungen (7.2.8) und (7.2.9) bekommt man in
diesem Falle

P = N\R; + NoRy (7.2.13)

Die Pumprate muss also im stationédren Betrieb die beiden Verlustraten N, R; und
N5 Ry aus dem unteren, beziehungsweise aus dem oberen Laserniveau ausgleichen.
Andererseits bekommt man durch Addition aus (7.2.9) und (7.2.10) die Gleichung

dQm
P = Bnp, + Ny <A21 (1 S 5 >> + R2> ~ Bnpy + No (Ao + Ry) - (7.2.14)
sofern 1 > % ist. Die Pumprate P ersetzt also die Resonatorverluste (7.2.12)

sowie die durch spontane Emission und Relaxation aus dem oberen Laserniveau
verschwindenden Photonen. Die Relaxationsrate des unteren Niveaus ist im sta-
tionaren Betrieb

NlRl = N2A21 + ﬁnh,, (7215)

Sie kompensiert gerade die spontane Emission und die Verlustrate der induzierten
Photonen. Deshalb ist sie immer grosser als die Auffillrate aus dem Niveau |2)
durch spontane Emission.

Wir multiplizieren Gleichung (7.2.8) mit Ry und Gleichung (7.2.9) mit R; und
konnen fir den stationiren Zustand (d/dt = 0) mit der Definition ANg,, = No—N;
die Umformung

0=— RiP+ (Ry + Ri)(No — N1)Bornp,+
(Ry + R1)NyAsi + (Ny — Nv) R Ry
=— R1P + (Ry + R1)A Nt Boynp,+
(Ry + Ry)NaAgi + ANgo R1 Ry
=— Ry P+ (Ry + Ry) NyAsgy + ANgar (R1 Ry + (Ry + Ry) Baing,)  (7.2.16)

durchfiihren.
Mit der Gleichung (7.2.13) erhélt man iber

P = NiRy + NyRy = (Ny — ANgar) Ry + NoRy = No(Ry + R2) — ANga Ry

und
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P+ AA]\[statRl
N, = ———otet Tl
R+ Ry

die Zwischengleichung

Ry P = As (P + ANgatR1) + ANgor (R R2 + (Ry + Ry) Bainy,)
= A9 P+ AN (As1 Ry + R1Ro + (R1 + R2) Boinpy)

die stationdre Besetzungsinversion

(Ry — Agy)P

ANS at —
tat Bzmh,,(Rl + Rg) -+ AglRl + R1R2

(7.2.17)

Aus Gleichung (7.2.17) folgt, dass eine stationédre Besetzungsinversion ANy, > 0
nur fiir Medien mit Ry > As; moglich ist. Dies bedeutet, dass das untere Laser-
niveau sich schneller entleeren muss als das obere sich durch spontane Emission
entvolkert.

Im realen Laserbetrieb wird das untere Laserniveau zuséatzlich durch die induzierte
Emission bevolkert. Die Relaxationsrate des unteren Laserniveaus muss deshalb
der Bedingung

R, > A21 + B21p<1/) (7218)

gentigen, wobei p(v) die spektrale Energiedichte bei der relevanten Frequenz ist
(nach Demtroder | D).

7.2.2. Laserstrahlen

Wenn der Energieverlust der k-ten Mode mit der Zeit wie

dE, = —PrErdt (7.2.19)
ist, dann ist
Ei(t) = Ep(0)e™ Pt (7.2.20)
Die Resonatorgiite ist als
k 2wy
Qr = _QWVdEk/dt = B (7.2.21)

definiert. Fiir einen RESONATOR der Léange d (Achtung, dies kann von der Lange
des Verstarkungsmediums abweichen!) ist der Verlustfaktor durch

v = Qjﬁ (7.2.22)

gegeben. Der Verlustfaktor setzt sich aus Beugungsverlusten, Absorptionsverlus-
ten, Reflexionsverluste und den Verlusten durch Lichtstreuung zusammen.
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Abbildung 7.9.: Beugung einer ebenen Welle an einer Blende

Intensitat und Reflexionsverluste

I = IoRlRQ = [QG_FYR mit YR = — ln(Rle) (7223)

Mit der Umlaufzeit T = 2d/c wird die Abklingkonstante S = yr/T = ygc/2d.
Die mittlere Verweilzeit der Photonen im RESONATOR ist

2d
= — 7.2.24
7 C ln(R1 RQ) ( )
Zo
a A ' '
pP=q= I L
2 a:
0~2—
z, €
A d 23 0.
T~
-
d<z, d>z,
FP>1 el pg
Abbildung 7.10.: Erklarung der Fresnelzahl
Die Beugung wird durch die Fresnel-Zahl charakterisiert.
2
a
F= 7.2.25
i ( )

Sie verbindet den Radius einer Blende a, den Abstand dieser Blende zur Beobach-
tungsebene d, hier der gegeniiberliegende Spiegel, und die Wellenldnge .
Betrachten wir Abbildung 7.10, rechte Seite, so sehen wir dass fir

ist. Dann ist der Weg von der Mitte zum Schirm s = z; + As mit dem Winkel 6
durch
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s =20 +a* = (20 + As)* m 25 + 220As
gegeben. Wenn wir die Definition von z, einsetzen, erhalten wir

2 2
a” As=M\/2 a

As = (7.2.26)

20 ZoA

Wir sehen also, dass die Fresnelzahl den Abstand ergibt, bei dem die vom Zentrum
der Blende ausgehende Welle im Abstand des Blendenradius von der optischen
Achse gerade einen um eine halbe Wellenlange langeren Weg hat als im Zentrum.
Die Fresnelzahl gibt also an, wie viele dunkle Ringe oder Fresnelzonen auf dem
gegentiiberliegenden Spiegel entstehen. Wenn d < zp ist, ist /© > 1 und damit
die Beugungsverluste minimal. Damit bei planparallelen Spiegeln ein Photon m
Umléufe machen kann, muss der Beugungswinkel 6 < a/(md) sein. Also muss

F>m (7.2.27)

sein. Resonatoren mit der gleichen FRESNELZAHL haben die gleichen Verluste.

2a 2a

PN SN d+L d» (p-2)d2 LdJ
a

d>—
A

Abbildung 7.11.: Anschauliche Erklarung, dass ein ebener Spiegelresonator mit
einer Folge von Blenden aquivalent ist.

Um die BEUGUNGSVERLUSTE eines Resonators zu berechnen, kann man den RE-
SONATOR. durch eine Folge von Linsen und Blenden ersetzen (siche Abb. 7.11).
Dabei entsprechen ebene Spiegel einer Apertur. Gekriimmte Spiegel miissen ent-
sprechend durch Sammel- oder Zerstreuungslinsen ersetzt werden. Aus der Abbil-
dung 7.11 ist sofort ersichtlich, dass EBENE WELLEn keine Losung des Resonator-
problems sein kénnen.
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7.2.2.1. Resonatormoden

P’(X’!y,)\)g s 7
al s PXy)

d >a
p-1 P

Abbildung 7.12.: Die Feldamplitude P(z,y) kann aus den Amplituden in der
Ebene P'(z',y’) bestimmt werden.

Um die Beugungserscheinungen an einer Folge von Aperturen handhaben zu kon-
nen, wird die KIRCHHOFF-FRESNEL’sche Beugungstheorie auf die Geometrie in
Abb. 7.11. Die Feldverteilung bei der A,-ten Apertur wird aus der Feldverteilung
in der A,_;-ten Apertur mit Hilfe der Gleichungen der FOURIEROPTIK berechnet.
Die Amplitude am Punkt P(z,y) in der Apertur A, ist durch

: 1
Ay(z,y) = —% ; /y/ A, (2, y’);e’ﬂ“”(l + cos ¥)dx'dy’' (7.2.28)

gegeben (siehe Abb. 7.12). Die stationdre Feldverteilung muss die beiden folgenden
Eigenschaften haben:

e Da der RESONATOR als lineares System betrachtet wird, wirken sich die
Beugungsverluste als Multiplikation mit einem reellen Faktor 0 < /1 — v5 <
1 aus.

» Der Lichtweg zwischen zwei Aperturen (Spiegeln) wird durch einen Phasen-
faktor e/® beschrieben.

Fiir die Amplitude gilt also

Ay(z,y) = CA, 1 (z,y)mit C = /T — g (7.2.29)

wobei wie oben diskutiert, der Faktor |C' |2 = 1 — vp den ortsunabhéngigen Inten-
sitatsverlust durch Beugung beschreibt. Die Modenverteilung ist die Losung der
Gleichung, die entsteht, wenn man (7.2.29) in (7.2.28) einsetzt. Diese Gleichungen
sind im Allgemeinen nicht analytisch 16sbar.

Nur fiir den symmetrischen konfokalen Resonator kann eine Ndherungslosung|
angegeben werden. Dazu muss der Ursprung des Koordinatensystems in das Zen-
trum des Resonators gelegt werden. Dann ist fiir eine beliebige Ebene die Intensi-
tatsverteilung

Am,n(‘r7 Y, Z) =C- Hm<x*) : Hn(y*) : 67(I*2+y*2)/4 : e—jd)(ac,y,Z) (7230)
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H,, und H, sind die Hermitschen Polynome m-ter und n-ter Ordnung. C' ist ein
Normierungsfaktor und z* = ﬂ% und y* = \/5% sind normierte Koordinaten. Die
Normierungsgrosse w ist ein Mass der radialen Amplitudenverteilung und durch

w?(z) = A [1 + (%jﬂ (7.2.31)

gegeben. d ist hier die Lange des Resonators. Unter Verwendung der Abkiirzung
¢ = 2z/d bekommt man fiir die Phase der elektromagnetischen Wellen in einem
konfokalen Resonator mit den Kriitmmungsradien b der Spiegel gleich dem Abstand
der Spiegel d

(2* + %) ¢
d(1+¢2)

2 1+¢
(7.2.32)

¢(9E>y,2’)_2;[;)(1+52>+ ]—(14—m+n)<7T—arctanl_g

TEMogo TEMyq
NERE thev )y
bl Vet
TEMp1 TEMy4 TEMy, 5 TEMjo TEMy4 TEM;,
X r

Abbildung 7.13.: Oben die eindimensionale Modenverteilung, unten links die
MODENVERTEILUNG in kartesischen Koordinaten und unten
rechts in Zylinderkoordinaten.

Abbildung 7.13 zeigt einige Modenverteilungen. Sie werden TEM-MODEN ge-
nannt, da sie in guter Naherung transversal-elektromagnetische Wellen darstellen.
Die Zahlen m und n geben die Anzahl KNOTEN der Feldverteilung an.

©2005-2019 Ulm University, Othmar Marti, [ NN 243



Atome und elektromagnetisches Feld 244

L ! L/ Vg W
V2 0 % .

Abbildung 7.14.: Radiale Amplitudenverteilung in konfokalen Resonatoren

Ist n = m = 0 so hat man die Grundmode. Thre Intensitatsverteilung ist

Ioo(,y) = Lpe™ ™ +v/* (7.2.33)

Sie haben deshalb eine Gauss’sche Intensitatsverteilung. Die Grosse w gibt an, bei
welchem Radius die Intensitiat auf den Faktor 1/e? bezogen auf das Strahlzentrum
abgefallen ist. Der minimale Strahldurchmesser

wo = \/Ad/27 (7.2.34)

heisst auch Strahltaille. Eine exemplarische Amplitudenverteilung ist in der Ab-
bildung 7.14 gezeigt. Rsonatoren, deren Spiegel sich in die Wellenfronten eines
symmetrischen konfokalen Resonators einpassen lassen, konnen ebenfalls mit der
hier gezeigten Theorie beschrieben werden.

Ebener Resonator Konfokaler Resonator Konzentrischer Resonator

I | [ )

f d i p— . /\/\
b,

1 2

b=b,=b=d g =g,=0

b +b,=d 88 =1
Semikonfokaler Resonator

—
g, =05
>/ o
b =2d
— : | 'i
d = OO d 0<g1.g2<1

Abbildung 7.15.: Beispiele fiir Laserresonatoren

Die Abbildung 7.15 zeigt Beispiele von LASERRESONATOREN.
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Abbildung 7.16.: Beugungsverluste von TEM,, ,,-Moden

Die Beugungsverluste von offenen Resonatoren hangen von der betrachteten Laser-
mode ab. Abbildung 7.16 zeigt einen Graphen der Beugungsverluste. Als Ordinate
ist die FRESNEL-ZAHL angegeben. Durch eine Verringerung der FRESNEL-ZAHL
konnen die Verluste der hoheren Modenordnungen so vergrossert werden, dass sie
nicht mehr anschwingen koénnen.

Stabilitdtsdiagramm

3 T T T T
konzentrisch : ‘
hari kr?nfct))kal —_— ‘ ‘
spharisch—-eben " L
e instabil -
1 semikonfbkal plan - pj)lan

N

ikgnqualm

-ingtabil--\ - stabik -

-3 -2 -1 0 1 2

Abbildung 7.17.: Stabilitatsdiagramm fiir optische Resonatoren

Die Stabilitiat eines Resonators folgt aus der Forderung, dass die Strahlparameter
eines zu den Spiegeln passenden Gaussstrahls nach einem Umlauf auf sich selber
abgebildet werden soll. Aus der Mathematik der Gaussstrahlen erhdlt man mit
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d L
=1l—-—=1—-= 2.
g b b (7.2.35)
den Durchmesser des Strahls auf den Spiegeln M; und Ms. L = d ist der Abstand

der beiden Spiegel. Der Strahldurchmesser ist jeweils

1/2
rw? = M (”) 7.2.36
! 91(1 - 9192) ( )

1/2
rwd = M (91> 7.2.37
2 92(1 - 9192) ( )

Also divergieren die Strahldurchmesser fir g;go = 1 sowie fiir gy = 0 und g, = 0.
Die Stabilitatsbedingung folgt aus (7.2.36) und (7.2.37) und ist
0< g192 < 1 (7238)

Das resultierende Stabilitatsdiagramm ist in der Abbildung 7.17 gezeigt. Eine Liste
der Bezeichnungen zeigt Tabelle 7.19.

8,-8,<0

Abbildung 7.18.: Beispiele von instabilen Resonatoren

Typ Spiegelradien Stabilitdtsparameter
konfokal by +by = 2L g1+ 92 =291 - g2
konzentrisch by +by =1L g1-go =1
symmetrisch by = by g1=02=4¢g
symmetrisch konfokal by =by,=1L g1=92=0
symmetrisch konzentrisch b, = by, = %L g1 =092 =—1
semikonfokal by =00,by =2L g1 =1, g, = %
eben by = by = 0 g1 =g = +1
Abbildung 7.19.: Klassifizierung von Resonatoren nach Demtroder| ]. Die

b; sind die Kriitmmungsradien der Spiegel, deren Abstand b ist.

Instabile Resonatoren, wie sie in der Abbildung 7.18 gezeigt sind, werden bevorzugt
bei Verstarkermedien mit sehr hoher Verstarkung verwendet. Ebenso werden sie
oft bei Kurzpuls-Lasern eingesetzt. Dadurch dass der Strahl divergiert, ist die
Intensitatsverteilung des Laserlichts gleichmaéssiger iiber alle Moden verteilt.
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b=L —b=
> ||HM‘|| I‘ ‘I ||HM‘|| L_b_(:l+€)d

v v

Abbildung 7.20.: Frequenzspektrum eines konfokalen Resonators (links) und
eines nicht-konfokalen Resonators (rechts). Fiir den rechten
Fall ist der Resonator nur wenig (b= (1 +¢) - d mit |¢] < 1)
vom konfokalen Resonator (b = d) unterschieden.

Die Frequenzen der in einem Resonator moglichen Moden hangen, wie in Ab-
bildung 7.20 gezeigt, vom Resonatortyp an. Beim konfokalen Resonator sind die
Eigenfrequenzen durch

c c 1
= — 1 2.
V=150 q+ (m~|—n+ ) (7.2.39)

gegeben. ¢ ist der Index der longitudinalen Modenverteilung, m und n die Indices
der transversalen Modenverteilung. Der Spiegelabstand ist

A 1
d:p-§ wobei p:q+§(m—l—n—|—1) (7.2.40)

Das heisst, dass hohere transversale Moden mit ¢z = ¢ und g9 = m + n die

gleich Frequenz haben wie eine transversale Grundmode (m + n = 0) mit dem

longitudinalen Modenindex ¢ = ¢; + ¢2. Das Frequenzspektrum eines konfokalen

Resonators ist also entartet. Der Modenabstand fiir die longitudinalen Moden ist
c

bv =5 (7.2.41)

wahrend transversale Moden mit ¢ = m +n und ¢ = ¢; +1 um

Cc

— 2.42
1 (7.2.42)

5Vkonfokal =

voneinander entfernt sind.

Bei nichtkonfokalen Resonatoren, bei denen der Kriimmungsradius der Spiegel
b nicht gleich dem Spiegelabstand d ist, ist das Frequenzspektrum nicht mehr
entartet

1 4 d—10
q+ (1+m+n) <1—|—7Tarctand+b>] (7.2.43)

c

"2
Die transversalen Moden liegen in einem Bereich um die transversale Grundmode
mit dem gleichen longitudinalen Modenindex. Dies ist in der rechten Seite von

Abbildung 7.20 gezeigt.

Bei einer endlichen Giite des Laserresonators verringert sich die Intensitdt des

Lichtes mit jedem Umlauf um einen kleinen Wert. Nach der Zeit 7 = % ist sie

auf den Wert 1/e gesunken. Die daraus resultierende Frequenzunschérfe ist
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Av = (7.2.44)

oder, umgeschrieben,

(7.2.45)

Fabry—Perot—Resonanzen

T T
—— R=0.45 ‘
—— R=0.90 :
0.8 | R=0.95 ol
- R=0.975 :
S | ‘
& ‘ ‘
B 06 o\
£ : :
2
o
ool NN
s
[
i i i
0.5 1 1.5
relat. Frequenz
Fabry—Perot—Resonanzen
c
S
2
£
2
g
-
ke
[

relat. Frequenz

Abbildung 7.21.: Fabry-Perot-Resonanzen: oben ist ein Uberblick gezeigt, un-
ten die Vergrosserung um 1. Die Kurven sind auf einen Fre-
quenzabstand von 1 normiert.

Wenn die Verluste im Laserresonator vorwiegend durch die Auskopplung von Licht
an den Spiegeln stammen, konnen die Gleichungen fiir Fabry-Perot-Interferometer
verwendet werden. Dort ist die transmittierte Intensitéat durch

T2

Ir =1
T —R2-(1+ Fsin?)

(7.2.46)
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gegeben (siche auch Abb. 7.21), wobei die FINESSE F' = % ist. Die Reflektivitét
R der Spiegel, die Absorption A in den Spiegeln und ihre Transmission hangen iiber
T = 1— A— R zusammen. Die Intensitit im Resonator ist [;,,; = -Z-. Resonanzen

-R
treten bei § = 2mm auf. Die Halbwertsbreite ist dann

il—R_(SV

f— _— -2-4
v 2d VR (7.2.47)

Breite der Fabry—Perot—-Resonanzen

:—Q//y

L e

relative Breite

0001 [

0.0001 |

| L P
0.1 1
Transmission der Spiegel

16-005 L——iiiil el
0.01

0.0001 0.001

Abbildung 7.22.: Normierte Linienbreite als Funktion von T" = 1 — R. Der
Modenabstand im Fabry-Perot-Resonator ist 1.

Hier ist F* = %E die Reflexionsfinesse. Haben die beiden Spiegel unterschiedliche
Reflektivititen Ry und Ry, so wird fir R = /R - Ry gesetzt. Die in diesem Ab-
schnitt berechneten Linienbreiten sind die Linienbreiten eines passiven Resonators.
Durch das aktive Medium werden die Resonatoren entdampft: die Linienbreiten
werden geringer.
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Fabry—Perot-Resonanzen mit aktivem Medium

10000 — : . . . : .
—aew |
100 — Tep(n) ]
0T |
S ]
% o1 DIALAEY ml"""“"""""" 'H*l
% 0.0001 |-
16-006 |-
16-008 » ' '

20 30 40
relat. Frequenz

Abbildung 7.23.: Verstarkungsprofil (rot) eines Laseriiberganges und die Reso-
natormoden (blau). Das kombinierte verstarkungsprofil nach
Gleichung (7.2.48) ist griin eingezeichnet.

Mit einem aktiven Medium im Resonator werden diejenigen Moden verstarkt, fiir
die die Nettoverstarkung pro pro Umlauf G(v) = I /1y = exp[—2a(v)L — ] nach
Gleichung (7.2.5) maximal ist. Nach Demtroder| | ist die transmittierte In-
tensitat

_ (1-R)°G(v)
Ir=1 [1 — G(v)]* + 4G(v) sin® 2 (7.2.48)

2

In Abbildung 7.23 ist das damit berechnete Verstarkungsprofil eingezeichnet. Wenn
die Verstarkung gegen 1 geht (hier mit einer Gauss-Funktion?, die ihr Maximum bei
53 und eine Breite von 14.34 hat) geht die Gesamtverstarkung I/l — co. Dieses
maximum wird bei § = ¢ - 27 erreicht. Dabei muss anstelle der Resonatorliange d
die effektive Resonatorlange

d=d—-L)+nv)L=d+(n—1)-L (7.2.49)

verwendet werden. L ist die Lange des Lasermediums und n(v) der (frequenzab-
héngige) BRECHUNGSINDEX. Die Frequenzbreite des aktiven Resonators wird

1-Gv) v
21/ G (v) - F;

Die Finesse F); des aktiven Resonators wird unendlich, wenn die Verstiarkung

G(v) — 1 wird.

Av = v (7.2.50)

2Nach Demtréder| | ist das Linienprofil gaussformig, wenn die Dopplerverbreiterung, wie
bei Gaslasern im sichtbaren Wellenldngenbereich, dominierend ist.
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Fabry—Perot—-Resonanzen mit aktivem Medium
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Abbildung 7.24.: Modenprofil des aktiven Resonators in Abhéngigkeit der Ver-
starkung.

Die Abbildung 7.24 zeigt, wie das Modenprofil sich in Funktion der Verstarkung
andert. Wahrend bei niedrigen Verstarkungen die Transmission fiir viele Moden
etwa gleich ist, beginnt eine einzelne Mode zu dominieren, wenn die Verstarkung
G(v) gegen 1 geht.

Verstarkungsprofil

10 ¢

L
BN

A L *
0 Ymin Ymax

v

Abbildung 7.25.: Verstiarkungsprofil des aktiven Mediums

Im Gegensatz zu den der Abbildung 7.23 zugrundeliegenden annahmen ist das Ver-
starkungsprofil des Lasermediums meistens sehr viel breiter als der longitudinale
Modenabstand. Deshalb ist die Anzahl schwingungsféhiger Moden meistens wie
in der Abbildung 7.25 gezeigt, grosser als 1. Ausnahmen sind Laserdioden wegen
ihrem sehr kurzen Resonator und gewisse sehr hochgeziichtete Laseranordnungen.
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7.2.3. Gaslaser

Plasmaspannung Up

Plasmaentladun
strombegrenzt ung

Laserlicht

“ I

Spiegel

Abbildung 7.26.: Aufbau von Gaslasern.

Bei Gaslasern wie in Abbildung 7.26 werden die Atome durch Stosse mit Elektro-
nen in das obere Laserniveau gepumpt. Bei Stossen gilt die Regel, dass das obere
Niveau weniger besetzt sein muss als das untere nicht. Die Elektronen werden
durch eine Plasmaentladung getrieben durch die strombegrenzte Plasmaspannung
Up getrieben. Diese Spannung betréigt einige Kilovolt. Die Réhre mit dem Gas
wird durch Brewsterfenster abgeschlossen. Die Spiegel des Resonators sind in der
Regel ausserhalb der Gasentladungsrohre.

Gaslaser haben eine ziemlich geringe Verstarkung pro Léange. Deshalb ist es not-
wendig, die Verluste zu minimieren. Brewsterfenster ermdéglichen bei einer Po-
larisation eine Transmission ohne Verluste. Sie sind in der Regel auf Fortsatzen
montiert, das das Plasma chemisch aggressiv ist und und mit der Zeit insbesondere
die empfindlichen optischen Oberflichen angreift.

Die Modenstruktur des Laserlichtes kann mit Modenblenden kontrolliert werden.
Da die T E M -Mode die kleinste Ausdehnung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
aufweist, ist sie bei immer kleiner werdendem Durchmesser der Modenblende die
letzte iiberlebende Mode, kann also problemlos selektiert werden.

Stosse

2'S & ” 20.30 eV
19.82 eV 19.78 eV o
82e 78 e
2’S x > 2S 632.8 nm induzierte Emission
1152.3 nm 18.70 oy (F2SEMICNY
2p
EI__ektronen- 16.6 eV spontane Emission
stosse 1S
Rekombination
an der Glaswand
Grundzusténde Y
Abbildung 7.27.: Termschema des He-Ne-Lasers (nach | ] und | 1.

Der erste Typ Gaslaser war der Helium-Neon-Laser. Sein Termschema ist in Ab-
bildung 7.27 gezeigt. Dieser Laser benutzt ein Gasgemisch, da Elektronenstosse in
Neon wegen dem tief liegenden 1s-Niveau die Laserniveaus 25 und 35 nicht anre-
gen konnen. Helium mit seiner kleinen Kernladung hat viel grossere energetische
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Niveauunterschiede. Die metastabilen 2'S- und 23S-Zustéinde des Heliums sind in
Resonanz mit den 35- und 25-Zustédnden des Neons. Die Energie wird iiber reso-
nante Stosse zweiter Art vom Helium auf das Neon tibertragen. Wie Abbildung
7.27 zeigt, bilden die Niveaus des Neons ein 3-Niveau-Laserschema. Die starkste
Laserlinie des He-Ne-Lasers ist die Linie bei 1152.3 nm. Heute wird vor allem die
Linie bei 632.8 nm verwendet. Die Laserlinien werden durch die schmalbandige
Reflexionsbeschichtung der Spiegel oder iiber Prismen selektiert.

Das 15-Niveau des Neons ist metastabil und langlebig. Hier wiirden sich alle Elek-
tronen aus dem 2p-Niveau ansammeln. Nur Stosse mit der Wand sind effizient
genug, um dieses Niveau zu entleeren. Man erwartet und findet, dass He-Ne-Laser
mit kleineren Durchmessern des Entladungsrohres eine hohere Verstarkung ha-
ben, weil das 1.S-Niveau starker entleert ist. Tabelle 7.1 fasst einige Kenngrossen
zusamien.

A (nm) | A/(dBm™') | P,u/(mW)
632.8 0.3 5 — 10
1152.3 0.4 10 — 100
3391.3 25 10 — 100
Tabelle 7.1.: Verstarkungen und Ausgangsleistungen der Laserlinien der HeNe-
Laser (nach | ).

1/2
4s P

3/2

Abbildung 7.28.: Termschema des Argon-lIonen-Lasers (nach | D).

Abbildung 7.28 zeigt das Termschema des Art-Tonen-Lasers. Dieser Laser kann
auf vielen Wellenlangen vom Ultravioletten bis ins infrarote emittieren. Die wich-
tigsten Wellenlangen sind A = 514.5 nm und A = 488.0 nm. Weiter erreicht man
mit diesem Laser Lichtleistungen von mehr als 100 W. Die Laseriibergénge befin-
den sich zwischen hochangeregen Niveaus des positiv geladenen Ions. Der Laser
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benoétigt extrem hohe Stromstérken und Pumpleistungen (fiir 10 W Licht etwa
50 kW elektrische Leistung. Der Argon-lonenlaser funktioniert mit einer reinen
Argonfiillung. Elektronen mit einer Energie von 4 eV bis 5 eV regen in Stufen die
oberen Laserniveaus an, die bei etwa 20 eV liegen. Da der Laser auf verschiedenen
Linien emittieren kann, wird im Resonator ein dispersives Element benétigt, zum
Beispiel ein Prisma, mit dem man eine Wellenldnge auswahlen kann. Tabelle 7.2
gibt eine Ubersicht iiber einige der vorkommenden Wellenlingen.

A(om) | A/(dB m™) | Pout/(W)
351.1 — 1
363.8 = 1
476.5 — 0.5 — 2
488.0 0.1 2 — 50
496.5 — 0.5 — 2
514.5 0.1 2 — 50
Tabelle 7.2.: Verstiarkungen und Ausgangsleistungen der Laserlinien des Argon-
Ionen-Laser (nach | ).

7.2.4. Festkorperlaser

ﬁResonatorspiegel
I —

I Laserkristall \I

Pumplicht-— %ﬁiegel
quelle S—— P mplicht
A A

Abbildung 7.29.: Schematischer Aufbau eines Festkorperlasers. Die Pumplicht-
quelle kann eine Blitzlichtlampe, eine Laserdiode oder ein an-
derer Laser sein.

Abbildung 7.29 zeigt den prinzipiellen Aufbau von Festkorperlasern. Diese Laser
werden durch Licht gepumpt. Urspriinglich waren dies Blitzlampen, heute héu-
fig Laserdioden (siche Abschnitt 7.2.5). Um das Pumplicht moglichst effizient in
das Lasermedium zu bringen sind die Blitzlampen in Spiegel so angeordnet, dass
sie zum Beispiel in einem Fokus sind und das Lasermedium im anderen Fokus
eines elliptischen Spiegels. Laserdioden werden iiblicherweise auf der Seite des La-
sermediums angeordnet. Alternativ kann ein Pumplaserstrahl kollinear oder fast
kollinear zum Ausgangslaserstrahl angeordnet sein. Im Buch von Yariv | ]
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findet sich eine sehr gute Ubersicht iiber Laser.

RN .. strahlungslose
*-.Ubergange
41;; A ..
el E
[
ol 3
| ©
AAZ

Abbildung 7.30.: Termschema des Rubinlasers

Termschema des Rubinlasers (nach [Mai60] und [Sig82]).

Der erste Laser war der Rubinlaser [\ai60]. Abbildung 7.2.4 zeigt das Termschema
des Lasers. Rubin ist Aluminiumoxid, wie auch Saphir und viele andere Edelsteine.
Es sind nur die Verunreinigungen, die einen Saphir von einem Rubin unterschei-
den. Beim Rubin sind dies eingebaute Cr*-Ionen mit einem Gewichtsanteil von
0.05%. Ihr Termschema ist in Abbildung 7.2.4 gezeigt. Durch Pumplicht werden
die breitbandigen Pumpniveas bevélkert. Strahlungslose Ubergéinge bevélkern das
obere Laserniveau. Der Laser emittiert bei A = 694.3 nm.

Pump-Niveaus 247968 ev

Nd:YAG

4 142607V Rj
. FB/Z“ ......... | _ 141516V Ry
Laser-
—_—T | lbergang
Laser- [ ~0743%05 v
Ubergang |
[ ~0495037ev
| 0313184ev
—— 0306613 eV
- [ o026607ev
F— o261731ev
0251564 &V
L Sy 0248092 &V
Grund- 0105139 &
zustand 4 00385591 &'

1

9/2 00244249 ev

00166139 &7

Abbildung 7.31.: Termschema von ND:YAG-LASERn (siehe [Sig32] und
[KS08])

Ein heute enorm wichtiger Festkorperlaser ist der ND:YAG-LASER. Im Wirts-
kristall Y3Al;015 (Yttriumaluminiumgranat) sind etwa 1% der Y**-Tonen durch
Nd?*-Tonen ersetzt. Die gute Warmeleitfahigkeit und die sehr gute optische Quali-
tdat ermoglichen hohe Laserleistungen. Das Energieschema des Nd:YAG-Lasers ist
in Abbildung 7.31 gezeigt. Es ist ein Vierniveau-System, das besonders effiziente
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Laser ermoglicht. Das untere Laserniveau ist bei Raumtemperatur praktisch leer
und wird auch sehr schnell entleert, so dass leicht grosse Inversionen erreicht wer-
den konnen. Die starkste Laserlinie ist die bei A = 1064.1 nm, Diese Linie wird oft
Intra-Cavity frequenzverdoppelt und ergibt dann dei Wellenldnge von A = 532 nm
(griiner Laserpointer!).

7.2.5. Diodenlaser

pn-Dioden aus Halbleitern mit direkter Bandliicke emittieren Strahlung, wenn sie
in Durchlassrichtung betrieben werden: LED (Light emitting diode). Die Ursache
ist die sog. strahlende direkte Rekombination iiber die Bandliicke hinweg. GAAS
selbst emittiert im Infratoren, im Sichtbaren werden GaAs;_,P,—Materialien und
GaP:N-Materialien eingesetzt. Neuerdings spielt GaN eine bedeutende Rolle. Das
Emissionsspektrum ist i. allg. sehr breit und temperaturabhéngig. Die Richtcharak-
teristik ist ausgesprochen breit und wird in der Praxis z. B. durch Kunststoffinsen
in Vorwartsrichtung verbessert. Die Schaltzeiten konnen 1 us deutlich unterschrei-
ten.

Die strahlende Rekombination kann auch iiber einen Zwischenzustand (Lumi-
neszenz—Zentrum) erfolgen. Bekanntes Beispiel sind die blauen SiC-LEDs (Sie-
mens). Die neuen blauen LEDs bestehen aus AlGaN/InGaN-Doppelheterostruk-
turen. Werden sie mit YAG (Yttrium Aluminium Garnet) und Phosphoren direkt
beschichtet, entsteht eine WEISSE LED. Ein weiterer Trend geht zu grossflachigen

LEDs, einzelne Emitterflichen reichen an 1 mm?.

Das LED—Prinzip lasst sich zum HALBLEITER—LASER weiterentwickeln. Dazu sind
zwei Dinge notwendig. Erstens muss die induzierte Emission die bei der LED aus-
schliesslich vorhandene spontane Emission deulich tibertreffen. Hierzu ist in der
sog. aktiven Zone eine ausreichende Besetzungsinversion notwendig. In einer beid-
seitig sehr hoch dotierten (> 10'® cm™3) entarteten pn—Diode, die in Durchlassrich-
tung betrieben wird, ist die Ladungstragerinjektion tatsachlich ausreichend gross,
um gepulsten Laserbetrieb zu erhalten. Vorausgesetzt, die zweite Bedingung ist
erfiillt: die gesamten Verluste der Strahlungsmode miissen kleiner sein als ihr Ge-
winn. Erreicht wird dies durch einen langlichen (ca. 1 mm) Resonator. Man erhélt
ihn durch Brechen entlang einer niederinduzierten Kristallebene ((110) in GAAS),
die Seitenflichen werden aufgeraut. Dieser sog. Kantenstrahler emittiert an beiden
Enden.
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a) X b) X

Abbildung 7.32.: P*N*-Laserdiode a) ohne Spannung und b) mit angeleg-
ter Spannung und dadurch hervorgerufener Besetzungsinver-

sion.(nach [ 1)
— 2. Spiegelfiache
o
&L
n
WP P PP i 1, Spiegelflache
P
Laserlicht
Abbildung 7.33.: Prinzip des Laserresonators nach | |. Eine ausfiihrliche

Darstellung findet sich im Abschnitt 7.2.2.1

Die aktive Zone ist mehrere pym hoch und seitlich noch unbegrenzt; auch die
Strompfade sind noch undefiniert. Deshalb ist die sog. Schwellstromdichte noch
sehr hoch, die Verlustwarme zerstort die Laserdiode rasch.

Viel besser ware es, wenn der optische Resonator durch einen Wellenleiter seitlich
auf seine Grundmode eingeschriankt wiirde; das HALBLEITER—MATERIAL der ak-
tiven Zone miisste also einen deutlich hoheren Brechungsindex haben als das sie
umgebende Material: ‘optisches Confinement’. Auch der Diodenstrom miisste nur
durch die aktive Zone und auf den Zuleitungswegen moglichst niederohmiges Mate-
rial durchfliessen miissen: ‘Elektrisches Confinement’. Die méssige spektrale Band-
breite, bedingt durch die energetische Breite der besetzten Zustande (hv > Egap 1)
und die gebrochenen planen Endflachen sollten durch einen wellenlangenselektiven
hochreflektierenden Spiegel (z. B. DFB Distributed feedback) ersetzt werden.
Technologisch haben die HALBLEITER diesen weiten Weg tiber viele Jahre mit
schrittweisen Verbesserungen zuriickgelegt. Hier konnen nur wenige genannt wer-
den: der Heterojunction Laser, der Doppel-Heterojunction Laser mit dem opti-
schen Confinement in der Senkrechten und einer senkrechten Ausdehnung der
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aktiven Zone von ca. 200 nm durch ein elektrisches Confinement mit Hilfe der
Banddiskontinuititen.

Oxid

Kontakt
n—Ga, Al As

n—GaAs

Kontakt

Abbildung 7.34.: Quantum Well Laser (nach | D).

Abbildung 7.34 zeigt eine weitere verbesserte Variante dieses Typs. Der Wellenlei-
ter ist zusatzlich seitlich begrenzt; der Zuleitungskontakt ist durch eine Oxidmaske
streifenformig definiert. Mit solchen Lasern sind ca. 10 mW im Dauerbetrieb bei
Raumtemperatur moglich.

7.2.6. Erzeugung kurzer Pulse

N

t L
At At

Abbildung 7.35.: Zeitliche Beziehung zwischen Pumppuls, Laserpuls und Be-
setzungsinversion. Links die Kurvenformen, wenn die Lebens-
dauer des unteren Laserniveaus geniigend klein sind, andern-
falls (rechts) wird die Pulsdauer und -energie limitiert.

Kurze Lichtpulse konnten erzeugt werden, indem die Betriebsspannung der Licht-
quelle kurzzeitig eingeschaltet wird. Die kiirzesten erreichbaren Zeiten hédngen von
den Schaltkapazititen und den moglichen Schaltstromen ab. Es ist schwierig, Span-
nungen oder Strome kiirzer als in etwa 100 ps einzuschalten.

Deshalb werden kurze Lichtpulse ausschliesslich auf optischem Wege erzeugt. Man
nutzt aus, dass das Einschalten eines Lasers mit grossen Relaxationsschwingun-
gen verbunden ist. Diese Schwingungen entstehen, weil die fiir eine Lasertatigkeit
notwendige Inversion im Dauerbetrieb wesentlich geringer ist als im Einschalt-
moment. Die die Relaxationsschwingungen beschreibenden Differentialgleichungen
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sind nichtlinear: der Laser ist in vielen Betriebszustédnden ein chaotisches System.

4 PP,

Schwelle

/|HH LN

t

Abbildung 7.36.: Auch bei Kurzpulslasern treten Relaxationsschwingungen
(Spikes) auf.

Die Abbildung 7.35 zeigt den Zusammenhang der Laserleistung, der Inversion und
der Pumpleistung. Wenn die Pumpe eingeschaltet wird, baut sich die Inversion
parallel zum Anstieg der Pumpleistung auf. Wenn die Schwelle iiberschritten wird,
wird die Besetzungszahl auf einem Wert, der nur unwesentlich tiber der Schwellin-
version liegt, begrenzt. Die Laserleistung steigt rapide an und die Besetzungsinver-
sion wird, wenn die Pumpleistung wieder abnimmt, wieder abgebaut. Der resultie-
rende Laserpuls ist kiirzer als der Pumppuls. Auf der rechten Seite der Abbildung
7.35 wird gezeigt, was passiert, wenn das untere Laserniveau nicht schnell genug
entleert wird. Dann nimmt die Moglichkeit zu spontaner und induzierter Emissi-
on sehr viel schneller beschrankt. Die Besetzungszahlinversion baut sich ab, auch
wenn die Pumpleistung hoch bleibt. Im Verhéltnis zum Pumppuls ist der Laserpuls
kiirzer. Ein ndchster Pumppuls kann jedoch erst dann folgen, wenn die Besetzung
des unteren Laserniveaus wieder in die Nahe des Ursprungswertes abgebaut ist.

Wenn die induzierte Emission sehr stark verstarkt wird, wie zum Beispiel in Blitz-
lampen gepumpten Rubinlasern aber auch in Laserdioden, dann treten Relaxati-
onsschwingungen auf. Wahrend der Dauer des Pumppulses treten einige bis viele
sogenannte Spikes, also Relaxationsschwingungen auf. Die Einhiillende der Ampli-
tude dieser Spikes folgt der Amplitude des Pumppulses.
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Abbildung 7.37.: GUTESCHALTUNG bei einem KURZPULSLASER. Die Dauer
des Laserpulses und des Pumppulses sind so entkoppelt.

Ein Nachteil dieser RELAXATIONSSCHWINGUNGen ist, dass der Zeitpunkt der ein-
zelnen Pulse nicht gut bestimmt ist. Indem man die Verluste im Resonator gross
macht, verhindert man das Anschwingen der Laserschwingung. In der Abbildung
7.37 ist gezeigt, dass, wenn man die Verluste in kurzer Zeit < 1ns erniedrigt, zu
einem genau definierten Zeitpunkt ein einzelner Laserpuls entsteht.

|||||ﬁ

P, v

v
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| | 1 K
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Abbildung 7.38.: Links die prinzipielle Schaltung einer Pockelszelle, rechts eine
Implementation in einem gepulsten Nd-Yag-Laser.

Das Schalten der Verluste kann entweder tiber akusto-optische Schalter, elektro-
optische Schalter oder durch sittighbare Absorber geschehen. Eine Implementation
eines elektrooptischen Schalters ist die Pockelszelle. Die Transmission der Pockels-
zelle in Abb. 7.38 ist durch die Funktion

T=T, (1 — cos? @) (7.2.51)

gegeben. Dabei ist © der Winkel der Drehung der Polarisationsebene. Dieser ist
proportional zur an der Pockelszelle angelegten Spannung. Abb. 7.39 zeigt den
Kurvenverlauf der Resonatorverluste, der Transmission durch die Pockelszelle in
Relation zur angelegten Spannung.
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Abbildung 7.39.: Links sind fiir einen gaussférmigen Spannungspuls der Span-
nungsverlauf, die Transmission und die Verluste angegeben.
Rechts das gleiche fiir einen exponentiell ansteigenden und
abfallenden Puls.

7.2.6.1. Akusto-optischer Modulator und Pulslaser mit Cavity Dumping

Abbildung 7.40.: Schematische Darstellung der Bragg-Reflexion von Licht an
Schallwellen.

Im akusto-optischen Modulator wird eine Schallwelle unter schiefem Winkel zur
Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahles in einen Kristall eingestrahlt (sieh Abb.
7.41). Durch die laufende Schallwelle wird ein sich mit Schallgeschwindigkeit be-
wegendes moduliertes Dichteprofil erzeugt. Dieses bewirkt eine Modulation des
Brechungsindexes und somit eine Bragg-Streuung am optischen Gitter.

Wir nehmen nun an, dass in diesem Kristall mit dem BRECHUNGSINDEX n eine
Schallwelle mit der Frequenz €2, der Schallgeschwindigkeit c¢g und der Wellenlénge
As = ¢g/Q) vorhanden ist. Wenn die Bragg-Bedingung

A
2Agsin®© = — (7.2.52)
n

erfiillt ist, dann wird der Bruchteil n der eingestrahlten Intensitét in die erste Beu-
gungsordnung abgelenkt. Hier ist A die Wellenlénge des Lichtes. Die Beugungs-
effizient 1 hingt von der Tiefe der Brechzahlmodulation An und somit von der
Amplitude der Schallwelle ab. Dadurch dass das Licht durch eine laufende Schall-
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welle abgelenkt wird, wird seine Wellenlange und Frequenz moduliert. Der unabge-
beugte Lichtstrahl hat die Frequenz w = A/¢, wahrend der abgebeugte Lichtstrahl
um

Q
Aw = 2" sinO = 2nAS—)\w sin® = (7.2.53)

C w

in der Frequenz Doppler-verschoben wird. Die Wenn die Amplitude des einge-
strahlten Lichtes FEj ist, sind die Amplituden des transmittierten und abgebeugten
Anteiles

transmittiert /1 — nkjycoswt
abgebeugt Vo cos (w+Q)t

x abgelenkter
Strahl

Ar-Lasermedium

N\

=

M,

ausgekoppelter Puls

Abbildung 7.41.: Schematischer Aufbau der Auskopplung aus einem giitege-
schalteten Laser (cavity dumping).

Abb. 7.41 zeigt den Aufbau eines gepulsten Lasers, bei dem der akusto-optische
Modulator die Auskopplung aus der Laser-Cavity steuert. Das vom Spiegel M,
herkommende Licht passiert den akusto-optischen Modulator und wird mit der
Effizienz n abgelenkt. Auf dem Riickweg muss das ausgekoppelte Licht unabgelenkt
durch den Modulator gehen (Effizienz 1 — 7). Der Strahl, der unabgelenkt vom
Spiegel M5 her kommend durch den akusto-optischen Modulator gegangen wird,
wird auf dem Riickweg mit der Effizienz n abgelenkt. Im ersten Fall wird die
Schallfrequenz von der Lichtfrequenz abgezéhlt, im zweiten Fall dazugezéahlt.
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Abbildung 7.42.: Dargestellt ist der Verlauf des Ultraschallpulses und des La-
serpulses fiir vier Modulationstiefen 7 im akusto-optischen
Modulator.

In der Auskoppelrichtung iiberlagern sich die Amplituden

Eiwt = V1 —nEycos(w — Q)t + /11— nEgcos(w + Q)t
= V1 —=nE[cos(w — Q)t + cos(w + Q)] (7.2.54)

Der ausgekoppelte Puls hat dann die Leistung

Fa(t) = [(S1)]
= ‘(Etot X Htot)’
1
= ﬁEtQOt = 2cent (1 —n(t)) B2, cos* Qt (7.2.55)
0

Hier ist S; der Poynting-Vektor und Zy = y/po/co der Wellenwiderstand des Va-
kuums. Wéhrend der zeit des Ultraschallimpulsdes wird 7(t) (1 — n(t)) der in der
Laserkavitét eingeschlossenen optischen Leistung ausgekoppelt. Abb. 7.42 zeigt die
Ultraschallamplitude und fiir vier verschiedene Beugungseffizienzen n den zeitli-
chen Verlauf des ausgekoppelten Pulses. Interessant ist, dass fiir n = 0.5 ein Ma-
ximum erreicht wird. Bei der in Abb. 7.42 gezeigten Kurve fiir n = 0.9 resultieren
deshalb zwei Intensitdtsmaxima.

Mit dem Verfahren des Cavity-Dumping erreicht man bei Ionenlasern oder bei
Farbstofflasern Pulslangen von 10 — 100ns mit Pulsfolgefrequenzen zwischen null
und 4 MHz.
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7.2.6.2. Modenkopplung

| 2d
AOM: Akusto-Optischer-Modulator

-
1
Lasermedium M, /\ Sv
ZI V / \
"t

Abbildung 7.43.: Mit einem akusto-optischen Modulator im Ultraschallbereich
kann eine aktive Modenkopplung erreicht werden.

Wenn, wie in Abbildung 7.43 gezeigt, ein akusto-optischer Modulator in den La-
serresonator eingefiigt wird, dann entstehen im Frequenzspektrum Nebenfrequen-
zen. Ist die Modulationsfrequenz f, dann existieren neben der Grundfrequenz des
Lasers v auch die Frequenzen v + f. Wenn die Modulationsfrequenz gleich dem
Modenabstand im RESONATOR ist, das heisst wenn f = ¢/2d ist, dann konnen
die Seitenbander auch an der Laseroszillation teilnehmen. Diese Seitenbénder wer-
den auch moduliert, so dass alle vom Verstarkungsprofil des Lasermediums her
moglichen Moden anschwingen.

Modenkopplung
2500 " Zufall ——
gekoppelt
2000 i
=
S,
3 1500 - .
£
[77]
$ 1000 . -
)
£
500 - -
I T - i sl
0 0.5 1 15 2 2.5 3
Zeit/[au]

Abbildung 7.44.: Dargestellt einerseits die Uberlagerung von 51 Moden mit zu-
falliger Phase und gleicher Amplitude sowie die Uberlagerung
von 51 modengelockter Moden. Die resultierende Pulsiiberho-
hung ist augenfillig.

Durch die Modulation schwingen die Lasermoden nicht unabhangig, da ihre Pha-
sen durch den Modulator gekoppelt sind. Abb. 7.44 zeigt, die resultierende Aus-
gangsamplitude fiir viele Lasermoden mit zufalligen Phasen sowie fiir gekoppelte
Phasen. Die Intensitat bei gekoppelten Phasen wird periodisch sehr gross. Ande-
rerseits zeigt das Ausgangssignal bei zufélligen Phasen das auch von Laserdioden
her bekannten vergrosserte Rauschen.

Der akusto-optische Modulator moduliert die Transmission des Laserresonators
mit
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T=T[1—-6(1—cosQt)] =Ty [1 — 24 sin® (?)] (7.2.56)

Unter der Annahme, dass alle Lasermoden die gleiche Amplitude Ay o = Ay haben
wird bei einem kleinen Modulationsgrad § < 1/2 die instantane Amplitude der
k-ten Mode zu

Ai(t) =T Agcoswit = Ty Ag [1 — § (1 — cos Qt)] cos wyt (7.2.57)

Wenn nun die Modulationsfrequenz gleich der Umlaufzeit des Lichtes im resonator
ist, also wenn = 2m¢/(2d) so wird die k + 1-te Mode von der k-ten Mode her (
es gilt wrpi1 = wi + Q mit

AoTHo

Api1 = cos (wWi41t) (7.2.58)

Diese Modulation wird, sofern sie innerhalb der Verstarkungsbandbreite des La-
sermediums liegt, verstarkt. Die k4 1-te Mode wird nun wieder moduliert, genauso
wie alle nachfolgenden Moden. Das gleiche gilt auch fiir Moden mit abnehmenden
Indizes. Durch die Modulation sind alle Phasen der verschiedenen Moden peri-
odisch gleich. Dies tritt in der Gleichung (7.2.57) immer zu den Zeiten

2d
tj=j— firj=012... (7.2.59)

Ist die Bandbreite der verstédrkbaren Moden (oberhalb der Laserschwelle) év und
Av der Abstand der einzelnen Moden, dann ist die Anzahl der verstarkten Moden
ov  2vd
N = — =
Av c
Die Uberlagerung von 2m + 1 = N Lasermoden mit gleicher Amplitude fiihrt zur
Gesamtamplitude

(7.2.60)

A(t) = Ao ]f cos (wo + j) t (7.2.61)

j=—m
Die Laserintensitat I(t) = A%(¢) wird dann
in? (NQt/2)
I(t) ~ 2SI (VO/2)
®) 0 sin? (Qt/2)

Wie auch aus Abbildung 7.44 ersichtlich ist, bekommt man eine Pulsfolgezeit T’
und eine Pulsbreite At.

cos? wot (7.2.62)

Abstand der Pulse T = 27d - L
c Av

Pulshreite AT ! L _1 (7.2.64)

ulsbreite = - — = 9
2m+1)Q NQ v

(7.2.63)

Damit wird klar, dass die kiirzest mogliche Pulsdauer von der Breite des Verstar-
kungsprofils abhéangt. Lasermedien mit schmalen Linien wie zum Beispiel Gaslaser
sind fiir Modenkopplung ungeeignet. Die Spitzenleistung eines modengekoppelten
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Lasers geht wie N2, das heisst auch wieder mit der spektralen Bandbreite des La-
sers. Die Eignung von Lasermedien zur Erzeugung kurzer Pulse wird in Tabelle
7.45 zusammengefasst.

Lasermedium Wellenlange Frequenzbreite ov | Pulsbreite AT
HeNe 633 nm 1.5 GHz 500 ps
Argon-lonenlaser 488 nm, 514 nm | 5-7 GHz 150 ps
Nd-Glas-Laser 1064 nm 200 GHz 5 ps
Farbstoft- = oder | 500 30 THz 30 fs
Farbzentrenlaser

Abbildung 7.45.: Demtroder | ] gibt die oben zusammengefassten Mog-

lichkeiten zur Erzeugung kurzer Pulse an.

Endspiegel
= /\%S@grb@r M = M,
5 3 ) Auskopplung
M,
Farbstoffstrahl

Dispersionsprisma

M,
Pump-Laserstrahl

Abbildung 7.46.: Die Modenkopplung wird bei diesem Aufbau durch einen sét-
tigharen Absorber erreicht.

7.2.6.3. Passive Modenkopplung

Schneller als ein optischer Modulator schalten séttigbare Absorber. Wichtig ist,
dass die Absorptionsniveaus des Absorbers eine moglichst kurze Abklingzeit ha-
ben. Abb. 7.46 zeigt den Aufbau eines Lasers mit einem sattigbaren Absorber.
Dieser wird vor einem der Resonatorspiegel montiert, so dass nur an einem wohl-
definierten Ort die Absorption sich &ndern kann. Durch die Absorption im Medium
werden die Verluste vergrossert. Die Verstarkung im Lasermedium muss so gross
sein, dass das gesamte System die Schwellenverstarkung erreicht. Das Lasermedi-
um emittiert vor dem Erreichen der Schwelle spontan und dann induziert verstéarkt
und in statistischen Abstéinden. Die Amplitude schwankt stark. Wenn einer dieser
Pulse die Schwellenenergie erreicht, dann wird durch die Verstarkung die Absorp-
tion im sattigbaren Absorber leicht verringert. Dieser erste Puls 16st also eine
Photonenlawine aus, die einerseits die Verstarkung des Pulses erhoht und anderer-
seits verhindert, dass die anderen Schwankungen weiter verstarkt werden. Da das
Absorptionsmedium eine sehr kurze Lebensdauer hat, ist es schon kurz nach dem
Puls wieder in seinem hoch absorbierenden Zustand. Dieser umlaufende Puls ist
der einzige, der verstarkt wird.
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Abbildung 7.47.: Links wird die Autokorrelation, rechts das Spektrum eines
modengekoppelten Pulses gezeigt (nach Demtroder | 1.
Die Pulsldange ist 0.5 ps, die spektrale Breite 1nm.

Die Pulsform und damit, iiber die FOURIERTRANSFORMATION auch das Spektrum,
hingen von den Verstarkungseigenschaften des Mediums und von den spektralen
Absorptionseigenschaften des Absorbers. Abbildung 7.47 zeigt links ein Beispiel
fiir die Pulsform und rechts das Spektrum dieses Pulses. Die in Abb. 7.47 gezeigte

Pulsbreite von 0.5ps ist die kiirzeste, mit passiver Modenkopplung erreichbare
Pulslange.

7.2.6.4. Synchron gepumpte Laser

AOM: Akusto-Optischer-Modulator

Ungeséttigt

Schwelle

K Lasermedium

M,

Pt (verkleinert

P(t) dargestellt)

Auskopplung

t

Abbildung 7.48.: Bei diesem Laser wird das Anregungslicht synchron zur Um-
laufzeit im RESONATOR gepulst.

Bei synchron gepumpten Lasern wird die Pumpleistung in einem Takt mit ganzah-
ligem Verhéltnis zur Umlaufszeit der Pulse im Resonator gepumpt. Die Abbildung
7.48 zeigt auf der linken Seite einen moglichen Aufbau eines synchron gepumpten
Lasersystems| |. Der Argon-lonenlaser wird im Laserresonator mit einem
akusto-optischen Modulator moduliert. Die Pumpleistung trifft mit der Umlaufs-
frequenz der Pulse im Farbstofflaser auf das Lasermedium, einen Farbstoffstrahl.
Von allen moglichen, durch spontane Emission entstandenen Photonen werden nur
diejenigen verstarkt, die synchron mit der Pumpleistung im Resonator umlaufen.
Die rechte Seite von Abbildung 7.48 den Verlauf der Verstarkung (oben) und die
Intensitaten von Pumppuls und Laserpuls. Die Verstarkung wiirde bei sehr grossen
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Verlusten der gestrichelten Kurve folgen. Durch die Emission des Laserpulses, und
da das synchrone Pumpen dhnlich wie ein Absorber im Resonator des Farbstoff-
lasers wirkt, wird die Besetzungszahlinversion stark abgebaut. nur ein einzelner,
aber sehr kurzer Laserpuls entsteht.

Die Umlaufszeit der Pulse im Laserresonator ist T = 2d/c bei einem Resonator mit
der Lange d. Typischerweise kann man mit einem synchron gepumpten Lasersys-
tem Pulsldngen von 0.5ps erreichen. Wenn der Resonator eine Lange von 1m hat,
ist die Pulsfolgefrequenz 150M H z. Ein Fehler von 1um der Lénge des Resonators
fithrt zu einer Verbreiterung der Pulse auf 1ps.

Durch einen akusto-optischen Modulator im Resonator des Pulslasers konnen die
Verluste fiir alle ausser jeden k-ten Puls so erh6ht werden, dass sie nicht anschwin-
gen. Durch dieses Verfahren, das auch CAVITY DUMPING genannt wird, kann die
Pulsfolgefrequenz erniedrigt werden. damit ist es moglich, auch langere Relaxatio-
nen auszumessen.

7.2.6.5. fs-Laser

Pumpstrahl

Verstarker

1\
A N—
\ Absorbe

Abbildung 7.49.: Schematischer Aufbau eines CPM-Lasersystems.

Sehr kurze Laserpulse erhélt man mit sogenannten CPM-LASERSYSTEMen. Eine
mogliche Anordnung eines solchen Lasersystems ist in der Abbildung 7.49 gezeigt.
Die Idee hinter dieser Anordnung ist die folgende:

o Zwei gegenldufige Pulse sollen den Verstéirker im grosstmoglichen Abstand
der halben Umlaufszeit T/2 passieren. Damit wird sichergestellt, dass die
Verstérkung fiir beide Pulse gleich (aus Symmetriegriinden) und maximal
ist.

o Die Pulse sollen sich im sattigbaren Absorber tiberlagern. Jeder Puls schaltet
fiir den anderen die Verluste auf einen niedrigeren Wert.

Indem man die Dicke des Absorberstrahls sehr diinn (< 100um) wéhlt, ist die
Laufzeit durch das Medium kleiner als etwa 400 fs. Da nur die Uberlagerung beider
Pulse den Absorber auf niedrige Absorption schalten kann, ist dies nur bei einer
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perfekten Uberlagerung der beiden Pulse, also wenn die Zeitunsicherheit sehr viel
kleiner als 400fs ist, moglich.

Um die kiirzesten moglichen Pulse zu erhalten, ist es notwendig, die DISPERSION
der Spiegel und der sonstigen optischen Elemente zu kompensieren| ]. Durch
die CPM-Technik konnten Pulse mit einer Lange von unter 100 fs erzeugt werden.
Durch séattigbare Braggspiegel und eine DISPERSIONSKOMPENSATION mindestens
bis zur 3. Ordnung sind Pulse die kiirzer als 10fs sind, moglich.

7.2.6.6. Pulskompression

Pulsbreite und Dispersion
140

120

100

80

Pulsbreite/[fs]

60

40

20

0 2 4 6 8 10 12 14
Laserbandbreite/[0.1/fs]

Abbildung 7.50.: Abhédngigkeit der Pulsbreite von der Bandbreite eines Laser-
mediums unter Berticksichtigung der Dispersion.

Wir nehmen an, dass ein optischer Puls mit der spektralen Energieverteilung F(w)
und der spektralen Breite dw den zeitlichen Intensitatsverlauf

1(t) = eoc [ 1B, O ) de (7.2.65)

hat. Dieser Puls lduft durch ein Medium mit dem BRECHUNGSINDEX n(w). Seine
Form éndert sich, da die GRUPPENLAUFZEIT fiir die verschiedenen spektralen
Anteile verschieden lang ist.

dw d dvp, ¢ Adn
_r_ k) = k =— (14— 7.2.66
U= g T gl o) = ven T RE = < n dA) (7.2.66)
Diese Gruppengeschwindigkeit hat die Dispersion
dv, %o 1 dPw
- =g = = (7.2.67)
dw Z—k vy dk?

Bei Pulsen mit sehr hoher Intensitiat hangt der BRECHUNGSINDEX von der Puls-
leistung ab, ist also n(w, I) = ng(w) +n1(t). Damit hingt die Phase auch von der
Intensitat ab.

C

wnz (t noz) _ n1WZ[<t) (7.2.68)

p=wt—kz=wt——=w
c c
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Damit hangt aber auch die Frequenz eines Pulses von seiner instantanen Intensitét
ab. Mit A = nywz/c bekommt man

_do AdI(t)
YT T T

Aus Gleichung (7.2.33) ersieht man, dass wahrend des Intensitétsanstieges eines
Pulses seine Frequenz w abnimmt. Zum Pulsende hin nimmt die Frequenz wieder
zu. Durch diese Selbst-Phasenmodulation wird die spektrale Breite eines Pulses
nach dem Durchgang durch ein dispersives Medium grosser.
Da der BRECHUNGSINDEX 7 bei normaler Dispersion dng/dA\ < 0 die roten Anteile
schneller propagieren lédsst als die blauen Anteile, lauft der Puls auseinander. Das
heisst wegen ng wird der Puls zeitlich breiter, wegen n, wird der Puls auch spektral
breiter.
Unter der Annahme dass sich die Amplitude entlang der Ausbreitungsrichtung nur
langsam andert (AJ?E/9z* < OF /partialz) wird die Wellengleichung

(7.2.69)

oF 10F j O?E  jm 2
— t———="=—-—-"—m |E|°FE 7.2.70
0z * vg Ot 202 Ot )\nn1| | ( )
Ein Puls der Lénge 7 der mit der Geschwindigkeit v, durch ein Medium der Lange
L lauft, wird auf

T 4
=71+ () (7.2.71)
T

verbreitert. dabei ist 7. die kritische Pulsbreite

L
9vg
ow

7, =20/ (7.2.72)

N

>

Abbildung 7.51.: DISPERSIONSKOMPENSATION mit zwei Gittern. Der Wegun-
terschied AS = S} + Sy mit S; = D/ cosf und Sy = Sy siny

Je kiirzer der Puls ist, desto schneller 1auft er auseinander. Zwei Beugungsgitter im
Abstand D koénnen die unterschiedlichen Laufzeiten der roten und blauen Anteile
wieder kompensieren und so den Puls wieder komprimieren. Der optische Weg
(siche Abb. 7.51) ist dann
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S()\) = Sl + SQ = (1 + sin'y) (7273)

D
cos 3
dabei ist v = m — (o + ). Nun verwenden wir das Additionstheorem fiir den
Kosinus cos(a + ) = cos acos f — sin asin § wird Gleichung (7.2.73)

S(A\) =D (cosa + coiﬁ — sin o tan ﬁ) (7.2.74)

Die Dispersion eines Gitters ist df/d\ = 1/(dcos 3) wobei d die die Gitterkon-
stante ist. Damit wird die Weglangendispersion

ds  dSdp D
N AR AN 3/2
BOBR [ (sna - 3))

Nach Gleichung (7.2.75) nimmt der optische Weg mit zunehmender Wellenldnge
zu. Damit lasst sich die normale Dispersion in Medien kompensieren. Ohne diese
DISPERSIONSKOMPENSATION, die unter Einbeziehung von Fasern und Prismen
auch Effekte zweiter und dritter Ordnung kompensieren kann, waren fs-Laser nicht
denkbar.

(7.2.75)

7.2.6.7. Sattigbare Bragg-Spiegel als Anwendung von MQW-Schichten

Cr:LiSAF Pumplaser 1
_ Pumplaser1 5mm
f=200mm R=20cm 1.5 % R=20 cm f=200mm

Dotierung

f=120mm Laserdiode

Laserdiode f=120mm mit Faserlinse

mit Faserlinse

A-FPSA Aufbau

TiO,/SiO, R=98%
LT GaAs, 9 nm

Prisma A-FPSA

LT Al,; Ga,,, As, 5.2 nm

LT GaAs, 7.0 nm 36x ~4.2 cm
LT Al,; Ga,,As, 5.2 nm

GaAs, 7 nm Prisma

Al,, Ga,,As, 59 nm .
AlAs, 69 nm } 18x Auskoppelspiegel

GaAs Substrat

Abbildung 7.52.: Aufbau eines Cr:LiSAF-Lasers mit sédttigharem Bragg-
Spiegel| ]

Ein besonders eleganter Aufbau eines Kurzpuls-Lasersystems verwendet SATTIG-
BARE BRAGG-SPIEGEL| | als sittigbares Medium. Konventionelle séttigba-
re Absorber haben eine Bandbreite und eine Mittenfrequenz, die vom Material
abhingt. Andererseits ist bekannt, dass die Breite der Bandliicke bei Halbleiter-
materialien durch die Einstellung des Mischungsverhéltnisses bei ternaren und
quaterndren Materialien in weiten Grenzen einstellbar ist. Durch die Verwendung
von Schichtstrukturen kénnen so hochwertige optische Schichten mit einstellbarer
Bandbreite und einstellbarer Frequenz erzeugt werden.

Wenn die optische Intensitiat bei der Beleuchtung eines Halbleitermaterials eine
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materialabhéangige Schwelle iiberschreitet, befindet sich ein Grossteil der Elektro-
nen des Valenzbandes in einem angeregten Zustand im Leitungsband. Das Materi-
al wird also transparent und dndert damit auch seinen BRECHUNGSINDEX. Wenn
nun ein Multischichtsystem so erzeugt wird, dass es bei hohen Intensitaten eine
Reflektivitat in der Nahe von 1 hat, dann kann dies wie ein séttigharer absorber
wirken.

Das in der Abbildung 7.52 gezeigte Lasersystem] | verwendet einen SATTIG-
BAREN BRAGG-SPIEGEL, markiert mit AFPSA (antiresonant Fabri-Perot satu-
rable absorber). Der Kurzpulslaser wird durch zwei Laserdionen iiber jeweils eine
Strahlformungsoptik gepumpt. Als aktives Medium wird ein Cr:LiSAF-Kristall
verwendet. Die Auskopplungseite des Laserresonators beinhaltet zwei Prismen zur
DISPERSIONSKOMPENSATION. Das andere Ende des Resonators wird durch einen
SATTIGBAREN BRAGG-SPIEGEL gebildet. Die Schichtfolge in diesem Spiegel ist im
Einsatz links angegeben.

Reflektivitat

le4  1e-3 1e2 fe-1  1e+0 ferl 1e+2 1e+3  Te+d

Energiefluss/[a.u.]

Abbildung 7.53.: Schematischer Verlauf der Reflektivitat in einem SATTIGBA-
REN BRAGG-SPIEGEL

Die schematische Kennlinie eines SATTIGBAREN BRAGG-SPIEGEL in der Abbil-
dung 7.53 zeigt, dass die Reflektivitat mit steigender Intensitédt zunimmt. Damit
hat, wie bei den siattigbaren Absorbern der intensivste aller beim Einschalten an-
schwingenden Pulse die grosste Verstarkung. Nur dieser Puls wird im weiteren
Verlauf durch den Laser verstarkt.

Ein SATTIGBARER BRAGG-SPIEGEL aus Al,Ga;_,As/AlAs limitiert die Pulswei-
te auf 34 fs] |. Der in der Abbildung 7.52 gezeigte AFPSA SATTIGBARE
BRAGG-SPIEGEL ermoglicht durch eine geschicktere Ausnutzung der Materiali-
en eine Erhohung der Bandbreite und damit eine Pulslinge von 19 fs. Durch eine
Kombination der Materialien AlgsGag2As und CaF, sind Bandbreiten von 500 nm
um eine Mittenfrequenz von 800 nm moglich| ]. Damit konnen mit einem La-
ser analog zur Abbildung 7.52 Pulse mit einer Lange von weniger als 10 fs erzeugt
werden.
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A. Wellenfunktionen

A.1. Zugeordnete Kugelfunktionen

1 /3
61 ]2 rcos(@)

% (cos? ) = (cos (0))”




Wellenfunktionen 274

B JT\/E |3cos?(6)-1]

(=2

m =20

PY (cos? ) = 3/2 (cos (0))* —1/2
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275 A.1 Zugeordnete Kugelfunktionen

1 /18
”2 2mn

cos(6) y 1-cos?(6) |

0 =2
m=1

P} (cos?6) = 34/1 — (cos (#))" (cos (0))°
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c % / % |5 cos®(6) -3 cos(6) |

(=3 02 sl
m =0

Py (cos?0) = (cos (0))° +3/2 ((cos (9))* — 1) (cos (6))

2
m

v 1-cos*(8) (5cos*(6) - 1)|

é:

m =

P} (cos?0) = /1 — (cos (0))* (15/2 (cos (0))* — 3/2)
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277 A.1 Zugeordnete Kugelfunktionen

. /ﬁ | cos(8) (cos?(6) - 1)|

/=3
m =2

P} (cos?0) = 15 (1 — (cos (9))*) (cos (9))°
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3 |35 cos*(6)-30 cos?(6)+3 |

16V

=4

e = .| & |63cos(6)-70cos’(6) + 15cos(6)|

(=

m =

PY (cos?6) = (cos (0))" +5 ((cos o) - 1) (cos (0))° + 12 ((cos ) — 1)2 (cos ())?

Tabelle A.2.: Zugeordnete Kugelfunktionen
A.2. Radiale Wellenfunktionen, Laguerre-Polynome

Die Wellenfunktionen sind nicht normiert.
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A.2 Radiale Wellenfunktionen, Laguerre-Polynome

Radiale Wellenfunktionen (n=1)

0.2
0.18 Ryolp) —
0.16
0.14
0.12
Radiale Wellenfunktion 1 04
n=1 . 0.08 \
_ _ —0/2
{=0= Rio(o) = 2van of 0.06 \
0.04 \\
0.02 \
0 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wellenfunktionen (n=2)
0.2
I?‘2,0(9) -
0.15 .
I?{2,1(9) 7
0.1
Radiale Wellenfunktion e
n=2 - 0.05
14 = 0 = RQ@(Q) =
1 —0/2
2v/21 (1 _ﬁ) e 0 S~
(=1= Rzl(@) = 4\/1@9679/2 \//
0055 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wellenfunktionen (n=3)
0.2
E13,0(!9) -
0.15 .
I;*3,1(9) .
0.1 Faalo) —— 1
Radiale Wellenfunktion o
n= - 0.05
1 —0/2
2\/§<1—Q—|—%>691 0 >\\
14 = 1 = R371(Q) = \/<\//
1 ( _ ﬁ) e—0/?
6vr \ &7 4
0 =2= R35(0) = ﬁg%_@m 0084 5 10 15 20 25 30
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Radiale Wellenfunktionen (n=4)
0.2
F~{4,0(P) -
0.15 ) .
R4,1(P) -
01 ':‘4,2(P) ]
Radiale Wellenfunktion e
n=4 0.05 l54,3(P) ]
14 = 0 = R470<Q) =
1 3 2 —0/2
2m<1_7g+%_§73)69/ . o~ ——
12 = 1 = R471(Q) = \/KJ —_—
1 g(g_ﬁ+£)€—g/2
1V 6n 2 T20)%
¢ = 2 = Ryl = 0% 5 10 15 20 25 30
1 2 3\ —o/2 P
svior \¢ e o
E = 3 = R4,3(Q) A8+ 1/707T Q3€79/2
Radiale Wellenfunktionen (n=5)
0.2
li5,0(9) -
0.15 N .
Rsq(p) —
0.1 Fsald) —— 1
Radiale Wellenfunktion i
n= _ 0.05 Rglp) —
14 = 0 = @5@(@1 = i
= (1=20+ 0> = & + &) e72/” W P9
14 = 1 = R5 1( ) = W
1 (Q 3.9 + 3,9 o ) —0/2
2371 120
( = 2 = Ry, (Q) = % 5 1 15 20 25 30
3 P
wVr (P =5+ )e
14 = 3 \ = R5’3<Q) =
1 3 _ o —0/2
ovr \@ 8 ) e’ ~
14 = 4 = R5,4<Q) =
1 Q4€_9/2
14407

Tabelle A.4.: Nicht normierte radiale Wellenfunktionen

A.3. Radiale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Die Wellenfunktionen sind nicht normiert.
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281 A.3 Radiale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=1)

03
41p? R g(p) ——
0.25 //\\
0.2
Radiale Wellenfunktion T 015 / \
n=1 B / \
{=0= RL()(Q) = 2\/1ﬁe*9/2 o
0.05 / \
0
0 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=2)
0.2
0.18 \ 4mp? R34(p) —— -

LI |
I e

T
Radiale Wellenfunktion c 01 // / \\\\
Tl o mew = ]
sz (1 §) e W
£=1=Raule) = ﬁge%’/? 0.02 H / \
LY
0 5 10 1p5 20 25 30

Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=3)
0.18

0.16 amp® R q(p) ——

0.14 m -~ |
0.12 K /K \ 4mp"R3q(p) —— |
/ N\\ amp? R 5(0) —— |

Eefigle Wellenfunktion o 0: X / / \\\
(= 0 = R@ = el | L

(1o g e i AN

P e - AN
e (o) ikl
{=2= Rss(0) = ﬁg%_@m % 5 10 15 20 25 30
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Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=4)

0.14

102 R2 L
o2 m/m 4 1p” Ry o(p) |
0.1 / /\\\ 4mp® Ry (p) —— |
0.08 / X /\ \\ 4mp® Ry H(0) ——
Radiale Wellenfunktion « Z / \ \
n=4 N 0.06 anp®Rig(p) — A
£ o= 0 = Rl = /\/\\W \
e T |1/

= 1 = R4,1(9) = 0.02

= 92 = R4,2(Q) = 0 5 10 15 20 25 30
1 2 3\ —o0/2 P
svior \¢ &)e?
(=3= Ry3(0) = 48%936’9/2
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=5)
0.14
S amp®REo(p) ——
0.12
0.1
0.08
Radiale Wellenfunktion o«
n = 0.06
14 = 0 = R570(Q) =
ONeL eTre 120
¢ = 1 = Rs 1( ) = 0.02
1 3 3 2
2\/@(9 9 + 9 _120> —o/
14 = 2 = R5 2(@) = 0
3
w7 (@ -5+ g
14 = 3 \ = R533<Q> =
1 3 _ o —0/2
6ovr \¢ 8 ) e’ ~
14 = 4 = R5,4<Q) =
1 4,—0/2
1440\/ﬁ9

Tabelle A.6.: Nicht normierte radiale Wahrscheinlichkeitsdichtenverteilung
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B. Periodensystem,
Elektronenkonfiguration und
Spinzustande

Tabelle der Elemente nach Haken und Wolf] | und erganzt mit www.webelements.com.
Mendelevium wird auch Md genannt, Lawrencium auch Lr. Eingeklammerte Kon-
figurationen sind Vermutungen. Elemente mit einem * sind erzeugt worden, konn-

ten aber nicht ausgemessen werden. Elemente mit ** werden vermutet, sind aber

noch nicht gemessen worden. F g ist die negative Bindungsenergie des am schwéchs-

ten gebundenen Elektrons. Fiir eine approximative Bestimmung der Terrme siche
auch den Abschnitt J.

Z Element Schalen
K| L M N [¢) P Q
n= 1| 2 4 5 6 7
L-S- ErLg s s P s P d s P d f s P d f s P d s
Term [eV]
1 Wasser- H ?Si1/2  13.60 1
stoff
2 Helium He 15y  24.58 2
3 Lithium Li ?S1/2 5.39 2 | 1
4 Beryl- Be 18 9.32 2 | 2
lium
5 Bor Be ZPy /s 8.30 2 2
6 Kohlen- C 3Py 11.26 2 2 2
stoff
7 Stick- N 483/ 1454 | 2| 2 3
stoff
8 Sauer- O 3p,  13.61 2 2 4
stoff
9 Fluor F %P3y 1742 | 2| 2 5
10 Neon Ne 15y  21.56 2 2 6
11 Natrium Na ?S1/2 5.14 21 2 6 1
12 Magne- Mg 150 7.64 2 2 6 2
sium
13 Alumi- Al 2Py 5.98 21 2 6 2 1
nium
14 Sili- Si 3Py 8.15 21 2 6 2 2
ziuam
15 Phos- Ph 4S50 10.55 21 2 6 2 3
phor
16 Schwefel S 3Py 10.36 2 2 6 2 4
17 Chlor Cl 2Py 1301 | 2| 2 6 2 5
18 Argon Ar 1Sy 15.76 2| 2 6 2 6
19 Kalium K ZS1)2 4.34 2 [ 2 6 2 6 1
20 Kalzium Ca 15 6.11 2| 2 6 2 6 2
21 Scan-  Sc "D3/o 6.56 2 2 6 2 6 1 2
dium
22 Titan Ti 3Fy 6.83 2 | 2 2 6 2 2
23 Vana- V 1F3/9 674 | 2| 2 6 2 6 3| 2
dium
24 Chrom Cr 7S, 6.76 2 2 6 2 6 5 1
25 Mangan Mn 6552 7.43 21 2 6 2 6 5 2
26 Eisen Fe 5Dy 7.90 2 2 6 2 6 6 2
27 Kobalt Co 4Fy,0 7.86 21 2 6 2 6 7| 2
28 Nickel Ni 3Fy 7.63 2 2 6 2 6 8 2
29 Kupfer Cu 2512 7.72 21 2 6 2 6 10 1
30 Zink  Zn 154 9.39 2| 2 6 2 6 10 2
31 Gallium Ga 7Py /o 6.00 2 [ 2 6 2 6 10 2 1
32 Germa- Ge 3Py 7.88 21 2 6 2 6 10 2 2
nium
33 Arsen  As 183/2 981 | 2| 2 6 2 6 10| 2 3
34 Selen  Se 3Py 9.75 21 2 6 2 6 10 2 4
35 Brom Br 2Py 11.84 2| 2 6 2 6 10 2 5
36 KryptonKr 159 14.00 2| 2 6 2 6 10 2 6
37 Rubi- Rb ZS1)2 4.18 2 2 6 2 6 10 2 6 1
dium

Weiter auf der nachsten Seite ...
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Z Element Schalen
K| L M N o P Q
n= 1 2 3 4 5 6 7
L-S- ErLg s s P s P d s P d f s P d s P s p
Term [eV]
38 Stron- Sr lSO 5.69 2 2 6 2 6 10 2 6 2
tium
39 Ytt- Y 2D3/2 6.38 2 2 6 2 6 10 2 6 1 2
rium
40 Zirkon Zr 3F2 6.84 2 2 6 2 6 10 2 6 2 2
41 Niob Nb 6D1/2 6.88 2 2 6 2 6 10 2 6 4 1
42 Molyb- Mo 735 7.13 2| 2 6 2 6 10| 2 6 5 1
dén
43 Techne- Tc 6D9/2 7.23 2 2 6 2 6 10 2 6 6 1
tium
44 Ruthe- Ru 5F5 7.37 2 2 6 2 6 10 2 6 7 1
nium
45 Rho- Rh 4Fy s 746 | 2 | 2 6 2 6 10| 2 6 8 1
dium
46 Palla- Pd 150 8.33 2 2 6 2 6 10 2 6 10
dium
47 Silber Ag 2512 757 | 2| 2 6| 2 6 10| 2 6 10 1
48 Cad- Cd 15, 899 | 2 | 2 6 2 6 10| 2 6 10 2
mium
49 Indium In zI;'1/2 5.79 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 1
50 Zinn Sn 3P0 7.33 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2
51 Anti- Sb 453/2 8.64 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 3
mon
52 Tellur Te 3P2 9.01 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 4
53 Jod J 2P3/2 10.44 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 5
54 Xenon Xe 150 12.13 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6
55 Césium Cs 51/2 3.89 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 1
56 Barium Ba 150 5.21 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 2
57 Lan- La 2D3/2 5.61 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 1 2
than
58 Cer Ce 3H4 5.60 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2 6 2
59 Prae- Pr 419/2 5.46 2 2 6 2 6 10 2 6 10 3 2 6 2
sodym
60 Neo- Nd 514 5.51 2 2 6 2 6 10 2 6 10 4 2 6 2
dym
61 Prome- Pm 6H5/2 5.61 2 2 6 2 6 10 2 6 10 5 2 6 2
thium
62 Sama- Sm 7F0 5.60 2 2 6 2 6 10 2 6 10 6 2 6 2
rium
63 Euro- Eu 8572 567 | 2| 2 6 2 6 10| 2 6 10 71 2 6 2
pium
64 Ga- Gd 9D2 6.16 2 2 6 2 6 10 2 6 10 7 2 6 1 2
doli-
nium
65  Ter- Tb SHys/0 5908 | 2|2 6| 2 6 10| 2 6 10 9| 2 6 2
bium
66 Dyspro- Dy 518 6.80 2 2 6 2 6 10 2 6 10 10 2 6 2
sium
67 Hol-  Ho i5)2 6.03 2| 2 6 2 6 10| 2 6 10 11 2 6 2
mium
68 Erbium Er 3H6 6.08 2 2 6 2 6 10 2 6 10 12 2 6 2
69 Thu- Tm 2F7/2 5.81 2 2 6 2 6 10 2 6 10 13 2 6 2
lium
70 Ytter- Yb 150 6.22 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2
bium
71 Lute- Lu 2D3/2 6.15 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 1 2
tium
72 Haf- Hf SFQ 5.50 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2 2
nium
73 Tantal Ta 4F3/2 7.70 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 3 2
74 Wolf- W 5D 798 | 2| 2 6 2 6 10| 2 6 10 14| 2 6 4 2
ram
75 Rhe-  Re 6552 787 | 2| 2 6 2 6 10| 2 6 10 14| 2 6 5 2
nium
76 Osmium Os 5D4 8.70 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 6 2
7 Iridium Ir 2D5/2 9.20 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 9
78 Platin Pt 3D3 9.00 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 9 1
79 Gold Au 251/2 9.22 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 1
80 Queck- Hg 15y  10.43 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2
silber
81 Thal- Tl 2P1/2 6.11 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 1
lium
82 Blei Pb SP() 7.42 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2
83 Wis- Bi 453/2 7.29 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 3
muth
84 Polo- Po 3P2 8.43 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 4
nium
85 Asta- At 2P3/2 9.50 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 5
tium
86 Radon Rn 150 10.75 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6
87 Fran- Fr 251/2 4.00 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
cium
88 Radium Ra 150 5.28 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2
89 Acti- Ac 2D3/2 5.18 2