dlm

Vorlesungsskript

PHYS1100.0 Elektrizitat und
Magnetismus
Bachelor Physik
Bachelor Wirtschaftsphysik
Lehramt Physik

Othmar Marti
Institut fiir Experimentelle Physik
Universitat Ulm

veroffentlicht unter L‘ﬁ: Lizenzinformationen

25. Marz 2015



http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa



Nothing is too wonderful to be true if it be consistent
with the laws of nature.

Why, sir, there is every possibility that you will soon be
able to tax it! (to PM William Gladstone, on the
usefulness of electricity)

But still try, for who knows what is possible?

Michael Faraday, 1791-1861






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 11
1.1 Lizenzinformationen . . . . . . ... ... .. ... ... 11
1.2 Dank . . . . . . 12

2 Elektrostatik 13
2.1 Elektrische Ladung und Coulombsches Gesetz . . . . .. .. .. .. 14
2.2 Das elektrische Feld . . . . . ... ... o000 17
2.3 Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das Gausssche Gesetz . 20

2.3.1 Dipole in elektrischen Feldern . . . . . ... ... ... ... 23
2.4 Elektrische Felder von Leitern . . . . . .. ... ... ... ..... 23
2.4.1 Influenz und Bildladung . . . . . .. .. ... ... ... .. 30
2.5 Elektrostatisches Potential . . . . . .. .. .. ... ... ... 31
2.6 Poisson-Gleichung . . . . . . . . .. .o oL 39
2.7 Kapazitit: eine geometrische Eigenschaft . . . . . . ... ... ... 40
2.8 Energie des elektrischen Feldes . . . . . .. ... .. ... ... ... 45
2.8.1 Diskussion Versuch Flachenladungsdichte . . . . . . . . . .. 46
2.9 Elektrische Eigenschaften der Materie . . . . . . .. ... ... ... 48
2.9.1 Dielektrika . . . . . ..o oo 49
2.9.2 Elektrische Phanomene . . . . . . ... ... ... ... 56
2.10 Zusammenfassung: die Grundgleichungen der Elektrostatik . . . . . 59

3 Elektrische Strome 63
3.1 Die Kontinuitatsgleichung und der Begriff des Stromes . . . . . .. 64
3.2 Das Ohmsche Gesetz . . . . . . ... ... ... ... 69
3.3 Elektromotorische Kraft und Joulsche Warme . . . . . . .. .. .. 74
3.4 RC-Stromkreise . . . . . ..o 76
3.5 Schaltungen und Bauelemente . . . . . . .. .. .. ... ... ... 79

3.5.1 Grafische Methode zur Bestimmung von Arbeitspunkten . . 81
3.5.2 Transistoren . . . . . .. ..o o 84
3.6 Magnetfeld und Lorentzkraft . . . . . . .. .. ... ... ... ... 88
3.7 Die magnetische Kraft . . . .. ... ... ... ... .. ... 89
3.7.1 Ladungsinvarianz bewegter Bezugssysteme . . . . . . . . .. 89
3.7.2 Relativistische Berechnung . . . . . . . ... ... ... .. 90
3.7.3 Magnetisches Feld. . . . ... ... ... ... ........ 94
3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes . . . . . ... ... ..... 95
3.8.1 Eigenschaften des B-Feldes . . . . . . ... ... ... .... 95
3.8.2 Das Biot-Savart-Gesetz . . . . . ... ... L. 98
3.8.3 Das Amperesche Durchflutungsgesetz . . . . . . .. ... .. 101

3.8.4 Quellenfreiheit . . . . .. .. ... . 00 L 105



Inhaltsverzeichnis 6

3.8.5 Das B-Feld einer beliebigen Stromverteilung . . . . . . . .. 107
3.9 Hall-Effekt . . . . . . . . . . 112
3.10 Die Lorentz-Transformation der Felder Eund B . . . . ... .. .. 113
3.11 Zusammenfassung: Strome . . . . . .. ..o 117
4 Zeitlich veranderliche Magnetfelder 121
4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz . . . . . . .. ... ... ..... 121
4.1.1 Eine bewegte Leiterschleife in einem stationaren B-Feld . . . 121
4.1.2 Der magnetische Fluss . . . . .. ... ... ... ...... 122
4.1.3 Induktionsgesetz von Faraday, Integral- und Differentialform 125
4.1.4 Wirbelstrome . . . . . .. . ... Lo 128
4.1.5 Unendlich lange Spule . . . . .. ... ... ... ...... 130
4.1.6 Transformator . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 132
4.1.7 Kirchhoffsche Gesetze . . . . . . . . . . ... .. ... .... 136
4.1.8 Wechselstromkreise, Impedanzen . . . .. . ... ... ... 137
4.1.9 Elektromotoren . . . . . ... ... ... L L. 142
4.1.10 Betatron . . . . . . . ... 145
4.1.11 Skin-Effekt . . . . ... oo 147
4.2  Energie des Magnetfeldes . . . . . . . .. .. ... 0L 148
4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie . . . . . ... ... .. ... 150
4.3.1 Kugeln im inhomogenen Magnetfeld . . . . . ... .. .. .. 150
4.3.2 Der Satz von Larmor . . . . . . ... ... .. ........ 151
4.3.3 Diamagnetismus. . . . . . . . ... Lo 155
4.3.4 Magnetisierung . . . . . . ... Lo oo 157
4.3.5 Das magnetische Moment des Elektrons: Spin . . . . .. .. 158
4.3.6 Paramagnetismus . . . . . ... ... Lo Lo 159
4.3.7 Ferromagnetismus . . . . . . . .. ... Lo 161
4.4 Zusammenfassung: zeitlich veranderliche Magnetfelder . . . . . . . . 165
5 Die Maxwellschen Gleichungen 169
5.1 Was wissen wir? . . . . . . . .. e 169
5.2 Auflésung des Widerspruchs zur Kontinuitatsgleichung, Maxwell-
gleichungen . . . . . .. .. . L 169
5.3  Maxwellgleichungen . . . . . . ... ... o oo 170
5.4  Maxwellgleichungen in isotropen zeitunabhéngigen Medien . . . . . 172
5.5 Anwendung der Maxwellgleichungen . . . . . . ... ... ... ... 173
6 Elektromagnetische Wellen 175
6.1 Die Wellengleichung im Vakuum . . . . . . ... .. ... ... ... 175
6.2 Allgemeine Losung der Wellengleichung . . . . . . . ... ... ... 176
6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem . . . . . . . . .. 178
6.3.1 Wellenwiderstand . . . . . . ... ... ... .. ....... 183
6.3.2 Stehende Wellen . . . . . ... ... ... .. ........ 184
6.4 Poynting-Vektor und Energiefluss . . . . . . .. ... ... ... .. 185
6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum . . . . . ... ... ... ... 186
6.5.1 Ebene Wellen . . . . . ... ... ... ... ......... 191
6.5.2 Kugelwellen . . . . . ... .. oo 191
6.6 Lichtgeschwindigkeit im Medium und Intensitat . . . . . ... ... 192
6.7 Polarisation . . . . .. ... 193

6 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [C 2NN



7 Inhaltsverzeichnis

6.7.1 Polarisation durch Absorption (Dichroismus) . . . . . . . ..
6.8 Die Fresnelschen Formeln . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
6.8.1 s-Polarisation . . . . . . . . ... ... ...
6.8.2 p-Polarisation . . . . ... .. ... ... ... ..
6.8.3 Evaneszente Wellen . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
6.9 Zusammenfassung . . . . .. ... Lo

A Literaturhinweise
B Begriffe

C Mathematische Satze
C.1 Die Diracsche Deltafunktion . . . . . .. ... .. ... ... ....
C.2 Vektoridentitdten . . . . . . . . . . . . ..
C.2.1 Produkte mit Vektoren . . . . . . . . . . . ... .. ... ..
C.2.2 Ableiten von Vektoren . . . . . . .. .. .. ... .. ....
C.2.3 Vektorableitungen bei Skalarfeldern . . . . . . ... .. ...
C.2.4 Vektorableitungen bei Vektorfeldern . . . . . . .. ... ...

231

C.2.5 Graphische Darstellung der Ableitungen in drei Dimensionen 232

C.2.6 Totale Ableitung bei mitgefiihrten Koordinatensystemen . .
C.3 Satzvon Gauss . . . . . . . .. oL
C.4 Satzvon Green . . . . . . . . . . ...
C.5b Satzvon Stokes . . . . . . . ...

D Berechnung elektrischer Felder
D.1 In der Néhe eines Leiterstiickes . . . . . . .. ... ... ... ...
D.2 Auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe . . . . . . . ... .. ..
D.3 Innerhalb und ausserhalb einer geladenen Zylinderfliche . . . . . .
D.4 1In allen Bereichen zweier koaxialer zylinderformiger Leiter . . . . .

E Lorentztransformationen
E.1 Lorentztransformationen fiir die magnetische Induktion . . . . . . .
E.2 Lorentztransformation fiir das magnetische Feld . . . . . .. . . ..

Liste der Versuche
Abbildungsverzeichnis
Tabellenverzeichnis

Stichwortverzeichnis

237
238

241
241
244
245
246

249
249
250

251

253

257

263

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, <) BTN






1. Einleitung

1.1. Lizenzinformationen

Diese Skript wird unter der Creative Commons Lizenz CC-BY-SA 4.0 veroffent-
licht. Dies heisst,

e Sie diirfen das Werk ganz oder in Teilen in allen denkbaren Formaten wei-
terverwenden, vervielfaltigen und weiterverbreiten

o das Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verdndern und darauf wei-
tere Werke aufbauen,

sofern Sie

e den Namen der Verfassers dieses Werkes sowie deren Institution, die Uni-
versitdt Ulm, nennen und angemessene Rechte- und Urheberrechtsangaben
machen, einen Link zur Lizenz beifiigen und angeben, ob Sie Anderungen
vorgenommen haben. Dabei darf nicht der Eindruck entstehen, die Verfasser
oder die Universitat Ulm wiirden Sie oder Thre Nutzung unterstiitzen.

e Wenn Sie Dieses Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verédndern
und darauf weitere Werke aufbauen, diirfen Sie ihre Beitrdge nur unter der
gleichen Lizenz wie dieses Werk wie dieses Original verbreiten.

Sie diirfen insbesondere keine weiteren Einschrankungen einsetzen und auch kei-
ne technischen Verfahren wie z.B. DRM verwenden, die anderen Nutzern etwas
untersagt oder daran hindert, das abgeleitete Werk nach dieser Lizenz zu nutzen.
Der Lizenzgeber kann diese Freiheiten nicht widerrufen solange Sie sich an die
Lizenzbedingungen halten.

Eine detaillierte Erkldarung finden Sie unter
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen /e-learning /blog/article /was-sind-eigentlich-
cc-lizenzen.html

oder unter

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

oder unter

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

H©

Die CC-Icons und -Buttons und Wurden unter

der Lizenz CC BY von http://creativecommons.org/about/downloads verdffent-

licht.



http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
creativecommons.org
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1.2. Dank

Ich habe mich iiber alle Kommentare und Anregungen zu diesem Skript vor allem
von Studierenden gefreut. Ich bin Herrn Nils Tobias Krdmer sehr dankbar fiir das
sorgfiltige Durchlesen des Skripts.
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2. Elektrostatik

Elektrostatik wird benotigt, um

die Wirkung von Klebestreifen,

die Ladungstrennung beim Ausgiessen,

die Funktion von Elektronenrohren,

die Funktion der Braunschen Rohre und

die Funktion des Kondensators

beschreiben.

Versuch zur Vorlesung: Entfernen eines Klebestreifens von einem Elektrometer
Versuch zur Vorlesung:
Ladungstrennung (Versuchskarte ES-24)

Versuch zur Vorlesung:
Ladungstrennung (Versuchskarte ES-25)

Die Elektrostatik befasst sich mit der Wechselwirkung elektrisch geladener Korper.
Seit dem Altertum ist bekannt, dass Koérper sich durch reiben aufladen kénnen.
Wo haben Sie sich schon aufgeladen? Staub oder kleine Teilchen bleiben an aufge-
ladenen Korpern héngen. Sie werden auch gegen die Gravitationskraft angezogen.

Die Kraft zwischen Ladungen kann stéirker als die Gravitations-
kraft sein.

Es gibt auch Situationen, wo sich durch Reibung geladene Teilchen abstossen.

Es gibt mindestens zwei Arten von Ladungen!
Versuch zur Vorlesung:



http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/ES/html/ES024V00.htm
http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/ES/html/ES025V00.htm
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Reibungselektrizitat (Versuchskarte ES-15)

Genaue Untersuchungen haben gezeigt, dass es genau zwei Arten von Ladun-
gen gibt. Lichtenberg benannte die Ladungen so, dass Ladungen auf geriebenen
Glasstaben positiv genannt werden und Ladungen auf geriebenem Bernstein nega-
tiv.

o Zwei Ladungen ziehen sich an, wenn sie verschiedener Art
sind (positiv und negativ oder negativ und positiv)

e Zwei Ladungen stossen sich ab, wenn sie gleichnamig sind
(positiv und positiv oder negativ und negativ)

Ladung ist eine extensive Grosse, das heisst, sie skaliert mit der Grosse des Systems.

Versuch zur Vorlesung:
Ladungen 16ffeln (Versuchskarte ES-13)

Genaue Messungen zeigen, dass fiir Elektronen die elektrostatischen Kréfte etwa
4.1681 x 10*? mal stérker als die Gravitationskrafte sind'?. Die Gravitationskrafte
konnen also nur beobachtet werden, da die Ladungen sich im Mittel sehr genau
kompensieren.

2.1. Elektrische Ladung und Coulombsches Gesetz

(Siehe Tipler, Physik | , pp- 617]) (Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik
[ , pp. 189])

(9.1091x 103 kg)*
’I"2

= 5.5345 x 10" "' Nm?2r—2.

2 . -19¢c 2
2Elektrostatische Kraft: Fg(r) = =% = L (1.6021x1075°C)

T dmeg r? 47r848544><10*12% r2
= 2.3068 x 10~28 Nm?2r—2.

LGravitation: Fg(r) = G™e — 6.670 x 10~ 11 ngf

r2

12 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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13 2.1 Elektrische Ladung und Coulombsches Gesetz

LU T

Abbildung 2.1.: Auslenkung zweier mit identischer Ladung q geladener Kugeln.

Wenn zwei Kugeln mit der gleichen Ladung q geladen sind, werden sie nach aussen
abgestossen. Wird die Ladung verandert, éndert sich die Kraft proportional.

o _ B

@ P
Dabei wird angenommen, dass die Ladungen Punktladungen sind.
Ladungen werden in Coulomb, abgekiirzt, C, angegeben.

Eine Messung der Krifte mit einer Drehwaage (nach Cavendish) ergibt das folgen-
de Gesetz

(2.1.1)

F(r) =i 212 (2.1.2)
T2 T2
wobei die Konstante vom Masssystem abhangt und im SI-System
K = L (2.1.3)
N 471'50 o
ist. Die Konstante ¢y heisst Permittivitit des Vakuums. Ihre Grosse ist
g0 = 8.8544 - 107 C?/(Nm?) (2.1.4)

Indem man ¢, festlegt, legt man die Grosse der Ladungseinheit fest. Im SI-System
wurde K = 1077¢? = 8.9874 - 10° gesetzt, damit die elektrischen Gréssen einen
handhabbaren Zahlenwert haben. Mit dieser Definition folgt der Wert von &.
Dieses Gesetz kann durch folgende Uberlegung erraten werden:

o F(r) ist ein Vektorfeld.

¢ Der mathematische Fluss dieses Vektorfeldes durch ein Flachenelement d A
ist d®(r) = dA - F(r), wobei die Richtung von A die Richtung der Norma-
len zu diesem Flachenelement ist.

o Der gesamte Fluss des Kraftfeldes durch die Kugeloberfliche A(r) = 4mr?

ist durch B(r) = f f D (r) — f f F(r)dA gegeben.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)Br-sa | 13
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« Da das Problem kugelsymmetrisch ist, kann F'(7) nicht von der Richtung
abhéngen und muss radial sein. Damit kann die Kraft vor das Integral ge-
nommen werden.

o O(r)=F(r) ffdA = 4nr?F(r)
A

o Wenn der Fluss des Vektorfeldes F' unabhangig von r sein soll, so muss die
Kraft umgekehrt proportional zu 72 sein.

Versuch zur Vorlesung:
Coulomb-Gesetz (Versuchskarte ES-31)

Das Coulombsche Gesetz lautet

L g
47'('50 T%Q 12

F(r) (2.1.5)

Das Coulombsche Gesetz ist mathematisch dquivalent zum Gravitationsgesetz.
Alle Aussagen iiber die Gravitation gelten auch fiir Ladungen, mit der Abweichung,
dass Ladungen zwei Vorzeichen haben konnen.

Elektrostatische Krafte sind additiv.

Ladungen sind nicht beliebig teilbar. Versuche von Millikan ergaben, dass die
kleinste beobachtbare Ladung den Betrag 1.6022 - 10~ (' hat. Diese Ladung ist
auf

Elektronen ¢ = —e = —1.6022 - 107 C' (Masse: m, = 9.1096 - 1073 kg) und
Protonen ¢ =c =1.6022 - 107" C' (Masse: m, = 1.6726 - 107" kg)

zu finden. e heisst die Elementarladung. In Kernbauteilen, den Quarks, gibt es
Ladungen vom Betrage /3. Diese Ladungen sind aber nicht frei zu beobachten.

Ladungen kénnen nur paarweise entstehen (jeweils die gleiche ne-
gative und positive Ladung). Die Gesamtladung in einem abge-
schlossenen System ist konstant.

14 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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2.2. Das elektrische Feld

Wir wollen eine Formulierung finden, die die Stérke der elektrostatischen Kraft als
eine Feldgrosse mal die Ladung der Testladung beschreibt, also F' = ¢FE. Damit
haben wir eine Beschreibung der Elektrostatik, die unabhéangig von der Testladung
ist. Genauer formuliert hat man

F(r)

E(r) = (111_I>I(1) . (2.2.1)

Wir definieren
Das elektrische Feld der Ladung @) ist durch
1
E(r) = @ T2 (2.2.2)
47T€0 12 T12

gegeben.

FE ist das elektrische Feld und somit auch der Feldvektor des elektrischen Feldes?®.
Die Einheit von E ist [E] =NC™!' =Vm~1*

E /M — v
C m
Stromleitung in Wohnhéausern 1072
Radiowellen 107!
Atmosphire 102
Sonnenlicht 103
Unter einer Gewitterwolke 10%
In einer Rontgenrohre 106
Laser bis 10'?
Am Ort des Elektrons im Wasserstoffatom | 6 - 10!
Auf der Oberfliche eines Urankerns 2 - 10%

Tabelle 2.1.: Elektrische Felder in der Natur

Eine Verteilung von N + 1 Ladungen ¢;(r;) hat das elektrische Feld

N N

1 qi T—T;

Elr) = ET'—TZ': 2.2.3

(r) Z ( ) 47?50§|r—ri]2\7‘—"°i’ ( )

Die obige Gleichung gilt fiir alle r; # », ¢+ =0... N. Fiir kontinuierliche Ladungs-
verteilungen fithrt man eine Ladungsdichte

A
pa(r) = lim 22‘(;) (2.2.4)

3¢ ist der Feldvektor des Gravitationsfeldes
‘Esist VA=W = Nm/s sowie C/s = A. Also ist CV = AsV = Nm und damit C = Nm/V.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)Br-sa | 15
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ein. Das resultierende elektrische Feld ist dann

Pel To—T
E(r dVv 2.2.5
0) ~ dreg ﬂf|r0—r| *|ro — 7| ( )

Versuch zur Vorlesung:
Elektrische Feldlinien (Versuchskarte ES-4)

Feldlinien dienen zur Visualisierung des elektrischen Feldes. Formal konstruiert
man eine Feldlinie, indem man von einem Ausgangspunkt aus den Vektor des
elektrischen Feldes abtragt und dann vom neuen Startpunkt aus wieder gleich ver-
fahrt. Zeichnet man quer zu den Feldlinien eine Linie und zédhlt, wie viele Feldlinien
man pro Langeneinheit hat, ist dies ein Mass fiir die Feldstédrke. Das Konzept der
Feldlinien stammen von Michael Faraday.

Feldlinien laufen von der positiven Ladung zu der negativen La-
dung.

™~

A
+
v

Abbildung 2.2.: Feldlinien. Links von einer positiven Ladung, rechts von einer
negativen Ladung. Die Feldlinien zeigen von der positiven Ladung
zu der negativen Ladung.

Versuch zur Vorlesung:
Applet: elektrostatische Felder (Versuchskarte )

Link zur Vorlesung:(Applet: elektrostatische Felder)

16 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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17 2.2 Das elektrische Feld

Abbildung 2.3.: Feldlinien bei zwei gleichen positiven Ladungen.

1. Elektrische Feldlinien beginnen bei positiven Ladungen und
enden bei negativen Ladungen.

2. Um eine einzelne Punktladung herum sind alle Feldlinien
kugelsymmetrisch verteilt

3. Die Anzahl der Feldlinien, die von positiven Ladungen aus-
gehen, oder auf negativen Ladungen enden, ist proportional
zu der Grosse der Ladung.

4. An jedem Punkt des Raumes ist die Feldliniendichte propor-
tional zur Feldstarke in diesem Punkt.

5. In grosser Entfernung wirkt ein System von Ladungen wie
eine einzige Punktladung, deren Grosse der Gesamtladung
des Systems entspricht.

6. Feldlinien schneiden sich nicht.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)BY-sa | 17



FElektrostatik 18

Abbildung 2.4.: Feldlinien bei einer positiven Ladung und einer vom Betrage her
gleichgrossen negativen Ladung.

Wenn das elektrische Feld die einzige Ursache der Beschleunigung ist, dann gilt
a=—F (2.2.6)

Ladungen, die aus der Ruhe durch ein elektrisches Feld beschleunigt werden, folgen
den Feldlinien. Elektrische Felder, die eine Ladung ¢ mit der Masse m ablenken,
erlauben ¢/m zu bestimmen.

2.3. Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das
Gausssche Gesetz

Nach der Gleichung (2.2.4) kann die gesamte Ladung in einem Raumgebiet be-
grenzt durch die Fliache A durch

Q= fffpez(’l“)dv (2.3.1)
V(4)

ausgedriickt werden.

18 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |



19 2.3 Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das Gausssche Gesetz

Abbildung 2.5.: Integration tiber eine Kugelfliche mit einer Punktladung im
Zentrum

Wir betrachten eine kugelsymmetrische Situation um eine Punktladung Q. Wir
definieren den Normalenvektor am Ort r als n = 7/ |r| = r/r. Das Oberflachen-
element da ist da = r? sin ©dOdp.

Das elektrische Feld an der Kugeloberflache ist

Q r
E(r)=—— 2.3.2
(Ir) 471'80 |r‘3 ( )
Wir erhalten damit das Gausssche Gesetz
/ E  nda = / <QQ : T) - L 12 5in 0dOdyp
Kugeloberflich Kugeloberfliche \ F7T€0 7| 7| 7|
ugeloberiiache ugeloberniache
2
- _@r ("' : ") sin OdOdy
Kugeloberflache 47T€0 |'I°| ”I"’ ‘7"
_ 9 / sin OdOdyp
471'50
Kugeloberflache
Q
S 2.3.3
= (2.3
Die Grosse & = / E - da ist der Fluss des Vektorfeldes E oder der Fluss
Oberflache

des elektrischen Feldes E durch die Oberfliche. Dieses Integral kann vereinfacht
werden, indem wir die dielektrische Verschiebung

D(r) =¢coE(r) (2.3.4)

einfiihren. Die Einheit der dielektrischen Verschiebung ist [D] = C'/m? = As/m?.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)Br-sa | 19



FElektrostatik 20

Weiter ist

D - da~= / D nda=Q (2.3.5)

Kugeloberflache Kugeloberfliche

Allgemein gilt die obige Gleichung fiir beliebige geschlossene Flachen S, die das
Volumen V' (S) einschliesst.

Im

m

Abbildung 2.6.: Approximation von beliebigen Oberflichen durch Kugelseg-
mente. Approximation einer kontinuierlichen Ladungsverteilung
durch Punktladungen.

[fD(r) - da(r) = [fp(r) n(r)da(r)  (2.3.6)

— Qin A

- [[frin
V(4)

Mit dem Gaussschen Satz (Gleichung (C.3.1) ) kann die Gleichung umgeschrieben
werden in

f f D(r) - da(r) = f f f div D(r)dV = f f f pa(r)dV (2.3.7)
A V(A) V(A)

Diese Gleichung muss fiir alle Oberflichen S gelten. Deshalb miissen die Integran-
den gleich sein

div D(7) = pe(r) (2.3.8)

Dies ist die Differentialform der Gleichung fiir die elektrische Verschiebung. Die
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21 2.4 FElektrische Felder von Leitern

physikalische Interpretation ist: die Ladungen sind die Quellen (Divergenz) der
elektrischen Verschiebung und damit des elektrischen Feldes.

Im ladungsfreien Raum lautet Gleichung (2.3.8) : div D(r) = 0. Diese Gleichung
ist mathematisch dquivalent zur Kontinuitédtsgleichung stromender inkompressibler
Flissigkeiten. Fiir deren Geschwindigkeitsfeld v(7) gilt namlich div v(r) = 0.

2.3.1. Dipole in elektrischen Feldern

Es gibt Molekiile, bei denen die negativen und die positiven Ladungen getrennte
Schwerpunkte haben. Eine negative Ladung —q im Abstand £ von einer positiven
Ladung q heisst Dipol mit dem Dipolmoment

p=qt (2.3.9)

Die Einheit des Dipolmoments ist [p] = C'm. Der Vektor des Dipols zeigt von
—q nach +q.

Im

VVYYYYYYYVYYY

Abbildung 2.7.: Krifte auf einen Dipol im homogenen elektrischen Feld.

Im homogenen elektrostatischen Feld E wirkt auf die positive Ladung die Kraft
F und auf die negative Ladung —F. Zusammen bilden diese beiden Kréfte ein
Kraftepaar und erzeugen damit ein Drehmoment

T=4xF=(q)x(F/q=px E (2.3.10)

Versuch zur Vorlesung:

Drehmoment auf einen elektrischen Dipol
(Versuchskarte ES-30)

2.4. Elektrische Felder von Leitern

(Siehe Tipler, Physik [I'N04, pp. 645])
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Versuch zur Vorlesung:
Elektrische Feldlinien (Versuchskarte ES-4)

Die elektrischen Felder

e in der Néahe eines ausgedehnten Leiters

auf der Symmetrieachse eines Kreisrings

auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe

innerhalb und ausserhalb einer geladenen Zylinderfliche

in allen Bereichen zweier koaxialer zylinderférmiger Leiter

werden im Anhang berechnet.

Versuch zur Vorlesung:
Faraday-Becher (Versuchskarte ES-9)

Versuch zur Vorlesung:
Faraday-Kéfig (Versuchskarte ES-21)

Versuch zur Vorlesung:
Van-de-Graaff-Generator (Versuchskarte ES-19)

Wir berechnen das elektrische Feld innerhalb und ausserhalb einer Kugelschale.

Abbildung 2.8.: Berechnung eines Feldes einer Kugelschale
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23 2.4 FElektrische Felder von Leitern

Die eingeschlossene Ladung durch die Kugelfliche mit dem Radius » > R ist

Qges = ff eoErda = eo B 47r? (2.4.1)

Da die Gesamtladung innerhalb dieser Fliche () ist, haben wir

Q = B, 4nr? (2.4.2)
€0
Damit ist fir r > R
I Q
E.(r) = — 2.4.3
(r) dreg 1 ( )

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugelschale ist also ununterscheid-
bar vom elektrischen Feld einer Punktladung. Fiir » < R ist die eingeschlossene
Ladung @ = 0. Damit ist auch ®,., = E,47r? = 0 und folglich fiir r < R

E, =0 (2.4.4)

E-Feld einer Kugelschale

2 b ' E(x)

15 F —

11E=0 E, = Ql(4mey ) .

Abbildung 2.9.: Die Feldverteilung einer homogen geladenen Kugelschale.

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius R wird analog
berechnet. Ausserhalb der Kugel fir r > R ist wie oben @45 = E47mr? = Q/ey.
Also ist fir r > R

By =L Y9 (2.4.5)

dmeg 1?2

Wenn die Ladungsdichte p; = Q/V = Q/ (%Rg’) ist, ist die von einer zur homogen
geladenen Kugel konzentrischen Kugelschale mit » < R umschlossene Ladung Q' =
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FElektrostatik 24

paV(r) = pa'yr’

Q 4m r3
Qr) == =04 (2.4.6)
TR 3 R?
Weiter haben wir E,4meqr? = Q. Also ist fiir r < R
1 Qr
E.(r)= — 2.4.7
(T) 47T€0 R3 ( )

E-Feld einer homogen geladenen Kugel

2 [E, = Qri(amie, RY) Ek(x) -
15 - i
w 1 E, = Ql/(4me, r2) ]
05 i
0 . . .
0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.10.: Elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel

Abbildung 2.11.: Integrationsfliche zur Berechnung des elektrischen Feldes einer
Ebene

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Platte kann wie folgt berechnet
werden.

o Da wir Translationsinvarianz fiir jede Richtung in der Plattenebene haben,
muss das elektrische Feld senkrecht auf der Platte stehen.
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25 2.4 FElektrische Felder von Leitern

e Die elektrischen Felder auf den beiden gegeniiberliegenden Seiten der Platte
missen entgegengesetzt gerichtet sein, da die Platte eine Ebene mit Spiegel-

symmetrie darstellt.

o Wir verwenden eine zylinderférmige Flache parallel zur Platte. Die Seiten-
flaichen konnen beliebig hoch sein, da die Symmetrieiiberlegungen besagen,

dass sie keinen Beitrag zum Fluss liefern.
Wenn ¢ die Ladungsdichte auf der Platte ist, dann ist

OA:CI):ffEnda:QAEn
€o

da sowohl die Unterseite wie auch die Oberseite einen Beitrag liefern.
Also ist

B, = —

homogen im Raum.

(2.4.8)

(2.4.9)

\ \ ] / /
N
— / DU VA S
— [ \
' wie unendiiche /7

— \ I \Qtte / —_—

|1

1

/ \ Ubergangsbereich \

e \,
SRR

Abbildung 2.12.: Elektrisches Feld um eine endliche Platte.

Wir betrachten eine endliche ebene leitfahige Platte mit der Ausdehnung ¢. Wir

konnen drei Falle unterscheiden:

r < ¢ Das elektrische Feld ist von dem einer unendlich ausgedehnten ebenen leit-

fdhigen Platte nicht unterscheidbar.

r =~ ¢ Das elektrische Feld befindet sich in einem Zwischenzustand.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa
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FElektrostatik 26

R > { Das elektrische Feld ist von dem einer Punktladung im Kugelmittelpunkt
nicht unterscheidbar.

Ein Beispiel fiir diese Art Flachenladungen sind Klebestreifen. Andreas Doring
[ | gibt an, dass Haftklebematerialien spezifische Haftenergien von E; =
30---300.J/m? haben. Die Definition von Ej ist

v AL
A

wobei vy = 0.01m/s die Geschwindigkeit ist, mit der der Klebestreifen abgezogen
wird und A die Kontaktfliche ist. At = 0.1s ist die Loslosezeit. Die Haftkraft
rithrt von Ladungen her. Bei einer Flachenladungsdichte o ist E' = o /g¢. Die Kraft
auf eine Fliachenladungsdichte o ist dann F'/A = 02 /g¢. Mit den Daten von Herrn
Doring erhalten wir

Vg N
Ei = Z/F(zf)dt ~

F 02 . Et
A €0 N ’USAt

und daraus die Flachenladungsdichte

€ &TQEt

T2 Vs AL

o

Dabei haben wir angenommen, dass Elementarladungen e im Abstand d ange-
bracht sind. d ist dann

v At

d=
¢ 60Et

Wenn wir F; einsetzen erhalten wir d & 10 nm . .. 18 nm. Dieser Abstand korreliert
gut mit den bekannten Molekiildurchmessern.

Bei zwei homogen geladenen Platten, deren Flachenladungsdichte vom Betrage
her gleich sind, aber unterschiedliches Vorzeichen haben, heben sich die Felder
ausserhalb der Platten auf. Gleichzeitig verstérken sich die Felder im Inneren: Die
elektrische Feldstarke wird E = o /eq.

<> <“——<— <>
D S <“——<—— <>
<« <“——<— <>
<« <“—<— <>
D S <“——<—— <>

Abbildung 2.13.: Elektrisches Feld entgegengesetzt gleich geladener Platten.
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27 2.4 FElektrische Felder von Leitern

Sind die Platten jedoch gleich geladen (oder ist die Oberflichenladung der Platten
gleich), kompensieren sich die elektrischen Felder im Innern der Platte, verstarken
sich aber im Aussenraum. Wieder ist im Aussenraum E = o/z.

—> > | «——> | «<«—
—> > | «—> | «<«—
—> > | «—> | «<«—
—> > | «—> | «<«—
—> > 1« b«

Abbildung 2.14.: Elektrisches Feld gleich geladener Platten

Leiter haben in ihrem Inneren keine statischen elektrischen Fel-
der.

Da Ladungen im Inneren eines Leiters beweglich sind, folgt, dass das elektrische
Feld an einer beliebigen Oberfliche, die sich ganz im Inneren eines Leiters befin-
det, null ist. Damit ist die umschlossene Ladung ebenso null. Daraus folgt, dass
Ladungen sich nur an der Oberflache eines Leiters befinden kénnen.

Das elektrische Feld an der Oberfliche eines Leiters kann mit dem Gaussschen
Gesetz berechnet werden. Wir betrachten eine zylinderféormige Fléche, deren eine
Kreisfliche unter der Oberfliche des Leiters und deren andere tiber der Oberflache
des Leiters ist.

Abbildung 2.15.: Integrationsfliche

Der gesamte Fluss ist

D0, = f f Epda = 2 (2.4.10)
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da das elektrische Feld im Inneren des Leiters null ist und die Hohe der Seitenfla-
chen verschwinden soll, haben wir

1
ff Enda = E, Ja{ da = B, A= ~ Ao (2.4.11)
obere Fliche €o

und
B, =" (2.4.12)
€0

Aus dem Gaussschen Gesetz werden die zwei folgenden Schliisse gezogen:

o Die makroskopisch beobachtbare elektrische Ladung eines
Leiters befindet sich auf seiner Oberflache.

e Das elektrische Feld an der Oberfliche eines Leiters steht
senkrecht zu dieser Oberfliche und hat die Grosse E, = o /¢

2.4.1. Influenz und Bildladung

Abbildung 2.16.: Links: Feldlinien in der Néhe eines Leiters. Rechts: Diese Feld-
linien konnen mit einer Bildladung erklart werden.

Da elektrische Feldlinien immer senkrecht auf der Oberfliche eines Leiters stehen
miissen, sieht das Feldlinienbild einer Punktladung in der Néhe eines Leiters wie die
Hélfte des Feldlinienbildes eines Dipols aus. Das elektrische Feld der Punktladung
erzeugt an der Oberfliche die Influenzladung o(r), die das dussere Feld im Leiter
abschirmt. Formal kann das Feldlinienbild berechnet werden, indem man zu einer
Ladung g im Abstand a von der Oberfliche eines Leiter im Leiter innen eine
Bildladung —q auch im Abstand a von der Oberfliche verwendet.
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29 2.5 Elektrostatisches Potential

Das Konzept der Bildladung zeigt, dass eine Ladung g im Abstand a von einem
Leiter mit der Kraft

1 ¢
F = — — 2.4.13
(a) ey 4a? ( )

angezogen wird. Die Senkrechtkomponente (z-Komponente) des elektrischen Feldes
ist im Abstand r vom Aufpunkt in der Leiteroberfliche

2 qa
E.(r,a) =— 2.4.14
(T CL) 47'['5[) (72 n a2)3/2 ( )
Damit ist die Oberflichenladungsdichte
1 qa
= 2.4.15
U(r) o (’[“2 + a2)3/2 ( )

Mit analogen Uberlegungen kann auch die Bildladungsdichte von kontinuierlichen
Ladungsverteilungen berechnet werden®.

2.5. Elektrostatisches Potential

(Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , pp- 192]) (Siehe Tipler, Physik

[ , pp. 681])
Die Arbeit ist durch

W (11 — 1) = /F(r) - dr (2.5.1)
definiert.

Die potentielle Energie eines Kraftfeldes F' (x) ist die Arbeit gegen diese Feldkraft.
Nach dem 3. Newtonschen Axiom ist F'.,; = —F'. Also

By (23) = Epor (1) + / Foy(x) - de (2.5.2)

1
T2

Epor (1) — /F (@) da = By (1) — W (1 — @) (2.5.3)

L1

Eine potentielle Energie existiert, wenn
o Die Arbeit W (71 — 73) unabhéngig vom Weg ist.

o Die Arbeit fiir jede geschlossene Bahn null ist (Die Bahn darf keine Singula-
ritdten des Feldes umschliessen).

e rot F(r)=0 firalle r

Die potentielle Energie einer Probeladung ¢ im Feld der Ladung (@) ist

1 qQr
dmeg 12 1
T1

T2

Epot (12) = Epot (T1) — - dr (2.5.4)

5Auch bei Dielektrikas gibt es Bildladungen
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Abbildung 2.17.: Approximation eines beliebigen Integrationsweges durch Kreis-
segmente. Auf den Kreissegmenten (griin) ist [ E - ds = 0, ent-
lang der radialen Teile ist [ E - ds = [ E(r)ds.

Da wir jede Bahnkurve durch Stiicke in radialer Richtung und durch Bahnen mit
r = const approximieren kénnen, und da die Bahnen auf den Kugelflachen keinen
Beitrag geben (sie sind senkrecht zur Kraft) kénnen wir das Integral vereinfachen.

Epot (r2) = Epo(r1) — 4220 T2i§ (2.5.5)
m
) =50 (1), = Bl 325 (5, 50)
Ublicherweise setzt man E,y (r = co) = 0. Damit wird
Byt (r) = 43550 : i (2.5.6)
Aus der potentiellen Energie kann die Kraft mit dem Gradienten
F (r) = —grad E, (r) (2.5.7)

berechnet werden. Fiir die potentielle Energie der Coulomb-Kraft bekommen wir

qQ 1) qQ 1 qQ ( 1)
(r) gra (4#50 r 4dmeq grac - 4reg 2 ) Brac’r
qQ T
= — 2.5.
dregr3 (2:5.8)

In Komponenten ist r = /22 + y?2 + 22 und grad =V = ((%7 8%7 %)
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31 2.5 Elektrostatisches Potential

Also

p)
i 1
rad (-] = =
& < ) W T+ + 22
9z
0
= —1 ! 65 (x2+y2+22)
2(3:2_|_y2+22)% 85/
9z
1 1 2x
(22 +y? +22)2 \ 2.
1

Ergénzend zu Coulomb-Kraft hatten wir das elektrische Feld als auf eine Einheits-
ladung normierte Grosse eingefiihrt.

BEr)--2"

dreg 13

(2.5.10)

Die potentielle Energie der Ladung g im Feld der Ladung @), normiert auf ¢ = 1
ist das elektrische Potential o, auch Spannung U genannt. Ich verwende in diesem
Skript die Begriffe elektrisches Potential und Spannung austauschbar.

Q 1 Epot (’r)
=U(r) = - = 2.5.11
olr)=U(r) = g == 25.11)
Wichtig ist die Beziehung
Epot (1) = qp (r) = qU (r) (2.5.12)

Wie die Kraft aus der potentiellen Energie tiber die Gradientenbildung hervorgeht,
wird das elektrische Feld mit

E=—grad o — grad U (2.5.13)

berechnet.

Folgende Relationen gelten
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lim /q

q—0

lim /q

q—0

Wir merken uns

U (rs) = U (r1) —/E(r) dr (2.5.15)

analog zur potentiellen Energie.
Die Einheit des elektrostatischen Potentials oder der Spannung ist

Joule J w
1Volt =1 =1 =1—
Vo Coulomb As A

Bem.: Beim elektrischen Feld ist der Feldvektor E, bei der Gravitation g

Das Gravitationspotential ist Ugyq, (1) = —G™.

Da die Coulomb-Kréifte additiv sind, ist auch das elektrostatische Potential oder
die elektrostatische potentielle Energie additiv. Das Potential von Ladungen q; an
den Orten r; ist also

tlﬁz

Ulr;) Z T ¢ (2.5.16)

1=0

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen p.(r) ist das Potential

pel 'rz
2.5.17
Ulr) 47r50 fff |r — 7‘, 47r50 fff lr — i ( )

Versuch zur Vorlesung:
Flachenladungsdichte (Versuchskarte ES-8)

Eine homogen mit der Fliachenladungsdichte o geladene Ebene erzeugt ein kon-
stantes elektrisches Feld E = 0/(2¢y). Das elektrostatische Potential eines Punktes
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33 2.5 Elektrostatisches Potential

P im Abstand x > 0 von der Platte kann gefunden werden, indem wir entlang des
Lots vom Punkt P auf die Ebene integrieren.

Uz) = U(0) /Edg —U(0) - ;Zo/dé —U(0) - ;;Ox fire >0 (2.5.18)
0 0

Fir z < 0 berechnet man

U(x)=U(0) — (—) r=U0)+-—z firz<0 (2.5.19)

Homogen geladene Ebene: Potential
2 - T T T T

Abbildung 2.18.: Potential senkrecht zu einer homogen geladenen Ebene mit Uy =
2 und o = 2¢y.

Das elektrostatische Potential eines Kreisringes mit der Ladung ) und dem Radius
R im Abstand z auf der Symmetrieachse soll berechnet werden. Wir verwenden,
dass

11
—d

dU(x) = deg r

ist, mit

Wir erhalten

2T
47eg Jor 47eg / Va2 + R2 4dweg Va2 + R?

(2.5.20)
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Kreisring: Potential entlang der Symmetrieachse
0.6 T T

U(x)

Abbildung 2.19.: Potential eines Kreisringes entlang der Symmetrieachse fiir eine
positive Ladung () = 4weg und dem Radius R = 2.

Analog kann das Potential einer homogen geladenen Scheibe mit dem Radius R
entlang ihrer Symmetrieachse x berechnet werden. Die Ladungsdichte der Scheibe
sei 0 = Q/(mR?). Ein Kreisring mit dem Radius a trigt die Ladung dq = 2racda
und erzeugt dann das Potential

1 dq
dU (a,z) = 2.5.21
Durch Integration iiber die gesamte Scheibe erhalten wir
R R
1 2 d d
Ulz) = raode _ 9 [__29@ (2.5.22)
47?800 Va2 + a? 2600 Va2 + a?
Dieses Integral ergibt nach Bronstein| , Seite 309, Nr. 193]
Ux) = 2o Va?+ a2’ (\/$2 + R? — :v) (2.5.23)
€0

Asymptotisch verlauft auch dieses Potential fiir x+ — oo wie das Potential einer
Punktladung, da

o / R? o R? o R2
_ — 1 _—— ~ _—
Ulw) 20 (a: + 2 m) 20 ( + 2x :1:) dey T

Fir den anderen Grenzfall berechnen wir die Taylorreihe um 0 bis zum ersten
Glied.
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35 2.5 Elektrostatisches Potential

U(0) = - (VO + B2 - 0)
250
d o (1 2x o
el S (i SR | __ Y
e (2 Vi 1 R? ) o 22,
o d o

Die beiden Grenzfélle zeigen, dass sich die geladene Kreisplatte fir x > R wie
eine Punktladung und fiir + << R wie eine unendlich ausgedehnte Platte verhélt.

Kreis: Potential entlang der Symmetrieachse

2 ' UX)

15

0.5

Abbildung 2.20.: Elektrostatisches Potential einer homogen geladenen Kreisschei-
be entlang ihrer Symmetrieachse mit R = 2 und o = 2¢,.

Das Potential einer homogen geladenen Kugelschale wird mit dem elektrischen Feld
berechnet. Das radiale elektrische Feld ist E,(r) = —- <. Damit ist das Potential

T dmeg 12

I Q
U(r) = U(oo) — 4W€0r7dr
B Q rdr
= Uleo 47rgooo 72
=l
= U _ _Z
(OO 47T€0 T/ loo
Q 1
= U — 2.5.24
(o0) dmegr ( )
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Oder mit U(c0) =0

Ury = 21

dreg

firr > R (2.5.25)

Innerhalb der Kugelschale ist das elektrische Feld null, das Potential also konstant.

Q@ 1 )
= — f 2.5.2
U(r) pr— irr < R (2.5.26)

Homogen geladene Kugelschale: Potential

2 ' UX) -
15}
=S
05
0 . . . .
0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.21.: Potential einer homogen geladenen Kugelschale mit R = 1 und
Q = 87T€0.

Schliesslich berechnen wir das elektrostatische Potential in der Nahe einer unend-
lich ausgedehnten Linienladung mit der Ladungsdichte A. Das radiale elektrische
Feld ist £ = \/(2mepx). Das Potential ist dann

r

U = Ulrg) — [ 29— () — 2 ln(r) (2.5.27)

2megT 2meg T
0

Wir setzen U(rg) = 0 und erhalten

U(r) = —2250 In (;) (2.5.28)
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37 2.6 Poisson-Gleichung

Homogene Linienladung: Potential
2 T T T T T T T

Ux)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 2.22.: Potential in der Néhe einer unendlich ausgedehnten homogenen
Linienladung mit 7o = 1 und \ = 27e.

2.6. Poisson-Gleichung

(Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , pp. 197]) (Siche Tipler, Physik

[ , pp. 703])
Wir hatten in Gleichung (2.3.8) gesehen, dass

div D (r) = pe (7) (2.6.1)

ist.
Gleichung (2.5.13) besagt, dass

E(r)=—grad ¢ (r) (2.6.2)

ist. Mit der im Vakuum geltenden Beziehung D = ¢y F erhalten wir die Poisson-
Gleichung.

—eodiv grad ¢ (r) = pe (1) = —c0Ap (1) (2.6.3)
oder
Ap(r) = —pelg (r) (2.6.4)

Dabei haben wir den Laplace-Operator A = div grad = V - V verwendet. In
Komponentenschreibweise in einem kartesischen Koordinatensystem ist dies

92 06 9 .
dr Oy 0z

Die Poissongleichung ermoglicht eine Berechnung der Potentiale ausgehend von
Ladungsverteilungen.

9?2 H? 0?
(%%%):7+7+7 (2.6.5)
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Bemerkung:

Im allgemeinen Falle bei beliebigen Materialien lautet die Beziehung zwischen der
dielektrischen Verschiebung D und dem elektrischen Feld E

D(r) =ecoE(r) (2.6.6)

Dabei ist die relative Dielektrizitatszahl ¢ im einfachsten Falle eine Zahl und im
allgemeinen Falle ein Tensor zweiter Stufe. Die allgemeine Poissongleichung (Glei-
chung (2.6.4) ) wird dann wie folgt geschrieben

div (geggrad (1)) = —pea = V (e6o V(7)) (2.6.7)

Beispiel: Ebene

Bei einer geladenen Ebene ist pg (z,y,2) = d(2) 0 (z,y). Die Poissongleichung
wird, wegen der Translationssymmetrie in z und y zu

02 00 (2)
AU = —U=— 2.6.
U 5. U - (2.6.8)
Daraus folgt, dass —%g = const # 0 fiir z # 0.

Bei z = 0 haben wir einen Sprung der Grésse ! der symmetrisch von +72 bis
20 reichen muss. Nochmals integrieren ergibt

2e0
Uo+ 222 far z <0
U(z) = { Up— 22z fir  2>0 (2.6.9)

Uy ist eine frei wahlbare Integrationskonstante.

Das Innere eines Leiters ist ein Aquipotentialraum, da in einem Leiter Ladungen
sich frei bewegen konnen. Da Feldlinien dE senkrecht zu einer Metalloberflache, die
immer eine Aquipotentialfliche ist, stehen kann man schliessen (und mathematisch
beweisen), dass Feldlinien senkrecht auf Aquipotentialflichen stehen.

An Luft kann man nicht beliebige Potentialunterschied aufrechterhalten. Die mog-
lichen Potentialdifferenzen werden durch Funkentiberschlage begrenzt. Fiir Luft
unter Normalbedingungen muss

1%
E<3-10°— (2.6.10)
m

sein.

2.7. Kapazitat: eine geometrische Eigenschaft

(Siehe Tipler, Physik | , pp- 722]) (Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik
[ , pp. 202])

Versuch zur Vorlesung:
Kapazitiat von Kugeln (Versuchskarte ES-27)

Wir wollen das folgende Problem l6sen:
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39 2.7 Kapazitét: eine geometrische Figenschaft

o Wieviel Ladung kann auf einer Leiteranordnung gespeichert werden?

Wir wissen:
Im Inneren der Leiter ist U = const und pg = 0

¢ An der Oberflache sind die E-Felder senkrecht zur Oberflache
e Zwischen den Leitern ist py = 0, also AU =0

e Die Ladungen auf den Leitern sind Oberflachenladungsdichten.

A B

aussen

(0}

innen

Abbildung 2.23.: Integrationsoberfliche an der Grenze Metall-Vakuum.

Wir betrachten eine kleine zylinderférmige Oberfliche und verwenden

f E - da = (eingeschlossen (271)
€0

Da das Feld im Inneren des Leiters verschwindet und die Seitenflachen keinen
Beitrag geben, ist

80E_|_ =0 (272)

Bei einer geniigend grossen ebenen Fliache A ist die Ladung dann

Q= /ada = /50ELda ~egEL A (2.7.3)
A A

A reprasentiert hier die Geometrie, so dass man schliessen kann, dass die gesamte
Ladung von der Geometrie der Leiter abhéngt| , 48]. Wenn wir die Leiter
1,2,...n betrachten, ist

Q
Cji
mit U; dem Potential auf dem Leiter j und U; dem Potential auf dem Leiter 7. C};
ist die Kapagzitit zwischen den Leitern ¢ und j.
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Da die Nummerierung in der Gleichung (2.7.4) willkiirlich ist, muss C;; = Cj;
gelten.
Die Einheit der Kapazitit ist

C As
1Farad=1F =1==1— 2.7.5
ara v v ( )

Als erstes Beispiel betrachten wir den Plattenkondensator

Abbildung 2.24.: Geometrie eines Plattenkondensators. Wir betrachten auf bei-
den Seiten eine Flache A die jeweils in eine unendlich ausge-
dehnte Flédche eingebettet ist.

Wir benutzen, dass das elektrische Feld einer unendlich ausgedehnten homogenen
Fléchenladung konstant Eppene = 52 ist (Gleichung (2.4.8) ).

Auf den Kondensatorplatten ist die Ladung QQ = Ao = 2¢¢EgpencA.

Das elektrische Feld zwischen den beiden Platten stammt von beiden Platten, also
ist

E = 2E ppene (2.7.6)

Also ist Q = Ao = goFA. Deshalb ist das Potential am Ort der zweiten Platte
gemessen von der ersten Platte

d
U2,1 =—-F - -d= 2EEbene cd= 2id = 0’7 (277)
o €0
Damit ist die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten oder die angelegte
Spannung

od  Qd
- == 2.7.8
v €0 ASO ( )
oder 0 A

40 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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Damit haben wir die Kapazitat eines Plattenkondensators berechnet. Beachte, dass
wir einen endlichen Plattenkondensator, der in einen unendlichen Plattenkonden-
sator eingebettet ist, betrachtet haben, um Randeffekte auszuschliessen.

U U U

oV

Abbildung 2.25.: Durch die Dreiteilung des Kondensators konnen bei einem rea-
len Kondensator die Randeffekte minimiert werden. Die kleine
Liicke stort das homogene Feld nur unwesentlich.

Beispiel: Ein Kondensator mit d = 0.1um, A = 1m? und U = 10V

Dann ist C' = 88.5uF, @ = 0.885mC, o = % = 0.885%%' und E = 108V/m
Aus der Additivitdat der Ladung folgt, dass bei der Parallelschaltung von Konden-

satoren sich die Kapazitdaten addieren.

Versuch zur Vorlesung:
Reihen- und Parallelschaltung von Kapazitaten (Versuchskarte EM-48)

U,

— — Cy /——— Cy /G5

U,

Abbildung 2.26.: Parallelschaltung von Kondensatoren.

0 = U

Q2 = YU

Qs = C3U (2.7.10)
Qges - Ql + QZ + Q3 = (Cl + Cg + Cg)U (2711)
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oder
Doos _ g =t @t 00 (2.7.12)
U U
bei Parallelschaltung |
C=>C; (2.7.13)
i=1

Bei der Reihenschaltung wird die angelegte Spannung U auf die in Reihe geschal-
teten Kondensatoren aufgeteilt.

Abbildung 2.27.: Reihenschaltung oder Serienschaltung von Kondensatoren.

Auf den Kondensatoren sind die Ladungen

Q=01 =U-U)C = Qs = (U1 —Uy)Cy = Q3 = UyCy gespeichert, da
in diesem System nur Ladungen verschoben, aber nicht erzeugt oder vernichtet
werden konnen.

Also ist
Q _
a = U-U
éi - U]_—U2
Q _
o = U (2.7.14)
oder
_ Q. Q@ Q_ 1 1 1y _ €
v=tte e 9 <01 o 03> " Con (2.7.15)
Fir die Reihenschaltung gilt
1 no]
=N 2.7.16
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43 2.8 Energie des elektrischen Feldes

2.8. Energie des elektrischen Feldes

(Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , Pp- 204]) (Siehe Tipler, Physik
[ , PP 729])

Versuch zur Vorlesung: Energie im Kondensator
Ein Plattenkondensator der Kapazitiat C' sei auf die Spannung U = % aufgeladen.
Wir transportieren die Ladung A(Q) von einer Seite zur anderen. Die Arbeit ist

A
W(Q,Q+AQ) =U - AQ:QCQ (2.8.1)
Dabei haben wir die Ladung AQ iiber die Potentialdifferenz U transportiert.
Q
Q4Q _ @*
= [— == 2.8.2
w0.0) = [ =5 (282
also
Q2
Epot (C) = 55 (2.8.3)
oder mit C' = %
_ @
Epot (d) = 2o A (2.8.4)
oder mit Q =U - C
Uz C
Epor (U) = — (2.8.5)

Das Integral iiber die Oberfliche eines Leiters verkniipft die Ladung @) = F Ag
mit dem elektrischen Feld. Das Volumen ist V = A - d. Zusammen ergibt sich

E*-A-d e EV-e E-D-V

B, = 2.8.
pet 2 2 2 (2.8.6)
oder mit wy; = ‘l/lrrb % der Energiedichte des elektrischen Feldes
—
eE? E - D
e p— p— 2. .
Die Kraft AFy auf ein Volumenelement AV wird durch
. AFV (’I") .
Fy(r) Al‘l/rgo N (r)E(7) (2.8.8)
beschrieben, da
AFy(r)=E(r) - AQ=E(r) - pa - AV (2.8.9)
Das elektrische Feld iibt eine mechanische Spannung aus
. AF(r) ' n
O Mazwell = A1,14r30 T (2810)

Diese Spannung wird Mazwellspannung genannt. Sie hat die Einheit des Druckes.
n ist der Normalenvektor der Oberflache.
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Die Oberflichenladungsdichte eines Metalls sei die Ursache des elektrischen Feldes.
Wir hatthn die potentielle Energie im Feld des Plattenkondensators ausgerechnet:
Epor = ;% Die Arbeit, den Kondensator von d auf d + Ad zu bringen ist.

W(d,d+Ad) = FAd

- Epot (d + Ad) - Epot (d)

Q? Q*d
= Ad) —
2€0A (d + d) 28014

Q2Ad
2€0A
Q> AdA
A2 280
,AdA

260

— 252 .
= gk

= 0

= —FE?AAd (2.8.11)

und damit

F ¢ D - FE
O Mazwell = Z = EOEQ = T (2812)

Beispiel: In einem Laser konnen Felder von 10'2V/m auftreten. Dies entspricht
einer Maxwell-Spannung von 4.43 - 10'2Pa ~ 4.43 - 107 bar.

Wichtig: Energiedichten haben die Einheit des Druckes. In jedem
Raumgebiet, in dem Energie gespeichert wird, herrscht Druck.

Versuch zur Vorlesung:
Spannungswaage (Kirchhoffsche Waage) (Versuchskarte ES-16)

2.8.1. Diskussion Versuch Flachenladungsdichte

Im Versuch Flachenladungsdichte wird die Flachenladungsdichte gemessen, indem
eine kleine Kugel in Kontakt mit verschieden grossen Kugeln auf einem konstanten
Potential ¢ = U gebracht werden.
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45 2.8 Energie des elektrischen Feldes

2
2R I
i|(1I)
u a-jion g A

Abbildung 2.28.: Schematische Darstellung des Fliachenladungsversuches.

In der Abbildung 2.28 wird der Messprozess schematisch gezeigt. Fine Kugel mit
dem Radius R wird auf die Spannung U aufgeladen. Die kleine Kugel mit dem
Radius r wird mit der grossen Kugel in Kontakt gebracht. Nach kurzer Zeit haben
beide Kugeln gegen Erde (unendlich) das Potential ¢y = U. Wenn wir annehmen,
dass die kleine Kugel eine unwesentliche Storung der grossen Kugel ist, ist die
Kapazitit der beiden Kugeln

C1g;emeimsan[1 ~ CR = 47T50R (2813>
Die Flachenladungsdichte der beiden Kugeln im Kontakt ist durch

Qr =47 (R? 4+ 1?) Ogemetnsam = CgemeinsamlU = CrU = 4750RU  (2.8.14)

gegeben. Durch die Trennung der beiden Kugeln wird die Flachenladungsdichte
Ogemeinsam aUf beiden Kugeln eingefroren. Fir die kleine Kugel haben wir dann

qr = 477—7“2O-gemeinsaum (2815)

Die Kugel hat nach der Trennung ein anderes Potential gegen unendlich, ndmlich

ro i

2 gemeinsam

qr = dmr Ogemeinsam — CT’UT‘ = 47T60TU7" = Ur = 57
0

Aus dem Potential an der grossen Kugel U = Hogemeinsam okommt man

€0
U
Ogemeinsam — % (2816)

und

,
U =U—= 2.8.17
’ (2:8.17)

Aus Gleichung (2.8.15) und Gleichung (2.8.16) erhalten wir
U  dmeor?
.= dnr?T— =
q wr 7 7
Die Kugel wird schliesslich auf das Ladungsmessgerit (eigentlich ein Strom-Integrierer)
aufgebracht. Die gemessene Ladung ist proportional zu 1/R und damit proportio-
nal zu O gemeinsam -

U = 47r° 0 gemeinsam (2.8.18)
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2.9. Elektrische Eigenschaften der Materie

Wir betrachten ein Modellatom bestehend aus einem Kern der Ladung Ze und
einer Elektronenwolke der Ladung —Ze. Ohne dusseres Feld liegen die Ladungs-
schwerpunkte tibereinander.

Ze

[ k@o

-Ze -Ze

E

v

Abbildung 2.29.: Schematisches Bild eines Atoms mit seiner Elektronenhiille.

Auf den positiven Kern wirkt die Kraft
F,=7cE (2.9.1)
Auf die negative Elektronenwolke wirkt
F_ =—-7¢FE (2.9.2)
Die Federkraft wirkt auf die positive Ladung wie
F peger = —ka (2.9.3)
Auf die negative Ladung wirkt die Federkraft
F_ peder = —k (—) (2.9.4)
Das Kraftegleichgewicht fiir die positive Ladung lautet:
F.+F, pgor =0=Z2eE —kx = ZeE = kx (2.9.5)

Alternativ kann das Kréftegleichgewicht fiir die negative Ladung angegeben wer-
den:
F_+F_ pgor =0=—ZceE —k(—x) = ZeE = kx (2.9.6)

Das induzierte Dipolmoment ist

Ding = L€ (2.9.7)
und damit )
Z
Pina = (Ze) ,:) E=akb (2.9.8)
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47 2.9 Elektrische Figenschaften der Materie
Dabei ist o die atomare Polarisierbarkeit (Einheit [a] = Fm? = Cm?/V =
Asm?/V).

Atom oder Molekil

o/ (107104527

v

He
Lit
Ne
K+
Xe
O
CCLy
CL~
-

0.2
0.03
0.4
0.9
3.5
3.5
10
4
7

Tabelle 2.2.: Gefullte Elektronenschale

Atom oder Molekil | o/ (10*40’4577”2)
H 0.7
Li 13
K 38
Cs 46

Tabelle 2.3.: Nicht gefiillte Elektronenschale

Die potentielle Energie des induzierten Dipols im homogenen Feld E ist

a :p?ndzl

£¢ﬁ=>§E2 o EEpmd (2.9.9)
da
A&m:Wan+Am:QE-Am=E-Ap=§-Ap (2.9.10)
und damit
P p’
@“:!J@ZQQ (2.9.11)

2.9.1. Dielektrika

Versuch zur Vorlesung:
Plattenkondensator mit Dielektrikum (Versuchskarte ES-3)
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Bis jetzt haben wir angenommen, dass das elektrische Feld im Vakuum gemessen

wurde. Dann gilt

D = E (2.9.12)

Joje|os|

Abbildung 2.30.: Isolatoren in einem Kondensatoren

Die Beziehung zwischen angelegter Spannung und dem elektrischen Feld ist

E = Z (2.9.13)

unabhéngig von den Eigenschaften des Isolationsmaterials.

Andererseits ist

:€0U_€0Q_€0Q_Q

D = enE — = = 2.9.14
=0 d ~Cd zdd A4 (2.9.14)

abhéngig von der gespeicherten Ladung. Am Kondensator konnen D und E unab-

héngig bestimmt werden.
In vielen Féllen sind D und FE linear voneinander abhangig.

D =c5oE = (1+ x.)eoE (2.9.15)

mit € > 1 und y. >0
¢ heisst die Permittivitat, y. die dielektrische Suszeptibilitat.
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49 2.9 Elektrische Figenschaften der Materie

Im Allgemeinen sind € und y,. Tensoren.

Material £ a/(10790 Asm? V1)
Vakuum 1 0
Luft 1.0006 2.00332
Paraffin 2.1 38.7601
Diamant 5.6 0.912181
Glas 5-9 5.71864 - 7.27827
Silizium 11.9 4.16924
Wasser (291K ,0Hz) 81 7.65901
Wasser (291K ,1PHz) | 1.77 1.62297
Rutil (L) 90 7.9997
Rutil (|)) 170 8.12512

Tabelle 2.4.: Einige relative Permittivitdaten

Alle Formeln der Elektrostatik konnen auf isotrope und homogene Dielektrika
angewandt werden, indem ¢y durch egy ersetzt wird.

2.9.1.1. Woher ruhrt ¢ > 17

Wenn ein Material ortsfeste permanente elektrische Dipole besitzt, dann werden
diese im extremen Feld ausgerichtet. Die Ladungen im Inneren des Materials kom-
pensieren sich. An der Oberflache treten Ladungen auf, die das dussere Feld schwa-
chen.

%
;

ORV@ O ORY

mit elektrischem
Feld

ohne elektrisches
Feld

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV@VVV

Abbildung 2.31.: Anordnung permanenter Dipole ohne und mit elektrischem
Feld.

Dabei werden die positiven Ladungen an der Oberfliche angereichert, in die das
elektrische Feld zeigt. Die negativen Ladungen werden auf der Gegenseite angerei-
chert. Diese Polarisation heisst Orientierungspolarisation.
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Abbildung 2.32.: Links: unpolares Medium ohne &usseres elektrisches Feld.
Rechts: mit einem nach links gerichteten elektrischen Feld.

Ein unpolares Medium wird durch das dussere Feld nach Gleichung (2.9.8) po-
larisiert. Die Ladungsschwerpunkte der Elektronen verschieben sich und wieder
entsteht ein inneres elektrisches Feld, das dem &usseres Feld entgegen wirkt. Diese
Polarisation ist die Verschiebungspolarisation.

2.9.1.2. Stetigkeitsbedingungen an der Grenze zweier Dielektrika

Wir verwenden das Gausssche Gesetz. Im ladungsfreien Raum gilt div D = 0
(siche Gleichung (2.3.8) ). Da das elektrostatische Feld ein konservatives Feld ist,
gilt auch rot E = 0. Wir betrachten eine Oberfliche A, die ein Stiick AA der
Grenzflache umschliesst. Dann ist

/D da=—Dy AA+ Dy AA =0
A

und damit gilt fiir die dielektrische Verschiebung die folgende Stetigkeitsbedingung
DlJ_ = DQJ_ (2916)

Wir verwenden weiter eine Schlaufe s, die die Grenzfliche zweimal durchdringt
und erhalten

[ vt E-da={§ B ds— By~ By =0
Als) :

und damit gilt fiir das elektrisches Feld die folgende Stetigkeitsbedingung

By = By (2.9.17)
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An der Grenzfliche zweier Dielektrika gilt

e die Komponente der dielektrischen Verschiebung senkrecht
zur Grenzflache und

o die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenz-
flache

sind stetig.

Mit grad ¢ = —FE = konnen diese Stetigkeitsbedingungen auch fiir das Potential
¢ umgeschrieben werden

Y1 = ¥2
(9(,01 o 8(,02
5187 = 52% (2918)

2.9.1.3. Das Gesetz von Clausius und Mosotti

In diesem Abschnitt wollen wir aus einer mikroskopische Betrachtung einen Zusam-
menhang zwischen der relativen Permittivitdt und der Polarisierbarkeit ableiten.
Die Polarisation eines Atoms oder Molekiils hangt von der Polarisierbarkeit o so-
wie vom lokalen elektrischen Feld Fj ., ab. Dieses lokale Feld ist die Summe aus
dem externen Feld E sowie dem Feld aller anderen Dipole am Beobachtungsort,
E;.

Eiwu = E + E; (2.9.19)

Die Polarisation héingt vom lokalen Feld E,., wie folgt ab:

P = Np;,q = NaEjoa (2.9.20)

wobei N die Dichte der induzierten Dipole ist.
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E
y P,
4 § >Py
Radius: R ¢ ®da
> >y
Ei,x

z
Hier wird das elektrische Feld berechnet

Abbildung 2.33.: Berechnung des Gesetzes von Clausius-Mosotti

Zur Berechnung von E; und damit E,,, betrachten wir ein homogenes Dielektri-
kum mit ¢, bei dem ein kugelférmiges kleines Volumen mit dem Radius R entfernt
wurde. In diesem Volumen berechnen wir das lokale Feld| , 68],] |. das
von einem externen Feld E in der z-Richtung hervorgerufen wird. Das Dielektri-
kum erzeugt an der Oberfliche des Hohlraums eine Ladungsdichte ¢(©) = P, =
P, cos ©, analog wie eine Ladungsdichte und ein elektrisches Feld mit E = o /¢
zusammenhéngt. Nach dem Coulombgesetz (Gleichung (2.1.5) ) ist der Beitrag
von oda gegeben durch

oda  P,cos©

dE;, = -
’ AregR? 4megR?

da (2.9.21)

gegeben. Die z-Komponente ist dann

P, cos’©

’ 47T€0R2

da (2.9.22)

Wir integrieren iiber die ganze Kugel und beachten, dass da = r? sin ©dOdy ist.
Die Integration iiber ¢ (Faktor 27) und diejenige tiber r (Faktor 1, da die La-
dung an der Oberflache konzentriert ist) sind sofort ausfithrbar, so dass wir mit

J cos?(©) sin(0)dO = —3 cos*(O)

™

P, 1
E; .= 27?/0052 OsinB®do = —P, (2.9.23)
’ dme, 30

erhalten. Da die x-zufillig gewahlt wurde, gilt die Lorentz-Beziehung auch allge-
mein

1
300 ( )
Mit
P=(c—1)eoE = xeeoE (2.9.25)
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wird aus der Kombination von Gleichung (2.9.20) und Gleichung (2.9.24) die
Clausius-Mosotti- Beziehung

Xe _&¢—1 Na
Ye+3 42 35

(2.9.26)

die die Polarisierbarkeit o mit der Dielektrizitdtszahl ¢ verkntiipft. N ist die Dichte
der induzierten Dipole.
Die Rechnung verlauft folgendermassen

P = (e—1)gFE

P
(e —1)eg
P = NaFja
P
Eioka = Na
Eioka = E+E;
P P P
Na — (e—1)g 3¢
(| 1
Na (5—1)50—{—3750
111
) €0<<5_1>+3>
1 (3+e-1
- 50(3<5_1>>
1 2+¢
- ao<3<e—1>>
Na  e-—1
3eg  £+2

2.9.1.4. Kondensator gefiillt mit Dielektrikum

+++++++++++

Abbildung 2.34.: Links: Kondensator ohne und rechts: mit Dielektrikum
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Wir betrachten einen Kondensator, dessen Platten die konstante Ladung () tragen.
Das Feld im Inneren des Kondensators sei um den Faktor e geringer als das Feld
Ey ohne Dielektrikum

E== 2.9.27
- (2.9.27)

Bei einem Plattenkondensator mit dem Abstand d ist

Eod U
U=FEd=""=22 (2.9.28)
€ €
Die Kapazitét ist
Q_«Q Q
Also ist beim Plattenkondensator
A
C = €0 (2.9.30)
Die dielektrische Verschiebung ist im obigen Falle konstant
Q
D=—= 2.9.31
< (29.31)

Hélt man die Spannung fest, wenn ein Dielektrikum in den Kondensator einge-
bracht wird ist,

Q=Qo (2.9.32)

2.9.2. Elektrische Phanomene

Versuch zur Vorlesung:
Steigh6he im Kondensator (Versuchskarte ES-12)

Die Energiedichte im Kondensator ist

wy=-D - E (2.9.33)
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L %y

Abbildung 2.35.: Links eine dielektrische Flissigkeit im Kondensator ohne ange-
legtes Feld. Rechts mit angelegtem Feld.

Wenn wir das obige Experiment durchfithren, steigt die dielektrische Fliissigkeit.
Dabei erhoht sich die im elektrischen Feld gespeicherte Energie und auch die po-
tentielle Energie.

Wie geht das?

Dielektrikum

dx

Abbildung 2.36.: Skizze der Anderungen beim Anlegen einer Spannung

Zur Berechnung miissen wir auch die Batterie oder Spannungsquelle mit betrachten

[ J-
1. Mechanische Arbeit:
AW peer, = Fdzx

2. Elektrostatische Energie im Volumen abdx: Die Spannung U wird kon-
stant gehalten, und damit auch

U
E=—
a
Dabei nehmen wir ein homogenes Feld an
1 1
AW, = (2560E2 - 250E2> abd:
1 U?
= 3 (e—=1) eogabdaﬁ
1 5 b
a
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3. Die Batterie liefert elektrische Energie, da die Ladungsmenge sich édndert.
Die Kapazitiat andert sich um

bd bd
dC = 550—m — 50—90
a a
bd
= (1) aOTx (2.9.35)

Die Spannung U, wird aufrecht erhalten und die Ladung d() transportiert

(Epot = qU)
Also
dWBatt = UdQ (2936)
= U - UdC
bdx
= — Ve U=
(e—=1)eo a
4. Die Energiebilanz ist
dWmech -+ dWel - dWBatt (2937)
1 o b 5 b
Fdx + 3 (e —1)eU ad:c =(e—-1)eU de (2.9.38)
und somit . .
F=3 (e—1) 505U2 (2.9.39)

2.9.2.1. Dielektrische Fliissigkeit im Kondensator bei konstanter Ladung

Wenn der Kondensator von allen Spannungsquellen getrennt ist, bleibt die Ladung
auf seinen Platten, (), konstant. Die dielektrische Verschiebung D und nicht das
elektrische Feld E bleiben konstant.

1. Mechanische Arbeit:
AW peer, = Fdzx

2. Elektrostatische Energie im Volumen a b dzx: Die Ladung () wird konstant
gehalten, und damit auch
Q

D==
A

Dabei nehmen wir ein homogenes Feld an

1 1
dW, — (D2 _ D2> abdz
2¢eeg 2e0

1—eQ?
- 2¢eeq ﬁabdx

dW,; ist negativ, da 1 — e < 0 ist.
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3. Die Energiebilanz ist

dWmech + dWel =0 (2941)
QQ

Fd ——dx = 2.9.42

x+ 2egq ab r=0 (2.9.42)
und somit L ) o
8_

F=_ — 2.9.4

2 egg ab (2.943)

2.10. Zusammenfassung: die Grundgleichungen der
Elektrostatik

Permittivitat Gleichung (2.1.4)
2

C
= 88544 x 107 12——
g0 = 8.8544 x 10 N

Coulomb-Gesetz Gleichung (2.1.5)

I g1 g7
47T€0 7“%2 T12

F(r)=

Elektrisches Feld Gleichung (2.2.2)

1 Q Ti2
471'80 7”12 T12

E(r) =

Elektrische Feldlinien « Elektrische Feldlinien beginnen bei der positiven La-
dung und enden bei der negativen Ladung.

o Die Anzahl der von einer Ladung ausgehenden oder auf einer Ladung
endenden Feldlinien ist proportional zur Ladungsmenge.

o Thre Dichte ist proportional zum elektrischen Feld.

Elektrisches Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung Gleichung (2.2.5)

L (][ ) rozr
47r50 |fr0—r| |ro — 7|

Ladung in einem Raumgebiet Gleichung (2.3.1)
Q= / per(r)dV
V(S)

dielektrische Verschiebung Gleichung (2.3.4)

D(r)=¢oE(r)
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elektrischer Fluss & = FE - da
Oberflache

Gausssches Gesetz Gleichung (2.3.3)

T T
E - nda = / &73 - —12sin ©dOdyp
) dreg r° |7
Kugeloberflache Kugel
_ 9 / sin OdOdy
41 €0
Kugeloberfliche
_ @
€0

Differentialform des Gaussschen Gesetzes Gleichung (2.3.8)

div D(r) = pe(r)

Leiter Leiter haben in ihrem Inneren keine statischen elektrischen Felder.

Potentielle Energie einer Probeladung Gleichung (2.5.4)

| qQ r
Epot (7'2) = Epot (7‘1) — 471'60 ?; - dr

T1

Elektrostatisches Potential und Spannung Gleichung (2.5.11)
Q 1 By (r)

pr)=U(m) = =0 ==

Potentielle Energie und Potential Gleichung (2.5.14)

lim
q—0 /q

—
<_

lim ° ¢
q—0

— [ Fdr 0 — [ Edr 0
i —grad E,y i —grad U

lim
q—0 /q

F(r)

Epot ()

lim ° ¢
q—0

Potential einer kontinuierlichen Ladungsverteilung Gleichung (2.5.17)

U(r) = 1 pel(r)d 1 dq(r)

 dreg lr — 7  Adre lr — i

Poisson-Gleichung Gleichung (2.6.4)

AU (’l") _ _pelg(r)
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Kapazitit Gleichung (2.7.4)

Q
Uj—Ui:a:Uji=¢ij

Parallelschaltung von Kondensatoren Gleichung (2.7.13)

Energiedichte des elektrostatischen Feldes Gleichung (2.8.7)

egk? E - D
wel = =
2 2

Maxwell-Spannung Gleichung (2.8.10) und Gleichung (2.8.12)

_ AF (r) - n
0 Mazwell = AAQO AA
F e D - FE
O Mazwell = Z = EOEQ = T

induziertes Dipolmoment Gleichung (2.9.8)

Z 2
pmd:(]:) " E=aFE

Lorentz-Beziehung Gleichung (2.9.24)

dielektrische Suszeptibilitat Gleichung (2.9.15)
D =ccoE = (1+ x.)eoE

Stetigkeit der Feldkomponenten An der Grenzfliche zweier Dielektrika gilt

o die Komponente der dielektrischen Verschiebung senkrecht zur Grenz-
fliche und

o die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenzfliche

sind stetig.

Stetigkeitsbedingung fiir das Potential

Y1 = P2
0o O
on 2 on
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3. Elektrische Strome

Strome und Magnetfelder beschreiben

die Funktionsweise von Motoren,

die Funktionsweise von Fernsehrohren,

die Funktionsweise von Beschleunigern,

die Arbeitsweise von Magnetbandern und Festplatten und

die Funktionsweise von Lautsprechern

» E

q.\/_\'

Abbildung 3.1.: Kréfte auf Ladungen in einem Leiter

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes werden Ladungen beschleunigt. Die Wech-
selwirkung der Ladungen mit dem Medium ergibt eine Begrenzung der Driftge-
schwindigkeit. Medien fir den Ladungstransport kénnen sein:

o Metalle
o Ionische Materialien
o Plasmen
Die Ladungstriger sind
o Elektronen
e Ionen

o Positronen
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e« Protonen

also alle geladenen Teilchen oder Molekiile.

Der Strom wird als

= —% (3.0.1)

Fléache

die in einer bestimmten Zeit durch eine Fliche A fliessende Ladungsmenge defi-
niert.!

Der elektrische Strom I beschreibt den Fluss von Ladung. Des-
halb fliesst der Strom von ,,4+*“ nach ,- “. Der elektrische Strom [
darf nicht mit dem Massenstrom m verwechselt werden. Bei po-
sitiver Ladung ist die Geschwindigkeit des die Ladung tragenden
Masseteilchens parallel zur Stromrichtung. Bei negativer Ladung
ist die Geschwindigkeit des die Ladung tragenden Masseteilchens
antiparallel zur Stromrichtung.

Man beobachtet, dass I proportional zu U = E/, der angelegten Spannung iiber
der Strecke ¢ ist.

3.1. Die Kontinuitatsgleichung und der Begriff des
Stromes

(Siehe Leisi, Klassische Physik II [Lei98, pp. 64])

“

I Der an Gymnasien propagierte physikalische Strom von ,- “ nach ,+ “ ist ein Massenstrom,
aber nicht ein Strom von Ladung. Wir beschéftigen uns hier mit Ladungsstréomen und nicht
mit Massenstromen. Die gymnasiale Unterscheidung von von physikalischer und technischer
Stromrichtung ist unsinnig. Die physikalische Stromrichtung ist das gleiche wie die technische
Stromrichtung, also so wie hier definiert.
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63 3.1 Die Kontinuitéatsgleichung und der Begriff des Stromes

von vorne ~ seitlich

Abbildung 3.2.: Berechnung des Stromes in einem Medium

Wir betrachten Ladungstrager mit der einheitlichen Ladung q. Die Ladungstrager-
dichte n; habe die Geschwindigkeit v;.
Der Strom ¢/; durch das Flachenelement da ist

0Q;
ol = —=2 3.1.1
i= (3.1.1)
Die Ladungsmenge ist
0Q; =qn; | v;| - dt - cosa - |da| (3.1.2)
und damit
01, = qn; | v; | cosa | da |= qnjv; - da (3.1.3)

Der gesamte Strom der Ladungstriger q ist dann

dl (da) = ng :L (Z njvj) - da (3.1.4)

wobei n = Xn; ist.
Die mittlere Geschwindigkeit der Ladungstrdger ist

1
(v) = - an C v, (3.1.5)
J
Wir definieren das Vektorfeld der Stromdichte

i = ngq (v) (3.1.6)

% ist abhéngig vom Ort, da auch n und (v) ortsabhéngig sind.
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Der Strom beziglich da ist dann

dl (da) =1 - da (3.1.7)

und, integriert,
I(A):i/i . da (3.1.8)
A

Diese Gleichung besagt, dass der Strom gleich dem Fluss des Stromdichtefeldes
durch eine Flache A ist.

Wird der Strom durch mehrere Arten von Ladungstrigern gebildet, schreibt man

Beispiel:

Driftgeschwindigkeit in einem Kupferdraht mit 10mm Durchmesser und I = 100A
Annahme: 1 Elektron pro Cu - Atom
Anzahl Cu - Atome pro Volumen

kg . . 23_1
p = PNa _ 8930, - 602 1075, (3.1.10)
Mzor 0.0635kg /Mol

1
= 847 - 10%— =n,
m

I
= = = 3.1.11
() "y (3.1.11)
100A
8.47 - 10281 - 2(0.01)>m? - 1.6 - 10-1°C
~ lum/s

Mit v(t) = vg cos(2mvt) und z(t) = [v(t)dt hat man

z(t) = 2%/ sin(27vt) 4 const

Die maximale Strecke erhdlt man wenn der Sinus von —1 nach +1 geht.

lum/s . o

Folgerung: bei v = 50H z Wechselstrom zittern die Elektronen einige 5=~ ~

6.4nm weit.
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65 3.1 Die Kontinuitéatsgleichung und der Begriff des Stromes

Abbildung 3.3.: Berechnung des Flusses eines Stromdichtefeldes durch ein ge-
schlossenes Gebiet

Wir betrachten eine geschlossene Flache A, die wir in zwei Teilflichen A" und A”
aufteilen, so dass auf der Flache A’ die Feldlinie aus der Flache austreten und auf
der Fliache A” sie eindringen.
Die Ladungserhaltung fordert:

d
[aus - [ein = — 7, Winnen 3.1.12
o0 (3.1.12)
Wir schreiben die Gleichung mit der Stromdichte um
. / . " d
/z - da’ — /z(—da )= % / padV (3.1.13)
A A" V(A)
oder

/i - da = —Z/pel v (3.1.14)
A 1%

Dies ist die Integralform der Kontinuitdtsgleichung.
Mit dem Gaussschen Satz bekommen wir

d
[i-da=[dviav=—[Zpsav (3.1.15)
A 1% Vv

Die Differentialform der Kontinuitdtsgleichung lautet demnach:
o d
div ¢ (x,t) = — P (x,1) (3.1.16)
Bei stationdren Stromen héangen ¢ und p.; nicht von der Zeit ab, so dass

divi=0 (3.1.17)

ist.

/z’ - da =0 (3.1.18)
A
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Beispiel:

Abbildung 3.4.: Stromfluss in einem Kondensator

Wir betrachten eine quasistationire Anderung am Kondensator

[[i-da=[[i das [[i-da=0 (3.1.19)

Al a1 a2
Mit I1=—ff’i'da und Izszida folgt

d.h. es scheint, als ob der Strom durch den Kondensator hindurch fliessen wiirde.
Wenn wir die Kontinuitétsgleichung auf A anwenden, bekommen wir

ffida - L) = —%t(t) (3.1.21)

as

oder ”
aq (t
I(t) = 1.22
=2 (3.1.22)
Die Einheit der Stromstérke ist Ampere [A]
14-1% (3.1.23)
s

66 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [C 2NN



67 3.2 Das Ohmsche Gesetz

3.2. Das Ohmsche Gesetz

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 71]) (Siehe Tipler, Physik | :
pp. 751])

Versuch zur Vorlesung:
Strom-Spannungs-Kennlinie (Versuchskarte EM-83)

Allgemein gilt fiir einen Leiter, dass
i(E)=f(E) (3.2.1)
eine beliebige Funktion des angelegten Feldes E ist. Im linearen Fall
i(E)=0FE (3.2.2)

spricht man von einem Ohmschen Leiter.

Versuch zur Vorlesung:
Ohmscher Leiter (Versuchskarte EM-117)

o ist die Leitfihigkeit. Thre Einheit ist
o= 0= 2
T2V T vm
Das Gesetz nach Gleichung (3.2.2) heisst das lokale Ohmsche Gesetz. Fiir homo-

gene Medien ist o eine Zahl. Fiir inhomogene Medien wie Graphit ist o ein Tensor.
Indem wir die differentielle Form des Ohmschen Gesetzes integrieren, erhalten wir

A

/ida =1= /aEda = /agda = O'EU (3.2.3)
A A A

Dabei haben wir angenommen, dass ¢ und o konstant iiber A sind. Das integrale

Ohmsche Gesetz kann auch als

[=G-U (3.2.4)

geschrieben werden. GG ist der Leitwert. Die Einheit ist

A m? A
[G] = Siemens T——y
Bekannter ist die Form .
U=— "1=R-1 3.2.5
G ( )

R = é ist der Widerstand. Seine Einheit ist das Ohm

W
Az
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Die zu R gehorende mikroskopische Grosse ist der spezifische Widerstand

1
p=-— (3.2.6)
o
Die Einheiten sind
o Vm QO m
_ M _om ="
7= S
sowie
0] A S 1
0’ — — —
Vm  m Qm
Wir betrachten die Bewegung von Ionen ({v) = 100m/s) in einer Umgebung von

nicht ionisierten Molekiilen

Bahnkurve ohne E

Bahnkurve mit E

Abbildung 3.5.: Bahnkurven ohne und mit elektrischem Feld.

Die Masse eines Ions sei M, ihre Ladung q und die Gesamtzahl im betrachteten
Volumenelement N
Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet

dp
F =qFE =— 3.2.7
B = (3.2.7)

oder

Ap = qEAt (3.2.8)
wobei At die freie Flugzeit ist.
Der mittlere Impuls eines Ions ist

1 N

N;[ Y+ gEAL) (3.2.9)

(v) ist die mittlere Driftgeschwindigkeit, vgk) die Geschwindigkeit nach dem letzten
Stoss.

Sind die Geschwindigkeiten 'vg»k) isotrop verteilt, mittelt sich der erste Summand
zu null. Unter dieser Annahme ist

M- (v) =qE (;ij) —gE - (t) (3.2.10)
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wobei (t) = 7 die mittlere Zeit zwischen den Zusammenstéssen ist. Mit ¢ = ng(v)
bekommen wir

q - (t) qr
— E=1F 2.11
W) =7 M (3.2.11)
und ) < > )
g t _qT
=n—p E = va E (3.2.12)

Dabei ist n die Dichte der Ladungstrager.
Somit ist bei einer Mischung verschiedener Ladungstrdger

o=Y n Bk (3.2.13)

Wir haben 7 = (t) gesetzt.
Das Ohmsche Gesetz gilt, wenn 7 und nj unabhingig von E sind,

Beispiel: Metall

Wir nehmen an, dass m, << Mgery, ist. Dann sind die Geschwindigkeiten nach dem
Stossen isotrop verteilt. Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen ist (v.) =
10°m/s (kinetische Gastheorie). Mit

1 2
=0 =n,— (3.2.14)
Pexp me
bekommen wir
T— e 3310715 (3.2.15)
Pesxpe€
(mit pexp = 4.3 x 1078Qm und n, = 2.5 - 1025 fiir Na-Metall)
Die mittlere freie Wegliange ist dann
A= (ve) T = 3.3nm (3.2.16)

im Widerspruch zum Ionenabstand von 0.lnm = Losung: Quantenmechanik

Versuch zur Vorlesung:
Leitfahigkeit (Versuchskarte EM-172)

Versuch zur Vorlesung:
Temperaturabhéngigkeit der Leitfdhigkeit (Versuchskarte TH-122)

Bei einem homogenen Ohmschen Leiter mit einer stationdren Stromverteilung ist
per = 0 im Inneren. Dies folgt aus

1. Ohmsches Gesetz i (z,y,2) = cE (z,y, 2)

2. Kontinuititsgleichung div ¢ = 0, also div (¢ E) =0
und damit div £ =0
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3. das Gausssche Gesetz sagt div FE = ’Z—;l

4. damit folgt die Behauptung, dass p,; = 0.

Aus der Eigenschaft

E =—grad p = —grad U (3.2.17)
erhalten wir im Inneren eines Leiters
div E = —div grad oy = —Ap =0 (3.2.18)

Dies bedeutet, dass ¢ im Inneren eines homogenen Ohmschen Leiters das Potential
eines Potentialfeldes ist. Die Losung von

Ap =0 (3.2.19)

ist durch die Randbedingungen

1. U = ¢ = const an den Elektrodenflédchen (bei den Anschlissen nach aussen)

2. i, = 0 sonst (entlang des Leiters, Drahtoberfliche!)

gegeben?.

Mit diesen Gleichungen kann man zum Beispiel den Widerstand eines homogenen
Leiters berechnen. Bei inhomogenen Leitern miissen wir das Ohmsche Gesetz in
seiner Differentialform verwenden. Aus der Kontinuitatsgleichung fiir stationére
Stromverteilungen Gleichung (3.1.17) und dem lokalen Ohmschen Gesetz Glei-
chung (3.2.2) bekommen wir

div ¢ = div [o(x,y,2) E (z,y,2)] =0 (3.2.20)
Wir ersetzen nun E und erhalten
div [o (z,y,2) grad U (z,y,2)] =0 (3.2.21)

Bei einem homogenen Leiter konnte o (x,y, z) vor die Divergenz gezogen werden.

’Im Gegensatz zum Kondensator ist hier E # 0 in einem endlichen Gebiet.
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71 3.2 Das Ohmsche Gesetz

Abbildung 3.6.: Berechnung des Widerstandes bei einem inhomogenen Leiter

Wir verwenden die Definition des Stromes in Gleichung (3.1.8) und wenden Sie
auf die Flache A, beziehungsweise auf den Teil, der den Leiter durchschneidet a,

[[oB da=[[oB da=1 (3.2.22)

wobei a die durch A aus dem Leiter herausgeschnittene Flache ist. Die Spannungs-
differenz ist
U — Uy = /E - ds (3.2.23)

Wenn nun ¢; (z,y, 2) eine Losung von Gleichung (3.2.21) ist, dann ist aufgrund
der Linearitdt dieser Gleichung auch

Uy (x,y,2) = kU (z,y, 2) (3.2.24)

eine Losung. Dabei kann k eine beliebige, auch komplexzahlige Zahl sein. Da E =
—grad U auch eine lineare Gleichung ist, muss also auch

E; = —grad Uy, = —kgrad U, = kE, (3.2.25)

eine Losung sein. Nach Gleichung (3.2.22) ist dann auch

[szfJEg ' da,:ffakEl : da:kffaE ' da,:k'[l (3226)

Damit haben wir, dass bei einem beliebigen inhomogenen Leiter

U. U
T; = I—ll = const = R (3.2.27)
ist. Die Proportionalitdtskonstante ist der Widerstand R. Um den Widerstand
eines beliebigen Leiters zu berechnen, muss man E (z,y,z) im Inneren kennen.

Dies kann man erreichen, indem man die Laplacegleichung 16st.
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Im statischen Falle ist E (x,y,2) = 0 im Inneren eines Leiters.
Bei einem stromdurchflossenen Leiter liefert die Batterie die not-
wendige Energie, um das elektrische Feld im Inneren des Leiters
aufrecht zu erhalten.

3.3. Elektromotorische Kraft und Joulsche Warme

(Siehe Leisi, Klassische Physik II [L.ci98, pp. 85]) (Siehe Tipler, Physik [TMO04,
pp. 756])

Ein elektrisches Feld im Inneren eines Leiters bewirkt einen Strom. Wird dieses
elektrische Feld durch Ladungen erzeugt, bewirkt der resultierende Strom einen
Ausgleich dieser Ladung. Durch Influenz werden die Oberflichenladungen so um-
geschichtet, dass der Strom abnimmt und schliesslich verschwindet.

Motor

Abbildung 3.7.: Ladungstransport in einem mit einem Widerstand R kurzge-
schlossenen van de Graaff-Generator.

Nehmen wir an, dass im stationaren Betrieb eine Spannung U zwischen der Kugel
und dem Fuss des van-de-Graaff-Generators liegen. Das elektrische Feld entlang
des Bandes ist dann, in erster Naherung,

E=U/t (3.3.1)

Die Arbeit, eine Ladungseinheit d@) gegen dieses elektrische Feld zur Halbkugel zu
bringen, ist?
AWy =dQ - U (3.3.2)

3Wir vernachlissigen dabei die Gravitationsarbeit. Frage: Ist dies fiir das Problem wichtig
(prinzipiell und praktisch)?
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Die Leistung des Motors, der hier als Spannungsquelle wirkt, ist

B AW B d@) o

Py = = EU =1-U (3.3.3)
Das elektrische Feld leistet im Widerstand auf der anderen Seite in der Zeit dt die
Arbeit

dWg=F -dQ - ¢ (3.3.4)
oder, mit Gleichung (3.3.1) ,
dWg =dQ - U (3.3.5)
Damit ist die Leistung des E-Feldes
dWg  dQ
Pp=——=—"U=1-U=P 3.
i) i o U U M (3.3.6)

Die Energie des elektrischen Stromes wird im Widerstand in Joulsche Wirme
umgesetzt, also ist die Leistung der Warmequelle auch

Pr=Py=P;=1-U (3.3.7)

Bei einem Ohmschen Leiter erhalten wir
P=R -I"=— 3.3.8
R ( )

Wenn wir eine Probeladung ¢y langsam um den Stromkreis herumfiihren, ist die
geleistete Arbeit grosser als null. Diese Arbeit nennen wir elektromotorische Kraft
der Stromquelle. Wir definieren also

1
Upnixe = q/F - ds (3.3.9)
0

Diese elektromotorische Kraft* ist die Arbeit, die beim Herumfiihren einer klei-
nen Ladung qo von der Stromquelle geleistet wird. Beim van-de-Graaff-Generator
besteht diese Arbeit aus zwei Teilen:

e Auf dem Band wird an jedem Punkt die Kraft des elektrostatischen Feldes
durch die Kraft des Motors kompensiert. Auf diesem Zweig ist die Arbeit
null.

o Die Arbeit, die im Widerstand in Joulsche Wirme umgewandelt wird.

Die elektromotorische Kraft einer Stromquelle ist die Quelle
der Energie (Arbeit), die einen konstanten Stromfluss in ei-
nem Stromkreis aufrecht erhalt. Neben der elektromotorischen
Kraft konnen auch magnetische Kréfte und andere Quellen einen
Stromfluss in einem Leiter aufrecht erhalten.

4Die elektromotorische Kraft ist keine Kraft im Sinne der Mechanik!
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Versuch zur Vorlesung:
EMK des Daniell-Elementes (Versuchskarte TH-44)

3.4. RC-Stromkreise

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp- 88]) (Siehe Tipler, Physik | ,
pp. 761]) (Siehe Tipler, Physik | , pp- 790])

Versuch zur Vorlesung:
Entladen eines Kondensators (Versuchskarte EM-145)

Ohne ein Verstindnis von Stromkreisen sind moderne elektronische Schaltungen
nicht verstandlich. Wir betrachten deshalb Schaltungen aus Kondensatoren und
Widerstanden. Zur Erinnerung: die relevanten Gleichungen sind

e U=R - I=R-" % fiir Widerstande
e Q= [Idt=U - C fur Kondensatoren
Wir betrachten die folgende Schaltung

U
- >
> R
i
S —

OF C

Abbildung 3.8.:  Aufladen und Entladen eines Kondensators iiber einen
Widerstand.

Fiir die Zeit t < 0 soll der Schalter S in der gezeigten Stellung sein. Die Spannung
am Kondensator ist Us = 0. Damit ist auch @ = 0 und I(¢) = 0. Fiir ¢ > 0 wird
der Kondensator C' mit der Spannungsquelle U verbunden. Da Spannungen im
quasistationdren Falle sich wie potentielle Energien verhalten, kann man fiir

Ur(t)=U—Uc(t)=1(t) - R (3.4.1)
schreiben. Ebenso gilt
[I(T)dr
_ Q@) _
Uc(t) = o= 0 . (3.4.2)
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75 3.4 RC-Stromkreise

Zusammen erhalten wir die Differentialgleichung

Q(t) - R+ Q) _y (3.4.3)
C
oder
Q(t) + c? (t% g (3.4.4)

mit der Anfangsbedingung Ux(0) = 0 = Q(0).
Zur Losung dieser Differentialgleichung machen wir den Ansatz

Partikulare Losung Q =C - U
Allgemeine Losung Q(t) = C - U - ¢ /(O

Die Losung der Differentialgleichung ist

Q) =U - C(1— e D) (3.4.5)

fiir Ug () ist also
Uc(t) = Qét) = U (1— /) (3.4.6)
e Ur(t)=1(t) - R=Q(t) - R=Ue ¥/(EY (3.4.7)

Laden eines Kondensators

10
UC(x)
8
6
-] Einschalten

0
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008

Abbildung 3.9.: Ladekurven am Kondensator. Die verwendeten Werte sind U =
10V und R - C' = 0.001s.

Die Differentialgleichung fiir das Entladen lautet

Q(t)-R+Qg)

wobei die Anfangsbedingung nun Us(0) = U oder Q(0) = C' - U ist. Die Losung
dieser Differentialgleichung ist

-0 (3.4.8)
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Partikuldare Losung ) =0
Allgemeine Lésung Q(t) = C - U - e~ t/(O)

Damit erhalten wir

Uc(t) = ((;t) =U - e V(B (3.4.9)
und
Ur(t)=1(t) - R=Q(t) - R=—U - ¢ ¥/(EY (3.4.10)

Entladen eines Kondensators
10 T

UCK)

5 FAusschalten -

.10 ] I I I
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008

Abbildung 3.10.: Entladekurven am Kondensator. Die verwendeten Werte sind
U=10V und R - C'=0.001s.

Die Grosse 7 = R - C'ist die Zeitkonstante der Schaltung. In der Zeit 7 steigt Uq
beim Einschalten von 0 auf 63%. Ebenso fallt beim Ausschalten die Spannung in
der Zeit 7 von 100% auf 37% ab.

Eine alternative Ableitung dieser Gleichung verwendet eine Leistungsbetrachtung.
Die Leistung der Joulschen Warme im Widerstand und die zeitliche Anderung der
Energie im Kondensator miissen gleich der von der Batterie gelieferten Leistung
sein.

d [ Q?
] =R -2+ =2 4.11
U ROyl (2 C) (3.411)
oder
dQ . (dQ\* 1 dQ
U o =R (dt) +C Q 7 (3.4.12)
und damit
dQ 1
U=R FRe Q (3.4.13)
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77 3.5 Schaltungen und Bauelemente

3.5. Schaltungen und Bauelemente

Wir kennen bis jetzt zwei Typen von Bauelementen, den Widerstand und den
Kondensator. Beim Widerstand haben wir die Beziehung

1) = U
10 mA ! ! ;
— O0AF} i
-5mA |- .
-10 mA ' ' l
-10 V -5V oV 5V 10 vV
u

Abbildung 3.11.: Kennlinie eines 1000€2-Widerstands.

Abbildung 3.11 zeigt die Kennlinie eines Widerstandes. Neben Widerstdnden und
Kondensatoren gibt es andere passive und aktive Bauelemente. Die Kennlinien
sind meistens nicht linear. Abbildung 3.12 zeigt verschiedene Bauelemente.

#c Z$D { T <$>L

Abbildung 3.12.: Symbole fiir einen Widerstand (Zeichen: R), einen Kondensa-
tor (Zeichen: C), eine Diode (Zeichen: D), einen NPN-Transistor
(Zeichen: T) und eine Lampe (Zeichen: L). Bei der Diode zeigt
der Pfeil von der Anode zur Kathode (mit Querstrich). Beim
Transistor heisst der Anschluss mit Pfeil Emitter, derjenige links
Basis und der Anschluss oben Kollektor. Die Lampe, der Wi-
derstand und der Kondensator sind symmetrische Objekte.

Diese Bauelemente sind sowohl linear wie nichtlinear. Wenn man die genaue phy-
sikalische Funktionsweise eines Bauelementes nicht kennt, dann helfen Kennlinien,
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trotzdem mit dem Bauelement Schaltungen zu berechnen.

Ampéremeter

+ Voltmeter

Abbildung 3.13.: Messung der Kennlinie eines Widerstandes.

Abbildung 3.13 zeigt wie die Messung geht. Die Spannung U wird iiber das Po-
tentiometer Ry, ein gebrauchlicher Name fiir einen veranderbaren Widerstand, an
den zu testenden Widerstand R angeschlossen. Mit einem (idealen) Voltmeter wird
die Spannung Ur am Widerstand R gemessen. Das ideale Amperemeter misst den
Strom durch Ir durch den Widerstand R. Diese beiden Grossen werden denn wie
in Abbildung 3.11 aufgezeichnet.

Ampéremeter

+ Voltmeter
== v

Abbildung 3.14.: Messschaltung zur Bestimmung der Kennlinie einer Diode vom
Typ 1N4148.
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100 mA T T T T T T 100 uA
linke Skala — | |
rechte Skala --- |
80 MA | ; 1 80uA
60 mA |- 5 4 60uA
40mA | foofd 40 uA
20 MA [t ] 20 UA
0A : ~40A
[T i i

-3.0\V25Wv20Ww15w10w05VvV0.0VO05V10V
u

Abbildung 3.15.: Kennlinie einer Diode vom Typ 1N4148 gemessen mit der Schal-
tung nach Abbildung 3.14.

Als Beispiel eines nichtlinearen Bauelementes zeigt Abbildung 3.14 die Messschal-
tung und Abbildung 3.15 die Kennlinie der Diode 1N4148. Fiir positive Span-
nungen U ist die Diode in Durchlassrichtung gepolt. Deshalb sind die Strome bei
kleinen Spannungen sehr gross. In der Sperrrichtung Sind die Strome viel kleiner.
Diese konnen an der rechten Skala abgelesen werden.

3.5.1. Grafische Methode zur Bestimmung von Arbeitspunkten

R1
R2

Voltmeter
- Y ] D

Abbildung 3.16.: Spannungsteiler.

Abbildung 3.16 zeigt einen Spannungsteiler bestehend aus den Widerstdnden R;
und R,. Die Spannung an R; und die Spannung an Ry sind in Serie. Es muss gelten

U=Ug, +Ug, (351)
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Andererseits fliesst der gleiche Strom durch R; und Ry und durch den Ersatzwi-
derstand R = R; + Rs. Also hat man

U U Ugr Ur
[=—= = 2 = ! 3.5.2
R R+ R, Ry R, ( )
und daraus

Ry
Up, = ——U 3.5.3

Ry
Up, = ——— 3.5.4

Die Spannung an der Batterie U ist vorgegeben. Wenn die Spannung Ug, an R,
steigt, muss die Spannung Ug, an Ry um den gleichen Betrag sinken. Wenn Ug, = 0
ist, ist Ug, = U, und umgekehrt. Dies bedeutet, dass

Up, = U — Up, (3.5.5)

ist. Wir konnen also beide Kennlinien in einem Diagramm aufzeichnen.

URr

2

10 V 8V 6V 4V 2V oV
10 mA T T T T

L S
S eeee—

Abbildung 3.17.: Gemeinsame Auftragung der Kennlinien zweier in Reihe ge-
schalteter Widerstande R; = 1kQ und Ry = 4k mit einer
Batteriespannung U = 10V

Die beiden Kennlinien in Abbildung 3.17 schneiden sich bei Ur, = 2V und Ug, =
8V. Nur an diesem Punkt stimmt an beiden Widersténden die Beziechung zwi-
schen Strom und Spannung (Ohmsches Gesetz) und gleichzeitig ist die Summer
der Spannungsabfille gleich der Batteriespannung. Setzt man in Gleichung (3.5.3)
und Gleichung (3.5.4) die Werte fiir U, Ry und Ry ein, erhdlt man das gleiche
Ergebnis. Das Verfahren zur Bestimmung des Arbeitspunktes ist unabhéngig von
der Tatsache, dass Widerstiande lineare Bauelemente sind. Es funktioniert auch
mit Dioden und jeglichen anderen nichtlinearen Bauelementen.
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81 3.5 Schaltungen und Bauelemente

Um grafisch die Spannungsabfalle an zwei in Serie geschalteten
Bauelementen zu bestimmen, tragt man die Kennlinien einmal
mit zunehmender und fiir das andere Bauelement mit abnehmen-
der Spannung tibereinander auf. Der Schnittpunkt ist der gesuch-
te Arbeitspunkt. Die Spannungen an den zwei Bauelementen kon-
nen an der entsprechenden Skala direkt abgelesen werden.

R1

+ Voltmeter
=y oy

Abbildung 3.18.: Serieschaltung einer Diode D mit einem Widerstand R.

10 V 8V 6 V 4v 2V oV
10 MA = . . . .

B MA [ D

N e S —

P57 S N G —

- ; ; ; ; :
oV 2V 4 Vv 6V 8V 10 V
Up

Abbildung 3.19.: Arbeitspunkt einer Diode vom Typ 1N4148 in Serie mit einem
Widerstand R; = 1k (Schaltung nach Abbildung 3.18).

Aus der Abbildung 3.19 liest man ab, dass am Arbeitspunkt der Schaltung nach
Abbildung 3.18 die Spannung Up = 0.376V und an dem Widerstand die Spannung
Ugr, = 9.624V abfallt. Durch beide Bauteile fliesst der Strom I = 9.57mA. Das
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Verfahren nach Abbildung 3.19 ist universell anwendbar.

3.5.2. Transistoren

Ein Transistor hat drei Anschlisse, den Emitter (E), den Kollektor (C) und die
Basis (B). Im Schaltschema ist der Anschluss mit dem Pfeil der Emitter, derjenige
auf der gleichen Seite ohne Pfeile der Kollektor und derjenige auf der anderen Seite
die Basis.

1mA 1mA —= T T
K lg=0.5pA —
I ~lg = 1.0 A
[ lg=1.5pA -
800 uA 800 VA |1’ Ig = 2.0 pA -
i; lg=2.5pA -
I =3.0 pA
Ig = 3.5 pA
600 UA Ig = 4.0 pA —
o / ©
400 uA
200 uA 200 UA [
/ -
0A 0A
400mV 600 mV 800 m\ OV 1V 2V 3V 4V 5V 6V 7V
Use Uce

Abbildung 3.20.: Links: Basis-Emitter-Kennlinie des Transistors BC107, rechts:

Kollektor-Kennlinie des Transistors BC107 mit dem Basisstrom
Ig.

Die Basis-Emitter-Kennlinie in Abbildung 3.20 ist die gewohnliche Diodenkenn-
linie. Die rechte Seite von Abbildung 3.20 zeigt das Kollektor-Kennlinienfeld des
Transistors. Dieses Kennlinienfeld wird manchmal auch das Ausgangskennlinien-
feld genannt. Beim Ausgangaskennlinienfeld wird der Basisstrom Ip als Parameter
verwendet. Die Abbildung 3.20 zeigt die Kennlinien bei festgehaltenem Basuiss-
trom, wobei die Basisstrome von Iz = 0.5uA bis Iy = 4puA in Schritten von 0.5uA
variieren.

Bei vorgegebener Kollektor-Emitter-Spannung Usp kann man so den Ausgangs-
strom am Kollektor bestimmen. Analog kann bei vorgegebenem Kollektorstrom
die Spannung zwischen Emitter und Kollektor als Funktion des Basisstroms abge-
lesen werden. Dies ist wichtig, wenn der Transistor als Schalter verwendet werden
soll.
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Voltmeter

S
(P

Abbildung 3.21.: Schaltung zur Messung des Ausgangskennlinie des Transistors
BC107 mit einem Kollektorwiderstand von 5k(2.

Abbildung 3.22.: Arbeitskennlinie des Transistors BC107 mit einem Kollektorwi-
derstand von 5k€) gemessen mit der Schaltung nach Abbildung
3.21.

Die Abbildung 3.21 zeigt die Schaltung eines Transistorverstarkers. Der Strom in
die Basis Ip steuert den Strom im Kollektor I-.Der Kollektorstrom fliesst durch
den Widerstand R. Die Summe der Spannungsabfille an beiden Bauelementen
muss der Batteriespannung U entsprechen. Wir konnen also analog wie bei der
Diode vorgehen (siehe Abbildung 3.19): Wir zeichnen die Kennlinie des Wider-
standes wie bei der Diode riicklaufig ein. Die Schnittpunkte der Kennlinie des
Widerstandes mit den verschiedenen, basisstromabhingigen Ausgangskennlinien
des Transistors sind die Kurve, die die Storm- oder Spannungsverstarkung angibt.
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5V 1mA
A e T —,,—— <. 800 UA
BV b N —di 4 600 UA
L Lo
O PN ©
- : i :
2V el N 400 UA
1V e 200 uA
oV ' ' ' 0A
0A 1uA 2 UA 3 UA 4 uA

Abbildung 3.23.: Verstidrkung eines Transistors in der Emitterschaltung (Der
Emitter wird sowohl vom Eingang wie vom Ausgang verwen-

det.)

Abbildung 3.23 zeigt sowohl die Kolektor-Emitterspannung Ucg(I5) wie auch den
Kollektorstrom I (Ip). Die Verstirkung ist fir den Basisstrombereich 0.5uA4 <
Ip < 3pA linear. Die Verstarkungswerte sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Stromverstirkung = 0.25214 = 25244 = 2524

A
Spannungsverstiarkung @ =1. 28 6

Tabelle 3.1.: Verstarkungen der Schaltung 3.21.

Wenn das Eingangssignal nicht ein Strom, sondern eine Spannung sein soll, muss
die Spannung mit einem Widerstand in einen Strom umgewandelt werden.
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85 3.5 Schaltungen und Bauelemente

Abbildung 3.24.: Verstarkerschaltung mit BC107.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir die Schaltung nach Abbildung 3.24
besprechen. Wir verwenden die Daten aus Abbildungen 3.22 und 3.23. Der Wider-
stand R, ist der Arbeitswiderstand R aus Abbildung 3.21. Wir hatten immer eine
Spannung von 5V iiber dem Arbeitswiderstand R (oder Ry hier) und dem Transis-
tor. Wir wollen dies beibehalten und gleichzeitig einen Spannungsabfall von 0.2V
iiber R3 haben. Bei unseren vorherigen Berechnungen war Ry = 5k{2. Den Arbeits-
punkt setzen wir in etwa in die Mitte des linearen Bereiches, bei Ip = 2uA und

bei I = 500 A. Damit ist

Uk, 0.2V

= = = 39802 ~ 40012

Ry

Die Grosse des Widerstandes R; finden wir, wenn wir aus Abbildung 3.20 ablesen
Upr(2pnA) =~ 0.5V. Die Spannung tiber R; ist dann 4.5V und wir haben

R, = 1.5V = 2.25MQ)
2uA
Was ist die Funktion von R3? Rj3 stabilisiert die Schaltung gegen Temperaturin-
derungen und setzt gleichzeitig die Verstarkung fest. Wenn namlich die Eingangs-
spannung U, und damit die Basis-Spannung Up steigt, steigt der Basisstrom Ip
und der Kollektorstrom /- und damit die Spannung iiber R3. Dieser Spannungsan-
stieg verringert aber den Anstieg der Basis-Emitter-Spannung, da Ugp = U, — Up,
ist. Die Spannungsverstarkung der Schaltung ist

Ry
A= R, 12
Die Kondensatoren werden so gewéhlt, dass die tiefsten Frequenzen der zu verstér-
kenden Signale noch kaum geschwacht werden. Fiir Signale zwischen 100H z und
4kHz (Telefonbandbreite klassischer Telefone) wiirde man erhalten C; > 0.7pF
und Cy > 320nF. Der so berechnete Wert fiir € ist falsch: wir habe vergessen,
dass auch der Widerstand Basis-Emitter-Diode (grob abgeschétzt aus der Stei-
gung rprp = 1mV/2uA ~ 50082 wechselspannungsmaéssig parallel zu Ry ist. Zu rgg
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ist noch R3 in Serie geschaltet. Die modifizierte Berechnung fiir C'; ergibt dann
Cy > 2nF. (4 kann ohne Probleme 10 bis 100 mal grosser gewéhlt werden.

U Ry Ry Ry Ci (G A
5.2V 2.25M€Q 5k 4002 1pF  330nF 12
Tabelle 3.2.: Dimensionierung der Schaltung nach Abbildung 3.24

Weiterfithrende Informationen finden Sie im Skript Physikalische Elektronik
und Messtechnik [\ar(9].

3.6. Magnetfeld und Lorentzkraft

Versuch zur Vorlesung:
Kraft zweier stromdurchflossener Leiter (Versuchskarte EM-63)

Abbildung 3.25.: Strom in zwei parallelen Leitern. Die Leiter haben die Lange
¢ und sind im Abstand r. Sie sind von den Stromen /; und I
durchflossen.

Wenn in zwei parallelen Stromkreisen Strome fliessen, so gibt es eine Kraft zwischen
den beiden Leitern. VoIl
Fy = const - ———=2 (3.6.1)
T

Die beobachtete Kraft hat die in der Gleichung (3.6.1) angegebene Form. Sie wird
grosser, wenn langere Leiterstiicke parallel sind. Sie nimmt ab, wenn der Abstand
zunimmt. Sie hangt vom Produkt der beiden Strome ab und ist anziehend, wenn
die beiden Strome in die gleiche Richtung fliessen.

Die Kraft F); ist nicht eine elektrostatische Kraft, da eine geer-
dete Metallplatte die Kraft, anders als bei der Coulomb-Kraft,
nicht abschirmt.
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87 3.7 Die magnetische Kraft

Die Kraft Fy; wirkt auf bewegte Ladungen!

Die Kraft F); wirkt auch auf Elektronenstrahlen.

Versuch zur Vorlesung:
Lorentzkraft auf stromdurchflossenen Leiter (Versuchskarte Applet)

3.7. Die magnetische Kraft

(Siehe Tipler, Physik | , pp. 812]) (Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | ,

pp. 91])
Um die Magnetische Kraft zu berechnen gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir zeigen, dass elektrostatische Gesetze auch in bewegten Bezugssystemen
gelten.

2. Wir berechnen mit den Gesetzen der Relativititstheorie die magnetische
Kraft.

3.7.1. Ladungsinvarianz bewegter Bezugssysteme

(Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | , pp. 91])
A Integrationsflache
Leiter
H,
He

Abbildung 3.26.: Metallischer Gastank mit Ausstromoffnung.

Mit zwei Gedankenexperimenten soll geklért werden, ob die Ladung von der Ge-
schwindigkeit abhéngt. Zuerst schliessen wir eine grosse Menge H,-Gas in den
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metallischen Tank ein, entladen ihn, und lassen das Gas ausstromen. Die Ladung
des leeren Tanks ist unmessbar klein. Daraus schliesst man:

4dElektron = —Y4Proton (371)

mit einer Genauigkeit von |qgertron| /N = 10~ g B1ektron.-

Dies folgt aus dem Gaussschen Gesetz Gleichung (2.3.3)

f f E - da =0+ a|gmmmen]| = 610 INQ(H>) + q] (3.7.2)

A

wobei ¢ eine eventuell vor dem Ausstromen vorhandene Ladung, Q(Hs) die Ladung
eines Wasserstoffmolekiils und N die Anzahl der eingeschlossenen Wasserstoffmo-
lekiile ist. a ist die Ungenauigkeit der Ladungsmessung. Aus der Tatsache, dass der
Metallbehélter nach dem Ausstromen im Rahmen der Messgenauigkeit ungeladen
ist, folgt, dass das Hy-Molekiil ungeladen ist.

Der Versuch wird mit He-Gas wiederholt. Das Resultat ist das gleiche. Nun bewe-
gen sich aber die zwei Protonen im He-Atom mit sehr grosser Geschwindigkeit. Das
bedeutet, dass die Ladung des Protons unabhéngig von der Geschwindigkeit ist.
Die Ladung muss insbesondere in jedem Inertialsystem gleich sein. Wir betrachten
zwei Inertialsysteme S und S’

ffE ~ da:;i[E’ . da’ (3.7.3)

A(t)

Diese Gleichung driickt die relativistische Ladungsinvarianz aus. Die Ladungsin-
varianz ist nicht gleich der Ladungserhaltung. So ist zum Beispiel die Energie
erhalten, zwischen zwei Inertialsystemen aber nicht invariant (mgc® # m(v)c?).

3.7.2. Relativistische Berechnung

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , Pp. 94])

®Die Inertialsysteme bewegen sich gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit!
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Inertialsystem S
|

_ > Inertialsystem S’ A
S eeeeecccccccccccccccccce ”egaav ' ee0000000000000000000000 ”6933?’
©00000000000000000000000 o> ©00000000000G0000000000000 i
P ».
r 4z r 2z

E=0 l E i

y y

a q

Abbildung 3.27.: Berechnung der magnetischen Kraft. Links: im Bezugssystem
S und rechts:im Bezugssystem S’; in dem ¢ in Ruhe ist. Beach-
te: wir wissen zwar nicht, wie gross der Strom [ gemessen im
Bezugssystem S im Bezugssystem S’ ist. Die Ladung ist jedoch
invariant.

Den Strom I modellieren wir mit zwei Ketten aus Ladungstrégern, je eine positiv
und negativ geladen. Ihre Linienladungsdichten A sollen so sein, dass die beiden
Ketten neutral sind. Im Ruhesystem S der positiven Ladungen ist

Q
A= — 3.74
o= I, (3.7.4)
Im Inertialsystem S ist wegen der Ladungsinvarianz
A= 3;2 (3.7.5)
Wegen der Langenkontraktion gilt
L() ?J(Z)
L=—=1L — — 3.7.6
Y0 0 c? ( )
Zusammengenommen erhalten wir
A
A= — (3.7.7)
7o

Die gleiche Beziehung kann fiir die negativen Ladungen abgeleitet werden. Das
heisst, wenn in S die Linienladungsdichten der positiven und negativen Ladungen
gleich sind, dann auch in den jeweiligen Ruhesystemen. In den Ruhesystemen ist
die Linienladungsdichte geringer als in bewegten Bezugssystemen. Da die beiden
bewegten Ladungsketten die gleiche Linienladungsdichte im System S haben, ist
E =0.

Im Ruhesystem S, in dem das Teilchen mit der Ladung ¢ in Ruhe ist, sieht die Si-
tuation anders aus. Die Geschwindigkeit der positiven und der negativen Ladungs-
ketten ist unterschiedlich. deshalb sind sie zusammen nicht mehr elektrisch neutral.
Auf die Ladung q wirkt eine elektrostatische Kraft. Da die Relativgeschwindigkeit
der positiven Ladungen zu q kleiner ist als die der negativen Ladungen, liegen in S’
die positiven Ladungen weniger dicht als die negativen®. Die beiden Ladungsketten

In S sind die Ladungsdichten der positiven und negativen Ladungen gleich.
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sind insgesamt negativ geladen. Deshalb wird ¢ angezogen, wenn ¢ > 0 ist. Das
E’-Feld in die z’-Richtung erzeugt in S’ die Kraft

Fl=q-F (3.7.8)

Das E-Feld hingt vom Bezugssystem ab, ist also nicht relativis-
tisch invariant!

Das elektrische Feld einer Linienladung im Abstand r ist

Br)= -

= - 3.7.9
2meg - T ( )

Um das elektrische Feld E" berechnen wir die Geschwindigkeiten v/, und v’ in S’

’ vV — g
IS gy
’ v+ Vg
= — 7.1
v QT (3.7.10)
Mit den tiblichen Abkiirzungen
g =72 (3.7.11)
N
TS AR
bekommen wir
Bo—B
By = = d (3.7.12)
6/ 60 + ﬁ
- 1+ 5o
Mit 7/, = y(v/,) und 7. = y(v") und mit Ay = X' /v, erhalten wir
A
Ny = AL () (3.7.13)
Y0
o= 9L <A>
o
Die Netto-Linienladung in S’ ist dann
/\’—)\’—X—A - 3.7.14
- M+ - = (%r 77> (3.7.14)
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91 3.7 Die magnetische Kraft

Weiter erhalten wir

V=9l = ! ! (3.7.15)
N R gy .
_ 1 - 1
- (255)° 1-(252)
_ 1 — Bofs B 14 Pofs
Ja-a-p)  Ja-8)0-p)
_ —206p8
VA =83)(1-p8?)
= 260877
Also ist
N = —2\3Byy = _2?2””% (3.7.16)

Betrachten wir am Ort der Ladung ¢ das von der Linienladung )\ hervorgerufene
Feld E!. Fur positives A zeigt dieses in die —z’-Richtung. Also ist das elektrische
Feld

: N
Bo= 5 (3.7.17)
_ 2\wuy(v) 1
 2mepc? r

Die Kraft im Ruhesystem S’ des Teilchens ist also

2 1
_ 2¢pvuy(v) 1 (3.7.18)

F/ — . El
=4 2menc? r

T

Wir verwenden die Lorentztransformation der Impulse p; und der Energie €

Py = Da (3.7.19)
¢

iy = o0 (n- )

p/z = D:

¢ = () (€~v-py)

Der Vierervektor (px, Dys Pz C%) transformiert sich wie der Vierervektor (x,y, z, ct).
Die Kraft transformiert sich also wie

dp’ dp.
F, — - @@ FZ 3720
Der Strom in S ist
I =2\ (3.7.21)

Damit bekommen wir
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S A - (3.7.22)

Fry=41"""~
(r) 2meg - 2T

Multipliziert man Gleichung (3.7.22) mit der Dichte der Ladungstriager n (Einheit
[n] = 1/m), so erhdlt man die zu I, proportionale Kraft pro Lange §(r).
n-q-v-1I 1 I - 1 1
- Fr) = LA B 3.7.23
8(r) =n (r) 2meg 2 r 2meg - c2 T ( )
Aus §(r) bekommt man die Kraft auf ein Leiterstiick der Lange ¢

n-l-qg-v-1 1 ILhb-1-/0¢ 1
F(r, I, I, l) =1 - F(r)=n-L- F.(r)= 2meg 2 ';:27%‘0 2 7
3.7.24)

Die magnetische Kraft F}, im Laborsystem S ist die relativistisch
transformierte elektrostatische Kraft auf die Ladung ¢ in deren
Ruhesystem S’. Die magnetische Kraft kann als relativistische Ef-
fekt der elektrostatischen Kraft in einem bewegten Bezugssystem
verstanden werden.

3.7.3. Magnetisches Feld

In der Gleichung Gleichung (3.7.24) konnen wir die Terme sortieren, dass ein
Leiter als Ursache eines Feldes und der Rest als Wirkung dasteht, analog wie beim
elektrischen Feld.

F@Lb%)&.lw-1:< 1§)<I>@ewg

B 2meg - 2 drteg - 2nr
Ho
=-—H(r)2¢ I 3.7.25
M H(r) (20 - 1) (37.25)
Wir haben den Vorfaktor zur Permittivitit des Vakuums zusammengefasst mit
_ b (o] = N A2 (3.7.26)
MO - €0C2 ILLO - B

Der Zahlenwert der Permittivitdt des Vakuums ist im SI-System zur Definition
des Amperes vorgegeben

po =4m - 107" N A2 (3.7.27)
Die Funktion
H(r) = 1 [H(r)] = Am™* (3.7.28)
- 27r N o
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93 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

ist das magnetische Feld. Es hat fiir den Magnetismus die gleiche Funktion wie
das elektrische Feld.

3.8. Eigenschaften des magnetischen Feldes

3.8.1. Eigenschaften der magnetischen Induktion B

(Siehe Leisi, Klassische Physik IT | , pp- 98])

Versuch zur Vorlesung:
Fadenstrahlrohr (Versuchskarte EM-11)

Um nicht immer die Lorentz- Transformation ausrechnen zu miissen , fithren wir die
magnetische Feldstarke oder die magnetische Induktion B ein. Ein magnetisches
Feld lenkt Elektronen ab. Wie wir schon frither gesehen haben, ist eine Bewegung
der Ladungstrager fiir die magnetische Kraft notwendig. Wird das Magnetfeld der
Helmholtzspulen so gedreht, dass es parallel zur Bewegungsrichtung der Elektronen
liegt, verschwindet die Magnetkraft. Das folgende Kraftgesetz

F,=q vxB (3.8.1)

beschreibt die magnetischen Kréfte auf Elektronen. Die Kraft F' heisst Lorentz-
Kraft.

Durch den Vergleich von Gleichung (3.8.1) und Gleichung (3.7.22) kann man fiir
die magnetische Feldstérke einer linienférmigen Stromverteilung schreiben

1 1
B(r)y=—— " - 3.8.2
(r) 2megc? 1 ( )
Die Induktionskonstante
_ (3.8.3)
Mo = £oc? -0.
ermoglicht es Gleichung (3.8.2) kompakter zu schreiben
po 1
B(r)y==—/" - 3.8.4
r=to.! (384
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Laborsystem S

Lyt
\ 4

<

Abbildung 3.28.: Lage der magnetischen Induktion zum Strom und zur Geschwin-
digkeit der Ladung.

Die magnetische Induktion B bildet eine Rechtsschraube um den
Strom [ (Daumen in Stromrichtung, Finger zeigen in die Richtung
der magnetischen Induktion).

Versuch zur Vorlesung:
Magnetische Feldlinien (Versuchskarte EM-50)

Die magnetische Induktion eines geraden, unendlich ausgedehn-
ten Stromes bildet Feldlinien, die kreisformig in einer Ebene senk-
recht zum Strom liegen. Der Mittelpunkt der kreisférmigen Feld-
linien ist der Strom.

Die Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern kann neu berechnet werden.
Mit

Fp =gy vy x By(r) (3.8.5)
wobei ¢, eine Ladung im Leiter 2 ist, und mit n, der Ladungstragerdichte im
Leiter 2, ¢ die betrachtete Lange, Ay der Querschnitt des Leiters und (vy) = |va],
bekommt man

Fy =g (v2) - Bu(r) - mg - £+ Ay (3.8.6)
Der Strom im Leiter 2 ist nun aber
Iy =(v2) ~ g2 " m2 - A (3.8.7)
Damit ist
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95 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Wenn wir Gleichung (3.8.4) einsetzen, bekommen wir

po 20 - Iy - Ip
Fy=——-"= 3.8.9
M= 4r T ( )

Diese Gleichung wird zur Definition der Einheit der magnetischen Induktion im
SI-System verwendet.

Ho —7
— =10""— 8.1
i 0 yE (3.8.10)

Die Einheit der magnetischen Induktion ist

N-s N V-5
C-m Am  m?
Manchmal wird die magnetische Induktion auch als magnetische Flussdichte be-
zeichnet.

Die magnetische Induktion wurde so definiert, dass in Gleichung (3.8.9) alle Fak-
toren bis auf den Strom I und die Lange ¢ durch B(r) symbolisiert werden. Diese
Wahl ist willkiirlich. Wir hatten genau so gut ein Feld durch

Hr) = 27r[r (3.8.12)

[B] =Tesla=T = (3.8.11)

definieren konnen. H heisst magnetisches Feld oder magnetische Feldstirke. Das
magnetische Feld hat die Einheit

=2

Das magnetische Feld H ist unabhangig von der Materie die den
betrachteten Raum erfiillt. Die magnetische Induktion B héngt
vom den Raum fiillenden Material ab.

elektrisches Feld F <« dielektrische Verschiebung D = ey F
magnetisches Feld H < magnetische Induktion B = pupuogH

e Die gesamte Kraft einer bewegten Ladung ¢ in einer beliebigen Ladungs- und
Stromverteilung ist
F=q E+q vxB (3.8.13)

Dies ist das Kraftgesetz der Elektrodynamik

o Das magnetische Feld ist kein fundamentales Feld, sondern eine relativisti-
sche Korrektur zu dem elektrostatischen Feld.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)sv-sa | 95



Elektrische Strome 96

3.8.2. Das Biot-Savart-Gesetz

Die Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter in einem beliebigen Magnetfeld
kann mit dem Gesetz von Biot-Savart berechnet werden.

Abbildung 3.29.: Berechnung der Kraft auf ein Leiterelement.

Der Betrag des Vektors dF', der senkrecht auf d€ und senkrecht auf dB steht, ist
dF =q - (v) - sing - B -n-dl - A (3.8.14)

wobei n die Dichte der Ladungstriager und ¢ der Winkel zwischen B und d# ist.
Mit der Stromdichte ¢ =n - (v) - g erhalten wir

dF =i-A-dl- sing  B=1 dl- sing - B (3.8.15)

Die vektorielle Schreibweise der Biot-Savart-Kraft ist demnach

dF =1 - d¢x B (3.8.16)

Beispiel:

1. Die Kraft fiir eine beliebig geformte geschlossene Leiterschleife in einem ho-
mogenen Magnetfeld ist

F:ff-dﬁxB:]-(fdsz) (3.8.17)

Da das Linienintegral ¢ d€ x B iiber eine geschlossene Schleife null ist (die
positiven und die negativen Anteile heben sich auf) ist F' = 0.

96 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



97

3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

2. Das Drehmoment auf eine Leiterschlaufe in einem homogenen Magnetfeld

kann durch summieren der Kraftanteile auf die vier Segmente berechnet wer-
den.
Link zur Vorlesung:(Elektromotor)

Versuch zur Vorlesung: @

Lorentz-Kraft (Versuchskarte EM046)

o000 AF,

© 000
Eo [oN oamo;
ocop o 4 dF,
[oJNoN olNo]
ocop o <] Irq >
eopo O e
(o]
e Iy | I3
o
a
— Y dF,
= iEZ = Berechnung der Kréfte
Seitenansicht Ansicht von vorne

Abbildung 3.30.: Drehmoment auf eine Leiterschleife im homogenen Magnetfeld

Beziiglich 0 ist die Situation symmetrisch. Die in der Zeichnung vertikalen
Leiterelemente liefern kollineare sich aufhebende Kréfte. Die horizontalen
Segmente ergeben das infinitesimale Drehmoment

dT' = (ri+m3) X dFy + (ry +74) X dFy (3.8.18)
+(T2+'I"3)XdF2—|—(’I"2—|—’I‘4) XdFQ
= 2‘T1XdF1+2'T'2XdF2

In Gleichung (3.8.18) enthalt das Differential die Beitrdge der oberen linken
Seite plus die Beitrage der oberen rechten Seite plus die Beitrage der un-
teren linken Seite plus die Beitrage der unteren rechten Seite. Das gesamte
Drehmoment bekommt man, indem man iiber die halbe Seite a integriert.

a/2 a/2
T:/dT:/(Q"rlxdF1+2"r2><dF2) (3.8.19)
0 0

a/2

a/2
dF dF
:/2-r1><—1d3+/2-r2><—2ds
J ds / ds
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Wenn F'; die Kraft auf die ganze obere Seite ist (und Fy entsprechend fiir
die untere Seite), ist

a/2 a/2
dF IF F
0/2 : rlx—dslds:2 NP O/dslds:Q : 'r1><71:'r1><F1 (3.8.20)

Damit ist
T:T1XF1+T2XF2:2'T1XF1 (3821)

Das Drehmoment T liegt in der Ebene der Leiterschlaufe. Wenn ¢ der Winkel
zwischen der Normalen auf die Ebene der Leiterschlaufe und B ist, gilt mit

Fr=a-1"B:
b . .
T:2§sm¢ -Fi=a-b-1-sing - B (3.8.22)

Wir definieren das magnetische Moment m so, dass es senkrecht auf die
Ebene der Leiterschlaufe steht und dass |m| = Fliche - Strom =a - b - [
ist. Damit ist

T=mxB (3.8.23)

Das Drehmoment auf eine Leiterschlaufe im homogenen Magnetfeld wird in
Drehspulinstrumenten, in Motoren oder bei der Sichtbarmachung von Ma-
gnetfeldern mit Eisenfeilspanen verwendet.

. Die potentielle Energie E, einer um den Winkel ¢ gegeniiber dem Magnet-

feld verdrehten stromdurchflossenen Leiterschlaufe wird berechnet, indem
man von ¢ = 0 ausgeht und die Schlaufe langsam zum Winkel ¢ dreht. Die
Arbeit, um von ¢’ nach ¢’ + d¢’' zu drehen ist

b
dEy; =2 - Fysing' - 3 d¢ =a-b-1-B-sing -d¢  (3.8.24)
Damit erhalten wir

¢
Epr(¢)=a b 1B - /sinqﬁ’-dd:—a'b‘I‘B- (cosp— 1)
0

(3.8.25)
Wenn wir E,,(¢ = 7/2) = 0 wiahlen haben wir

Epy=—-m - B (3.8.26)

Ein weiteres Beispiel einer Kraftwirkung auf Ladungen ist das Barlowsche Rad.

Versuch zur Vorlesung:
Barlowsches Rad (Versuchskarte EM004)

98
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99 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

3.8.3. Das Ampeéresche Durchflutungsgesetz

(Siehe Leisi, Klassische Physik IT | , pp. 104])

Beim unendlich ausgedehnten geraden Leiter war das durch einen Strom I erzeugte
Magnetfeld durch kreisformige Magnetfeldlinien mit der Starke B = 4% I charak-
terisiert, wobei das B-Feld tangential zu den Kreisen liegt. Das Linienintegral
entlang der Feldlinien, also entlang des Kreises .5, ergibt

743 ds “01 f "dp = pol (3.8.27)

Dieses Linienintegral ist unabhéngig von r. Die Behauptung ist, das die obige Glei-
chung, ein einfacher Fall des Ampéreschen Durchflutungsgesetzes, allgemeingiiltig
ist.

Amperesches Durchflutungsgesetz

ng - ds = pg ffz - da (3.8.28)

A(S)

Der Beweis geht in mehreren Schritten:

Eine beliebige Kurve S um einen geraden Leiter

ds' ist die Projektion des Wegldngenelementes ds auf der Kurve S auf die in
der xy-Ebene liegende Projektion der Kurve S’. Es ist

B - ds=B -ds =DB(r) - cosads' =B(r) - r - d¢
da B(r) keine Komponente in die z-Richtung hat. Es ist

B-ds=""71"4s
2w

und damit

7(3- “Ol/m 1ol

S
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Eine beliebige Kurve S”, die den Leiter nicht umschliesst Es ist

27

B A IB IA
]{B-dSZ/B-ds+/B-ds:ﬂL/dgH‘;L/dgb
S’ A B A ﬂ—B

:l;();(¢3_¢A)+/;()7T_]<¢A_¢B):O

Das bedeutet, dass Strome durch Leiter, die nicht vom Integrationsweg S
umschlossen werden, keinen Beitrag zum Integral geben.

Eine beliebige Kurve S um eine beliebige Stromverteilung Wir betrachten
viele Strome [y, die von der Integrationskurve S umschlossen werden. Wegen
der Linearitiat des Problems gilt

§B - ds =X Iy
S k

wobei diejenigen Strome, die mit dem Umlaufsinn von S eine Rechtsschraube
bilden, positiv zu zédhlen sind.

Beispiel:

Ein zylindrischer Leiter mit dem Radius R soll homogen vom Strom I durchflossen
werden. Die Stromdichte ¢ und der Strom I stehen dann betragsméssig wie

I=i(rR?)

in Beziehung. Aus Symmetriegriinden sind die Magnetfeldlinien konzentrische Krei-
se um den Leiter. Wir betrachten einen zum Strom konzentrischen Integrationsweg
s. Ausserhalb des Leiters (r > R) haben wir

ﬁB(r)'ds:27rr-B(r):uoffi'ds:uo ff i ds=po - I

A(s) mR2(Querschnitt)
Innerhalb des Leiters (r < R) gilt
]43() ds = 27 - B(r) ffz da o B
r) - ds=2mr - B(r)= cda=py 1Tt =pgp - cart = pol —
Ho Ho Ho TRZ Ho R
° A(s)
und damit
pol 7
B(r)="——=
(r) 27 R?
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101 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

B-Feld senkrecht zu einem Linienstrom
25 T T "

af
15F [\ o o e

N

05 H e Lo b

aussen

0 g 5 10 15 20

Abbildung 3.31.: Tangentiales Magnetfeld eines ausgedehnten, unendlich langen
Linienstromes.

Mit dem Stokeschen Satz (Gleichung (C.5.1) ) kann man die Integralform des
Ampereschen Gesetzes umschreiben

j{B-ds:ffrotB'da:,ugffi-da (3.8.29)
s A(S)

A(S)

Da diese Gleichungen fiir alle Integrationsflichen A(S) gelten miissen, muss auch
die differentielle Form des Ampereschen Gesetzes gelten

rot B = gt (3.8.30)

Beispiel: homogene Stromverteilung in einem unendlich ausgedehnten Leiter

A A A A

EEEEEEEEEE

o000 0000 0]

o000 0000 0]

v \ 4

Abbildung 3.32.: Magnetfeld einer homogenen Stromverteilung in einer diinnen
Platte. Links: die Geometrie zur Berechnung, Mitte: das Ma-
gnetfeld eines homogenen Stromflusses und Rechts: das Magnet-
feld zweier antiparallel von Strom durchflossener Platten.
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Wir definieren eine lineare Stromdichte

.. I(Ay)
7= lim ————=
Ay—0 Ay

([7]] = A/m). In unserem Falle hiangt 7 und ¢ iiber

i(z,y,2) = j(y, 2)8(z)
zusammen. Das Stromfeld kénnen wir uns als Parallelschaltung vieler linearer Lei-
ter vorstellen. Aus dem Superpositionsprinzip folgt, dass in der z-Richtung

B.=0 (3.8.31)

Das resultierende Feld dieser Superposition muss in der zy-Ebene liegen. Auf den
beiden Seiten senkrecht zur Platte finden sich immer zwei Stromfiden, die die
x-Komponente kompensieren. Wenn wir spater das Amperesche Gesetz auf diese
beiden Seiten anwenden, gibt es keine Komponente von B parallel zur Seite: dieser
Teil des Linienintegrals ist null.

Wir betrachten weiter die Komponenten B, (z) und By(x) des Feldes B im Abstand
x von der Platte. Wir werden zwei Symmetrieoperationen an:

o Wir drehen die Platte um 7w um die z-Achse. Die neue Situation (Stréme) ist
identisch mit der Ursprungssituation. Deshalb muss

und damit

sein.

o Wir drehen die Platte um 7 um die y-Achse und drehen gleichzeitig die
Flussrichtung des Stromes um 3 — —3. Die Situation am Ende ist ununter-
scheidbar von der am Anfang. Also gilt auch

B,(—z) = By(x) und B,(—z) = —By(z)

Mit den beiden Symmetrietiberlegungen folgt:
B.(x)=0 (3.8.32)

Um B, zu bestimmen, nehmen wir an, dass unser Integrationspfad S’ symmetrisch
beziiglich der Platte ist. Das Ampeéresche Gesetz sagt

743 - ds=2B,(x) - b+2 - O:uoffi : da:uo/jdy:uo i b
B A(s)
Das Resultat ist unabhangig von x und homogen im Raum. Die Magnetfeldlinien
sind parallel zur Platte und links und rechts antiparallel (siehe Abbildung 3.32,
Mitte).
B, =" (3.8.33)
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103 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Bei zwei antiparallel von Strom durchflossenen Platten ist das Magnetfeld auf den
Raum zwischen den Platten beschrankt.

B =poj (3.8.34)

Die beiden Gleichungen sind einheitenmaéssig korrekt, da [j] = [ﬂ = A/m ist.
Anwendungsbeispiele: Streifenleiter, Koaxialkabel, Modell fiir eine Spule

3.8.4. Quellenfreiheit

(Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | , pp. 111})
In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass das Magnetfeld quellenfrei ist.

Abbildung 3.33.:  Integrationsfliche zur Analyse der Quellenfreiheit des
Magnetfeldes

Da tiberall auf der Integrationsfliche A gilt: B - da = 0, ist
f B - da=0 (3.8.35)
A

Wir verallgemeinern das Resultat, indem wir einen Zylinder mit beliebiger Grund-
und Deckfliche nehmen. Auf der Grund und Deckfliache gilt das vorherige Argu-

ment, so dass
ffB “da = f B - da

A Mantel

ist.
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Abbildung 3.34.: Integration iiber die Mantelfléche.

An der Mantelfliche gilt mit da = h - ds

B - da = B(r) cos (a—l—;)h ~ds = —B(r)sin(a)h - ds

d
— —B(r) - dr - h=—B(r) - d;dqﬁ “h=—B(r) - r'(¢) - d¢ - h
und damit
[ B “0”77“/@% ol | =0
: =— = — n(r =
27 () 27 0
Mantel 0
Damit gilt auch fiir allgemeine Zylinderflachen
f B - da=0 (3.8.36)

A

Mit diesem Resultat zeigt man, dass dieses Integral fiir beliebige Flachen um einen
Leiter null ist. Schliesslich zeigt man, dass das Resultat auch fiir beliebige Strom-
verteilungen gilt. Mit dem Gaussschen Satz (Gleichung (C.3.1) ) zeigt man

Quellenfreiheit des Magnetfeldes

oéfB'daigfmdev (3.8.37)

oder in differentieller Form

div B =0 (3.8.38)
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Die Quellenfreiheit des magnetischen Feldes bedeutet, dass es keine magnetischen
Ladungen gibt und dass die Feldlinien im Endlichen geschlossen sind.

3.8.5. Das B-Feld einer beliebigen Stromverteilung: das
Vektorpotential A

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 114])

Versuch zur Vorlesung:
Magnetfeld von Leitern (Versuchskarte Em021)

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage 16sen: wie konstruiere ich eine magneti-
sche Induktion B moglichst bequem? Das Rezept stammt aus der Elektrizitétsleh-
re (Siehe Abschnitt 2.5). Dort wurde gezeigt, dass aus einem beliebigen Potential
U(r) durch

E(r)=—grad U(r)
eindeutig ein elektrisches Feld E(r) konstruiert werden kann, das dem Gesetz der

Elektrostatik
rot E(r) =0

geniigt. Grundlage war die Vektoridentitat

rot (grad U(r)) =0

die fiir beliebige Funktionen U(r) gilt (siche Gleichung (C.2.33) ). Es gibt unter den
Rechenregeln fiir Vektorableitungen (siehe Abschnitt C.2.4) eine weiter Identitat
mit dem Nullvektor, ndmlich Gleichung (C.2.34) .

div (rot § =0 Vg

Jedes Magnetfeld muss das Ampéresche Gesetz rot B = ppt und die Quellen-
freiheit div B = 0 erfiillen. Analog zur Poissongleichung Gleichung (2.6.4) soll
auch fiir das Magnetfeld eine Potentialgleichung gelten. Wir miissen also nach
Gleichung (C.2.34) ein beliebiges Vektorfeld A wéhlen und die magnetische In-
duktion B gleich der Rotation von A setzten: dann ist die Divergenzfreiheit von
B gewihrleistet. Mit dem Vektorpotential A

B (z,y,z) = rot A (z,y, 2) (3.8.39)
werden beide Gleichungen erfiillt. Wegen der Vektoridentitéat

div (rot A) =0 (3.8.40)

ist die Quellenfreiheit bei beliebiger Wahl von A garantiert. Mit der zweiten Vekto-
ridentitdt rot (rot A) = grad (div A) — AA bekommen wir aus dem Ampeére-
schen Gesetz

AA — grad (div A) = —pugt (3.8.41)
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Das Vektorpotential A kann immer so gewéahlt werden, dass div A = 0 gilt.

Das Vektorpotential ist nicht eindeutig bestimmt. Nehmen wir an, dass ein Vek-
torpotential mit div A = f # 0 existiert. Dann existiert auch ein Vektorfeld
V = grad ¢ mit

divV = f (3.8.42)
rotV = 0

mit einer eindeutigen Losung, denn die obigen Gleichungen sind formal édquivalent
zur Flektrostatik. Wir definieren ein Vektorpotential

A=A-V
Wegen Gleichung (3.8.43) gilt dann
rot A’=rot A—rot V=rot A

Dies bedeutet, dass das neue Vektorpotential das gleiche B-Feld erzeugt wie das
urspriingliche. Wegen Gleichung (3.8.43) gilt auch

divA =divA—-divV=f—-f=0

Zu jedem Vektorpotential A kann ein Vektorpotential A’ gefunden
werden, so dass div A" = 0 ist.

Das zu einer realen physikalischen Situation gehorende Vektor-
potential A ist nicht eindeutig bestimmt. Die Wahl eines der
zur gleichen Losung von B gehorenden Potentiale nennt man
FEichung.

In der Relativitatstheorie und in der Quantenmechanik rechnet
man bevorzugt mit dem Vektorpotential.

Aus der Gleichung fiir das Vektorpotential einer Stromverteilung

kann man die Umkehrfunktion berechnen und erhélt, analog zur Elektrostatik,
Ho ¢ (r,) /
A = — d .8.44
(r) 47rfff|r—r’! v (3.8.44)
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107 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Aus der Beziehung rot A = B (Siche Landau und Lifschitz, Klassische Feldtheorie
[ , pp. 121]) bekommen wir

B(r) = rot ﬁfff|:(_r2,|d1/’:ﬁrot fff|:(_’“2,|dv’ (3.8.45)

Nun bezieht sich die Rotation nur auf r, nicht aber auf 7’. Deshalb kann sie unter

das Integral gezogen werden.
f f f ( |r . T,|> v’ (3.8.46)

Nun gilt fiir die Rotation eines Produktes (Siehe Bronstein, Taschenbuch der Ma-
thematik [ , pp- 468])

rot UB=Urot B+ grad U x B

Hier ist der Vektor #(7') beziiglich der Rotation eine Konstante, da er nur von
r’ und nicht von r abhéngt. Weiter darf die Ableitung irgend eines Punktes nicht
davon abhéngen dass das Koordinatensystem um einen konstanten Vektor verscho-
ben wurde. Wir rechnen deshalb die Ableitungen in der Rotation, beziehungsweise
im Gradienten, nicht beziiglich r sondern beziiglich des verschobenen Koordina-
tensystems p = r — 1’ aus. Es bleibt also

) = ﬁfff(grad |r_1r| x i(r')) av’
mfff(grad L xi(r’)) av’
-l (( ) x50
ﬁfff i
= b f f f i(’|’;|§pdvp (3.8.47)

Die letzte Zeile ergibt sich, da fiir die Zwecke der Integration r eine Konstante ist.
Auch hier muss das Resultat der Integration unabhéngig davon sein, dass wir das
Koordinatensystem verschoben oder das Vorzeichen gedndert haben. Deshalb darf
man ¢(r') = i(r — r’) = i(p) setzen.

Wir betrachten nun einen infinitesimal dinnen Strom dI epyqn(r') = @ = [ d¥.
€prant 18t ein Einheitsvektor entlang des Drahtes. Da ¢ tiberall null ist ausser auf
dem eindimensionalen Draht, wird aus dem Volumenintegral ein eindimensionales
Integral. Wieder ist es fir die Integration egal, ob wir ¢ von 7’ oder von p abhéngen
lassen.

1 dl
B(r):li(; jé pjp (3.8.48)

Leiter
Diese Gleichung ist bekannt als das Gesetz von Biot-Savart. Mit ihm kann man
das Feld einer beliebigen Leiteranordnung berechnen.
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Auch wenn sie physikalisch keine Bedeutung hat, kann es sinnvoll sein in Zwi-
schenschritten die differentielle Formulierung zu verwenden, namlich die Formel
von Laplace.

ILL()[ . de x P

aB ="
47 p3

(3.8.49)

Achtung: nur die integrale Form hat eine physikalische Bedeutung!
Beispiel:
Wir hatten in Abbildung 3.32 gesehen, dass ein homogener Strom in die +z-

Richtung homogene magnetische Induktionen links und rechts erzeugt. Die Ma-
gnetfelder haben die Form

—By, wenn z < 0;

By (z,y,2) = { Bo,  wemn x> 0. (3.8.50)

Fir z = 0 ist B, nicht definiert.

10

I
-10 -5 0 5 10

Abbildung 3.35.: Darstellung von B in einer (x = const)-Ebene. Die Strom-
Ebene liegt bei x = 0.

Das zu Gleichung (3.8.50) gehorige Vektorpotential ist

A (z,y,2) =0
Ay (z,y,2) =0
A (2,9, 2) :{ Box, firx<O0;

—Byx, firxz > 0. (3.8.51)
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109 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Wieder ist A fur 2 = 0 nicht definiert. Aus B = rot A bekommt man

g _ 04 _ 04, i
dy 0z
B - 04, 0A, | =By, firz<0;
Y 02 Ox "1 By, firxz>0.
0A, O0A
B, ="~ — = =0 3.8.52
ox oy ( )
0 T T
_2 - —
_4 - —
<N
_6 - —
_8 - —
Vektorpotential
_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

X

Abbildung 3.36.: z-Komponente des Vektorpotentials einer unendlichen Strom-
dichte in z-Richtung in der (z = 0)-Ebene.

Beispiel:
Das Vektorpotential
1 polzz
2 m(x2+y2)
- 1 _ polyz
A(T) - 2 7r(9502+y2)
0

ergibt das magnetische Feld fiir einen in der z-Richtung laufenden Strom [
1 Iy
2 7 (z2+y?)

1 Iz
2 7 (@2 +7)

0
In Zylinderkoordinaten (7,0, z) gehort zum Magnetfeld

H(r) =

0
H(r,0,2)=| 11

2 7r

0

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 109



Elektrische Strome 110

das Vektorpotential

=
S
~
I8

N[ =

S O 5

A(r,0,z) =

3.9. Hall-Effekt

(Siehe Tipler, Physik [T'MO4, pp. 831]) (Siehe Leisi, Klassische Physik II [[Lei98,
pp. 126])

Versuch zur Vorlesung:
Halleffekt (Versuchskarte EM023)

$§®$$®$$®$$

@
DOODDODS e & h
an D ®

@e lF qB

Abbildung 3.37.: Hall-Effekt

Wenn Elektronen mit der Geschwindigkeit v durch ein Metall in einem Magnetfeld
mit der magnetischen Induktion B fliessen (in einer Geometrie wie im obigen Bild),
werden sie von der Lorentzkraft

FL:—G"UXB

nach unten abgelenkt. Man kann sich dies klar machen, indem man annimmt, der
gesamte Metallstreifen werde mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Da
der Leiter eine begrenzte Ausdehnung hat, laden sich die Grenzflichen auf. Das
elektrische Feld bewirkt eine Kraft F'p, = eE nach oben auf die Elektronen. Im
Gleichgewicht gilt F'; + Fp = 0, oder

—e v B=—ek (3.9.1)

Eine Einheitsladung, die langsam von A nach B herumgefiihrt wird, erfihrt vom
elektrischen Feld eine Arbeit A - F, so dass diese elektromotorische Kraft als Span-
nung am Voltmeter abgelesen werden kann. Durch Kombination mit der Gleichung
(3.9.1) bekommt man fiir die Hallspannung

UHall =h-v-B (392)
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Die Hallspannung fiir ein einzelnes Teilchen ist unabhangig vom Material. Bei vie-
len Ladungstriagern muss die Geschwindigkeit v durch die Driftgeschwindigkeit (v)
der Ladungstriager ersetzt werden. (v) ist materialabhéngig. Strom I und Driftge-
schwindigkeit (v) héngen tiber

I=q-n-h- b (v)

zusammen. b ist hier die Dicke des Leiters und n die Ladungstrigerdichte.
Die Hallspannung hingt dann wie

I-B
Ubat = ———— 3.9.3
Hall = o ( )
von Strom und Spannung ab. Fiir Elektronen (¢ = —e) erhalten wir dann
I-B
Unan = ——————
e-b-n

Bemerkung: Die Hallspannung kann zur Bestimmung der Ladungstragerkonzen-
tration verwendet werden.

3.10. Die Lorentztransformation der Felder E und B

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 128])

Wir betrachten die Situation im Bild zum Halleffekt (Siehe Abschnitt 3.37), nun
aber vom Ruhesystem der Platte aus. Hier haben die Elektronen keine Geschwin-
digkeit: es gibt keine Lorentzkraft.

12—
S| & -o
Y S A 5 A X —— Yo
N Y AR
E® © 0 © 0 g
© © 0 © 0
+ + + + + + + + + Vo

I
()

Abbildung 3.38.: Bewegte Magnetfelder und elektrische Felder.

Die obige Abbildung zeigt homogene Magnetfelder und elektrische Felder. Sie wer-
den erzeugt, indem zwei parallele Platten positiv beziehungsweise negativ geladen
sind. Wenn die Platten mit der Geschwindigkeit vy bewegt werden ergibt sich auch
ein Magnetfeld.

Das elektrische Feld beider Platten im Bezugssystem S ist

E.=2 (3.10.1)
€0
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wenn o die Ladungsdichte in diesem Bezugssystem ist. Das Magnetfeld ist
. vy T O
Bo=jg j=po 0 V= — 5 (3.10.2)
Ep * C

Die entsprechenden Felder im Bezugssystem S’ miissen nun berechnet werden.

Auch in S’ sind die Platten homo

gen geladen. Also haben wir

E. =— (3.10.3)
€0
und
vy o’
B, =2 3.10.4
=0 (3.10.4)
Wir brauchen die Transformationsgesetze fiir o’ und vq
’ Vo — VU
= — 3.10.5
UO 1 _ v C2UO ( )
o
gp = —
7o
0./
g = -
Yo
02 —1/2
wenn oy das Ruhesystem der Ladungen und v = (1 — C—g) ist. Wir bekommen

! 1_ 2
o =g N _yg UDQ/C (3.10.6)
Y 1 —vf/c?
und damit
1 — 2 /.2
o = o Uo/¢ (3.10.7)
_ Vo —v 2
1 (1 - ) /c
1 —v3/c? Lt
R )
\/(1 — v ”0) — (vg — v)?/c?
1—v3/c?(1— 5%
BN
\/1 — 2050 4 20— g /e — w2/ + 2uup /2
/1 —v3/c? (1—7” ;2”0)
= 0o
\/1—1)(2)/1)2 ' \/1—112/02
vV Yo
-0 (1_ c? )
Mit
o Vg — U
Vo = 1 — U;2UO
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113 3.10 Die Lorentz-Transformation der Felder E und B

berechnet man

c
_ <1 (VN vo> Vg — VU
= 0 7 CQ 1 _ v ;2110
= 07 (vy—v) (3.10.8)
Damit ist .
E;:U:7<U_m} Zv()) =~(E,—v - By) (3.10.9)
€0 €0 EpC
und , .
vy o o o v
g Y7 _ ( 0 ) _ (Bm _ E) 3.10.10
T gy c? K £0C? £0C? 7 c? ( )

Damit sind die transversalen Felder B! und E’ in S’ Linearkombinationen der
Felder B, und E, in S.

Die Transformationseigenschaften von B, und E, erhélt man, indem man die obige
Anordnung um 7/2 um die y-Achse dreht. Dann gehen

E. — E, (3.10.11)
B, — -—-B,
(3.10.12)

iiber. Die Transformationsgleichungen sind dann

E!. = ~(E.+v - B,) (3.10.13)
c
(3.10.14)

+ >
z £
+ s>V z £
L (B
v > |\>00®®00®®00 ®© 0 0600
K | s ———By
e NLI y > ’
> y y
G |+ , 10 BRI IIRIBRRIRRRR y
+ =

Abbildung 3.39.: Lorentztransformation von E und B.

Skizze zur Transformation eines longitudinale E-Feldes (links) und des B-Feldes
(rechts).

Die Transformation des longitudinalen E-Feldes ergibt sich aus der Erkenntnis,
dass transversal zur Geschwindigkeit keine Langenkontraktion auftritt und dass
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das Elektrische Feld eines Plattenkondensators’ nicht vom Plattenabstand ab-
hangt. Also ist

B, = 2 (3.10.15)
€0
0./

g =2

y o

c = o

Also ist auch
E = E, (3.10.16)

Die Transformationseigenschaften des Magnetfeldes konnen mit der in der obigen
Abbildung rechts angedeuteten Spule berechnet werden. Das Magnetfeld in der
Spule ist

(3.10.17)

By = po i3

wobei N die Anzahl Windungen und L die Lange der Spule ist. Wir machen dabei
die Annahme, dass die Spule sehr lang im Vergleich zum Durchmesser sei. Mit
1= Q ist

~ NdQ
y = MOZE
Die Anzahl Windungen N und die Ladung sind relativistisch invariant. Das trans-
formierte Feld ist dann

B (3.10.18)

N dQ
L' dt
Mit der Langenkontraktion L' = L und der Zeitdilatation dt’ = dt/~ folgt, dass
sich die relativistischen Effekte kompensieren und damit

B =B

Yy )

B, = (3.10.19)

(3.10.20)

ist.

Bei einer Bewegung in die y-Richtung mit v = (0,v,,0) (y =
1/ /1 —v2/c?) werden die elektrischen und magnetische Indukti-

on wie

E. =~(vy) (E; 4+ vy, - B.) (3.10.21)
E =E,

E.=(vy) (B, — v, - By)

B, = (vy) <Bw - Z;’E>

B, = B,

U,
B; = ’V(Uy) <Bz + C;/ET)

transformiert.

“oder jeder anderen Anordnung von zwei parallelen, homogenen Flichenladungen
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115 3.11 Zusammenfassung: Stréme

Im Vakuum gilt B = poH = EO% Die Lorentztransformation fiir elektrische und
magnetische Felder ist dann

E. = y(v,) (E + Ugl - H) (3.10.22)
2 e

E:; = by )

E = v(vy) ( z Zgg()%)

Hy = 7(vy) (Hy — vys0E)

Hll/ = H,

3.11. Zusammenfassung: Strome

Makroskopischer Strom Gleichung (3.0.1)

AQ
=3

Flache

Mittlere Geschwindigkeit der Ladungstrager Gleichung (3.1.5)
1
(v) = > n; - vy
J

Stromdichte Vektorfeld Gleichung (3.1.6)

i = ng (v)
Gesamtstrom Gleichung (3.1.8)
[(F)= / i - da
F

Strom bei mehreren Ladungstriagern Gleichung (3.1.9)

i= g (Vi)

k

Kontinuitatsgleichung Integralform Gleichung (3.1.15)

. . 0
/z da = / div 2dV = /apeldv
v v

A
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Differentialform Gleichung (3.1.16)

div i (x,t) = —gpel (x,t)

ot
Ohmsches Gesetz lokal Gleichung (3.2.2)
i(E)=0cFE
integral Gleichung (3.2.4)
I=G-U

Stromdichte und Relaxationszeit Gleichung (3.2.12)

2 2
) 47
= E=n"—FE
1 n TlM

Leitfahigkeit und Relaxationszeit Gleichung (3.2.13)

Potential und Leitfahigkeit Gleichung (3.2.21)

div [0 (v,y,2) grad U (z,y,2)] =0

Leistung und Strom Gleichung (3.3.8)

U2
P=R -I’=—
R

Magnetische Kraft zweier paralleler Leiter Gleichung (3.6.1)
€ : Il : [2

r

Fy; = const -

Magnetische Kraft auf eine sich parallel zu einem Strom bewegende Ladung

Gleichung (3.7.22)
q-v- I 1

F, =
(r) 2meg - 2T

Lorentz-Kraft Gleichung (3.8.1)

F;,=quvxB

Induktionskonstante Gleichung (3.8.3)

Magnetfeld eines geraden Leiters mit dem Strom / Gleichung (3.8.4)

o I

2T

B(r)
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117 3.11 Zusammenfassung: Stréme

Kraftgesetz der Elektrodynamik Gleichung (3.8.13)
F=q E+q vxB
Biot-Savart-Kraft Gleichung (3.8.16)

dF =1 -d¢é x B

Ampéresches Durchflutungsgesetz, Integralform Gleichung (3.8.28)

%B-ds:uoffi-da
S

A(S)
Ampeéresches Durchflutungsgesetz, differentielle Form Gleichung (3.8.30)

rot B = gt

Quellenfreiheit von B, Integralform Gleichung (3.8.37)
o= [[Bda= [[[ avBav
A V(A)

Quellenfreiheit von B, differentielle Form Gleichung (3.8.38)

div B=20

Ampeéresches Durchflutungsgesetz und Quellenfreiheit( Vektorpotential)
Gleichung (3.8.43)
AA (‘Tv Y, Z) = _MOZ (I, Y, Z)

Berechnung des Vektorpotentials Gleichung (3.8.44)

am =2 [ff e

Integralform der Formel von Laplace Gleichung (3.8.48)

I g de
R B

T An P>

Leiter

Hall-Spannung Gleichung (3.9.3)
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Lorentztransformation der Felder Gleichung (3.10.21)

El
E,
El
Bl
B,
Bl

’Y(Uy) (E. + Uy - B.)

Y

(vy) (B> — vy - By)
1(v) (B~ E.)

Y (Bz + U;’Eg,->
C

= &

S/

Lorentztransformation der Felder Gleichung (3.10.22)

118
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4. Elektrodynamik: zeitlich
veranderliche Magnetfelder und
magnetische Induktionen

Das allgemeine Kraftgesetz fiir statische Felder lautet
F=q vxB+q- E (4.0.1)

Bei zeitlich sich &ndernden Feldern kommen neue Effekte hinzu, der Verschiebungs-
strom und die Induktion.

4.1. Das Faradaysche Induktionsgesetz

4.1.1. Eine bewegte Leiterschleife in einem stationaren B-Feld

0.0.0.0.0.0 .0 0

© 0 00000 0|6
OO OO0 060 0 0P
GO OO OO0 06 oP

Abbildung 4.1.: Induktion eines Stromes in einer in einer inhomogenen magne-
tischen Induktion bewegten Leiterschlaufe.

Wir bewegen eine Leiterschlaufe mit der Geschwindigkeit v aus dem begrenzten
Gebiet mit einer homogenen magnetischen Induktion heraus. Auf die beweglichen
Ladungstrager, hier positiv angenommen, wirkt die Lorentzkraft F';. Auf den hori-
zontalen Teilen der Leiterschlaufe kennen wir den Effekt: eine Hallspannung (Siehe
Abschnitt 3.37) auf. Im vertikalen Teil im Magnetfeld bewirkt die Hallspannung ei-
ne Beschleunigung der Ladungstrager. Nach der Definition der elektromotorischen
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Kraft (Siehe Gleichung (3.3.9)) haben wir

Py
1 1 1 1
Uy =~ §F ~ds =~ Fy ~ds=— [Fy ~ds=—(¢ v B) ~b=v- B
do do (JOP1 do
(4.1.1)
Hat die Drahtschlaufe den Widerstand R, so fliesst der Strom
Uemri
I = 4.1.2
: (412

Versuch zur Vorlesung:
Induktion (Versuchskarte EM025)

Versuch zur Vorlesung:
Induktion im Erdfeld (Versuchskarte EM027)

4.1.2. Der magnetische Fluss

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 138]) (Siehe Tipler, Physik | )
pp. 876])
Im Zusammenhang mit den elektrischen Feldern E hatten wir den elektrischen
Fluss ¢ (Siehe Abschnitt 2.3) eingefiihrt. Hier bewegen wir die Leiterschlaufe mit
der Geschwindigkeit v, wir &ndern damit die vom Magnetfeld durchflossene Fléche
A um die Grosse da = —dfl - b. Da die Geschwindigkeit v = df/dt ist, kénnen wir
auch schreiben

al da . B da

UEMK:UBb:%bB:—aB—— dt

(4.1.3)

schreiben. Wir definieren den

magnetischen Fluss

¢ JB[B - da (4.1.4)

durch die von der geschlossenen Kurve S berandete Flache A

Damit ist die induzierte EMK

d d

A(S)

Sie wird durch den zeitlich sich &ndernden Fluss erzeugt.
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121 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Die Einheit des magnetischen Flusses ist Weber.
1 Weber =1 Wb=1T - m? (4.1.6)

Das Minuszeichen in den Gleichungen fiir den magnetischen Fluss rithrt daher, dass
eine Geschwindigkeit in die positive z-Richtung eine Verkleinerung der Fliache A
bewirkt.

Das durch den Strom erzeugte Magnetfeld ist so gerichtet, dass die Bewegung der
Spule gebremst wird. Dieses Verhalten wird in der Lenzschen Regel zusammenge-
fasst:

Die Induktionsspannung und der Strom, den sie bewirkt, sind
stets so gerichtet, dass sie der Ursache entgegenwirken.

|oo

Abbildung 4.2.: Vergleich eines Stabmagneten mit einer Spule. Der magnetische
Nordpol ist iiblicherweise rot, der Stidpol griin markiert.

Eine Spule erzeugt ein axiales Magnetfeld. Die Richtung des Magnetfeldes wird
mit der Rechten Hand-Regel aus der Stromrichtung abgeleitet. Ein Stabmagnet
erzeugt ein gleiches Magnetfeld wie eine Spule.

Die Nord- und Stdpole der Magnete sind so definiert: Die B-
Feldlinien laufen vom Nordpol zum Stidpol. Der Nordpol ist rot
markiert, der Siidpol griin.

Abbildung 4.3.: Induzierte Spannung
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Bewegt man einen Magneten mit der Geschwindigkeit v von einem Stabmagneten
weg, so bewirkt die Lorentzkraft einen Strom I, der ein Magnetfeld B;,4 induziert.
Dieses Magnetfeld ist so gerichtet, dass es gleichsinnig wie das Magnetfeld des
Stabes ist. Der Metallring wird also vom Stabmagneten angezogen und in seiner
Bewegung nach rechts gebremst (Lenzsche Regel).

B zunehmend B abnehmend

|, induziert I, induziert

R R
<

<
l; zunehmend |; abnehmend

Abbildung 4.4.: Vorzeichen des Magnetfeldes und der induzierten Spannung beim
Ein- und Ausschalten.

Hier wird ein Magnetfeld eingeschaltet. Die Richtung der Feldlinien wird durch die
Rechte-Hand-Regel bestimmt. Ein zeitlich zunehmendes Magnetfeld in der rechten
Spule ist dquivalent zu einer Bewegung der rechten Spule im inhomogenen Feld
(links intensiver als rechts) nach links. Dabei zeigt die relevante Feldkomponente
nach aussen. Aus der Rechten Hand-Regel ergibt sich die angegebene Stromrich-
tung. Nach dem Ausschalten des erregenden Stromes nimmt die Intensitdt des
Magnetfeldes ab. Dies ist dquivalent zu einer Bewegung der rechten Spule nach
rechts, bei gleichbleibender Richtung des Magnetfeldes. Entsprechend dreht sich
die Richtung des Stromes um.

Ry

Abbildung 4.5.: Selbstinduktion

Wenn eine Spule von einem Strom durchflossen ist, wird dadurch ein Magnetfeld
erzeugt. Wenn nun der Strom durch die Spule gedndert wird, wird eine Span-
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123 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

nung induziert, die wie im vorigen Falle so gerichtet ist, dass sie der Anderung
des Magnetfeldes entgegenwirkt, so also auch der Anderung des durch die Spule
fliessenden Stromes. Im besonderen Falle, dass der Strom abgeschaltet wird, dass
also der Widerstand im Stromkreis um viele Grossenordnungen steigt, bildet sich
eine sehr hohe Spannung.

Anwendungen

o Zundspule bei Benzinmotoren
e Erzeugung der Beschleunigungsspannung in Fernsehrohren

o Teslatransformator, siche auch Versuch zur Vorlesung:

Tesla-Transformator (Versuchskarte EM064)

4.1.3. Induktionsgesetz von Faraday, Integral- und
Differentialform

Wir betrachten die Situation in der Abbildung 4.1 im Ruhesystem S’ der Schleife.
Im Laborsystem .S ist das Magnetfeld

B = (0,0, B,)

in die z-Richtung gerichtet. Die Geschwindigkeit zeigt in die y-Richtung. Mit der-
Lorentztransformation (Siehe Gleichung (3.10.21)) berechnen wir die Felder im
System S’. Wir erhalten

B = (0,0,B,) =(0,0,7(vy) - B.) (4.1.7)
E'" =(E.,0,0) = (v - 7y(v,) - B.,0,0)
= (Uy ' B;’O? O)

Die Leiterschleife ist im System S’ in Ruhe. Also muss die EMK durch das elek-
trische Feld erzeugt werden.

Die Flussanderung ist
ddlg = =B, - v, - b - dt’ (4.1.9)

Somit lauten das Induktionsgesetz und das Ohmsche Gesetz

ol
Upux = _Tt? (4.1.10)
Somit gilt fir die EMK die Transformation

Upmk = 7(0)Usmk (4.1.11)
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Die Gleichungen (4.1.11) gelten in jedem Falle. Wenn v < ¢ ist, kann man die Un-
terschiede im Strom [, in der EMK Ugjp i und im Magnetfeld B vernachlassigen.

Die Transformationseigenschaften zeigen, dass das Induktionsgesetz auch bei sta-
tiondren Leiterschleifen und zeitlich &ndernden Magnetfeldern gelten muss (wir
begeben uns in das System S’). Die Wirkungen der Felder B und E sind unab-
héngig von ihrer Entstehung.

Versuch zur Vorlesung:
Magnetische Induktion (Versuchskarte EM051)

Fiir einen beliebig geformten ruhenden Leiter (gegeben durch die Kurve S) in
einem zeitlich andernden Magnetfeld gilt fiir die EMK

d
A(S)

Da der Leiter in Ruhe ist, muss die EMK durch ein elektrisches Feld erzeugt sein.
S

und damit

SfE-ds:—iffB-da (4.1.14)

A(S)

Bei einer bewegten Leiterschlaufe kann der magnetische Fluss sich éndern,
a) weil sich der Fluss mit der Zeit dndert und/oder
b) weil sich die Berandung bewegt, sich ihr Ort also &ndert.

Fiir eine bewegte Leiterschlaufe muss das elektrische Feld E’ im bewegten Bezugs-
system und die magnetische Induktion B im Laborsystem berechnet werden| ,
p. 210]. ds’ ist das Linienelement im Ruhesystem, in dem E’ gemessen wird. Wir
erhalten

d
j{E’ . ds' = _dtffB . da (4.1.15)
S A(S)

Mit der Gleichung(C.2.44) fir die Beziehung zwischen zeitlichen Ableitungen in
Ruhesystemen und mitgefithrten Systemen und dem Satz von Stokes (Siehe Glei-
chung (C.5.1)) erhalten wir
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d
U/EMK:%E/'dS/:—dtffB‘da
s A(S)

ff [B—i—rot(va)] -~ da

ff{?tB d“" (BX”) - ds’ (4.1.16)

Dies kann auch so geschrieben werden:

f[E’%— (B xv)] - ds' = —ffgtB -~ da (4.1.17)
S A(S)
Wenn man sich nach Jackson | , p. 212] alternativ vorstellt, dass der Weg S

zu einem Zeitpunkt fix im Raum ist, gilt auch

7415 ds = — ffaB da (4.1.18)

A(S)
Deshalb erhalten wir fiir das elektrische Feld E im Laborsystem

%[EHL(B x v)] - ds' = ]{E - ds (4.1.19)
S

Bei kleinen Geschwindigkeiten ist ds = ds’.
Damit ist

E +(Bxv)=E=FE =(vxB)+E (4.1.20)

Weiter kann man daraus die Lorentzkraft ablesen:

F,~F,=qFE =q(E+v x B) (4.1.21)

Zuriick zum Faradayschen Induktionsgesetz: Mit Gleichung (4.1.20) kann in Glei-
chung (4.1.17) E' eliminiert werden. Das universelle Induktionsgesetz von Faraday
lautet

0
jéE-ds—ffatB-da (4.1.22)
5 A(S)
Mit dem Satz von Stokes (Siehe Gleichung (C.5.1)) erhélt man

B
]{E-ds:ff rotE'da:—ffaat'da (4.1.23)
S(t) A(S(t) A(S(t)
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Fiir zeitunabhéingige Berandungen A(S) darf man Ableitung und Integral nicht
vertauschen. Das Induktionsgesetz lautet dann

fE-ds:—dffB‘da
J dt

A(S)

Da diese Integralgleichung fiir beliebige Kurven S gelten muss, also auch fiir in-
finitesimal kleine, erhalten wir die differentielle Form des Faradayschen Indukti-
onsgesetzes

t E = —— 4.1.24
ro 5 ( )

Bei der Ableitung des Faradayschen Induktionsgesetzes haben wir von der Klein-
heit der Geschwindigkeiten Gebrauch gemacht, explizit und implizit. Eine relati-
vistisch korrekte Rechnung fiihrt auf die gleichen Ergebnisse.

4.1.4. Wirbelstrome

Versuch zur Vorlesung:
Fallrohre (Versuchskarte EM057)

® ® \ S
+

X ] Metall
® ®

Abbildung 4.6.: Wirbelstréme in Metallen

Wenn sich ein Metallstiick in einem inhomogenen Magnetfeld befindet, dann muss
fiir jede Bahnkurve S das Faradaysche Induktionsgesetz gelten. Da der Leiter einen
spezifischen Widerstand p,; hat, fliesst bei einer Anderung des Flusses durch S,
zum Beispiel, indem man den Leiter bewegt, ein durch die induzierte Spannung
getriebener Strom. Die Richtung des Stromes ist so, dass er sich einer Anderung
des magnetischen Flusses widersetzt. Bei einem perfekten Leiter, miissten enorm
grosse Krafte aufgebracht werden, um das Metallstiick mit einer minimalen Ge-
schwindigkeit bewegen zu konnen. Durch die Dissipation im Ohmschen Leiter wird
der induzierte Strom geschwécht, so dass die der Bewegung entgegengesetzte Kraft
umso kleiner ist, je schlechter die Leitfahigkeit des Metalls ist.
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Um die Grossenordnung des Wirbelstromes abzuschétzen betrachten wir lokal ein
Stiick Metall das mit der Geschwindigkeit v, durch eine magnetische Induktion in
die x- Richtung, B,, gezogen wird. Wir betrachten die Felder im Ruhesystem der
Platte. Aus den Lorentz-Transformationen erhalten wir

o ~ —v,B
c - v2/c? !
B,
Bl =2 ~B, (4.1.25)

c - v2/c?
da v?/c* < 1 ist. Lokal gilt der Zusammenhang
t=0FE (4.1.26)

Weiter konnen wir aus P = I U mit i = [ /A und E! = U/d und der Bezeichnung
fiir das Volumen V' = Ad schreiben

L =0 _E = oE”? (4.1.27)

Andererseits hiangt die dissipierte Leistung pro Volumen von der Volumenkraft Fy
und der Geschwindigkeit v, ab.

Py=Fy - v,=0E?=0(v,B.)" =0 (v,B,)’ (4.1.28)
Die Volumenkraft ist also
Fy = ov,B? (4.1.29)

Die Berechnung wurde anhand eines unendlich ausgedehnten Leiters in einem Ma-
gnetfeld gemacht. Endliche Leiter und endliche Magnetfelder bewirken, dass der
Effekt nur an den Grenzen vorhanden ist.

mit Magnetfeld ohne Magnetfeld
m
=4
218 Leiter
B ®
& v
S AN

Abbildung 4.7.: Bewegung eines Leiters aus einem Magnetfeld.
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Im Ruhesystem des Leiters bewirkt das elektrische Feld eine Bewegung der La-
dungstriger an die Seiten des Leiters (analog wie beim Halleffekt). Dadurch wird
ein Gegenfeld aufgebaut, bis die Bewegung der Ladungstrager zum Erliegen kommt
(Siehe Abbildung 4.7, linke Seite). Wenn der Leiter den Bereich des Magnetfeldes
verlasst (wir nehmen eine scharfe Grenze an, dann gleichen sich die Ladungen aus.
Die Strome erzeugen wegen der endlichen Leitfahigkeit o eine Warmeleistung, das
heisst es gibt eine Gegenkraft. Kondensatoren werden exponentiell entladen, so
dass die Wirkung des dndernden Feldes lokal begrenzt ist. Auf der anderen Seite
des Magnetfeldes tauchen die gleichen Effekte auf, aber beim Laden des Kondensa-
tors. Auch dort nimmt der Strom exponentiell ab beim Entfernen von der Grenze.
Warum heisst es dann doch Wirbelstrome? Wir haben einen Stromkreis, bei dem
die magnetische Induktion die elektromotorische Kraft bewirkt (wie beim van de
Graaff-Generator). Wéhrend im Ruhesystem des Leiters die Effekte durch das elek-
trische Feld erklart werden, miissen sie im Laborsystem mit Flussanderung und
magnetischer Induktion beschrieben werden.

In Transformatoren ist die magnetische Induktion parallel zum Eisen, die Wirbel-
strome transversal dazu. Die Wirbelstrome konnen vermindert werden, indem das
Metall geschlitzt wird oder in Lagen mit Isolatoren dazwischen gebiindelt wird.

Anwendungen

Wirbelstrombremse beim ICE

Retarder in LKWs

Déampfung von Schwingungen in Rastertunnelmikroskopen

In Transformatoren und Motoren verwendet man geschlitzte Bleche

. .
Beispielswerte
Cu Al Fe Ti Gd
B/T — 0.1 1 0.1 1 0.1 1 0.1 1 0.1 1
v/m
0.01 58 -10°° | 5.8 10 ° | 3.7-10° | 3.7- 105 | 0.00001 | 0.001 | 2.56 - 10~ ° | 0.000256 | 7.40 - 10—/ | 0.000074
0.1 58 102 | 58 -10 2 | 3.7 10 % | 3.7-10 2 0.0001 0.01 0.0000256 0.00256 7.40 - 10°° 0.00074
1 58 - 10 > | 58 -10 ' | 3.7 10 ° 0.37 0.001 0.1 0.000256 0.0256 0.000074 0.0074
10 5.8 - 10 2 5.8 3.7 - 10 2 3.7 0.01 1. 0.00256 0.256 0.00074 0.074

Tabelle 4.1.: Wirbelstromkrafte von Magneten mit 0.1 T und 1 T auf Platten mit
der Geschwindigkeit v aus verschiedenen Materialien.

4.1.5. Unendlich lange Spule

Eine unendlich lange Spule kann man sich aus kreisférmigen Leitern zusammen-
gesetzt denken.
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Abbildung 4.8.: Die magnetische Induktion am Punkt 0 auf der z-Achse kann
berechnet werden, indem mit Gleichung (3.8.49) die magnetische
Induktion eines Rings mit der Stromdichte I - n - dz berechnet
wird und dann iiber alle Ringstrome addiert wird.

Wir berechnen zuerst die magnetische Induktion eines Kreisringes mit dem Radius
r im Abstand z vom Nullpunkt (7' = (z,y, 2)) am Nullpunkt (r = (0,0,0)). Aus-
gehend von Gleichung (3.8.49) schreiben wir fiir einen Kreisring auf der Position
z mit dem Radius r fir p.

p:r—r’:(—x, - Y, _Z>

Da r konstant ist, schreiben wir x und y als Funktion des Winkels ¢

P = (_T COS(gb), - TSin(¢)7 - Z)
Der Strom [ soll im Gegenuhrzeigersinn umlaufen, also in positiver Richtung. Ein
Langenelement entlang des Kreisringes ist

dl
4l = (=y,2,0) = = (= sin(9), cos(6), ) rds
Das Vektorprodukt d€ x p ergibt

de x p = (—7’ zcos(¢), —r zsin(¢), 7"2) do
Mit dem Strom pro Windung I wird die magnetische Induktion am Punkte (0, 0, 0)

ol 2T 1l x p
B:—%
4 p3

0
Die - und die y-Komponenten von d€ x p enthalten eine Winkelfunktion zur ersten
Potenz und ergeben bei einer Integration von 0 nach 27 null. Die z-Komponente
der magnetischen Induktion ist

2w

I 2d Ir?
&:m/ rdp ___ plr (4.1.30)
A7 (r? + 22) / 2 (r2 + 22) /

0
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Die magnetische Induktion einer unendlich langen Spule bekommt man, indem
wir den Strom [ durch das Produkt aus Strom I, der Windungszahl pro Lange
(Windungsdichte) n und dem Léngenelement dz ersetzen und integrieren.

polnridz
2(r2 + 22)3/ 2
Wird die unendlich lange Spule bei z = 0 geteilt, tragen beide Spulenhélften

gleichviel zur magnetischen Induktion bei z = 0 bei. Wird nun eine Hélfte entfernt,
so ist die magnetische Induktion auf der Spulenachse

B.(0) = /

= poln (4.1.31)

B.(0 I
B.(Endfliche) = 2< ) _ “02” (4.1.32)
Endlich lange Spulen der Lénge ¢ > r verhalten sich wie unendlich lange Spulen.

Wenn sich auf der Linge ¢ N Windungen befinden, haben wir

N
B, (innen) = “071 (4.1.33)

4.1.6. Transformator

Der magnetische Fluss in einer Spule entsteht durch Strome in dieser Spule selber,
oder in anderen Spulen. Nach dem Gesetz von Laplace oder Biot-Savart (Siehe
Gleichung (3.8.49)) ist die magnetische Induktion proportional zum Strom. Somit
ist auch der Fluss ¢p proportional zum Strom. Diese Proportionalitiat wird mit

¢pp=1L" 1T (4.1.34)

ausgedriickt, wobei L die Selbstinduktivitdt der Spule ist.
Die Einheit der Induktivitat ist

1 H=1Henry=1Wb/A=1Tm*/A

In den meisten Fallen ist es schwierig, die Selbstinduktivitat einer Schaltung zu
berechnen. Fir eine lange, dicht gewickelte Spule ergibt Gleichung (4.1.33) die
magnetische Induktion
N

B = ”071 (4.1.35)
Dabei ist N = n - £ die Anzahl Windungen auf der Lange ¢. Die magnetische
Induktion B hangt von der Dichte der Windungen ab, nicht aber von der Léange
der Spule. Hat die Spule den Querschnitt A, so ist der Fluss

N2
¢p=N - B - A= MOTI - A= pon* ALl (4.1.36)

Damit ist die Induktivitidt der Spule

N2
L= gb]B = MOTA = pon? Al (4.1.37)
Die magnetische Permeabilitat o kann also auch als
H
fo = 4 - 107y (4.1.38)
m
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Die Anderung der Stromstérke bedingt eine Anderung des magnetischen Flusses.

dep  d(LI) dI

— = = 4.1.
dt dt dt (4.1.39)
Somit wird mit Gleichung (4.1.5)
dop dI
- _ = I 4.1.4
v dt dt ( 0)

Mit dieser Gleichung wird die Funktionsweise des Funkeninduktors klar.

Versuch zur Vorlesung:
Funkeninduktor (Versuchskarte EM017)

Abbildung 4.9.: Zwei gekoppelte Stromkreise

Der magnetische Fluss am Punkt P, hingt sowohl vom Strom [, wie auch vom
Strom I; ab:

¢p(P2) = Lo - Iy + Mz - Ih (4.1.41)

Ebenso hangt der magnetische Fluss am Punkt P, von beiden Stromen ab

¢p(P1) =Li - I + Moy - I (4.1.42)

Neben der Selbstinduktivitdat L; miissen bei realen Systemen auch die Gegeninduk-
tivitaten M;; beriicksichtigt werden. Wie bei den Induktivitaten hangt auch bei
den Gegeninduktivititen die Grosse allein von der Geometrie ab.
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N1 Windungen

Abbildung 4.10.: Symbolische Darstellung eines Transformators

Im allgemeinen ist es schwierig, die Gegeninduktivitdten zu berechnen. Bei zwei
ineinander gewickelten Spulen, einem Beispiel fiir einen Transformator, gelingt
dies. Wir wollen das Beispiel verwenden, um zu zeigen, dass M5 = My, ist. Durch
die Spule 1 (Lénge ¢, Radius r1, Windungsdichte n; = N;/¢) fliesst der Strom I,
durch die zweite Spule 2 (Lange ¢, Radius 75, Windungsdichte ny = Ny/¢) soll der
Strom I fliessen. Da wir lange Spulen betrachten, ist das Magnetfeld im Inneren
der Spulen homogen. Also ist

B1 = ,uonlll (4143)

Ausserhalb der Spule 1 ist das Magnetfeld B; = 0 (Annahme einer langen Spule).
Deshalb ist der Fluss durch den Strom I; fiir die Spule 2 gegeben durch

¢p, = No - Bl(wr%) = n2£B1<7TT’%) = ,uonlnﬂ(m“f)ll (4.1.44)

Die Gegeninduktivitdt M, ist also
M12 =2 = Mo?’LlTLQf(?TT%) (4145)

Im entgegengesetzten Falle beginnen wir mit
BQ == /Longlg (4146)

Der fiir die Spule 1 relevante Fluss ist durch die von der Spule 1 umschlossene
Fliche, also Ny(7r?) gegeben.

¢p, = N1 - By(mr?) = nilpgnalr(77r?) = poninol(nri) Iy (4.1.47)

Damit wird die Gegeninduktivitét

My = ¢IBl = ponnal(mry) = My, (4.1.48)
2

Diese Beziehung, die an einem Spezialfall gezeigt wurde, gilt auch allgemein (ohne
Beweis).
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Abbildung 4.11.: Schematischer Aufbau eines Transformators

Die in einem Transformator induzierte Spannung kann wie folgt berechnet werden.
In der Spule 1 fillt die Spannung

dos
Upr=N—— 4.1.49
L= M (4.1.49)
ab. Diese Spannung muss durch die Wechselspannungsquelle U erzeugt werden, so
das p
U:mA:MZ? (4.1.50)

ist. Durch die Anordnung des Eisens wird erreicht, dass der gesamte durch die
erste Spule erzeugte magnetische Fluss durch die zweite Spule fliesst. Dort haben
wir die induzierte Spannung

dop
Uy = —N,—= 4.1.51
2 2" ( )
und somit N
2
U, = ——2[] 4.1.52
2 N, (4.1.52)

Ny /N heisst der Ubersetzungsfaktor des Transformators.

Wird der Ausgang des Transformators mit dem Ohmschen Widerstand R belastet,
fliesst der Strom I, der zu U, in Phase ist. Dieser Strom erzeugt einen magne-
tischen Fluss ¢35 o< Noly, der den urspriinglichen Fluss ¢p durch die Spule 2
schwécht. Da durch beide Spulen der gleiche magnetische Fluss fliesst, muss auch
der Fluss durch die erste Spule geschwacht werden. Da die Spannung durch die
Spannungsquelle U vorgegeben ist, muss der Strom [; auf der Primérseite zusitz-
lich fliessen, so dass ¢’z o< NiI; gilt. Da die Proportionalitatsfaktoren bis auf das
Vorzeichen gleich sind, gilt dann auch

L=-11 (4.1.53)

Wenn wir die Effektivwerte betrachten haben wir damit

Ny N,
UI:PU}PI
2492 1 N2 1

= U1 4.1.54
Ny ] Uih (4.1.54)
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sofern man Verluste vernachléssigt. Ideale Transformatoren iibertragen also
verlustfrei Leistung.

Versuch zur Vorlesung:
Hochspannungsleitung (Versuchskarte EM161)

Versuch zur Vorlesung:
Transformatorenversuche (Versuchskarte EM066)

4.1.7. Kirchhoffsche Gesetze

Abbildung 4.12.: Kirchhoffsche Gesetze: links die Maschenregel, rechts die Kno-
tenregel.

In einer komplizierten elektrischen Schaltung betrachtet man eine einzelne Masche.
Nach der Definition der FMK muss eine Probeladung langsam um die Masche
herumgefiihrt werden. Dies fiihrt auf die Maschenregel

S U= YU (4.1.55)
Vk Quellen Vj Verbraucher

wobei die Vorzeichen entsprechend dem Umlaufsinn einzusetzen sind. In unserem
Beispiel bedeutet dies:

Up—Uy=Ur+Up

Die Knotenregel ist ein Ausdruck fiir die Ladungserhaltung. Wenn wir zum Beispiel
alle zufliessenden Strome positiv und alle wegfliessenden Stréme negativ zéahlen
(oder umgekehrt), gilt an jedem Knoten
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S I,=0 (4.1.56)

Vk eines Knotens

Mit diesen beiden Regeln sowie der Kenntnis der Charakteristika der Bauelemente
kann jede statische oder quasistatische elektronische Schaltung berechnet werden.

4.1.8. Wechselstromkreise, Impedanzen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Wirkung von cosinusférmigen Wechsel-
spannungen

U=U(t) = Uycos (wt — p) (4.1.57)

Die Zeitskala fiir die Wechselspannung wird so gewéhlt, dass ¢ = 0 ist. Weiter
setzen wir voraus, dass die zeitliche Anderung aller Grossen so gering sind, dass
wir wie im stationaren Falle rechnen kéonnen. Wir dies den quasistationéren Fall.

N +
U R
Abbildung 4.13.: Definition ~ von  Strémen  und  Spannungen  bei
Wechselspannungen

Da bei Wechselspannungen a priori keine Stromrichtung vorgegeben ist, definiert
man, zum Beispiel wie in der Abbildung oben, die Stromrichtung zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, hier fiir ¢ = 0. Zu jedem Zeitpunkt muss die Spannung im
Stromkreis insgesamt null sein. Also ist

U—Ugr=0 (4.1.58)
und mit dem Ohmschen Gesetz
Upcos(wt) —1 - R=0 (4.1.59)
oder
I(t) = %0 cos(wt) = Iy cos(wt) (4.1.60)

Der Strom und die Spannung erreichen immer dann einen Extremwert, wenn wt
ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Der durch einen Widerstand fliessende Strom
ist in Phase mit der Spannung.
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Die momentane Leistung am Widerstand ist

P(t)=U(t) - I(t) = Uy cos(wt) - []]3? cos(wt) = [é) cos?(wt) = I3 R cos®(wt)

(4.1.61)
Der Mittelwert der Leistung ist ({cos® wt), = 1/2)
108 1
P(t) =-— =1 4.1.62
P = ;0 = L (1.1.62)

Unter dem Effektivwert der Spannung (des Stromes) versteht man diejenige Gleich-
spannung, die an einem Ohmschen Widerstand die gleiche Verlustleistung erzeugt.
Also ist fiir sinusférmige Spannungen

U, (4.1.63)

1
= %UO

beziehungsweise
1

Lepr = NG

Fiir beliebige Spannungsverlaufe (Stromverldaufe) ist der Effektivwert (auch rms-
Wert von "Root Mean Square”)

Iy (4.1.64)

t+T

1
Ueff - Urms = f / U2(T)dT (4165)
t

wobei T eine Zeit ist, die bei periodischen Signalen der Periodendauer entspricht
und bei zufalligen Signalen lang gegentiber der charakteristischen Zeitdauer der
Schwankungen sein muss. Fiir Strome gilt die analoge Formel

t+T

1
Legs = Toms = || / 2(r)dr (4.1.66)
t

Versuch zur Vorlesung:
Wechselstromwiderstand (Versuchskarte EM053)

.
»

N +

Abbildung 4.14.: Spule mit Wechselspannung
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Wir verwenden Gleichung (4.1.40) um die Spannung iiber der Spule zu berechnen.
Die induzierte Spannung ist der Flussinderung entgegengesetzt. Sie wirkt so, dass
die Zunahme des Stromes bei zunehmender Anregungsspannung gebremst wird.

Deshalb ist
dl

U-U,=0=U—-L— 4.1.67
r dt (4.1.67)
Setzen wir U = Uy cos(wt) ein, erhalten wir
al U
und damit
t
o Uo o Uo . - U() ™
1) == 0/ cos(wr)dr = > sin(wt) = 7> cos(wt = 7) (4.1.69)

Der Strom hat also den Scheitelwert

;oY _ U

-2 _ =20 4.1.
wlL XL ( 70)

wobei X; = wL die Impedanz oder der induktive Widerstand der Spule ist. Die
Einheit der Impedanz ist gleich wie die Einheit des Widerstandes, das Ohm. Der
Strom folgt der Spannung mit einer Phasenverschiebung von —x /2. Fir die Ef-
fektivwerte gilt I.p = Uers/ X, da fiir sinusformige Spannungen und Stréme der
gleiche Faktor zur Umrechnung von Scheitelwerten zu Effektivwerten verwendet
werden muss.

Die momentan dissipierte Leistung an einer Spule ist

P(t)=U(t) - I(t) = Upcos(wt) - g;/ cos(wt — g) = 52 cos(wt) sin(wt) (4.1.71)

Die dissipierte Leistung kann sowohl positiv wie auch negativ sein. Die mittlere
dissipierte Leistung ist

(P), = L]i (cos(wt) sin(wt)), =0 (4.1.72)

Im Mittel wird also keine Leistung an einer Spule dissipiert.

Abbildung 4.15.: Kondensator mit Wechselspannung
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Beim Kondensator ist Uo = ¢/C. Diese Spannung muss gleich der treibenden
Spannung sein.

lﬁ%h:O:U—% (4.1.73)
Wir setzen U ein und erhalten
qg=C - Ucos(wt) (4.1.74)

Der Strom ist dann

= fl;] = CZC - Upcos(wt) = —Cw - Upsin(wt) = Cw - Uy cos(wt + g) (4.1.75)
Wir nennen X
Xo=—5 (4.1.76)
die Impedanz des Kondensators. Der Scheitelwert des Stromes ist
Iy = wCTy (4.1.77)

Analog wie bei der Spule gilt die Gleichung I.;f = U.sr/Xc mit der gleichen
Begriindung auch fiir Kondensatoren. Die momentan dissipierte Leistung ist

P(t) = wCU§ cos(wt) sin(wt) (4.1.78)

Sie ist, analog wie bei der Spule, positiv oder negativ. Deshalb ist die mittlere
dissipierte Leistung

(P(t)), = wCU; (cos(wt) sin(wt)), = 0 (4.1.79)

Versuch zur Vorlesung:
Elektrischer Schwingkreis (Versuchskarte Em056)

Abbildung 4.16.: Schwingkreis

Der Kondensator soll zur Zeit ¢ = 0 auf die Spannung Ucpaufgeladen sein. Zur
Zeit t = 0 wird der Schalter geschlossen. Die Differentialgleichung dieser Schaltung
lautet:

a Q
S te=0 (4.1.80)
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Wir differenzieren einmal und bekommen
d*1 1
—+—71=0 4.1.81
a2 T IC (4.1.81)

Dies ist die aus der Mechanik bekannte Schwingungsdifferentialgleichung. Durch
Analogieschluss sieht man, dass die Resonanzfrequenz

[ 1

ist.

Abbildung 4.17.: Schwingkreis mit Widerstand

Der gedampfte Schwingkreis enthalt neben dem Kondensator und der Spule auch
einen Widerstand. Die Differentialgleichung des gedampften Schwingkreises ist

dl Q
L= +R -I+2%= 41.
GRS =0 (4.1.83)

Wir differenzieren einmal und bekommen

d*I  RdI 1

a2 " Ta et T (4.1.84)
Analog zur Mechanik ist die % der Démpfungsterm. Das in der Mechanik berech-
nete Verhalten eines schwingungsfahigen Systems gilt auch fiir den elektrischen
Schwingkreis.
Wenn der elektrische Schwingkreis von einer Wechselspannungsquelle getrieben
wird, ergeben sich die gleichen Phanomene wie bei einem getriebenen Pendel, also
auch eine Resonanz.
Anwendungen

o Schwingkreise zur Signalfilterung in Radioempfangern
o Verhalten von langen Leitungen

o Verhalten elektrischer Maschinen
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4.1.9. Elektromotoren

IFeld

Breid .
Rotorwicklung

Kommutator

Lo
\/

Schleifer

Stator Achse

Rotor

Abbildung 4.18.: Bestandteile eines Elektromotors. Links der Stator, rechts der
Rotor mit dem Kommutator.

Ein Elektromotor besteht aus zwei teilen, dem Stator, der das Magnetfeld H er-
zeugt und dem Rotor, der in diesem Magnetfeld rotiert. Die Richtung des Strom-
flusses im Rotor wird durch den Kommutator gesteuert.

Versuch zur Vorlesung:
Elektromotor und -generator (Versuchskarte EM101)

IFeid

=7

Generator

Abbildung 4.19.: Dieses Bild zeigt einen aufgebauten Elektromotor.

Wir betrachten zuerst den Elektromotor als Generator. Der Fluss durch die Leiter-
schlaufe mit N Windungen und einer Flache A ist

¢p = NBAcos© (4.1.85)

wobeil © der Winkel zwischen der Normalen der Flache der Leiterschlaufe und der
Richtung des Magnetfeldes ist. Mit © = wt + ¢ wird der zeitabhéngige Fluss durch
eine sich mit w drehende Leiterschlaufe

¢p(t) = NBAcos(wt + 0) (4.1.86)
Durch Ableiten erhélt man die Induktionsspannung
dop(t d
U=— ¢5t( ) = —NBA£ cos(wt 4+ 6) = NBAwsin(wt + §) (4.1.87)
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141 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Die induzierte effektive Spannung ist
NBAw
Uetri = — 75—
V2

Wenn die Leiterschlaufe mit Spannung versorgt wird, arbeitet sie als Motor. Durch
den Strom [ wird nach Gleichung (3.8.22) ein Drehmoment

T=NAB - I sin(wt+9) (4.1.89)

(4.1.88)

erzeugt'. Das mittlere Drehmoment bei einem Motor, bei dem der Kommutator
immer bei dem Winkel, bei dem das Drehmoment null wird, das Vorzeichen dndert,
ist
NAB
Terr = —7=
V2
Wenn der Widerstand des Ankers, der rotierenden Spule, R ist, kann man den
mittleren Strom berechnen

[ = NABI; (4.1.90)

7 U—-Uyps U NBA

e = —= — — —FW/J
" R R RV2
Die angelegte Spannung U ist eine Gleichspannung, deshalb darf kein Effektivwert
genommen werden. Damit hangt das Drehmoment von der Drehzahl ab

(4.1.91)

U NBA NABU NZ2A2B?
T. =NAB|—- - —— = — 4.1.92
o) = NaB (G - T2 - HEEC TR, e
Das Drehmoment des ruhenden Motors ist also
NAB
Terr(0) = Thnaz = 7 v (4.1.93)

und die maximale Drehzahl (da wo M.s; = 0) ist

w —7\/5[]
maxr — NAB

Diese Charakteristik (Nebenschlussmotor) hat man immer dann, wenn das erre-
gende Feld B unabhéangig von der Drehzahl ist, bei Permanentmagneten oder wenn
die Spule fiir die Erregerwicklung parallel zum Anker angeschlossen ist. Will man
die Drehzahl erh6éhen, muss man das Feld B schwécher machen.

(4.1.94)

Hauptschlussmotor

Nebenschlussmotor

Abbildung 4.20.: Links ist die Schaltung des Nebenschlussmotors, rechts die des
Hauptschlussmotors gezeigt.

IBeachte die Phasenverschiebung zwischen Fluss und Drehmoment!
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Ist wie beim Hauptschlussmotor die Erregerwicklung in Serie zur Ankerwicklung
geschaltet, gibt es keine maximale Drehzahl. Eine lange Zylinderspule (Lénge /,
Windungszahl N) hat das Magnetfeld

N

Fir andere Geometrien gilt das gleiche Gesetz, aber mit einem geometrieabhéngi-
gen Vorfaktor K. Im statischen Falle ist der Strom nur vom Gleichstromwiderstand
Rpg der Erregerspule abhangig. Wenn Ug der Spannungsabfall an der Erregerspule
ist, ist

Ng

B(Up) = K'po7y— 5~ = Koy~ Ip = K Ip (4.1.96)
FE E

wobei alle Vorfaktoren in den Faktor K zusammengezogen wurden. Der durch den
Anker fliessende Strom ist mit U.;;; = N B(Ug) Aw/+/2 durch

U-Ug—Uypi U Ug NB(UpA

I = i =5 R Tﬂw (4.1.97)
gegeben.
Da It = Ig und Ug = R - Ig sind, gilt
Iss= }Uz — };E eff — Ké‘]\\;é/l]effw (4.1.98)
oder
Iosp = (i( L = v2U (4.1.99)
R+Rp+*—5“w 2R+ V2Rg+K N - Aw
Damit wird das Drehmoment
Tepf(w) = NAB(Iegp)leps = N AK 12, (4.1.100)
Eingesetzt bekommt man
Ter(w) = 2NAKU? (4.1.101)

(V2R+ V2Rp+ K - N - Awl’

Terr(w) ist fur alle w grosser als null. Dieser Motor hétte, ohne Lagerreibung, eine
unendlich grosse maximale Drehzahl. Das Startdrehmoment fiir w = 0 ist

NAKU?

Te 0) = Tmax i ——
1£(0) R+ Ry

(4.1.102)
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Nebenschlussmotor und Hauptschlussmotor

T
™E

,,,,,,,,,,,,,,

0 Nm
0 s

1 500 s~

Abbildung 4.21.: Kennlinien von Nebenschluss- und Hauptschlussmotoren. Die
Kurven wurden mit N = 1000, A = 0.001l m?2, U =5V, R =
0.1 Q und B = 0.1 T. Die beiden Motoren sind so berechnet,
dass sie das gleiche Startdrehmoment und dassRp = R/2 ist
(eine verntinftige Annahme).

Versuch zur Vorlesung:
Linearmotor (Versuchskarte EM113)

4.1.10. Betatron

Versuch zur Vorlesung:
Betatron (Versuchskarte EM167)

Die Idee hinter der Konstruktion des Betatrons ist, dass bei einem zeitabhéngigen
B-Feld nach rot E = —0B/0t auch ein zeitabhéngiges E-Feld existiert.
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Vakuumkammer Az
|

B(t) [Cre = >y

Eisen |

R

Abbildung 4.22.: Skizze eines Betatrons

Nach dem Induktionsgesetz rot E = —9B/0t hat das durch ein in die z-Richtung
zeigende Magnetfeld induzierte elektrische Feld keine z-Komponente. Nehmen wir
an, dass das FE-Feld eine Radialkomponente hétte. Sie konnte zum Beispiel in
die y-Richtung zeigen. Rotieren wir die ganze Anordnung um 7 um die y-Achse
und kehren die Richtung des B-Feldes um, haben wir wieder die Ausgangsanord-
nung. Mit der Richtungsumkehr von B hat aber auch E die Richtung gedndert
(Induktionsgesetz). Dies ist aber im Widerspruch zur Ausgangssituation. Deshalb
kann es kein radiales E-Feld geben: das E-Feld ist tangential und beschleunigt die
geladenen Teilchen. Damit die Teilchen auf der Kreisbahn bleiben, muss

mp=e v B(t) (4.1.103)
oder
mu(t) =p(t)=e- B R (4.1.104)
Das zweite Newtonsche Axiom in tangentialer Richtung angewandt bedeutet
dp(t
% = ¢E(t) (4.1.105)

Mit der Integralform des Induktionsgesetzes erhdlt man mit einer stationédren
Kreisbahn S(R) mit dem Radius R
d dB(t
§ B - ds= () - 2wk = ffB(t) - da — % xR (4.1.106)
S(R) A(R)

wobei B das iiber die Fliche des Kreises gemittelte B-Feld ist. Durch Kombination
der obigen Gleichungen und unter Beriicksichtigung der Vorzeichen erhalten wir

dp(t) e R dB

a2 dt

(4.1.107)
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145 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Die Integration mit den Anfangsbedingungen p(0) = 0 und B(0) = 0 liefert

- B(t) (4.1.108)

Der Vergleich mit der Bedingung fiir die Zentripetalkraft liefert die Wideroe-
Bedingung

B(t)=2 - B(t) (4.1.109)

Diese Bedingung kann durch eine geeignete Wahl der Form der Polschuhe erreicht
werden.

4.1.11. Skin-Effekt

N
~_

A A A

N

B stationarer Strom

hi_r ‘://S Wechselstrom

Abbildung 4.23.: Berechnung des Skin-Effektes

Bei Gleichstrom in einem zylindrischen Leiter ist das elektrische Feld konstant iiber
dem Querschnitt. Nach dem Ampereschen Durchflutungsgesetz (Siehe Gleichung
(3.8.28)) ist das Magnetfeld proportional zum Abstand.

Fir den Fall eines Wechselstroms mit niedriger Frequenz miissen wir das Indukti-
onsgesetz berticksichtigen. Nach dem Induktionsgesetz gilt fiir die zeitunabhangige
Kurve S, die auf einer Ebene, in der auch die Zylinderachse liegt, liegt

7{E - ds = —jtffB . da (4.1.110)
S A(S)
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Fiir die eingezeichnete Schlaufe gilt (da ist antiparallel zu B)

d(-B)
dt

h[E(r)— E(r—Ar)] = “ (=h - Ar) (4.1.111)

wobei wieder B das iiber die Fliche Ar - h gemittelte Magnetfeld ist. Als Zwi-
schenresultat bekommen wir:
[E(r) — B(r — Ar)] _ d(B)
Ar St

Da der Strom zeitabhéngig ist, muss auch das FE-Feld ortsabhingig sein. Ei-
ne homogene Stromverteilung bei Wechselstrom ist bei einem Ohmschen Leiter
nicht vereinbar mit dem Induktionsgesetz. Die Taylorentwicklung von Gleichung
(4.1.110) liefert die betragsmassige Bedingung

OE (r,t) 0B (r,t)
or ot

(4.1.112)

Das elektrische Feld muss also bei Wechselstrom mit zunehmendem Abstand vom
Radius zunehmen. Da der Gesamtstrom gegeben ist, ist die Stromdichte an der
Oberflache konzentriert. Dies ist der Skin-Effekt.

Anwendung

« Bei Uberlandleitungen wird um ein Stahlseil Kupfer (Luxusausfiihrung) oder
Aluminium (das Ubliche) gewickelt. Dies erhoht den Widerstand kaum, da
der Skin-Effekt die Stromleitung bei 50H z auf etwa 1em Tiefe beschrankt.

4.2. Energie des Magnetfeldes

R

~) U(t) s
j B

Abbildung 4.24.: Berechnung der Energie im Magnetfeld
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Wir betrachten eine mit einer Wechselstromquelle U(t) = Uy sin(wt) verbundene
reale Spule. Diese Spule wird modelliert durch einen Widerstand R und eine ideale
Spule L. Die Differentialgleichung dieses Kreises lautet

Uit)y=L-I(t)+R - I(t) (4.2.1)
Die stationire Losung dieser Gleichung hat die Form
Is(t) = Iy cos(wt — 9) (4.2.2)

Fir den Fall, dass R < wL ist, bekommt man

Is(t) = —gz © cos wt (4.2.3)

Die momentane Leistung der Spannungsquelle ist
Ug ug 1
Py(t)=U(t) - 1(t) = —ﬁ  sinwt + coswt = —ﬁ : isin(Zwt) (4.2.4)

Die Leistung der Spannungsquelle kann nur die Energie des B-Feldes dndern, da
wir keine dissipativen Elemente haben (R = 0). Wenn man die Differentialglei-
chung fiir den Fall mit 7(¢) multipliziert, bekommt man

Py=U(t) - It)=L-1-1= ;lt (sﬂ) (4.2.5)

Nun ist aber P = dE/dt. Damit ist die Energie des Magnetfeldes

Ep = 512 (4.2.6)

Um die Energiedichte eines Magnetfeldes zu berechnen betrachten wir eine Spule
B = ugnl (4.2.7)

mit der Selbstinduktivitét
L = pon? Al (4.2.8)

wobei A der Querschnitt der Spule und ¢ ihre Lénge ist. Eingesetzt in die Gleichung
fir die Energie E;, bekommt man

1 B\ B
Ep =~ - uon?Al - <> = —A( (4.2.9)
2 Hom 2410
Deshalb ist die Energiedichte des B-Feldes
B2
= 4.2.10
s 2410 ( )
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4.3. Magnetische Eigenschaften der Materie

4.3.1. Kugeln im inhomogenen Magnetfeld

Bi Al (Fe)

Abbildung 4.25.: Diamagnetische (Bi), paramagnetische (Al) und ferromagneti-
sche (Fe) Materialien im inhomogenen Magnetfeld.

Versuch zur Vorlesung:
Dia- und Paramagnetismus (Versuchskarte EM177)

Materie im inhomogenen Magnetfeld zeigt drei verschiedene Verhalten:
diamagnetisches Verhalten Die Materie wird aus dem starken magnetischen Feld
herausgedriickt.

paramagnetisches Verhalten Die Materie wird in das starke Feld hineingezogen.

ferromagnetisches Verhalten Die Materie wird in das starke Feld hineingezogen,
aber sehr viel starker als bei paramagnetischen Substanzen. Zudem zeigen
diese Substanzen ein remanentes Magnetfeld, auch wenn das dussere Ma-
gnetfeld wieder verschwunden ist.

Abbildung 4.26.: Kreisstrome als Ursache des Dia- und des Paramagnetismus

Die Materie im inhomogenen Magnetfeld verhélt sich wie wenn die Materie aus
einem Kreisstrom bestdnde. Auf diesen Kreisstrom wirkt, je nach Umlaufsinn eine
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149 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Kraft zum hohen oder zum niedrigen Feld. Das magnetische Moment der Kreiss-
trome ist beim Diamagnetismus antiparallel zu B. Beim Paramagnetismus und
beim Ferromagnetismus zeigt das magnetische Moment in die Richtung von B.
Der Kreisstrom ist induziert, das heisst, dass seine Richtung von der von B ab-
héngt. Die resultierende Kraft ist die Biot-Savart-Kraft (Siche Gleichung (3.8.16)).
Sie ist proportional zum Produkt B x d€. Wenn man die Richtung des Magnetfel-
des umkehrt, wird auch d€ umgekehrt. Die Richtung der Kraft ist als unabhéngig
von der Richtung von B.

Wenn der Kreisstrom (die Materie) sich auf der Symmetrieachse eines rotations-
symmetrischen inhomogenen Magnetfeldes befindet, ist

- 0B, (z,0)
0z

wobei m, das induzierte magnetische Moment des Kreisstromes ist.

F.=m, (4.3.1)

4.3.2. Der Satz von Larmor
(Siehe Leisi, Klassische Physik IT | , pp- 162])

m

Atomkern

e Elektron

Abbildung 4.27.: Illustration zum Satz von Larmor

Wir hatten postuliert, dass das Verhalten der Materie in einem Gradienten eines
Magnetfeldes durch atomare Kreisstrome gegeben ist. Wenn wir ein Modell (nach
der Quantenphysik nicht realistisch) eines Atoms betrachten, bei dem ein einzelnes
Elektron auf einer Bahn mit dem Radius r sich um den positiv geladenen Kern

bewegt, ist der resultierende Strom
v

[=—e— 4.3.2
e27r7’ ( )

Der Betrag des magnetischen Momentes ist dann

1
Im| = mr?l = g€ v (4.3.3)
Die Wirkung eines dusseren Magnetfeldes wird berechnet, indem man betrachtet,

wie ein einzelnes Atom auf ein von null anwachsendes dusseres Feld reagiert.
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KT L
VoW AV

Abbildung 4.28.: Langsames Einschalten eines Magnetfeldes fiir ein Elektron in
einem Atom. Im linken Schaubild sind die positiven Richtungen
definiert.

Im Ausgangszustand ist die Zentripetalkraft Fy = —m.v?/r die Coulombanzie-
hung zwischen dem Elektron und dem Kern sowie durch die gemittelte Coulom-
babstossung durch die anderen Elektronen gegeben. Das anwachsende Magnetfeld
hat die gleiche Wirkung wie beim Betatron: es entsteht ein tangentiales E-Feld,
das das Elektron beschleunigt. Wir setzen die z-Achse nach oben an. In einem
rechtshindigen System ist dann

o das Magnetfeld: — B, Betrag: B
o die Geschwindigkeit: —v, Betrag: v
o die Zentripetalkraft: —F{, Betrag: Fy

o das induzierte elektrische Feld: E, Betrag: F

Wir setzen diese Grossen ein, um vorzeichenrichtig zu rechnen. Aus dem Indukti-
onsgesetz (Siehe Gleichung (4.1.22)) folgt

R _ 90 _ o d(=B{) __, dB()
S(r)
Dabei ist ¢ = (—B) - A. Wir erhalten also
r  dB(t)
Et)=-  ——7+ 4.3.
m=1 (435

Die Beschleunigung des Elektrons (nicht-relativistisch) ist durch das zweite New-
tonsche Axiom gegeben
dv e r dB(t)
e =—€"FE=— e 4.3.6
Meat — ° 2 dt (4.3.6)
Hier ist mg die Ruhemasse des Elektrons. Die Geschwindigkeitséinderung hangt
also mit der Magnetfelddnderung wie folgt zusammen

e r

dv = — - dB (4.3.7)

2me

Der gesamte Geschwindigkeitszuwachs des Elektrons ist also

e r
Av =

_ - B 4.3.8
o (4.3.8)
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151 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

wenn B das Feld im Endzustand ist. Der Betrag der Geschwindigkeit hat also
zugenommen. Nun bewirkt das dussere B-Feld die Lorentzkraft

F,=—c¢" (—v) - (—B) (4.3.9)

die, nach der rechten Hand-Regel, zum Kreiszentrum zeigt. Die Zentripetalkraft
ist im Endzustand durch

—v+ Av)?
A ) s (4.3.10)
r
Da v > Aw ist, konnen wir nach Taylor entwickeln
m
F ~ ——(v¥=20- A 4.3.11
" (v v v) ( )
= —me<v2+2v Ler B)
T 2me
= —%Qﬁ —e-v- B
r
= Fy+ I}

Die Lorentz-Kraft bewirkt also, dass die Elektronenbahnen fiir kleine Geschwin-
digkeitsinderungen sich nicht &ndern. Die Larmorwinkelgeschwindigkeit in Abhan-
gigkeit der Zunahme der Bahngeschwindigkeit und der magnetischen Induktion ist

0n=—"=" (4.3.12)

und vektoriell geschrieben

Larmorwinkelgeschwindigkeit

e

Q=—8B 4.3.13

o ( )

In einem mit der Winkelgeschwindigkeit €2 rotierenden System

sind die Elektronenbahnen im Atom unverandert.

Der Satz von Larmor gilt allgemein, auch bei beliebiger Orientierung von Magnet-
feld und Bahnebene des Elektrons. Der Satz von Larmor bildet die Grundlage des
Verstandnisses des Diamagnetismus.
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Abbildung 4.29.: Berechnung der Larmorfrequenz mit einem Kreisel

Man kann den Satz von Larmor aus der Kreiseltheorie ableiten. Das Elektron ist,
bei einer Bahn mit konstantem Radius, ein starrer Korper. Dieser Kreisel hat den

Drehimpuls
L=m" (rxv) (4.3.14)

Das magnetische Moment des Kreisstromes ist nach Gleichung (4.3.3)

€
=L 4.3.15
m=—g (4.3.15)

Der Kreisel erfahrt ein mechanisches Drehmoment
T=mxDB (4.3.16)

Der Drehimpulssatz bedeutet, dass
dL e e
T = _"ILxB=—BxL 4.3.1
dt 2m . 2m % (43.17)

Wir erhalten also eine Prazessionsbewegung des Drehimpuslvektors L um B mit
der Winkelgeschwindigkeit €2

dL
- QxL 4.3.1
o X (4.3.18)

Wir erhalten die

vektorielle Schreibweise der Larmorfrequenz

Q= "B (4.3.19)
2m
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153 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

4.3.3. Diamagnetismus

B

Abbildung 4.30.: Berechnung des Diamagnetismus

Im diamagnetischen Atom ist die Summe aller magnetischer Momente der Elek-
tronen exakt null.

ma=>» m;=0 (4.3.20)
J

Man kann sich dies vereinfacht so vorstellen, dass jede Elektronenbahn von zwei
gegenlaufigen Elektronen besetzt ist. Ein diamagnetisches Atom hat deshalb, ohne
ausseres B-Feld eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Diese entsteht, weil
sich die einzelnen Elektronenbewegungen iiber die Zeit ausmitteln.

Wenn ein B-Feld eingeschaltet wird, beginnt diese kugelsymmetrische Ladungs-
verteilung mit der Larmorfrequenz zu prazedieren. Durch diese Prazession im Ma-
gnetfeld entsteht ein von null verschiedenes magnetisches Moment m 4, das zum
Diamagnetismus fithrt. Zur vereinfachten Berechnung nimmt man an, dass das
Atom eine homogen geladene Kugel ist mit der Ladungsdichte

pet = —(4/5;]%3 (4.3.21)

wobei Z die Kernladungszahl und R der Radius der Elektronenwolke ist.
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Yy Ma

Abbildung 4.31.: Ein einzelner Kreisstrom

Diese homogen geladene Kugel rotiert im dusseren Magnetfeld mit

P (4.3.22)

~2m
Durch ein raumfestes Flachenelement fliesst der Strom
0 =pe 7 dr-dp - v(rep) (4.3.23)
mit
v(r,p)=Q 7 sing (4.3.24)

Da die Ladungen negativ sind, ist das magnetische Moment m 4 entgegengesetzt zu
2 und entgegengesetzt zu B, hier also nach unten, gerichtet. Dieses magnetische
Moment ist

dmy (r, ) = Fliche - Strom = 7r?sin® - 61 (4.3.25)

oder
dma(r,) = mrisin®p - pg - dr - de v (r,p) (4.3.26)
= ar?sin®@ - pg T dr-de - Q-1 sing

mrtsin® o pg 0 Qo dr o dy

Der Betrag des gesamten magnetischen Momentes erhalt man durch Integration

154 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |



155 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

iitber r und ¢ Er ist

R =
ima| = / / Sma (1, ) drdy (4.3.27)
0 0

R
4
= T Pel Q'/T4 dr - —
3
0
R> 4
f— e.Q.i.
™ " Pel 5 3
7 e R 4
— . Q=2
T Ips 5 3
_ _Z'e.eB.R5.4
~ 7 IR 9m, 5 3
_Z.62.B.RQ
n 10m,

Vektoriell geschrieben erhalten wir fiir das diamagnetische Moment

7 e R?
=—-—— B 4.3.28
ma 10m, ( )

Diese diamagnetische Moment ist in allen Atomen vorhanden. Bei para-

magnetischen und ferromagnetischen Substanzen wird es unterdriickt.

4.3.4. Magnetisierung
(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 170])

Abbildung 4.32.: Atomare Kreisstrome

Die gesamte makroskopische Magnetisierung ist das mittlere magnetische Moment
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pro Volumeneinheit

ZAV my,
M(R) = AV (4.3.29)
Dabei ist my, das magnetische Moment eines Atoms oder einer Atomgruppe,
wobei AV ein geeignetes Volumenelement ist. Eine Probe heisst homogen magne-
tisiert, wenn M (r) unabhéngig vom Probenort ist.
Das externe Magnetfeld soll senkrecht zur Bildebene des obigen Bildes sein. Die
atomaren Kreisstrome miissen dann in der Bildebene liegen. Betrachten wir ein
Fliachenelement da, das senkrecht zur Bildebene liegt, dann stellen wir fest, dass
alle Kreisstrome zweimal durch dieses Ebenenelement gehen, einmal in positiver
und einmal in negativer Richtung. Bis auf die Strome an den Rédndern heben sich
alle Strome auf. Das heisst, dass das mittlere Stromdichtefeld

i=0 (4.3.30)

ist, da dI(a) = % - da. Nur die Strome am Rand, die Oberflichenstréme mit
der Stromdichte 7, konnen deshalb die Quelle der beobachteten makroskopischen
Magnetisierung sein. Fiir eine Probe der Héhe Az ist der gesamte Strom an der

Oberfldche
Al =Az - j (4.3.31)

Diese makroskopischen Oberflachenstrome erklaren die experimentellen Beobach-
tungen. Da fiir ein diamagnetisches Atom m entgegengesetzt zum Magnetfeld
gerichtet ist, und da damit auch die makroskopische Magnetisierung M entge-
gengesetzt zum Magnetfeld gerichtet ist, wird diese Probe wie beobachtet vom
Magnetfeldgradienten abgestossen.

Das magnetische Feld aller Kreisstrome muss identisch mit dem externen Feld B
sein. Nun ist aber das magnetische Moment eines Kreisstromes in geniigender Ent-
fernung nicht von der Flache dieses Stromes abhangig. Deshalb muss die Summe
aller einzelner atomarer magnetischer Momente dem magnetischen Moment des
Oberflachenstromes gleich sein.

me -n-A-Az=A-T=A-j Az (4.3.32)
wobei n die Volumendichte der Atome ist. Die Oberflachenstromdichte

ist gleich der Magnetisierung.

4.3.5. Das magnetische Moment des Elektrons: Spin

Neben den von der Bahnbewegung herrithrenden magnetischen Momenten hat
zum Beispiel das Elektron ein magnetisches Moment, das von seinem Drehimpuls
s (Spin) herrtihrt.
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157 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Elektron

Abbildung 4.33.: Elektronenspin

Zu diesem Drehimpuls oder Spin gehort ein entsprechendes magnetisches Moment
m,. Aus der Quantenmechanik weiss man, dass die Projektion des Spins auf eine
raumfeste Achse einen festen Betragswert

1h 1
= =h (4.3.34)

% T 99 T 9

hat, wobei das Plancksche Wirkungsquantum durch
h=6.63 x 10%'Js (4.3.35)

oder mit 27h = h
h~10"*Js

ist. Nach der Quantenmechanik gilt

m,=——s (4.3.36)

m
Nach der klassischen Mechanik (rotierende homogen geladene Kugel) wire mg =
—(1/2) £s. Die Grosse des magnetischen Momentes eines Elektrons ist

Mael = 5= 1pp = 0927 x 10724 - m? (4.3.37)
m

auch bekannt unter dem Namen Bohrsches Magneton. Das magnetische Moment
des Elektrons ist dann

ms = —gugs (4.3.38)

Hier ist g der Landé-Fuaktor, der fiir die klassische Quantenmechanik g = 2 ist
und fir die Quanten-FElektrodynamik (QED) abhéangig von der Atomsorte. Fir
Wasserstoff (H) ist gwasserstot = 2-002284, fiir 133C's ist gissc, = 2.002540.

4.3.6. Paramagnetismus

(Siehe Kneubtihl, Repetitorium der Physik [[Kne78, pp. 262])
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Bei paramagnetischen Atomen hebt sich das magnetische Bahnmoment der einzel-
nen Elektronen eines Atoms sowie deren von den Spins herrithrendes magnetisches
Moment nicht vollstandig auf.

my #0 (4.3.39)

Das magnetische Moment eines paramagnetischen Atoms hat die Grossenordnung
eines Bohrsche Magneton 1upg. Ohne dusseres Magnetfeld verschwindet die ma-
kroskopische Magnetisierung, da die einzelnen atomaren magnetischen Momente
ungeordnet sind. Im dusseren Magnetfeld ordnen sich die magnetischen Momente
teilweise, da die thermische Brownsche Bewegung, temperaturabhéngig, fiir Un-
ordnung sorgt.

Die Magnetisierung kann mit der folgenden Uberlegung berechnet werden. Wir
setzen an

H = (0,0,H) (4.3.40)
m = (msin© cos ¢, msin O sin ¢, m cos O)
dQ = sin©dOd¢ = —d(cos O)dep

Die Energie des magnetischen Dipols m im Magnetfeld H héngt nur von © ab.
Wir machen eine Koordinatentransformation auf u = cos ©. Die Energie ist dann

Ewit=-—my - B=—-my - (uoH) = —pomaH cos© = —uomaHu  (4.3.41)

Die Magnetisierung M, in der z-Richtung, der Richtung des Magnetfeldes H, ist
1
M, = v (Z mA) = Nmy (cos ©) = Nmy (u) (4.3.42)

Bei endlichen Temperaturen miissen die potentiellen Energien £, nach der Boltz-
mannstatistik verteilt sein, also

Jo cos @e~Brot/kTqQy  [27 [T cos O © sin OdOdg
Jo e Brot/ksTdQ 27 [T eweos© gin OdOdp

(cos ®) = (4.3.43)

mit x = pomH/kgT. In der Koordinate v und nach Ausfiithren der trivialen Inte-
gration iiber ¢ lautet die Gleichung

B I uertdu

(W) = g (4.3.44)

Wir wechseln auf 4 = —u und erhalten
IY e~ tda

1
i —— = cothe — — = L(x) (4.3.45)
J-, e~*eda x

(u) =

wobei L(z) die Langevin-Funktion ist. Also ist

MomAH>
kT
mAB>
kgT

M, = nmAL< (4.3.46)

= nmAL<

= nmy [coth <mAB> — kBT}

k?BT TI’LAB
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159 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

wobei n die Zahlendichte der Spins ist.

Diese klassisch berechnete Magnetisierung ist fiir kleine Magnetfelder, also k7" >
m 4B verifizierbar. Da fiir x < 1 die Reihenentwicklung L(z) = x/3 + O(z?) gilt,
bekommen wir das Curie-Gesetz

1 nm? C
M=_-—AB=xH=_H 4.3.47
Sk UTT (4.3.47)
Hier ist C' die volumenbezogene Curie-Konstante
m3
C = 4.3.48
foltg K ( )

Alternativ kann die Curie-Konstante auch mit molaren Grossen ausgedriickt wer-
den, indem wir m,,,; = Nam 4 setzen.

Crnol = flg—ok (4.3.49)

>

H

Abbildung 4.34.:  Schematischer Verlauf der Magnetisierung (Curie-Gesetz fiir
kleine B). Mg ist die Sattigungsmagnetisierung.

4.3.7. Ferromagnetismus

Versuch zur Vorlesung:
Ferromagnetismus - Modellversuch (Versuchskarte EM175)

Ferromagnetische Atome haben genau so wie paramagnetische Atome ein per-
manentes magnetisches Moment m 4. Im Gegensatz zu den Paramagneten bleibt
jedoch auch ohne dusseres Magnetfeld ein magnetisches Moment iibrig. Die Magne-
tisierung als Funktion des Magnetfeldes kann mit der unten stehenden Apparatur
gemessen werden.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 159


http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/EM/html/EM175V00.htm

Zeitlich verdnderliche Magnetfelder 160

Oszilloskop R,

Abbildung 4.35.: Messung der Hysterese eines Ferromagneten. Rot ist der Pri-
markreis, griin der Sekundarkreis.

Unter Vernachléssigung der Selbstinduktion ist die Differentialgleichung fiir den
Sekundérkreis
dB(t)  Q(t)

Dabei ist Q(t) die Ladung am Kondensator. Wir schreiben den Strom als zeitliche
Ableitung der Ladung.

A B _ Q) dQw
Ry dt RyC dt

(4.3.51)

Die Anregung in dieser Schaltung ist ein Strom [ (t), der die Frequenz w hat. Also
ist auch Q(t) eine periodische Funktion mit der gleichen Frequenz. Bei harmoni-
schen Funktionen gilt, dass dQ(t)/dt ~ wQ(t) ist. Wenn 1/RC < w ist, kann der
erste Term auf der rechten Seite vernachléssigt werden. Dann gilt

Q(t) = const - B(t) (4.3.52)
und damit fiir die Spannung am Kondensator
Uc(t) = Q(t)/C x B(t) (4.3.53)

Der Ausgangsstrom I(t) selber erzeugt das anregende Feld.
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161 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

BA

\4

Abbildung 4.36.: Hysteresekurve eines Ferromagneten

Diese Abbildung zeigt das skizzierte Resultat des obigen Versuches. Interessant ist,
dass bei I = 0, also ohne anregendes Magnetfeld, trotzdem ein Feld B # 0 gemessen
wird. Diese Feld kann nur von einer nichtverschwindenden Magnetisierung ohne
ausseres Feld herrithren. Diese nichtverschwindende Magnetisierung M # 0 ist das
Kennzeichen eines Ferromagneten.

Andererseits gibt es zwei Punkte, bei denen das resultierende Magnetfeld null ist,
obwohl ein ausseres Magnetfeld angelegt wurde. Dies kann nur sein, wenn die
Magnetisierung im Material das dussere Feld gerade kompensiert.

Weiter nimmt fiir sehr grosse anregende Felder das resultierende Magnetfeld kaum
mehr zu. Man spricht von einer Sattigung der Magnetisierung.

Versuch zur Vorlesung:
Magnetische Bezirke (Versuchskarte EM178)
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Abbildung 4.37.: Ferromagnetische Doméanen

Das beobachtete Verhalten kann mit ferromagnetischen Domdnen, auch Weiss-
sche Bezirke genannt, erklart werden. Das Material besteht, wie oben skizziert,
aus einer grossen Zahl kleiner Bereiche, die jeder seine eigene Orientierung der
Magnetisierung haben. Die gemittelte Magnetisierung héngt davon ab, wie zufal-
lig die Doménen verteilt sind.

e ext

=

T

Abbildung 4.38.: Anderung der Doménenstruktur bei stirker werdendem Ausse-
rem Magnetfeld

Wird ein ausseres Magnetfeld angelegt, beginnen die Doménen, die beziiglich des
externen Feldes richtig orientiert sind, zu wachsen, die anderen schrumpfen. Die
makroskopische Magnetisierung wéachst, hinkt aber hinter der Anregung zurtick.
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Doméanen andern die Richtung ihrer Magnetisierung nicht, sie
andern nur ihre Grosse.

Bei der Anderung der Grosse der Doménen miissen Doménenwinde verschoben
werden. Dies kostet Energie und zeigt sich als Hysterese. Dieser Energieverlust bei
der Grossenédnderung stabilisiert aber auch die Doménen.

»

-

\%\ ©

Abbildung 4.39.: Loschen des remanenten Magnetismus

Um die makroskopische Orientierung der Doménen zum Verschwinden zu bringen,
muss man die ferromagnetische Substanz langsam aus einem Wechselfeld entfer-
nen. Das Bild oben zeigt die resultierenden Hysteresekurven. Die Hystereseschlaufe
wird so quasikontinuierlich auf einen Punkt, den Ursprung des Koordinatensystems
zZusamimengezogen.

Anwendung: Entmagnetisieren von Schraubenziehern, Léschen von Tonbéandern.

4.4. Zusammenfassung: Elektrodynamik: zeitlich
veranderliche Magnetfelder

Magnetischer Fluss Gleichung (4.1.4)

gbB:fB'da
A

Lorentztransformation der EMK Gleichung (4.1.11)
Upnr = 7(0)Usnx

Induktionsgesetz von Faraday Gleichung (4.1.22)

?{E ds = — ffaB da
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Differentielle Form des Induktionsgesetzes von Faraday Gleichung (4.1.24)

0B
tE=—""
ro 875

Magnetfeld einer langen Spule Gleichung (4.1.35)

N
B =uyg—1
”Og

Fluss einer langen Spule Gleichung (4.1.36)

N2
¢B:N'B'AIMOTI'A:u0n2A£I

Selbstinduktivitadt einer langen Spule Gleichung (4.1.37)

_ 98 N?

L="2=py—A= pon’A
7 T Mo pon” AL

Selbstinduktionsspannung Gleichung (4.1.40)

1
A __yd

U= =lu

Ubersetzungsverhiltnis eines Transformators Gleichung (4.1.52)

Ubersetzungsverhiltnis eines Transformators Gleichung (4.1.53)

Ubersetzungsverhiltnis eines Transformators fiir Leistungen Gleichung (4.1.54)

Usly = U1y

Maschenregel Gleichung (4.1.55)

Uk: Z Uj

vk Quellen vj Verbraucher

Knotenregel Gleichung (4.1.56)

vk eines Knotens

Effektivspannung Gleichung (4.1.65)

t+T

1
Ueff = Urms - JT t/ U2(7—)d7—
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Impedanz einer Spule Gleichung (4.1.69)

XL:(UL

Impedanz eines Kondensators Gleichung (4.1.76)

1

X = —
“7 W
Schwingkreis Gleichung (4.1.84)

dQI_‘_Eﬂ_{_L]_O
dt2  Ldt LC

Induzierte Spannung in Generator Gleichung (4.1.88)

NBAw
Uetri = 7

Drehmomentkurve eines Nebenschlussmotors Gleichung (4.1.92)

w

NAB (U NBA NABU N2A2B?
Meps(w) = — | 5 — w| = -
V2 \R RV2 RV\2 2R

Drehmomentkurve eines Hauptschlussmotors Gleichung (4.1.101)

N
M,y = NAMO E
lp

- 2
R—i—RE—l-“O.K'ZEN\/éNE'Aw]

Wideroe-Beziehung fiir das Betatron Gleichung (4.1.109)

B(t)=2 - B()

Energiedichte des Magnetfeldes Gleichung (4.2.10)

BQ
wp = e

Larmorfrequenz Gleichung (4.3.19)
Q= %B

Diamagnetisches Moment Gleichung (4.3.28)

7 - 62 . R2
-2 — B
ma 10m,

Magnetisches Moment des Elektrons Gleichung (4.3.36)

m,=——Ss
m
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5. Die Maxwellschen Gleichungen

5.1. Was wissen wir?

(Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | , Pp. 251))

Maxwellgleichungen werden gebraucht, um die Funktionsweise
von

o Radiowellen
e Mikrowellen

o Mobiltelefonen

zu erklaren.

Bis jetzt kennen wir die folgenden Gleichungen um die elektrischen Phénomene zu
beschreiben:

Gausssches Gesetz div D = pg I
Induktionsgesetz rot E = —%—Jf 11
Quellenfreiheit divB = 0 111
Durchflutungsgesetz rot H = 1 v

5.2. Auflosung des Widerspruchs zur
Kontinuitatsgleichung, Maxwellgleichungen

Zusatzlich zu den obigen Gleichungen muss die Kontinuitatsgleichung fiir Ladungen
gelten

8pel
ot
Diese Kontinuitédtsgleichung ist im Widerspruch zum Durchflutungsgesetz. Dies
sieht man, indem man die Divergenz auf das Durchflutungsgesetz anwendet.

divi = — (5.2.1)

i apel

div (¢) = B

= div rot H =0 (5.2.2)

im Widerspruch zur Kontinuitatsgleichung. Dieser Widerspruch wurde von Maz-
well aufgelost, indem er das Durchflutungsgesetz ergénzt hat.

0D
H=14+— 2.
rot 1+ BT (5.2.3)
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Die Grosse 88—? hat die Dimension einer Stromdichte. Diese Mazwellsche Verschie-
bungsstromdichte macht das Durchflutungsgesetz mit der Kontinuitéitsgleichung
kompatibel. Der Strom ist bei dem modifizierten Durchflutungsgesetz durch

oD
), = H - — 24
i = rot P (5.2.4)

Die Divergenz davon ist (mit div rot X =0)

(5.2.5)

div 2 = —div <8D> = 0 —apel

Y- Y (div D) =
ot g (div D) ot

Damit ist gezeigt, dass die Gleichungen I-III zusammen mit dem modifizierten
Durchflutungsgesetz auch die Kontinuitédtsgleichung beinhalten.

5.3. Maxwellgleichungen

Dieser Satz Gleichungen wird die

Mazwell-Gleichungen

div D = Pel 1 (5.3.1)
OB

rot £ = — 5 11

div B =0 111

rot H =i+ 92 IV

genannt.
Zusammen mit dem Kraftgesetz

F=q (E+vxB) (5.3.2)

hat man eine vollstandige Charakterisierung der Elektrodynamik fiir isotrope Ma-
terialien.

Die Maxwellsche Verschiebungsstromdichte, die eingefiihrt wurde
um die Maxwellgleichungen mit der Kontinuitatsgleichung kom-
patibel zu machen, fiihrt dazu, dass man aus den Maxwellglei-
chungen elektromagnetische Wellen vorhersagen kann.

Die Maxwellgleichungen sind nicht invariant unter der Galilei-
Transformation. Diese Beobachtung war ein wichtiger Meilenstein
auf dem Weg zur speziellen Relativitdatstheorie.
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169 5.3 Maxwellgleichungen

Die Integralform des modifizierten Durchflutungsgesetzes ist

. 0D
ffrotlea:ff('H—at) da—fH ds (5.3.3)
A(S) A(S) o

wenn man den Satz von Stokes (Siche Gleichung (C.5.1)) anwendet. S ist eine
beliebige Kurve und A(S) die durch sie berandete Flache.
Das Gausssche Gesetz liefert

Opa _ 0 . (0D
= — D) = — 3.4
5 8t(dlv ) = div <8t> (5.3.4)
Damit wird die Kontinuitatsgleichung
. Opa o .. . (oD\ . (. 0D
div ¢ + % 0= div 2z + div <8t> = div (z + 3t> (5.3.5)

Damit ist das Integral iiber die Fliche in Gleichung (5.3.4) unabhéngig von S.
Die Integralformeln der Maxwellgleichungen lauten

ffD - da = fffpd(r)dv I (5.3.6)
A(V) Vv

B - ds = —gth-da 11

S

A(S)

ffB-da: 0 11
A(V)

- D
fH-ds: ff(i+a) . da IV
! ot

A(S)

Der Unterschied zwischen der zweiten und der dritten Maxwellgleichung ist, dass
in der zweiten Gleichung iiber eine einfache, von der Kurve S aufgespannte Fléche
A(S) integriert wird, wiahrend in der dritten Gleichung iiber die das Volumen V'
einschliessende Fliache A(V) integriert wird.

Die angegebenen Maxwellgleichungen gelten fiir alle Medien, auch mit tensoriellen
Eigenschaften. Dort benttigt man die beiden Materialgleichungen

D = g0E (5.3.7)
B = ppuoH
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um das elektrische Feld und die dielektrische Verschiebung, bzw. das magnetische
Feld und die magnetische Induktion miteinander zu verkniipfen, wobei € und g
Tensoren sind.

Die Maxwellgesetze mit explizit eingesetzen Materialgesetzen lauten fiir beliebige
Materialien

godiv (eFE) = el I (5.3.8)
rot E =298 I
div B =0 111

rot B = g (i +2,%52) IV

in der differentiellen Schreibweise und

ffeeoE -~ da = fffpel('r)dV I (5.3.9)
A(V) v
JE - ds— —gth-da 11
S
ffB ~da = 0 II1
AV)
?{B'ds: ffuu[)(i—k&oa(;tE)) da IV
s

A(S)

in der Integralschreibweise. Beachten Sie, dass sowohl € wie auch p sowohl von der
Zeit wie auch vom Ort abhdngen kénnen!

5.4. Maxwellgleichungen in isotropen
zeitunabhangigen Medien

Die Maxwellgesetze beliebige isotrope und zeitunabhangige Materialien

div (E) = el I (5.4.1)
— oB
rot E =98 I1
div B = 11

rot B = upuyp (z + 680%) v

in der differentiellen Schreibweise und
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171 5.5 Anwendung der Maxwellgleichungen

-

[[E - da- f [ Zpatr (5.4.2)
[SI9N)
A(V)
$E - ds = —gth-da 11
S

A(S)
ffB “da = 0 111
A(V)
E
?{B ~ds = ffﬂ#o <i+€€oa(<%)> ~da IV
s A(S)

in der Integralschreibweise.

5.5. Anwendung der Maxwellgleichungen

Beispiel: Anwendung

Wir betrachten einen langen kreiszylindrischen Leiter mit dem Durchmesser R,
aus dem eine Scheibe mit der Dicke d < R herausgeschnitten wurde. Dieser Leiter
werde an eine Gleichstromquelle mit () = I, angeschlossen. Die Endfléichen beim
herausgeschnittenen Stiick wirken wie ein Kondensator. Also ist

Q) =1Iy - t (5.5.1)

Da wir eine zeitlich konstante Situation haben, sind alle zeitlichen Ableitungen
null. Mit der Integralform des Gaussschen Gesetzes bekommt man mit einer ge-
schlossenen Fliche A, die eine Kondensatorplatte beinhaltet

50f E - da = fffpeldv (5.5.2)
A

V(A)
€0E(t)7TRZ = Q1)

wobei wir berticksichtigt haben, dass innerhalb des Leiters sowie ausserhalb des
herausgeschnittenen Stiickes E = 0 gilt. Damit erhalten wir

QW) _ b, i

E(t) - 507TR2 N 507TR2 N o

t (5.5.3)

Dabei ist ig die Stromdichte im Draht, nicht in der Liicke. Das Vektorfeld

OF
1+ e9g— ot

ist homogen im ganzen Zylinder, einschliesslich des herausgeschnittenen Stiickes.
Im Leiter ist E = 0, also
Iy
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Im herausgeschnittenen Stiick ist ¢ = 0 und damit

, 9 Io(t) I,
/
Tt e R T AR2 O (5.5.5)

Deshalb muss B tiber den ganzen Leiter, inklusive des herausgeschnittenen Stiickes,
tangential und translationsinvariant entlang des Leiters sein.

_ Mo, T i
B(r) = 27T]0 7 fir r<R (5.5.6)
sowie ]
Ho .
B(r)=—1I, - - f > .
() 510 ur r>R (5.5.7)

Der Maxwellsche Verschiebungsstrom bewirkt also, dass die Stromverteilung im
Leiter in den Zwischenraum verschoben wird. Das modifizierte Ampeéresche Durch-
flutungsgesetz ist die physikalische Rechtfertigung fiir den umgangssprachlichen
Ausdruck der Strom fliesst durch den Kondensator.

172 ©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |



6. Elektromagnetische Wellen

6.1. Die Wellengleichung im Vakuum

Im Vakuum gibt es keine Teilchen, also auch keine geladenen Teilchen. Wir konnen

also setzen:

Damit lauten die Maxwellgleichungen |

pel(r) =0
i(r)=0

| in der Integralform

f D - da = 0 I (6.1.1)
A(V)
$E - ds = _gf B da TI
o A(S)
f B da = 0 111
A(V)
)
j{H-ds: o || 5B - da TV
s A(S)
oder in der differentiellen Form
divD= 0 I (6.1.2)
rot E= —22 I
divB= 0 III
rot H= 22 1V

ot

Im Vakuum ist B = pgH sowie D = ¢oE sowie 4 = 1 und € = 1. Zur Ablei-
tung der Wellengleichung sind die differentiellen Maxwellgleichungen besser als die
integralen geeignet. Wir verwenden ppgg = 1/c® und erhalten also

div £ = 0 1 (6.1.3)
_ OB

rot £ = -5 II

div B = 0 111

rot B = uoeo%—f = C%%—f v

Die Maxwellgleichungen im Vakuum sind symmetrisch beziiglich E und B. Wir
nehmen die Rotation der zweiten Maxwellgleichung.

rot rot £ = —rot — = ——rot B

0B 0 (6.1.4)

ot ot
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Indem wir die Austauschbarkeit von Ableitungen verwenden. Nun setzt man die
vierte Maxwellgleichung in die zweite Gleichung ein. Wir erhalten eine Differenti-
algleichung fiir E allein.

d10E  130°E

trot E=————=—— 1.
rob o ot ot o (6.1.5)
Nun gilt die Vektoridentitét

rot rot E = grad div E — div grad E = grad div E — AFE (6.1.6)

Wegen der ersten Maxwellgleichung verschwindet der erste Term auf der rechten
Seite. Also lauten die Wellengleichungen

O*E

sowie nach einer analogen Ableitung fiir B

0°B

W = (32AB (618)

Die nicht-trivialen Losungen der Wellengleichungen heissen elektromagnetische
Wellen. Dieses Phanomen ist implizit in den Maxwellgleichungen enthalten, die aus
makroskopischen Experimenten abgeleitet wurden. Die Wellengleichung beschreibt
alle Wellenphanomene aus der Kommunikationstechnik, der Optik und der Wech-
selwirkung von Atomen und Molekiilen untereinander, fiir Abstédnde von 1nm oder
mehr. Die Maxwellgleichungen sind invariant unter der Lorentz-Transformation,
nicht aber unter der Galilei- Transformation. In jedem Inertialsystem im Vakuum
ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

1 m
~3 - 108— 1.
e 310 . (6.1.9)

Damit haben die Maxwellgleichungen implizit schon 1864 die spezielle Relativi-
tatstheorie vorweggenommen.
In Medien ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit entsprechend

1 1
VIH0EEY  \JHIE

wobei p die relative Permeabilitatszahl und e die relative Dielektrizitatszahl ist.

CcC =

(6.1.10)

Cm

6.2. Allgemeine Losung der Wellengleichung

Es gibt eine grosse Klasse von Funktionen (skalar oder vektoriell), die die Wellen-
leitergleichung l6sen. Im Folgenden besprechen wir skalare Funktionen, die aber
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175 6.2 Allgemeine Lésung der Wellengleichung

auch als eine Vektorkomponente aufgefasst werden kénnen. Alle Funktionen, die
nur von einer skalaren Variablen

u=k - r—wt (6.2.1)

abhangen losen die Wellengleichung, wenn sie geniigend oft stetig differenzierbar
sind. Wir betrachten die Funktion f(u) = f(u(r,t)). und setzen sie in 2A f(u(r,t)) =
(02/0t) f(u(r,t)) ein. Die Kettenregel der Differentiation ergibt fir u = k - r —
wt = kyx + kyy + k.2 — wt

Of(u) Ou

0
0? 0 Of (u(x,y,2,t)) Ou
_0f(w)  Ou  Ou | Of(u(z,y,zt)  Ou
0w Ot Ot du ot
P fw)  [ou)?
= o0 % (6.2.3)
Die letzte Umformung in Gleichung (6.2.3) beruht auf
0? 0?
@UO‘, t) = @ (k:vx + kyy + k.2 — wt) =0
Da (0/0t)u = —w ist, ist auch
0? O*f(u
O Hulry )= TS (6.2.4)
Analog erhalten wir fiir die Raumkomponente x
9 _9f(u)  Ou
0? 0 of (u(x,y, z,t)) Ou
02 (u(z,y,2,t) = e [ U 9z
P ou u f(ulaynt) | O
ou? Jr Ox ou Ox?
0 f(u) %
= . (6.2.6)

Also ist
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Af(r,t) = Af(u(r,t))
— ((;12 (u(gg,y,z,t))> + (aany(u(:v,y, z,t))) + <§z2 (u(ﬂc,y,z,t))>

CPf) ({9 N (o N\ (0 )

= o ((qu> + (&yu> + ((?Zu> )

- a;f;f;‘) (K2R
02f(u) 2

o <k>

(6.2.7)

Damit lautet die Wellengleichung mit Gleichung (6.2.3) , Gleichung (6.2.6) , Glei-
chung (6.2.4) und Gleichung (6.2.7)

2 2 0’ 0
Af(r,t) =cAf(k - r—wt) = e (k- r—wt)= %f(r,t)
0% f (u) 0% f (u)
¢ ou? (k2> o2 W
Ak? = 2 |k|? = w? (6.2.8)
Damit konnen wir sagen:
Jede Funktion E(u) mit u = k - r — wt ist eine Losung der
Wellengleichung
2
AAE(u(r,t)) = 8t2E(u<r’t>)’
sofern N
c=— (6.2.9)
k|
gilt.

6.3. Elektromagnetische Wellen im
Doppelleitersystem

Wir untersuchen die Wellenphdnomene an 3 Testsystemen,
A. Doppelleitung oder Lecher-Leitung, die besonders einfach auszumessen ist

B. Der Doppelleitung aus parallelen Ebenen, die wichtig fiir die Printplatten-
technologie ist und besonders einfach zu berechnen ist
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177 6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem

C. dem Koaxialkabel, der technisch wichtigen Anwendung fiir Verbindungen.

Versuch zur Vorlesung:
Lecherleitung (Versuchskarte SW025)

Versuch zur Vorlesung:
Koaxialleitung (Versuchskarte SW085)

Abbildung 6.1.: 3 mogliche Doppelleitersysteme. Links die Lecherleitung, in der
Mitte eine Doppelleiterleitung, wie sie bei Printplatten tiblich ist
und rechts ein Koaxialkabel

Wenn man das Doppelleitersystem mit elektromagnetischen Wellen mit einer Wel-
lenldnge von etwa A = 1m speist, beobachtet man folgendes

1. Das am Ende offene Doppelleitersystem zeigt Knoten und Bauche des E- und
des B-Feldes in Richtung ¢. Der Abstand der Intensitatsmaxima betragt A/2
fiir beide Felder. Die Maxima der E-Feldes sind gegen denen des B-Feldes
verschoben. Wir haben stehende Wellen.

2. Das am Ende mit einem Kurzschlussbiigel versehene System zeigt das gleiche
Verhalten wie vorher. Die Maxima sind jedoch verschoben. Wieder haben wir
stehende Wellen.

3. Wenn das Doppelleitersystem mit einem Widerstand von etwa 400€) abge-
schlossen ist, verschwinden die Maxima. Es gibt keine stehenden Wellen.

4. Die Richtungen von E und B sind analog wie beim Kondensator.
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Elektromagnetische Wellen 178

Ansicht von oben Ansicht von unten
Bestiickungsseite Seite mit Wellenleitern

Abbildung 6.2.: 800 MHz-Breitbandverstéarker fiir Fernsehsignale. Auf der Unter-
seite sind die Wellenleiterstrukturen sichtbar (Mittlere Struktur
in Abbildung 6.1)

Abbildung 6.2 zeigt beispielshaft eine Hochfrequenzschaltung. Die Wellenlénge der
verstiarkten Signale ist zwar einiges grosser als die Schaltung. Die auf der Untersei-
te sichtbaren Wellenleiterstrukturen verhindern eine unkontrollierte Abstrahlung
elektromagnetischer Energie.

el

B

Abbildung 6.3.: Magnetfelder und elektrische Felder bei einer Lecherleitung.
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179 6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem

w511

<v

B

Abbildung 6.4.: Magnetfelder und elektrische Felder bei einer Doppelleitung aus
parallelen Platten

Wir setzen fiir die E-Welle in der Geometrie der obigen Zeichnung an

E,(z,t) = —FEycos(kz — wt) (6.3.1)
E,(zt) = 0
E.(z,t) = 0

Dieses Feld erfiillt die Wellengleichung. Wir behaupten, dass das B-Feld durch

B, (z,t) = 0 (6.3.2)
E

By (z,t) = —70 cos (kz — wt)

B.(z,t) = 0

gegeben ist. Auch diese Gleichung erfiillt sie Wellengleichung. Wir verwenden die
zweite Maxwellgleichung, um zu zeigen, dass die Kopplung richtig ist. Wir schrei-
ben rot E = —(0/0t)B in Komponenten

OE. 0B, 0E, OE. 0B, OE,\ (0B, 0B, OB. 633
oy 0z 0z ox ~ Ox oy ot ot ot e

Die z- und die z-Komponenten sind null, nach der Voraussetzung. Die y-Komponen-
te lautet
oE, 0B,
oz Ot

(6.3.4)

Mit ¢ = w/k ist diese Kopplungsgleichung, die zweite Maxwellgleichung erfiillt.
Die vierte Maxwellgleichung ist ebenfalls erfiillt. Aus ihr erhélt man

0B,  ,0B,

ot “Tor

(6.3.5)
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180

el

P c

DN

Abbildung 6.5.: Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen

Diese elektromagnetischen Wellen im Innenraum zwischen den beiden Leitern miis-
sen auch in den angrenzenden Leitern Ladungswellen und Stromwellen erzeugen,
die mit den Maxwellgleichungen kompatibel sind. Fiir die Ladungen gilt mit der

ersten Maxwellschen Gleichung fiir die Oberflichenladungsdichte

o (z,t) = —eoFy (2,t) = eoFy * cos(kz — wt)

(6.3.6)

Die Oberflachenladungsdichte ist eine fortlaufende Welle. Die Erhaltung der elek-
trischen Ladung bedingt fiir die Oberflichenladungsdichte in einem Abschnitt der

Breite b

o (z,1)

b d
ot ®

b [j(z+dzt)—7(z,0)] =—

und damit

9j(z,t) _ 0Oo(z,t)

0z ot

=eoFy - w - sin(kz — wt)

Die Integration tiber z und die Verwendung von ¢ = w/k ergibt

J(z,t) =eoEy * ¢ - cos(kz — wt)

(6.3.7)

(6.3.8)

(6.3.9)
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o
A A A A A
v

Im

lug]

Abbildung 6.6.: Integrationspfad zur Anwendung des vierten Maxwellschen
Gesetzes

E
Mit dem vierten Maxwellschen Gesetz 7{ B - ds = f f o (z + 80661&) - da er-
s

A(S)
halten wir mit dem eingezeichneten Integrationsweg, da der Term mit E keinen
Beitrag gibt (er liegt in der Integrationsebene)

—By(z,t) ~h=p - h-j(zt)=p - h e - Ey  c- cos(kz—wt) (6.3.10)
Mit g9 - o = 1/c? folgt

E
By, (2,t) = —?0 - cos(kz — wt) (6.3.11)

eine identische Gleichung zu der im Zwischenraum abgeleiteten. Die Losung fiir die
auf dem Zweileitersystem transportierten Wellen ist also kompatibel mit den Max-
wellgleichungen. Ladungen und Strome bewegen sich als Wellen auf der Innenseite
der Leiter.

6.3.1. Wellenwiderstand

Durch die in Abschnitt 6.3 abgeleiteten Gleichungen sind an jedem Ort z entlang
des Doppelleitersystems und zu jeder Zeit ¢ die lokal fliessenden Strome [(z,t)
und die elektromotorische Kraft (Spannung) Ugn i (2,t) gegeben. Wenn wir nun an
einer festen Stelle z in Gedanken einen ohmschen Widerstand zwischen den beiden
Leitern einfiigen, so muss dieser Widerstand einen vom Wellenleitersystem gegeben
Wert haben, dass die elektromotorische Kraft Ugpx(z,t) genau den Strom [(z, 1)
durch den Widerstand treibt. Ugpy x und I sind dabei von der Wellengleichung
gegeben. Nur wenn der Widerstand angepasst ist, also wenn

oben
Uni (2,1) = / E-ds=—d- E(s,{)=d- Ey - cos(kz —wt) (6.3.12)
unten
gilt, wird aller Strom verbraucht. In allen anderen Fallen bleibt Strom iibrig, der
an der Stelle reflektiert werden kann, oder die elektromotorische Kraft treibt zu-
sitzlichen Strom durch den Widerstand: dieser wird mit umgekehrtem Vorzeichen
reflektiert.
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Der gesamte Oberflichenstrom auf der oberen Platte an der Stelle z ist
I(z,t)=b"j(zt)=b" gy Ey - c- cos(kz — wt) (6.3.13)

Wenn man an einer beliebigen Stelle das Doppelleitersystem entzweischneidet und

dort den Widerstand Vo (2.1 p
emk \Z t Ho
Rf=—kb sy = 2 6.3.14
1 (Z, t) b €0 ( )

den Wellenwiderstand, anschliesst, gibt es einen reflexionsfreien Abschluss, wir
haben eine reine fortlaufende Welle. Das gleiche gilt fiir jede beliebige fortlaufende
Welle, auch wenn sie nicht harmonisch ist.

Das Zweidraht-Doppelleitersystem hat den Wellenwiderstand

1 4a o
f=—In(— — 3.1
= () B oo

R = ,/? = 3770 (6.3.16)
0

ist der Wellenwiderstand des Vakuums.

Die Grosse

6.3.2. Stehende Wellen

Stehende Wellen werden aus zwei fortlaufenden Wellen mit entgegengesetztem
Wellenvektor k zusammengesetzt. Dabei miissen E, B und k in dieser Reihenfolge
ein Rechtssystem bilden'. Die nach rechts laufende Welle wurde schon berechnet
(hier sind nur die von null verschiedenen Komponenten angegeben)

E,(z,t) = —FEycos(kz — wt) (6.3.17)
E

By (z,t) = — % cos(kz — wt)
c

Die nach links laufende Welle ist dann gegeben durch (Rechtssystem!)
El (z,t) = —Eycos(kz+ wt) (6.3.18)
E
B, (z,t) = ?0 cos(kz 4+ wt)

Die Superposition der beiden Wellen ergibt die folgenden nicht verschwindenden
Komponenten

E,(z,1) = —2E,cos(kz)cos(wt) (6.3.19)
A E
By, (z,t) = —270 sin(kz) sin(wt)

Im Gegensatz zu laufenden Wellen sind bei stehenden Wellen
die Maxima der E- Felder und der B-Felder gegeneinander um
A/4 verschoben.

"'Wegen der Rotation in den Maxwellgleichungen!
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6.4. Poynting-Vektor und Energiefluss

Sl o noao o —
1 % S e
e ® 8 8 ® 1
® 8 8 8 ®
- R Cooi ] — ¢
® ® ® @ ®
B |®¢%es E’
- _ _ v N A A A Y VvV VY
—

Abbildung 6.7.: Berechnung des Poynting-Vektors

Wir hatten gesehen, dass das elektrische wie das magnetische Feld eine Energie-
dichte haben. Da sich bei Wellen diese Felder mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten,
muss es einen Energiefluss geben. Wir betrachten einen Rechteckpuls auf einem
Zweileitersystem. Der Energiefluss durch eine raumfeste Flache A = b - d bezeich-
nen wir mit S,, dem Energiefluss pro Flachen- und Zeiteinheit. Die in der Zeit dt
transportierte Energie ist

€0 742 | .
. A-dt=|—=E:+—RB A dt - 4.1
S (2 I+2M0 y> c (6.4.1)

Fiir beliebige fortlaufende Wellen im Vakuum gilt
1
By (z,t) = EE,,; (z,1) (6.4.2)

Wir kénnen damit die Gleichung (6.4.1) symmetrisch schreiben

Z:<602‘6Ex'By+ E{p‘By> s

2,&0’0

1 1
-~ _—FE, B,+—E, B,
2410 2410
1
- —E, B, (6.4.3)
Ho

Mit H=--B=-F = /£ E hekommen wir

o Cppo Hpo
S= =g (6.4.4)
Ko

Damit ist auch klar, dass das E-Feld und das B-Feld je zur Hélfte zum Energiefluss
beitragen.
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Die allgemeine Form des Energieflusses im Vakuum ist

1
S (r,t)=—E((r,t) x B(r,t) (6.4.5)
Ho
In Medien muss der Energiefluss wie
S(r,t)=E(r,t) x H(r,t) (6.4.6)

geschrieben werden. |S| gibt die in Richtung S fliessende Energie pro Fliachen-
einheit und Zeit wieder. Die Einheit von S ist J/(m? - s). Da H und B iiber
einen Tensor verbunden sein kdnnen, muss der Energiefluss nicht unbedingt in die
Richtung des Wellenvektors zeigen. Dieses Verhalten ist die Grundlage von optisch
doppelbrechenden Materialien.

6.5. Elektromagnetische Wellen im Raum

Hier soll mit einer beschleunigten Ladung erklart werden, wie Wellen im Raum
entstehen.

Versuch zur Vorlesung:
Hertzscher Dipol (Versuchskarte SW099)

Versuch zur Vorlesung:
Stehende Wellen (Versuchskarte SW032)

v

A

Abbildung 6.8.: Wellenausbreitung
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Wir betrachten eine Ladung q, die die folgende Geschwindigkeit hat

0 fir —co<t<O
v=<a -t fur 0<t<At
a - At fir t> At

Die Beschleunigungszeit At sowie die Beschleunigung a sollen so gewéhlt sein, dass

a - AMt=v<<c

gilt. Die Behauptung ist, dass das elektrische Feld E fiir ¢ > At wie in der Zeich-
nung oben aussieht. In der Beschleunigungsphase soll eine elektromagnetische Wel-
le erzeugt worden sein. Ausserhalb der Kugel mit dem Radius

muss das elektrische Feld das Feld einer im Ursprung ruhenden Ladung sein, da
nach der Relativitdtstheorie die Information tiber die Beschleunigung diesen Raum
noch nicht erreicht haben kann.

Innerhalb der Kugel mit

r < c(t — At)

haben wir das Feld der Ladung ¢, die sich mit der konstanten Geschwindigkeit v
bewegt, denn in diesem Bereich ist die noch unbekannte Welle erzeugt durch die
Beschleunigung einer Ladung schon wieder vorbei. Die Feldlinien im Laborsystem
konnen wir erhalten, indem wir das elektrische Feld im Ruhesystem der Ladung
(radiale Feldlinien) in das Laborsystem transformieren. Wenn v < ¢ ist, haben
wir auch im Laborsystem radiale Feldlinien, die von der momentanen Position der
Ladung weggehen. Die Maxwellgleichung im Vakuum div E = 0 bedingt, dass die
Feldlinien geschlossen und stetig sind. Die Vermutung ist, dass die Feldlinien in
der Wellenzone linear die beiden Feldlinienmuster miteinander verbinden.
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Abbildung 6.9.: Berechnung der Wellenausbreitung

Da t > At ist, kann die Beschleunigungsphase fiir die Bestimmung der Position
der Ladung zur Zeit t vernachlassigt werden. Wir haben also

z(t)=wv -t (6.5.1)
Wegen v < ¢ ist dann auch
r=c-t>c (6.5.2)
sowie wegen t > At auch
r>c- At (6.5.3)

Wir bezeichnen mit L die Richtung senkrecht zum Radiusvektor r. Wir erhalten
dann, unter der Annahme, dass das E-Feld in der Wellenzone linear sei,

EJ_ V] t

— = 6.5.4

EH c At ( )
Mit

V), = a; - At (655)
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187 6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum

sowie mit ¢t = r/c bekommen wir
L (6.5.6)

Andererseits, wenn wir die Integralform der ersten Maxwellgleichung auf den klei-
nen Zylinder an der Stelle » anwenden, erhalten

f E - da—0 (6.5.7)

und damit mit dem Coulombgesetz

¢« 1 (6.5.8)

By = Er =
drey 12

Dies bedeutet, dass das radiale F,-Feld sich stetig durch die Kugelschale hindurch
fortsetzt. Die Komponente E | existiert nur in der Wellenzone. Das FE | -Feld ist
das gesuchte Feld der elektromagnetischen Feldes, das Strahlungsfeld. Seine Grosse
ist

q ay
E, = : 6.5.9
+ ey 2 - r ( )
Vektoriell geschrieben lautet diese Gleichung
q a, (t) , r
E(rt)=— : UV=t— - 6.5.10
(r.?) 4dmegc? r c ( )

Das elektrische Feld E an der Stelle r ist proportional zur senkrechten Komponen-
te der Beschleunigung, aber zur retardierten Zeit t' =t —r/c. Zum Strahlungsfeld
gehort auch ein B-Feld, das so gerichtet ist, dass E, B und k ein Rechtssystem
bilden. k ist die Ausbreitungsrichtung. Das Magnetfeld ist, in vektorieller Schreib-
weise,

)

B(r,t)=-|(—| x E(r,t) (6.5.11)

c\k
Wenn wir At halbieren, bleibt der dussere Teil der des Strahlungsfeldes konstant,
der innere Teil liegt dann in der Mitte der Verbindungslinie durch die Wellenzone.
Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens wird die Linearitat des elektri-
schen Feldes in der Wellenzone gezeigt.
Wenn a L b ist, gilt die Vektoridentitit a x b x a = (a - a)b = |a|*b. Also ist
im Vakuum

1 1 1(k 1 k
S:ExH:ExB:Ex<>xE:mF (6.5.12)
Mo o c\k oC k

Also ist S kollinear zur Ausbreitungsrichtung k. Mit /g9 = 1/¢ erhalten wir
auch im Vakuum

o 2’{3
S=,—|E|"— 6.5.13
L (6:5.13)
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Diese Gleichung kann auf lokal isotrope Medien erweitert werden (¢ und g sind
Zahlen!)

[SISN))
Ko

S = |E|2: (6.5.14)

Beispiel: Ein Elektron in einem Atom fithre in die z-Richtung die harmonische

Bewegung

2(t') = 2o - sinwt’ (6.5.15)
aus. Dabei ist ¢’ die retardierte Zeit. Die Beschleunigung ist
a(t') = £(t") = =z - w? - sinwt’ (6.5.16)

Das elektrische Feld ist

e 1 ) ezow? 1 . r .
E(r,0,t) = v R la(t")|sin© = Tren® 7 sin {w (t— C)] sin ©
(6.5.17)

=

Das Magnetfeld ist

B(r0,t) = E(r 0,1 (6.5.18)
C

Der Poynting-Vektor oder Energiefluss ist

S(r,0,t) = 1/;OEQ (r,0,1) (6.5.19)
0

Mit (sin?(wt — kr)), = 1/2 wird die Intensitét

2.2, 4 1a2
I(r,0) = (S(r,0,t)), = ,/;Z CHw sin © (6.5.20)

(dmegc?)® 22

Damit haben wir gezeigt, dass die Annahme eines harmonischen Oszillators das
Strahlungsfeld eines Atoms erkldren kann. Die abgefiithrte Energie dampft dabei
den Oszillator. Je stirker die Dampfung ist, das heisst, je kiirzer die Lebensdauer
ist, desto breiter wird das Frequenzspektrum sein.
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189 6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum

6.5.1. Ebene Wellen

Abbildung 6.10.: Bild einer ebenen Welle

Eine ebene Welle entsteht aus der allgemeinen Wellengleichung dadurch, dass die
Amplitude und der Wellenvektor nicht vom Ort abhédngen. Eine ebene Transver-
salwelle des elektromagnetischen Feldes ist durch

E(x) = Egcos(k - « —wt) mit E, k=0 (6.5.21)

gegeben. Der Vektor k, der , gibt die Ausbreitungsrichtung an, der Betrag |k| =
k= 27” heisst die Wellenzahl. Bei elektromagnetischen Wellen im Sichtbaren kann
man alternativ auch von Lichtstrahlen sprechen. Zum Vergleich, eine Longitudi-
nalwelle ist eine ortliche Schwankung einer skalaren Funktion, zum Beispiel, des
Druckes, gegeben durch

U(x) = Yycos(k - « — wt) (6.5.22)

=

6.5.2. Kugelwellen
(Siehe Hecht, Optik [Hec, pp. 48, 710]) (Siehe Pérez, Optik | , pp. 287])
Versuch zur Vorlesung:

Wellenwanne (Versuchskarte O-021)

Eine weitere haufig vorkommende Form von Wellen sind die Kugelwellen. Wir
konnen die Amplitudenabhingigkeit durch folgende Uberlegung erhalten.

e Wir denken uns eine Kugeloberfliche um die Quelle, wobei die Quelle im
Mittelpunkt der Kugel sein soll.
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e Der Energiefluss pro Zeit, die Leistung, die durch die gesamte Kugeloberfla-
che fliesst ist konstant, unabhédngig vom Radius der Kugel.

 Damit diese Gleichung fiir alle r gilt muss E(r) = Ey™ sein.

100 T T 100
90
80
70
60
50
40
30
20
ol

Al/a.u.
A,l/a.u.

0.1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0.1 1 10
r/a.u. r/a.u.

Abbildung 6.11.: Amplitude und Intensitdt einer Kugelwelle in Abhéngigkeit der
Distanz r von der Quelle. Links eine lineare, rechts eine loga-
rithmische Darstellung.

Bei elektromagnetischen Wellen gilt

E0(¢7 0)

E(r) = B(r,6,0) = =2

cos(kr — wt) mit r - Ey(¢,0) (6.5.23)

Bei einer Kugelwelle ist
o die Amplitude: E(r) = Ep™

o die Intensitit I(r) = foffé

6.6. Lichtgeschwindigkeit im Medium und Intensitat

In einem Medium bewegen sich elektromagnetische Wellen langsamer. Die einfal-
lende Welle regt die polarisierbaren Atome zum Schwingen an. Diese schwingen
mit der gleichen Frequenz, aber mit einer frequenzabhéangigen Phasenverschiebung.
Die Resonanzfrequenz des Elektron-Atomrumpfsystems liegt im Ultravioletten. In
der Summe wird die elektromagnetische Welle durch diese mit der zunehmenden
Frequenz zunehmenden Phasenverschiebung verlangsamt. Mit dem (frequenzab-
hangigen) Brechungsinder n = /et bekommt man

(6.6.1)
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191 6.7 Polarisation

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Die Brechzahl oder der Bre-
chungsindex n gibt an, um wieviel langsamer elektromagnetische Wellen in einem
Medium sind als im Vakuum. Die Intensitdt ist gegeben durch den Mittelwert des
Poynting-Vektors S(r) = So(r)sin? (k - r — wt). Fiir harmonische Schwingungen
erhélt man fir die auf die Flache mit der Flachennormale a einfallende Intensitét

1 a
La(r) = {IS(r)]), = 5S0(r) - al
1 Jee
=2\ e —2|E)? cos(£Sy, a)
£
= HQZCE cos(£Sy, a) (6.6.2)

wenn F das elektrische Feld, d.h. eine der beiden méglichen Amplituden der elek-
tromagnetischen Welle ist. go = 8.8542 - 1071242 st die Vakuumpermzmmtat
und ¢ = 2.9979 - 108m die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Der Vorfaktor = ent-
steht durch die Mlttelung iiber viele Perioden. Bei nichtmagnetischen Materlahen
(1 = 1) kann man auch schreiben:

neopc

I,(r) = 5 E?cos(£8y, a) (6.6.3)

Gleichung (6.6.2) kann auch so geschrieben werden:

A
1="pg 13272 - 1032 (6.6.4)
I V

6.7. Polarisation

(Siehe Hecht, Optik [Hec, pp. 475]) (Siehe Tipler, Physik | , pp. 1044))

Versuch zur Vorlesung: Polarisiertes Licht: Polarisator und Analysator
Elektromagnetische Wellen (auch Licht) sind transversale Wellen. Das heisst,
dass das elektrische und das magnetische Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
schwingen. Die Wellengleichung fiir das elektrische Feld und damit auch fiir die
elektromagnetischen Wellen sind durch E(x,t) = Ey(x)cos(k(x) - © — wt) und
B(xz,t) = By(x)cos(k(x) -  — wt)gegeben. Die Tatsache, dass wir eine Trans-
versalwelle haben erfordert, dass E( der Bedingung

E, k=0 (6.7.1)
gilt.
Wenn wir nun, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, die Ausbreitungsrichtung
der Welle in die x-Richtung legen, dann sind
o der Wellenvektor k = (k;0;0)

« und die Amplitude Eq = (0; Ey; E,)
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Diese Wahl erfiillt die Bedingung der Transversalitét.

Es gibt zwei mogliche orthogonale Orientierungen von E\ sowie
die daraus folgenden Linearkombinationen. Die Richtung, in die
E\ zeigt ist die Polarisationsrichtung.

L%é 6.7.1. Polarisation durch Absorption (Dichroismus)

@ﬁ (Siehe Pérez, Optik [P¢r96, pp. 323]) (Siehe Hecht, Optik [Hec, pp. 487]) (Siehe
Tipler, Physik [TMO04, pp. 1044))

Versuch zur Vorlesung: Polarisiertes Licht: Polarisator und Analysator

A
E-Feld —E-Feld—
Absorption keine Absorption

Abbildung 6.12.: Polarisation durch Absorption in einem Drahtpolarisator

Wenn das elektrische Feld einer Mikrowellen entlang eines Drahtes zeigt, kann
dieses Feld im Draht Ladungen bewegen und so Energie abgeben. Die Intensitdt
der Welle und damit die die Absorption hdngen von der Polarisation ab.

Ebenso gibt es Molekiile mit Doppelbindungen zwischen den Kohlenstoffatomen,
bei denen m-Elektronen beweglich sind, die wie Drahte wirken. Werden diese Mo-
lekiile orientiert zu einer Folie gemacht, so erhalt man eine polarisierende Folie.
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193 6.7 Polarisation

passiert blockiert
: (I
12—

Polarisator Analysator
passiert
teilweise

I %\Lénge ;/2

passiert

Polarisator Analysator

Abbildung 6.13.: Elektromagnetische Wellen durchstrahlen durch einen Polarisa-
tor und einen Analysator mit gekreuzten Polarisationsrichtun-
gen. Darunter die gleiche Anordnung, aber der Analysator ist
nun um 7 /4 gedreht.

Bei einer Anordnung von Analysator und Polarisator polarisiert der Polarisator
die elektromagnetische Welle. Der Analysator lasst nur die Projektion des E-Feldes
auf seine Durchlassachse durch. Fiir die Amplitude gilt

E = Eycosf (6.7.2)

wobei 6 der Winkel zwischen den Polarisationsrichtungen von Polarisator und
Analysator ist. Da die Intensitdt der elektromagnetischen Welle durch I = %Ez
ist und somit proportional zum Quadrat der Amplitude I < E?, gilt

I = Iycos® 0 (6.7.3)

(Gesetz von Malus). Wenn zwischen gekreuzten Polarisatoren und Analysatoren
eine Substanz eingebracht wird, die die Polarisationsebene der elektromagnetischen
Welle dreht (eine ,optisch aktive Substanz“) eingebracht wird, kann mit dieser
Anordnung die Grosse der optischen Aktivitit gemessen werden®.

’Die Analyse von Spannungen in Bauteilen nachgebildet mit Plexiglas war eine wichtige An-
wendung (heute gibt es Programme zur Finite-Elemente-Analyse)

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 193



&

Elektromagnetische Wellen 194

Abbildung 6.14.: Dichroismus in einem Kristall von NaV O,Mn (geziichtet von A.
Lentz, fotographiert von M. Pietralla, verwendet mit Erlaubnis
des Fotografen).

6.8. Die Fresnelschen Formeln

(Siehe Hecht, Optik [Hec, pp. 190]) (Siehe Gerthsen, Physik [MesO6, pp. 539])

= a igq ;
BBy o W) i E

Abbildung 6.15.: Das gleiche Gebaude mit Polarisationsfilter aufgenommen. Die
Achse des Polarisationsfilters wurde dabei um 90° gedreht. Links
sind die Reflexionen im Glas kaum zu erkennen, rechts ist dafiir
der Kontrast des Himmels schwacher.

Die beiden Aufnahmen in Abbildung 6.15 wurden mit dem Polarisationsfilter in
zwei um 90° gedrehten Stellungen aufgenommen. Aus den Abschnitten 2.9, 6.5 und
6.7.1 wissen wir, dass Licht vom Himmel polarisiert ist. Links wird durch den Po-
larisator das diffus gestreute Licht mit der falschen Polarisation unterdriickt. Links
ist die Spiegelung des linken Gebédudes im rechten nicht sichtbar, Die Fensterfront
ist hell. Rechts ist das linke Gebdude dunkel. Das bedeutet, dass das gespiegelte
Licht polarisiert ist. Die im folgenden abgeleiteten Fresnelschen Formeln erkla-
ren dieses Phanomen, aber auch die Spiegelung an Metallen. Sie beschreiben die
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195 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Wechselwirkung von elektromagnetischen Wellen mit Grenzflichen jeder Art.

Versuch zur Vorlesung:
Fresnelsche Formeln (Versuchskarte O-039)

allsebene)

Abbildung 6.16.: Definition der s-Polarisation und der p-Polarisation

Die Reflexion und die Brechung von elektromagnetischen Wellen werden durch
die Maxwellschen Gleichungen und die daraus abgeleiteten Randbedingungen be-
stimmt. Die resultierenden Beziehungen fiir die Amplituden und die Intensitaten
werden die Fresnelschen Formeln genannt. Zur Berechnung verwenden die Defini-
tionen

e Der einfallende und der reflektierte Strahl elektromagnetischer Wellen defi-
niert die Einfallsebene. Diese ist senkrecht zur Grenzfliche der beiden Medi-
en.

o Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene senkrecht zur Finfall-
sebene liegt, heissen s-polarisiert. Die Polarisationsebene gibt die Richtung
des elektrischen Feldes an.

o Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene parallel zur Finfall-
sebene liegt, heissen p-polarisiert.

o Fir die Intensitdt der elektromagnetischen Wellen in nichtmagnetischen Me-
dien gilt I oc /2E?, wobei € = n? ist.
o Genauer gilt fiir die Intensitat: I = % %EZ = %EQ fiir sinusformige
Wellen mit der Amplitude F.
Wir betrachten eine Welle Eq, die aus dem Medium mit pq; und e; auf eine ebe-
ne Grenzfliche zum Medium mit us und e, fallt. Neben der einfallenden Welle
existierten eine reflektierte und eine transmittierte elektromagnetische Welle
E.=€.cos (ko - 7 — wet)
E. . =¢€C.cos(k,  r—wit+p)
E,=€C,cos(k; 7 —w.it+ @) (6.8.1)
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Gegeben sind €., u1, €1, fio, €2, ke und w, (|ke|). An den Grenzflachen gilt
o Die tangentiale Komponente von FE ist stetig.
» Die tangentiale Komponente von H ist stetig.

Sei e,, der Normaleneinheitsvektor auf die Grenzfliche. Der resultierende Vektor
des Kreuzproduktes mit e,, liegt senkrecht zu e,, und damit in der Grenzflache der
beiden Medien. Unabhangig von der Richtung von E, bekommt man mit dieser
Operation immer die Tangentialkomponente von E,. zur Grenzfliche

e, x E. xe, (6.8.2)

Mit der gleichen Methode kann man auch die Komponenten der Vektoren E, und
E; in der Grenzfliche berechnen. Die Bedingung der Stetigkeit der Tangentialkom-
ponente des elektrischen Feldes kann dann mit den Kreuzprodukten so geschrieben
werden

e, xE.xe,+e,xE,xe,=e,xFE, xe, (6.8.3)

Die Gleichung besagt, dass die Summe der Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldes im Medium 1 (einfallende und reflektierte Welle) gleich der Tangen-
tialkomponente der transmittierten Welle ist. Ausgeschrieben erhalten wir

e, X €.cos (k. " r—wet) Xe,+e, x€C.cos(k, r—uwt+e)Xe,
=e, X Ccos(ky " r—wit+p) xXe, (6.84)

Die Gleichung (6.8.4) muss fiir alle Zeiten und alle Orte auf der Grenzfliche gelten.
Deshalb gilt

cos (ke = wet)‘Grenzﬂéche = Cos (kT T wrt + gp?")‘Grenzﬂéche

= COS (kt r— wrt + spt)|Grenzﬁiiche (685)

wobei r nach Definition ein Vektor in der Grenzfliche ist, also mit e, - r = 0.
Damit Gleichung (6.8.5) zu allen Zeiten an einem beliebigen Punkt gilt, miissen
die Kreisfrequenzen gleich sein

We = Wy = Wy (6.8.6)

Weiter muss dann gelten: Die Gleichung (6.8.4) muss fiir alle Zeiten und alle Orte
auf der Grenzflache gelten. Deshalb gilt

ke ) T|Grenzﬁé,che = kr STt 907"|Grenzﬂéche = kt CTt wthrenzﬂéehe (687)

r zeigt auf einen Punkt in der Grenzfliche, ist im Allgemeinen nicht parallel zu
ihr. Aus der ersten Gleichung in (6.8.7) folgt

((ke - kT) ’ T)Grenzﬁéehe = $r (688)

Eine Gleichung vom Typ a - r = w beschreibt eine Ebene. Die Endpunkte von
r liegen in der Ebene mit dem Normalenvektor a. w gibt die Verschiebung zum
Nullpunkt an. Gleichung (6.8.8) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht
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197 6.8 Die Fresnelschen Formeln

zu k. — k, liegt. Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass = in
der Grenzfliche mit dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k. — k.
Weiter sind beide Wellen im gleichen Medium 1, das heisst |k.| = k. = |k.| = k.
Wir kénnen also schreiben

e, X (ke —k,)=0 (6.8.9)
Mit Betragen geschrieben heisst dies
kesina =k, sinf = sina =sinff = a =f (6.8.10)

Dabei ist o der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k., und 5 der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,
und dem Wellenvektor der reflektierten Welle k,..

Das Reflexionsgesetz besagt, dass

a=f
(Einfallswinkel=Ausfallswinkel )

Aus Gleichung (6.8.7) folgt weiter

((ke - kt) ' T)Grenzﬁéche =¥t (681]‘)

Gleichung (6.8.8) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht zu k. — k; liegt.
Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass r in der Grenzfliche mit
dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k., — k;. Wir kénnen also
schreiben

e, X (ke — ki) =0 (6.8.12)

Mit Betréagen geschrieben heisst dies
kesina = kysin~y (6.8.13)

Dabei ist v der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k. und ~ der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,
und dem Wellenvektor der transmittierten Welle k;. Aus der Wellengleichung folgt

1
Y (6.8.14)

ki v Hilto€i€0

Da w, = w, = w; ist, kann Gleichung (6.8.13) auch als

Ye sina = ﬂsin”y (6.8.15)
Ce Ct

oder

VI 0ELE SIN v = /U2 flgEaEq SNy = \/p1er sina = /ligs Sin 7y (6.8.16)
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Mit der Definition (6.6.1) bekommt man auch
ny sin(a) = ngsin(7y) (6.8.17)

Dies ist das Brechungsgesetz nach Snellius.

Zur Berechnung der Amplitude der reflektierten und transmittierten Wellen mit
einer allgemeinen Polarisation verwenden wir zwei orthogonale Polarisationsrich-
tungen, die s-Polarisation und die p-Polarisation. Jeder Polarisationszustand kann
als Linearkombination der s-Polarisation und der p-Polarisation geschrieben wer-
den.

6.8.1. s-Polarisation

Wir beginnen die Rechnungen fiir elektromagnetische Wellen mit einer Polarisation
senkrecht zur Einfallsebene (s-Polarisation).

Wenn in den beiden angrenzenden Medien die Dielektrizitatskonstanten €; und e
sind, dann muss der Pointingvektor (Energiestrom) senkrecht zur Grenzfliche an
der Grenzflache kontinuierlich sein, also

1 E9€0

c1%0 (Ef—Ef)cosa:f o)l
2/o

1
2\ papo

E?cosy (6.8.18)

wobei a und v die Winkel zur Oberflichennormalen e, sind, E, ist die F-Feld-
komponente der einfallenden elektromagnetischen Welle parallel zur Oberfldche
(s-Polarisation), E, die der reflektierten und E; die der gebrochenen elektroma-
gnetischen Welle.

Vereinfacht kann man die Energieerhaltung schreiben als

Mi (Ez — Ef) cosa = \/gEt2 cos 7y (6.8.19)
H H2

Die Komponente von FE parallel zur Oberfliche muss stetig sein, also ist nach
Gleichung (6.8.3)

E.+FE, = E, (6.8.20)

Wir beachten, dass a®?—b? = (a—b)(a+0b) ist und dividieren die beiden Gleichungen
durcheinander. Wir erhalten

1/i (E. — E,)cosa = 1/E—zEtcosv = 1/€1H2 (E. — E,)cosa = FE;cosvy
M1 22 H1€2

(6.8.21)
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199 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Die Fresnelschen Gleichungen fiir die s-Polarisation lauten

o coso — u 2 COS Y
" 51 cosa+ /= cos7y
2 cosa
E, = (6.8.22)
51 COS v + L cosYy

Mit den Brechungsindizes ny = /p1e1 und ny = /ey erhalt
man

L cos o — "—zcosv

_ H1 H
Er = Ee@cosoH— ™2 cos
111 142 v
2% COS (v
e = Bey cos o + 2 cos (6.8.23)
H1 H2 v

Nach dem Brechungsgesetz ist

sin 7y H1ET M e
sin « H2E2 M2 | H1E2

Sz 2 siny

gz pusina

Wir setzen dies ein und erhalten

,ugsmv(E E,)cosa = E;cosvy
41 Sin «v
(Ee — Ey)cosasiny  Ejcosysina (6.8.24)
M1 M2 o
Wir setzen E. + E, = E, ein und bekommen
Fresnelsche Formeln fir die s-Polarisation
1 1
B — Eeullsm’y( Q) COS (v — ufsmozcosv(oz)
o siny(a) cos o + - sin a cos y(a)
2
= gin y(a ) COS (v
E = E.+— ~ : (6.8.25)
o, sin v(ar) cos o + @ sin « cos ()
Dabei ist
VHU1ELSIN v = \/[lo€9 SIN 7Y
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Fiir nichtmagnetische Materialien konnen die Fresnelgleichungen umgeschrieben

werden

Materialien

sm v(ar) cos @ — sin a cos y(x)

Fresnelsche Formeln fir die s-Polarisation bei nichtmagnetischen

E, =
sm v(a) cos a + sin a cos ()

(
(

sm(a (@)
(a+7(a))

2 sin y(«) cos «

Et:E

“siny(a) cos a + sin a cos ()
2 siny(a) cos a

" sin(a +y(a))

Dabei ist

Versina = /egsiny

(6.8.26)

e Wenn a > ~, wenn also die elektromagnetische Welle aus dem schnelleren
Medium auf das langsamere Medium trifft, haben E. und E, unterschiedliche

Vorzeichen: es tritt ein Phasensprung um 7 bei der Reflexion auf.

o Bei der Reflezion am schnelleren Medium « < 7 ist sin(a — ) negativ und
E, positiv. Es gibt keinen Phasensprung bei der Reflexion. Dies erklart zum
Beispiel, warum Seifenlamellen in Reflexion schwarz werden, wenn die Dicke

gegen null geht.

e Die Gesetze fir die Intensitdt bekommt man durch quadrieren und unter
Beriicksichtigung der relativen Dielektrizitdtszahl e; und der relativen ma-

gnetischen Permeabilitét p.

¢ Bei fast senkrechtem Einfall bekommt man £, ~ —E

sina—siny __
€ sin a+siny

n2—ni
€na+mny
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201 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnelsche Formeln fur die Intensitat bei der s-Polarisation fir
nichtmagnetische Materialien

[sin(a) cos o — sin v cos ()]

I, =1,

[sin v(a) cos o + sin av cos ()]’
sin® (o — ()

“sin?(a + y(a))
no  4sin?y(a) cos® a

I, =—1, 6.8.27
! ny * sin®(a+ () ( )

Wir haben die einfallende Intensitat I, = ny %€ E? als Referenz verwendet. Deshalb

erscheint der Vorfaktor Z—f fir I;. Im Medium mit dem Brechungsindex ny wird die
Energie mit einer anderen Geschwindigkeit transportiert als im Medium mit dem
Brechungsindex ny. Ist ny grosser als ni. so ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
kleiner und I muss grosser werden.

6.8.2. p-Polarisation

Abbildung 6.17.: Stetigkeitsbedingungen fiir elektromagnetische Wellen mit p-
Polarisation. Die dicken Vektoren stellen die k-Vektoren dar (rot
fiir die einfallende elektromagnetische Welle, griin fiir die reflek-
tierte und blau fur die gebrochene elektromagnetische Welle.).
Die E-Vektoren sind gestrichelt gezeichnet, ihre Projektion auf
die Grenzfliche diinn.

Bei p-polarisierten elektromagnetischen Wellen ist die Bedingung fiir die Stetigkeit
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der Parallelkomponente von E durch

(E. — E,)cosa = E; cosy (6.8.28)

gegeben. Weiter gilt immer noch die Beziehung fiir den Poynting-Vektor (Energie-

erhaltung)
Mi (Ez — Ef) cosa = \/gEt2 cos 7y (6.8.29)
H H2

Wir teilen die beiden Gleichungen und erhalten

B+ E)= |22 (6.8.30)
H1 M2

Damit miissen wir das Gleichungssystem

B[t =—\|2E + B |2
H1 H1 H2

E.cosa = E,.cosa+ E;cosvy (6.8.31)

&1
p1

2E€1/&COS&:Et<1/62COSOé+1/61008”)/> (6.8.32)
Ha 2 H1

Um FE, zu bekommen multiplizieren wir die obere Gleichung in Gleichung (6.8.31)
mit cosy und die untere mit /Z—z, subtrahieren und erhalten

Ee ( icosf}/ — €2COSOC> = _ET <\/ECOS’}/—|— 62(}080{) (6833)
\/ M1 \/ M2 251 \/ K2

Damit erhalt man

l6sen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit cosa und die zweite mit
und addieren

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation):

;—2 cos a — ;—1 COS 7Y
Er — Ee ~12 ;21
/=t cos =2 coSs «v
M1 v + H2
2 /5L cos o
K1

= F,
€9 1
1/ s Ccos o + 7/“ COS 7y

E; (6.8.34)

Mit den Brechungsindizes ny = /161 und ny = /pses erhélt man
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203 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation):

™2 cosa — ™ cos
E.=F. % =2t
T T (&
M cosy + "2 cos a
M1 2
2% COS Qv
E, = ¢ (6.8.35)

M cog
s cos o + 1y COS7Y

Fiir nichtmagnetische Materialien vereinfachen sie sich zu

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Mate-

rialien:
B — EenQ COS (v — M COS 7Y
N1 COS 7Y + N9 COS (¢
2n1 COSs «
E,=E ! (6.8.36)

e
N9 COS &' + M1 COS 7Y

Die Brechungsindizes n; und ns konnen mit dem Snelliusschen Gesetz ny sina =
ng sin y eliminiert werden

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Mate-
rialien:

sin o cos v — sin 7y cos 7y

Er — Ee ; .
sin 7y cos 7y + sin a cos «

B = E 2sin 7y cos o

e : (6.8.37)
SN (¢ COS (x + S1N 7y COS 7Y

Mit sin(a 4 7) cos(a F ) = sin « cos o = sin 7y cos v werden die obigen Gleichungen

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Mate-
rialien:

E - Ees%n(oz — ) cos(a + )
sin(a + 7) cos(a — )

o
E, = B, —mycosa (6.8.38)
sin(a + ) cos(a — )
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Die Quotienten aus sin und cos konnen zu tan zusammengefasst werden

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) bei nichtmagnetischen Ma-
terialien:

_ ., tanja —y(a)]
b= “tan[a + ’y(a)(] |
B 2siny(a) cos
By = Eesin[oz + y()] cos[ar — y(a)] (6.8.39)

Abbildung 6.18.: Darstellung der Richtungen der elektrischen Felder fir die s-
und p-Polarisation.

Im Grenzfall  — 0 miissen die Resultate fiir die s- und p-Polarisation tiberein-
stimmen. Lasst man in Gleichung (6.8.38) « gegen null gehen, ergibt sich fir das
reflektierte elektrische Feld £, > 0. Andererseits ist der Grenzwert des elektri-
schen Feldes E, fir a gegen Null bei Gleichung (6.8.26) negativ. Dies ist korrekt,
da nach der Abbildung 6.18 die Vektoren fiir beide Polarisationen in unterschiedli-
che Richtungen zeigen. Die beiden Werte E;, und E,, sind die Vorfaktoren. Also
zeigen die beiden elektrischen Felder der reflektierten Wellen identisch.

Wenn in der Gleichung (6.8.38) fir E, der Nenner a+vy(«) = m/2 ist, divergiert der
Nenner, Wir erhalten also E,.(a = 7/2 — y(«)) = 0. Dies ist der Brewster- Winkel.

Die Fresnelschen Formeln fur die Intensitat lauten
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205 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnelsche Formeln fiir die Intensitdt bei (p-Polarisation) bei
nichtmagnetischen Materialien:

tan’[a — y(a)]

b= eala 1 ()]

4 sin® y(a) cos® a

L=1"

677/1 SiHQ [(X + 7(@)} COS[(X B 7(@)] (6840)

Wir haben die einfallende Intensitat I, = ny %€ E? als Referenz verwendet. Deshalb
erscheint der Vorfaktor Z—f fur 1.

Fresnel-Formeln: E-Feld, n’>n

Abbildung 6.19.: Verlauf der Amplitude des elektrischen Feldes fiir p- und s-
Polarisation, wenn elektromagnetische Wellen aus dem schnel-
leren Medium (n; = 1) in das langsamere (ny = 1.5) eintreten.
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Fresnel-Formeln: |, n’>n

Abbildung 6.20.: Verlauf der Intensitdit fir p- und s-Polarisation, wenn elektro-
magnetische Wellen aus dem schnelleren Medium (n; = 1) in das
langsamere (ny = 1.5) eintreten. Die Intensitdt ist mit I = n;E?
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.
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207 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnel-Formeln: E-Feld, n’<n

Abbildung 6.21.: Verlauf der Amplitude des elektrischen Feldes fiir p- und s-
Polarisation, wenn elektromagnetische Wellen aus dem langsa-
meren (n; = 1.5) Medium in das schnellere (ny = 1)eintreten.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa
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Fresnel-Formeln: | n’<n

Abbildung 6.22.: Verlauf der Intensitdit fir p- und s-Polarisation, wenn elektro-
magnetische Wellen aus dem langsameren (n; = 1.5) Medium in
das schnellere (ny = 1) eintreten. Die Intensitdt ist mit [ = n; E?
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.

Wir kénnen kontrollieren, ob im Energiefluss senkrecht zur Grenzfliche die Energie
erhalten bleibt. Dazu miissen wir den Energiefluss durch eine Fliche parallel zur
Oberflache berechnen. Der einfallende Energiefluss ist

I, = n%Ef COS (v (6.8.41)

Der Fluss der reflektierten Energie (Betrag des Poynting-Vektors) durch eine Fla-
che parallel zur Grenzflache ist

I, | = n%Eﬁ COoS o (6.8.42)

Ebenso ist der Fluss der gebrochenen Energie durch eine Flache parallel zur Grenz-
flache

I, = n'%Eﬁ oS (v (6.8.43)

Die Energieerhaltung sagt nun, dass fiir die p-Polarisation
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£0C
Iep 1 =n—— 5 Ezcosa

= 4rp, L + Ig7p7L
_&oc ptan’la — y(a)]
2 tan?[a + (o)
i @E : 4sin? y(a) cos? o
2 “sin’la + y(a)] cos?[a — y(a
2

[ sin? [a—y(a)}c s?[a — v(a)] cos

COS @

)ﬁwwm»

sin?[a + y(a)] cos?[a — y(a)]

, 4sin?y(a) cos? a cos(y(a)) 1
sin?[a + y(a)] cos?[a — ()]
E¢

= 20
{sin2 [ — v (a)] cos? [ + 7 ()] cos

silii'ryl ?a) 4sin? 7 () cos® ar cos (y (a))]
: [S.in2 [ + 7 ()] cos® [ — (Oz)]yl
:nSOCES cos a

sin’[a — y(a)] cos”[a + ()]
+ 4 sin asiny(«) cos acos(y())]
' [sin2 [ + y(a)] cos?[ar — 7(a)ﬂ o (6.8.44)

gilt.

Wir missen also den Wert des Bruches

X = {sinQ[a — ()] cos’[a + y(a)] + 4sinasiny(a) cos a cos(’y(a))}

: {sin2 [ + v(a)] cos*[ar — 7(04)]}_1

berechnen.
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X = {sinz[a — 7] cos®[a + 4] + sin(20) sin(?’y)}

. {SmQ [ + 7] cos?[a — 7]} (6.8.45)
— {sin2[0z — 7] cos®[a + 7] + sin(2a) sin(2’y)}
. {sin2 [ + 7] cos?[a — 7]}_1
= {; (1 — cos[2a — 27]) ; (1 + cos[2a + 27])
+ sin(2a) sin(27)}
: {; (1 — cos[2a + 29]) ; (1 + cos2a — 27])}
={(1 — cos[2a — 27]) (1 + cos[2a + 27])
+ 4sin(2a) sin(27v)}
- {(1 = cos2a + 24]) (1 + cos[2a — 24])} !
={(1 — cos[2a — 27]) (1 + cos[2a + 27])
+ 2 (cos[2a — 27] — cos[2a + 27])}
- {(1 = cos[2a + 29]) (1 + cos[2a — 29])} !

Wir setzen A = cos[2a — 2] und B = cos[2a + 27| und schreiben die Gleichung
um

(1—A)(1+ B)+24—2B
(1-B)(1-4)
1—-A+B—AB+2A—2B
1+A—B- AB
1+A—B— AB
1+A—B- AB

=1

X = (6.8.46)

Da X = 1 ist, ist gezeigt, dass fiir den Energiefluss durch die Grenzflache fiir
p-Polarisation Energieerhaltung gilt.

Eine dhnliche Gleichung kann man fiir die s-Polarisation berechnen. In der Elek-
trizitatslehre wiirde man sagen, dass der Fluss anhand des Pointing-Vektors be-
rechnet wurde.
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211 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnel-Formeln: Energiefluss senkrecht, n’>n

1 ==T T T
—— ! !

It,p,n

r,s,n
- It,s,n
I
tot,p,n
04 [ P
tot,s,n
fotein "
02 f e L L
0 i
0 0.2

Abbildung 6.23.: Verlauf der mit der Fléche gewichteten Intensitdt fir p- und s-
Polarisation, wenn elektromagnetische Wellen aus dem schnel-
leren (ny = 1) Medium in das langsamere (ny = 1.5) eintreten.

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 211



Elektromagnetische Wellen 212

Fresnel-Formeln: Energiefluss senkrecht, n'<n

SR g
) :t,p,n """"

r,s,n
It,s,n """"""""
Itot,p,n
tot,s,n

Itot,ein

Abbildung 6.24.: Verlauf der mit der Fliache gewichteten Intensitdt fir p- und
s-Polarisation, wenn elektromagnetische Wellen aus dem lang-
sameren (n; = 1.5) Medium in das schnellere (ny = 1) eintreten.

Fiir beide Bilder wurde die Intensitit mit I = n;E? cos(a;) berechnet, wobei n;
die fiir das jeweilige Medium gitiltige Brechzahl und «; der entsprechende Winkel
ist. Die drei Kurven fiir die gesamte Intensitdat bei der p-Polarisation und der s-
Polarisation liegen iiber der Kurve der mit dem Winkel gewichteten Intensitat der
einfallenden elektromagnetischen Welle.

Parallel zur Oberflache ist es wegen der Translationssymmetrie schwieriger Ener-
gieerhaltungsgrossen zu definieren.

Die dritte Stetigkeitsbedingung an der Grenzfliche, die der Normalkomponente
von e E = D liefert das Snelliussche Gesetz.

6.8.3. Evaneszente Wellen

(Siehe Hecht, Optik [Hec, pp. 193,196])

Versuch zur Vorlesung:
Evaneszente Wellen - tunneln mit Licht (Versuchskarte O-080)

Aus den letzten Abbildungen ist ersichtlich, dass, wenn elektromagnetische Wel-
len aus dem langsameren Medium in das schnellere eintreten, es Winkel gibt
(ngsiny > 1), fir die es keine reelle Losung der Fresnelschen Formeln gibt. Die
Losung ist rein imagindr. Was bedeutet dies? Dies heisst, dass auch der k-Vektor
de elektromagnetischen Welle im schnelleren Medium imaginar wird. Darum wird
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213 6.9 Zusammenfassung

aus e'*" mit k = ix der exponentielle Dampfungsfaktor e =", wobei x vom Einfalls-

winkel abhangt. Die elektromagnetischen Wellen aus dem langsameren Medium
konnen sich im schnelleren Medium also nicht weiter bewegen: Wegen der Ener-
gieerhaltung ist die Reflezion perfekt.

AARARRARRRRRRRARRARARAAINY

AARARRRRRRRRRARRARRRRRRRARAY
ARRRRRRRRARRARARRARRRRRRRARY
RRRARRRRRARRRRRRRARRRRRRARAY
RRRRRRRRR AR RN

Abbildung 6.25.: Momentaufnahme der Interferenz einer total reflektierten Welle
mit sich selber sowie der evaneszenten Wellen.

6.9. Zusammenfassung

Maxwellgleichungen im Vakuum Gleichung (6.1.3)

div B =0 I

_ _ 0B
rot £ = -5 11
div B =0 111
rot B = e = 522 1III

Wellengleichung fiir E Gleichung (6.1.7)

O*E 5
g2 = ¢ AE
Wellengleichung fiir B Gleichung (6.1.8)
0’B 5
5z = ¢ AB
Wellenwiderstand eines Zweidrahtsystems Gleichung (6.3.15)
1 4a
Rf=—-In(—) /
. ( d ) Hoco

Wellenwiderstand des Vakuums Gleichung (6.3.16)
Ry = /poeo = 3770

©2005-2013 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 213



Elektromagnetische Wellen 214

Energiefluss im Vakuum, Poynting-Vektor Gleichung (6.4.5)

smw_;Emwamw

Energiefluss in Materie, Poynting-Vektor Gleichung (6.4.6)

S(r,t)=E(r,t) x H(r,t)

Elektrisches Strahlungsfeld eines Atoms Gleichung (6.5.17)

2
E(r,0,t) = c L. la(t")|sin® = caw 1. sin {w (t—rﬂ sin ©

dregc? 1 dregc®: 7 c

Magnetisches Strahlungsfeld eines Atoms Gleichung (6.5.18)
1
B(r,0,t) = e (r,©,1)

Energiefluss des Strahlungsfeldes eines Atoms Gleichung (6.5.19)

S(r.0,1) = \[<“E*(r,0,1)
Ho

Intensitat des Strahlungsfeldes eines Atoms Gleichung (6.5.20)

2,2

4 )
I (7“, @) = <S (T,@,t)>t = \/a €"Zpw " Sl C]
Ho

(4mepc?)? 212
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Bronstein| ] zusammengefasst. Arfken/Weber ,,Mathematical methods for
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Dieses Skript gibt es auch als PDF-Datei und als Web-Site.
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B. Begriffe

Symbol Name Einheit Bemerkungen

(fy Mittelung uiber f —

« atomare Polarisierbar- = =
keit Fm?2 = 4sm2

a Winkel (z.B. zwischen 1
Geschwindigkeit und der
Oberflachennormalen
der Referenzflache

a Abstand einer Ladung m
zur Oberflache, Radius

a Dicke eines Dielektri- m
kums

a Lange einer Leiter- m
schlaufe in einem Motor

da Oberflichenelement in m
Integralen

a Beschleunigung o= ]iv—g
A Fliche m?
A Fliache des Plattenkon- m?
densators
A Vektorpotential Tm = % =
mkg _ Vs
As? m
B reduzierte Geschwindig- 1 B=2
keit
b Breite eines Dielektri- m
kums
b Breite einer Leiter- m

schlaufe in einem Motor
h Breite des Leiters in ei- m
ner Hall-Anordnung

B magnetische Induktion T = % =
kg _ Vs
s2 7 m?2

¢ Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum

.y e . C _ A .

C Kapazitat F=g=%=
I c?
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
C' Curie-Konstante % = A;VK =
K
ci; Kapazitat zwischen den F
Korpern ¢ und j
6(t) Delta-Funktion fir die 1
Zeit
6(z) Delta-Funktion fir den -
Ort
d0x Langenelement m andere Schreibweise zu
dx
A Laplace-Operator # Af = % + giy’; + %
dA Flichenelement m?
d Abstand m
d Abstand der Platten im m
Plattenkondensator
div  Divergenz-Operator % div f =
o f
z f
G o) =
af. 2 df. affz
e+ e v Y
D Dielektrische Verschie- % = % = %
bung
e Elementarladung C e = 1.6022 x 1071°C
e Basis des natirlichen 1 e = 2.7182818284590
Logarithmus
e relative Dielektrizitats- 1 Im Allgemeinen
zahl ist € ein  Tensor.
(heisst auch relative
Dielektrizitatskonstante)
eg Dielektrizitdtskonstante N022 = % = ¢y =8.8544 x 10712 NCTZQ
des Vakuums %257;
E(r) elektrisches Feld s==r
E .. lokales elektrisches Feld % = %
Ey elektrisches Feld ohne % = % Verwendet bei Berech-
Dielektrikum nungen mit dielektri-
schen Materialien
E,o potentielle Energie J=Nm

218
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
E, spezifische Haftenergie #
¢ eine der Koordinaten bei 1 Winkel gemessen von
Kugelkoordinaten der x-Achse in der xy-
Ebene (Langengrad)
¢ elektrostatisches Poten- % =V
tial
Phase 1
® Fluss eines Vektorfeldes Nm? In diesem Falle, Einheit
F héngt vom Vektorfeld ab
dp  magnetischer Fluss IWb = Tm?
Nm kgm?
A As?
Vs
f(xz) Funktion — x ist ein Platzhalter
F Kraft N
F; Lorentzkraft N
Fy;  magnetische Kraft N
. N AF
Iy Kraftdichte 3 Fy = 1‘1/r£1>0 A
2\ —1/2
~v relativistischer Korrek- 1 v = (1 %)
turfaktor
grad Gradienten-Operator = grad f =
9 of
A |
Y o
0z 0z
G Leitwert S = % = é
G Gravitationskonstante kgl;
h  Hohe der Mantelflache m
h Hohe des Leiters in einer m
Hall-Anordnung
h  Plancksches Wirkungs- Js h =6.63 x 10734Js
quantum
i reduziertes Plancksches Js ha~1073Js
Wirkungsquantum
H Magnetfeld %
i Stromdichte —
I Strom A
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
I.s¢ effektiver Strom A
Ims RMS-Strom A Leistungsgewichteter
Strom, "Root Mean
Square”-Strom
j lineare Stromdichte A j = lim I(AAy)
m Ay—0 Y
k  Federkonstante %
k  beliebige, auch komplexe 1
Zahl
kg Boltzmann-Konstante %
K Vorfaktor 1
A mittlere freie Wegldnge —m
A Linienladungsdichte %
£ Abstand von —q zu +q m
im Dipol
£ Drehimpuls mzkg
L Lange m
L Selbstinduktion oder H = ij =
Selbstinduktivitat einer TZLQ = Om —
Spule Iiiq;gj _ % — Qs
1o Induktionskonstante A =8 =0 yy=dr - 10774
m  Masse kg
m  magnetisches Moment Am?
m, magnetisches Moment in ~ Am?
z-Richtung
M  Gesamtmasse aller lonen kg
M5 Gegeninduktivitit zwi- H = %°
schen zwei Spulen Im? _ Nm
A A2
kg2m22 — Vs __ QS
Muyoi  Molmasse 1\%% .
M makroskopische Magne- %
tisierung
M Drehmoment Nm
v Frequenz Hz = %
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
n Ladungstrigerdichte =5
n spezifische ~ Windungs- % n = %
zahl einer Spule
n  Normalenvektor auf ein 1
Flachenelement
N Dichte der induzierten %
Dipole
N Windungszahl einer 1
Spule
N4 Avogadrozahl T Ny =6.02 x 10% 5
p Dipolmoment Cm
p Impuls (mechanisch) o — Ns
Pinqg induziertes Dipolmo- Cm = Asm
ment N?”ﬂ
P Leistung = % = Nsm z.B. Verlustleistung am
m23k9 Widerstand
P Polarisation mg = % = %
Py Leistung des Motors = N?m
m2kg
s3
_ __ Nm
q Ladung C=As ="
@ Ladung C=As= N?m andere Schreibweise fiir
q
p Massedichte %
per  elektrische Ladungs- % = % Siehe auch Gleichung
dichte (2.2.4)
: : _Vm _ m
p spezifischer Widerstand =~ Qm = “* = ¢
p Abstand m
r Abstand, Ortsvektor m
ro Referenzradius m
rot Rotations-Operator % rot f =
0
% f:c
7 R
2 f:
ofy _ 0fs
Oz 0
Ofs _ OJx
A
dy ox
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Begriffe 222
Symbol Name Einheit Bemerkungen
R Widerstand = %
R*  Wellenwiderstand = %
R Radius m
o Oberflichenladungsdichte %
o Influenzladungsdichte %
an der Oberflache
o (spezifische) Leitfahig- % = % Im Allgemeinen ist die
keit Leitfdhigkeit ein Tensor
N _ i AF
O Mazwell MaXWeHSpannung (me— m2 0 Mazwell = AIIILXIEO ANA
chanische Spannung)
s Schlaufe, ein Weg m
s Spin Js
ds Langenelement m
S Bezugssystem fir relati- —
vistische Rechnung
S"  Bezugssystem fur relati- —
vistische Rechnung
ST Bezugssystem fur relati- —
vistische Rechnung
S~ Bezugssystem fir relati- —
vistische Rechnung
S Poynting-Vektor m‘és = %
© eine der Koordinaten bei 1 Winkel gemessen von
Kugelkoordinaten der  z-Achse  (Brei-
tengrad, von Norden
gemessen )
7 Mittlere Zeit zwischen s
zwei Stossen, Relaxati-
onszeit
7 Abklingzeitkonstante ei- s
nes RC-Gliedes
T Zeit unter Integralen S
t  Zeit s
At kleine Zeitdifferenz s
T Periodendauer einer pe- s
riodischen grosse
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
T Temperatur K
U Spannung, auch elektro- % =V
statisches Potential
Ugraw  Gravitationspotential é = T—;
_ Nm
Uc Spannung am Kondensa- V' = —=*
tor
Uesp effektive Spannung V
Urms RMS-Spannung |4 Leistungsgewichtete
Spannung, "Root Mean
Square”-Spannung
Ugmk  elektromotorische Kraft V = AA—T
Upar Hallspannung V= %
Ur Spannung am Wider- V = %’;‘
stand
v; Geschwindigkeit des j- ™=
ten Ladungstriagers
vy, Abziehgeschwindigkeit o
Klebestreifen
V  Hilfsvektorpotential Tm = %
mkg _ Vs
As?2 T m
dV  Volumenelement m?
w Kreisfrequenz % w =27
Q Larmorwinkelgesehwindigkéit
we  elektrische Energiedich- % = %
te
wp Energiedichte des Ma- 5 = %
gnetfeldes
W Arbeit J=Nm
W, elektrische Arbeit J=Nm
Wineen, mechanische Arbeit J=Nm
Waat Arbeit der Batterie J=Nm
¢ Ersatz fiur x in Integra- m
len
Xe dielektrische Suszeptibi- 1 Im Allgemeinen ist x.

litat
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Begriffe 224
Symbol Name Einheit Bemerkungen
x Ortsvektor m
x Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
X¢ Impedanz der Kapazitat €2
oder kapazitiver Wider-
stand
X1 Impedanz der Spule oder (2
induktiver Widerstand
y Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
z Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
Z  Kernladungszahl 1
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C. Mathematische Satze

C.1. Die Diracsche Deltafunktion

Die Diracsche Deltafunktion ist ein niitzliches Instrument, um diskrete Ladungs-
verteilungen, Krafte, Punktmassen als kontinuierliche Verteilung oder Kraftfelder
zu beschreiben.

Wir beginnen, indem wir die Funktion

fir |z| < §;

f(=) ={ 6, somst. (C.1.1)

Diracsche d-Funktion
10

a=3.0 —
a=1.0 —
8 a=0.3 — -
a=0.1 ——

10

o
o

-10 -5

Abbildung C.1.: Darstellung von f(x), wobei a variiert wird.

In der Abbildung C.1 sieht man, dass mit kleiner werdendem a die Amplitude von
f(z) immer grosser wird. Die Flidche unter der Kurve

a/;/2 _ clz (; B (_;)) _ 1 (C.1.2)

ist konstant und unabhéngig von a. Wir definieren nun die Diracsche Delta-
Funktion

xz

Ap = 7f(:(:)dx = a//2 clde = —
~o —a/2

a

d(x) :=lim f(x) (C.1.3)

a—0



Mathematische Satze 226

Damit ist auch

00 00 a/2
: : 1 .
/ d(z)dx = / <(111£>r(1) f(w)) dr = Clgr(l) / adx = Clgr(l)l =1 (C.14)
—00 —00 —a/2

Als Anwendung betrachten wir das Integral des Produktes

/ g(x)o(z)dx
wobei g(x) gentigend oft (Fragen Sie einen Mathematiker oder lesen die Packungs-
beilage oder ein Mathematikbuch) stetig differenzierbar sein soll. Die Taylorreihe
von g(x) ist dann

o(0) = 9(0) 4.2 (3ol

" [ o
xo) +...+ ) <axng(x) mo) +... (C.1.5)

Dann ergibt das Integral

/ g(x)d(z)dr = (111_% g(x) f(x)dz (C.1.6)
= lim [g(()) +x (aig(x) ) ) +.. ] f(x)dx
a/2
— }f_{% / lg(()) +x (;xg(x) ) +.. ] Clldx
—a/2 z=0

iy [0 7 (£<>m)7zw+ ]

@ —a/2 “ —a/2

9 o(r 2 a/2

= ¢(0) + lim (axg()’”_o)z +.

a—0 a —a/2

a—0

=ﬂm+hm[Qimm )

Damit ist klar, dass die ntitzliche Gleichung

[e.o]

[ 9@tz — o)z = glao) (C.1.7)

—0o0
gilt. Man kann sie anwenden, zum Beispiel im Gaussschen Gesetz, wenn man das
elektrische Feld einer Ebene berechnen will. Wir setzen fiir die Ladungsdichte

pel(ﬁa Y, Z) = O-el(xa y)(S(Z)

Fir die Einheiten haben wir

[pa] = Cm ™ o] = Cm™*
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227 C.2 Vektoridentitaten

Der Unterschied in den Dimensionen rithrt daher, dass die Delta-Funktion 0(z)
implizit die Dimension [§(z)] = m™' hat, sonst wéren die Definition in Gleichung
(C.1.3) und Gleichung (C.1.1) dimensionsméssig nicht korrekt.

Das Gausssche Gesetz sagt dann

ffDda = fffpeldv :fffpel(x,y,z)dxdydz
A(V) % 1%
-/ J [ outeiraodyi: = ([ suteg)dody

FEbene

C.2. Vektoridentitaten

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp. 190])

Im Folgenden sind a, b, ¢ und f Vektoren oder vektorielle Funktionen, a, b, ¢ und
f ihre Langen, k eine Zahl und ¢(7) eine skalare Funktion. Die Komponenten der
Vektoren in kartesischen Koordinaten sind

Ay
a=| a
a’Z
Fiir die anderen Vektoren werden die Komponenten analog geschrieben.

C.2.1. Produkte mit Vektoren

Skalarprodukt
k=a - b=a,b, +ayb, +a.b, =ab cos(/(a,b)) (C.2.1)
Vektorprodukt
ayb, — a.b,
c=axb=| ab, —a,b, la x b| =absin(£(a,b)) (C.2.2)
azb, — a,b,
Vertauschung der Reihenfolge (Kommutationsgesetze)
a b=b-a (C.2.3
axb=-bxa (C.2
Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn
a b=0 (C.2.5)
Sie sind kollinear, wenn
axb=0 (C.2.6)
Doppeltes Vektorprodukt
ax(bxe)=(a-c)b—(a-b)c (C.2.7)
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Spatprodukt oder gemischtes Produkt

(axb) c=(bxc) - a

=(cxa) b

=—(bxa) -
—(

cxb) a

=—(axc) -
= azbyc, + aybzcx + aybycy — (abyc, + azbcy +aybye,)  (C.2.8)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn
(axb) =0 (C.2.9)
Lagrangesche Identitat
(axb) - (exf)=(a -c)b- f)—(a- )b ¢ (C.2.10)
Vierfaches Vektorprodukt

(axb)x(exd)=((axb) - fle—((axb) -¢)f (C.2.11)

C.2.2. Ableiten von Vektoren

Ableiten eines Vektors

i d[% i G
dt dt a. dZL} g,

Ableitung eines Produktes

S (etat) = Pat ot (€213

Ableitung des Skalarproduktes
d da db

(@ b) =" e 2.14
o (a - b) o b+a 7 (C )
Ableitung des Vektorproduktes
d da db
= == = 2.1
dt(aXb> thb+ath (C.2.15)
Ableitung eines Vektors mit konstantem Betrag. Hier ist @ - a = a® = const. Aus
Gleichung (C.2.14) folgt
da? d da da da da
= : : =T “la (C2.1
b= —ale Y=g et y=g e = yle €210
Taylorentwicklung einer Vektorfunktion
da| 72 d*a ™ d"a
t — —_— — — 2.1
a(t+7)=a(t) +7 — +2 a7 |, i dt”t+ (C.2.17)
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229 C.2 Vektoridentitaten

C.2.3. Vektorableitungen bei Skalarfeldern

Ableitung eines skalaren Feldes nach einer Richtung

dp(r) (r +ec) — p(r)

— i P
e = llir(l] . (C.2.18)
Ableitung %ﬁc’") in Richtung des Einheitsvektors e, in Richtung von ¢
Op(r dp(r)
e td e (C.2.19)

Richtungsableitung einer skalaren Funktion im Vergleich zur Richtung mit dem
starksten Abfall (Einheitsvektor n)

Op(r) _ Op(r)
Je. ~ om cos (Lec,n) (C.2.20)

C.2.4. Vektorableitungen bei Vektorfeldern

Ableitung eines Vektorfeldes a nach einer Richtung

o _
a(r) = lim afr +ec) — a(r) (C.2.21)
oc e—0 €
Ableitung %“—g in Richtung des Einheitsvektors e. in Richtung von ¢
da(r da(r)
= C.2.22
5e 9 %, ( )
Richtungsableitung einer Vektorfunktion
0
cg(cr) =(c- grad )a (C.2.23)
1
:§[rot (axec)+ grad (¢ - a)+c - diva
—a + dive—c¢x rot a—a x rot ¢
Gradient eines Produktes
grad (p1p2) = ¢1 grad ¢, + ps grad ¢ (C.2.24)
Kettenregel beim Gradienten
dr
grad ¢; (p9) = don grad ¢, (C.2.25)
2

Gradient eines Skalarproduktes
grad (a - b)=(a - grad )b+ (b grad Ja+axrotb+bx rota (C.2.26)

Gradient eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor

r
grad (r - k) =k (C.2.27)
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Divergenz eines Produktes
div (¢a) = pdiv a + agrad ¢ (C.2.28)

Divergenz eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor

T
r -k

div (r - k) = W (C.2.29)
Divergenz eines Vektorproduktes
div (axb)=b- - rota—a - rotd (C.2.30)
Rotation eines Produktes
rot (pa) = ¢rot a+ grad ¢ X a (C.2.31)
Rotation eines Vektorproduktes
rot (axb)=(b- grad )a— (a - grad )b+ adivb—bdiv a (C.2.32)
Rotation eines Potentialfeldes
rot (grad ¢) =0 Y (C.2.33)
Divergenz einer Rotation
div (rota) =0 Va (C.2.34)
Rotation einer Rotation
rot (rot a) = grad (div a) — div (grad a) (C.2.35)

Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten

o? 0? o? o2f 0 f  O°f
Af = (di d)f=|—+—+—|f= 2.
f=(div grad )f (E)x? - 0y + 822> f 97 + oy + 9.2 (C.2.36)
und fiir Vektorfunktionen
, 0? 02  9? Pa 0’a 0O%a
Aa = (div grad )a = ((%2 + 05 + 8z2) a=- + o + 9. (C.2.37)
C.2.5. Graphische Darstellung der Ableitungen in drei
Dimensionen
C.2.5.1. Gradient in kartesischen Koordinaten
Wenn wir eine Funktion y = f(z) als Hohenprofil in einer zweidimensionalen
Landschaft auffassen, dann ist
df (x)
dx
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231 C.2 Vektoridentitaten

die Steigung dieses Profiles an der Stelle z. f(z) ist die Hohenangabe iiber einer
eindimensionalen Grundflache.

Wir kénnen eine Funktion f(x,y) als Héhenangabe iiber einer zweidimensionalen
Grundflache betrachten.

Gradient

Abbildung C.2.: Gradient als Richtung der stérksten Steigung

Die Funktion Gradient berechnet das stiarkste Gefalle einer Ho-
henlandschaft iiber einer zweidimensionalen Ebene. Sie ist defi-

niert:
of (z,y)

grad f = | 57,

0y

Eine skalare Funktion f(z,y, z) definiert eine ,,Hohenlandschaft“ iber einer dreidi-
mensionalen Grundflache. Sie kann nicht mit einfachen Mitteln visualisiert werden.
Hier ist die Definition
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Gradient einer skalaren Funktion f(z,y,z) von drei Va-

riablen
8f(iL', Y, Z)

C.2.5.2. Divergenz in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten eine Vektorfunktion

fan = Fion )

X x+dx

\ 4
X

Abbildung C.3.: Vektorfeld mit Umrandung

Wenn wir die Umrandung betrachten, dann sehen wir, dass netto etwas aus ihr
herausfliesst. Die ,Flache® ist dx. In die z-Richtung heisst das, dass

fliesst.

In die y-Richtung miissen wir die schrig liegenden Vektoren aufteilen. Die x-
Komponente, f,(z,y) und f.(x,y + dy) ist parallel zur oberen und unteren Um-
randung. Sie tragt nichts zum Fluss bei. Also gilt auch fiir die y-Richtung

folz y +dy) — fy(z,y)
dy
Die Grosse F' = F, + F, nennen wir Divergenz oder Quellstarke. Mit

lim F, — i 2@+ A0y — fol@y) _ Ofalzy)
dx—0 dz—0 dr Oz

F, - dy= f,(x,y+dy) — fy(z,y) = F, =
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233 C.2 Vektoridentitaten

und

dy) —
lim Fy — lim fy(x,y + y) fy(xﬂU) _ afy(x,y)
dy—0 dy—0 dy ay

erhalten wir fir die

Divergenz oder Quellstarke in 2 Dimensionen

afi('r7y) 8fy(x,y)
ox v 0y

div f(x,y) =

Eine analoge Uberlegung kann man sich in drei Dimensionen machen. Die Vektor-

funktion ist dann
fo(2,y, 2)
f(x7y7z>: fy('T?y?Z)
f(2,y,2)

Wir definieren

Divergenz einer Vektorfunktion f(z,y) in drei Dimensio-
nen

, Ofe(z,y, 2 of,(x,y, z of.(x,y, z

C.2.5.3. Rotation in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten wieder eine zweidimensionale Vektorfunktion
fo(z,y) )
T,Yy) =
F(x,y) < £ (z,y)

y y+d)\
N

X x+dx

*

Ny

\ 4
X

Abbildung C.4.: Drehung eines schwimmenden Klotzes, Rotation
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Wir nehmen nun an, dass die durch f(x,y) definierten Stréomungen den recht-
eckigen schwimmenden Klotz beeinflussen. So wie die Vektoren gezeichnet sind,
wird er sich drehen. Seine Drehachse zeigt aus der Zeichenebene heraus, also die
z-Richtung. Die Drehung hat etwas zu tun mit den Grossen

fy(x + d%,y) - fy(l‘,y)

Rydfﬁ - fy(l’"— d.’E7y) - fy(x7y> — Rm -

dx
und
Jolz,y + dy) — fo(z,y
Rudy = = (L(o,y-+ dy) = folo.9)) = R = ~IE0 B 2 LA00)
Um bei gleicher Drehrichtung (positiv ist im Gegenuhrzeigersinn) eine positive
Grosse zu haben, wird bei R, ein ,—* eingefiigt. Mit
d _
dz—0 dz—0 dx Ox
und

lim Rac = — lim fx(x,y+dy) — fx(xvy) — _M
dy—0 dz—0 dx ay

ist die Starke der Drehung oder die

Rotation in zwei Dimensionen

afy(xa y) B 8fT(£L‘, y)
ox oy

R:

Diese R zeigt in die +z-Richtung, wenn wir den zweidimensionalen Raum im drei-
dimensionalen eingebettet betrachten. Fiir eine dreidimensionale Vektorfunktion

ffﬂ<aj7 y? Z)
flx,y,2) = | fylz,y,2)
f(2,y,2)

kann man sich iiberlegen, dass die gleichen Uberlegungen wie fiir die xy-Ebene
(Rotation um z) auch fiir die zz-Ebene (Rotation um y) und die yz-Ebene (Rota-
tion um x) gelten. Wir definieren also

Rotation in drei Dimensionen

afz(wfy7 Z) _ afil/(ma Y, Z)

Jy 0z
Ofy(@,y,2)  Ofulz,y,2)
ox Ay

Man kann sich die Berechnung gut merken mit
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235 C.2 Vektoridentitaten

Gedankenstiitze fiur Rotation

0 falz,y, 2)
rot f(z,y,2) = @ X fy(as,y,z)
Oz fz<l7y72>

C.2.6. Totale Ableitung bei mitgefiihrten Koordinatensystemen

Wenn v = %r ein konstanter Geschwindigkeitsvektor ist und diese Grosse an
einem mit der Geschwindigkeit v bewegten Ort beobachtet wird, dann gilt (Siehe
Jackson| , p212]):

d 0 0

s _ Y SV = — . d C.2.38

it gtV e (0:2:38)

wobei % die totale Ableitung im raumfesten Koordinatensystem und % die lokale,
mitgefithrte Ableitung ist. Diese Gleichung stammt von der Kettenregel:

d o d 0
Lrwt.=2ren - Sew+ Lpn.

= v(t)(,if (x(t),t)+ ;f (x(t),1) (C.2.39)

In drei Dimensionen muss mit dem Gradienten gerechnet werden:

LRI TORIOR)

= [grad f (,9,2.0)] - Sr () + 27 (r (1))

dt
= [grad f(r(1),0] - o(t) + o ( (1)1
= (9815 (r(t),t)+v(t) - grad f(r(t),t) (C.2.40)

Dabei bedeutet die partielle Ableitung 0/0t dass man nur nach der Zeitvariable
ableitet, nicht aber nach der impliziten Zeitableitung in .
Mit Gleichung (C.2.32) kann man schreiben

rot (Bxwv)=(v- grad )B— (B - grad )v+ Bdivwv —wvdiv B
Vx(Bxv)=(v -V)B—(B V)v+BV -v—vV B (C.2.41)

oder

(v - grad )B=rot (Bxwv)+ (B - grad )v— Bdivv+wvdiv B
(v-V)B=Vx(Bxv)+ (B V)v—BV - -v+vV - B (C.242)
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dt dt
% grad r = %E = 0, wobei F die 3 mal 3 Einheits-Diagonalmatrix ist. Damit
haben wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit

Nun ist div B = 0. Weiter ist div (iv) = 4divv=4(3) =0 und grad v =

(v - grad ) B = rot (B xv)

(v V)B=Vx(Bxv) (C.2.43)
und
Ig_9p., -VB—QB+V><(B>< ) (C.2.44)
a- "o " ~ ot v -

C.3. Satz von Gauss

Der Satz von K. F. Gauss (1777-1855) verkniipft ein Volumenintegral mit einem
Oberflachenintegral.
Gegeben seien

o eine vektorielle Ortsfunktion v(r)

« eine geschlossene Fliche S, die das Volumen V(S) umschliesst.

/ div vdV = /v : da:S/v - nda (C.3.1)

v (S) S

Man kann auch schreiben div v = V - v, wobei V = (90/0z,0/0y,0/0z) der
Nabla-Operator ist.

C.4. Satz von Green

Der Satz von G. Green (1793-1841) verkniipft ein Volumenintegral mit einem
Oberflachenintegral.
Gegeben seien

« eine skalare Ortsfunktion U(r)

« eine geschlossene Flache S, die das Volumen V(S) umschliesst.

/ A‘Ide:/grad \Ilda:/grad Unda (C4.1)
v(s) s 5

Man kann auch schreiben grad ¥ = VWU, wobei V = (9/0z,0/0y,0/0z) der
Nabla-Operator ist.
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237 C.5 Satz von Stokes

C.5. Satz von Stokes

Der Satz von G. G. Stokes (1819-1903) verkniipft ein Oberflichenintegral mit
einem Linienintegral.
Gegeben seien

« ecine vektorielle Ortsfunktion v(7)

o eine geschlossener Weg s, der die Oberflache a(s) umrandet.

/rotv'da:/rotv-nda:%v‘ds (C.5.1)
a(s) a(s) s
Man kann auch schreiben rot v = V x v, wobei V = (9/0x,0/dy,0/0z) der
Nabla-Operator ist.
Dabei wird jedes Flachenelement so umlaufen, dass die entsprechende Normale n
der Bewegung einer Rechtsschraube entspricht.
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D. Berechnung elektrischer Felder

D.1. In der N3dhe eines Leiterstiickes

Entlang der x-Achse von x = 0 bis x = / sei die Ladung Q homogen verteilt. Zu
berechnen ist das elektrische Feld fiir einen Punkt P = (&,0,0) auf der z-Achse!

Die Linienladungsdichte ist

~|Q

Das elektrische Feld bei P ist

dme | —gf

Wir integrieren iiber die Lénge des Drahtes

fir x > ¢ oder x < 0;

fir0<z <.

Die Losung dieser Gleichung ist

A

= fire>Lod 0;
\ 47T€0,’1;‘(,Qj—€) ur xr > £ oder xr < U;

Y

- Aoz (x — 0) A2z — 0)

——, fir0<ax </
dregr(x — ()’ o v
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E-Feld entlang einer Linienladung
4 , , .

Abbildung D.1.: Elektrisches Feld entlang einer Linienladung.

Wir berechnen nun das elektrische Feld entlang der Mittelsenkrechten einer Li-
nienladung der Lange ¢. Zur Berechnung legen wir das Koordinationssystem so,
dass die Ladungsverteilung von —% bis g reicht. Aus Symmetriegriinden existiert
auf der Mittelsenkrechten keine Komponente in z-Richtung. Wir betrachten also

die Komponente entlang y. Am Punkt P = (0,y,0) ist

1 Adx
= 3
471'60 (ZEZ + y2)§

db, (y) Yy

Ebenso ist
A Y Ay dz
Ey(y):/4 ydoe = / 4
Y TED (.1’2 + y2) 2 7T80_£ <$2 + y2> 2
2 2
Nach Bronstein| | ist
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241 D.1 In der Nahe eines Leiterstiickes

mit X = 2% 4 a?. Daraus folgt

[SIEN

B, () = Ay x
P me \p VI

o Lo,
47'['60?/ 2 %_I_yQ 2 %_}_y

SIS

X 1
= —
dmegy Y2 + e
_ @ 1
47r50y /y2 + %
Fir y > ¢ bekommt man
L M  Q

v Amegy?  Amegy?
Fir y < —¢ bekommt man
1 M Q
Tdmegi? | Amegy?

E, =
Wenn die Linienladung "unendlich” ausgedehnt ist, gilt

y <</l

Dann ist

PV A Q

E, = =
Y 47T€0y\/§ 2meg [yl 2meol |yl

E-Feld senkrecht zu Linienladung (Nahfeld)

Abbildung D.2.: Elektrisches Feld senkrecht zu einer Linienladung.
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D.2. Auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe

Zur Berechnung setzen wir die Flachenladungsdichte auf

Das elektrische Feld auf der Symmetrieachse kann nur parallel zu dieser sein. Wir
setzen also an

1 ordrdy

dmeg (72 + x2)%

dE, =

Also ist

T

7/ orx d'r’d<p // r d'r’d<p B ax/ rdr
J 4meg 7“2+x2 47‘[’80 7"2—1—1'2 2500 (f2+x2)%

Nach Bronstein ist

/ rdr L 1
Jorrey Ve
Also ist

r

JoRpa !
© o 2g ViZ+ a2 )|,

_ox 1 1
25 <_/T " m)
ox x| — Vr?+a?
25 |a| VPt a2

o x V24 2? — |z

2 |z V24 2?

Fir |z > rist

2 7”2 7“2 7,2
Y2+ Jaf” = Jz| = || (\/sz) = |z = || <1+2x2) —lrl=5m

und damit

g o r? Q
* 480 2 47T€Q$2
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243 D.3 Innerhalb und ausserhalb einer geladenen Zylinderfliche

E—Feld senkrecht zu Kreisscheibe

Abbildung D.3.: E-Feld einer homogen geladenen Kreisscheibe entlang einer
Senkrechten durch den Mittelpunkt.

D.3. Innerhalb und ausserhalb einer geladenen
Zylinderflache

Der Zylindermantel habe den Radius R, die Flachenladungsdichte sei . Wir be-
trachten eine Zylinderfliche koaxial zur geladenen Flache mit dem Radius r < R.
Das E-Feld ist aus Symmetriegriinden radial symmetrisch. Der Fluss durch die

Flache ist:
o= ffEnda:Erf da=F, - QWTKZQ
€
Flache Flache 0

Da keine Ladung umschlossen wird, ist

E.=0, r<R
Fir r > R gilt
E,. - 2nrl = gt U
€0
oder
g ="
EoT
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E-Feld ausserhalb eines geladenen Zylinde
1.2 , , .

Abbildung D.4.: Ladung senkrecht zu einem Kreiszylinder.

D.4. In allen Bereichen zweier koaxialer
zylinderformiger Leiter

Nach Abschnitt D.3 ist F, = % wenn die Ladungsdichte o auf der Zylinderschale
mit R < r aufgebracht ist. Wir betrachten zwei konzentrische Zylinder mit den
Radien R; < Ry und deren Oberflichenladungsdichten o und o,. Fiir r < Ry gilt

E.=0firr < Ry

Fir Ry < r < R, existiert allein das Feld des inneren Kreiszylinders. Also ist dort:

o1y
Eor

E, =

fur R <r< Ry

Schliesslich ist fiir r > Rs:

o1 R oo R o1R1 4+ 09Rs ..
11+22: 1411 22fur7’>R2
gor EoTr EoTr

E, =

wobei hier die Additivitdt elektrischer Felder benutzt wurde. Wenn fir r > Ry
E, = 0 sein soll, muss gelten

01}%1-+’02]{2:= 0

oder
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245 D.4 In allen Bereichen zweier koaxialer zylinderférmiger Leiter

E—Feld eines Koaxialkabels
-2 ! !

Abbildung D.5.: Elektrische Felder bei einem Koaxialkabel, wobei einmal (diinne
Linie) die Oberflichenladungsdichten o; vom Betrage nach gleich
und einmal (dicke Linie) die Produkte R; - o; dem Betrage nach
gleich sind.
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E. Lorentztransformationen

E.1. Lorentztransformationen fiir die magnetische

Induktion

Bewegung entlang der z-Richtung

E,
Y (Ve) (Ey — Uz -
Y(ve) (E, + vy

Bz)
By)

B,
Uy
~(vz) (By + cQEZ>
Vg
’7(”%) (Bz - CQEy>

Bewegung entlang der y-Richtung

El
E,
E/
B/
B,
B/

(Uy) (B +vy - B.)

q =2

Y

(Uy) (B. — Uy - B,)
o(n.- )

Uy
’Y(Uy) <Bz + CQEx>

)

o =

Bewegung entlang der z-Richtung

E/
E,
El

V(v:) (Bx — v+ By)



Lorentztransformationen

248

E.2. Lorentztransformation fiir das magnetische Feld

Bewegung entlang der z-Richtung

E. =E,

T

1
By =(v,) (B, — 1.

c2 €0

vy 1
E. =~(v,) (EZ + ?5 . Hy>

H = H,
H,, = ~(v,) (Hy +ve60E.)
H! = 5(0,) (H. - v,c0B,)

Bewegung entlang der y-Richtung

Uy 1
E. =~(v,) (Em + . Hz)
E, =E,

1
El — (EZ _ /UyHm>
z V(Uy) CQ €0
Hy, = (vy) (Hy — vyeoEz)
H = H,

H,/z = (vy) (H. +vyc0Ey)

Bewegung entlang der z-Richtung

£t (5~ 2w

E, = (v.) (Ey + 2 Hx>
E =FE,

H! = ~(v,) (Hy + v,60Ey)

H) = ~(0.) (H, — v.60E,)

H =H,

248
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