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1.2. Dank

Ohne die hingebungsvolle ARBEIT des Entzifferns meiner Handschrift durch Ta-
mara Stadter wiirde dieses Skript nicht existieren.

1.3. Fakultative Abschnitte

Abschnitte, die mit einem Sternchen ,*“ markiert sind, enthalten fiir das Ver-
stdandnis der Physik notwendige Themen, die aber in einem ersten Durchgang
iibersprungen werden kénnen.
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2. Einfuhrung

Was ist Physik?

Theorie

Mathematik

abgeleitete
Gesetze

bnt
technische
Konstruktions-
Prinzipien
empirische

Physik

Abb. 2.1.: Wo steht die Physik in den Naturwissenschaften?

Die Physik beschaftigt sich mit den Gesetzen der Natur. Sie verwendet dazu eine
mathematische Beschreibung. Die Mathematik stellt ein in sich konsistentes, aber
nicht beweisbares Geriist fiir die Beschreibung physikalischer Phiénomene. Aus
diesem Grunde kann man die Giltigkeit physikalischer Gesetze nie beweisen, wohl
aber deren Ungtiltigkeit.

Versuch 1: @ Versuch zur Vorlesung:
Autorennen (Versuchskarte M-55)

Versuch 2: @ Versuch zur Vorlesung:
Lokomotive (Versuchskarte M-10)


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_055V00.PDF
https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/pdf/M_010V00.pdf
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Um meinen Punkt noch zu verstarken mochte ich Ihnen das Zitat von S. M. Dancoff
aus dem Artikel, Existiert das Neutrino wirklich?* [ ] anfiihren:

S. M.

S. M.

Hier ist ein Wort “iber die Rolle am Platze, welche die Theorie in der
Physik spielt. In der Physik beginnen wir mit Experimenten, tmmer
mit Experimenten. Die Ergebnisse vieler Experimente werden auf ein
Blatt Papier geschrieben. Wenn alle Experimente beriicksichtigt werden
sollen, dann mifte das in der Tat ein sehr groffes Blatt Papier sein.
Und tatsdchlich hat sich herausgestellt, daf$ diese Art, Ergebnisse zu
sammeln, ziemlich plump ist. Wiirde es nicht hiibscher sein, wenn wir
einen eleganteren und feineren Weg finden, dies zu bewerkstelligen?
So sehen wir ein paar Charakterképfe mit schlecht gekimmten Haaren
an der Arbeit - Theoretiker genannt -, deren Geschift es ist, ein paar
Tricks zu finden, mit deren Hilfe sich mdglichst viele Daten unter einen
Hut bringen lassen. Der Theoretiker arbeitet eine Weile und sagt dann:
L,Alle Daten des Gebietes hier, einige wenige hier und dann noch ein
paar dort konnen alle zueinander in Beziehung gebracht und zugleich
mittels dieser Gleichung dargestellt werden, wenn man diese Regeln
anwendet, um die experimentellen Ergebnisse aus der Gleichung abzu-
leiten.”

Dancoff fahrt weiter

Dann kommt ein anderer Theoretiker daher und verkiindet: ,Das ist
alles gut und schon, aber ich habe eine bessere Gleichung, weil ich mit
thr noch mehr Daten erfassen kann.“ Und so halten wir dann die zweite
Theorie fiir einen Fortschritt gegeniiber der ersten.

Dancoff beschliesst seinen Gedankengang mit

Ganz allgemein sind diese theoretischen Formeln von der Art, daff man
mit ihnen extrapolieren kann, was soviel heif$t, dafs man mit ihrer Hilfe
Versuchsergebnisse voraussagen kann, ohne dafi man die entsprechen-
den Fxperimente auszufihren braucht. Geht man mit der Extrapolation
nicht zu weit, dann stellt es sich gewdhnlich heraus, dafS die Theorie
mehr oder weniger gut stimmt. Wenn aber sich die experimentellen
Voraussetzungen gegentiber jenen, unter denen die Theorie entwickelt
worden war, wesentlich verdndern, dann versagt die FExtrapolation im
allgemeinen, und eine neue Theorie, ein neuer Zusammenhang, mufs
ausgearbeitet werden.

Zusammengefasst sagt S. M. Dancoff

Die Physik beginnt immer mit Experimenten.

Theorien fassen viele physikalische Experimente ungefahr zusammen, halt

mit kleinen Abweichungen.

Wir glauben Theorien eher, wenn sie kleinere Abweichungen zu einem Ex-

periment zeigen.

16
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17 2.1 Physikalische Grossen und Einheiten

e Theorien, die mehr Experimente beschreiben kénnen, sind fiir uns «besser».

e Die Grundfunktion von Theorien ist die Extrapolation auf mogliche neue
Phanomene.

o Experimente entscheiden tiber die Anerkennung von Theorien, nicht Gedan-
kenwege.

2.1. Physikalische Grossen und Einheiten

Eine physikalische Grosse besteht aus der Masszahl und der Einheit
3.57m

Beispiel: Masszahl Einheit

Gleichungen miissen nicht nur fiir die Masszahlen sondern auch fiir
Einheiten gelten, das heisst, dass man mit einer Einheitenbetrach-
tung feststellen kann, dass eine Gleichung falsch ist.

Beispiel:

Sie haben erhalten, dass
?
KRAFT = MASSE - GESCHWINDIGKEIT

o Aber es ist
N =25 Lkg. 2

52

e« Neuer Versuch
= KRAFT = MASSE - BESCHLEUNIGUNG

o Hier ist
m k; m
N = s2g = kg T 82

e Die Einheiten stimmen, also kann die Gleichung richtig sein.

2.1.1. Einheitensysteme

Eine Ubersicht iiber das Systéme Internationale finden Sie in The International
System of units (SI) | ]-

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 17



Einfithrung 18

2.1.1.1. Internationales System (SI)

Grosse Symbol (Beispiel) Einheit Abkiirzung
Lange: x Meter m

Zeit t Sekunde s

MASSE m Kilogramm kg
Temperatur T Kelvin K

Strom I Ampere A
Stoffmenge n Mol mol
Lichtstarke [ Candela cd

Tab. 2.1.: SI (Systéme Internationale) Grundeinheiten

Die SI-Einheiten sind die gesetzlichen Einheiten. Das SI ist iiberbestimmt, nur die
Einheiten der Lange, der Zeit und der Masse wéren notwendig. Die Einheit der
Temperatur ist nach William Thomson, 1t Baron Kelvin benannt. Die Einheit des
Stromes ehrt André-Marie Ampeére. Heute werden die Einheiten durch die Definition
von Naturkonstanten bestimmt.

2.1.2. Naurkonstanten und die Grossen der SI-Einheiten

Die folgenden Naturkonstanten werden in The International System of units (SI)
[ | definiert:

Frequenznormal Die ungestorte Ubergangsfrequenz der Hyperfeinaufspaltung des
Grundzustandes des CAstum '#2Cs  Atoms ist

Aves = 9192631770 Hz (2.1.1)
Geschwindigkeitsnormal Die LICHTGESCHWINDIGKEIT ist
¢ = 299792458 — (2.1.2)
S
Planckkonstante Die PLANCKKONSTANTE hat den Wert

h:=6.62607015-10"** Js (2.1.3)

Elementarladung Der Wert der ELEMENTARLADUNG ist

e:=1.602176634-10"C (2.1.4)

Boltzmannkonstante Der Wert der BOLTZMANNKONSTANTE betréagt

k :=1.380649 - 1023IJ< (2.1.5)

18 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN



19 2.1 Physikalische Grossen und Einheiten

Avogadrozahl Die AVOGADROZAHL hat den Wert

1
N, :=6.02214076 - 10% — (2.1.6)

Lichtstarke Der Wert der LICHTSTARKE von monochromatischem Licht der Fre-
quenz 540 - 10'2 Hz ist

lm
K. = 683W (2.1.7)

Dabei bedeuten Hz = % = Hertz, s = Sekunde, m = Meter, C = A's = Coulomb,

J = mzzkg = Joule, W = ngkg = Watt, K = Kelvin, mol = Mol und Im = C‘fn—?Q =
cd sr = Lumen.

Diese sieben Grossen sind Definitionen und haben deshalb keine M ESSUNSICHER-
HEIT. Nach The International System of units (SI) | | lauten die Definitionen

der fiir das tégliche Leben wichtigen Grundeinheiten:

Definition der Zeit

9192631770
ls= ——— 2.1.8
i AVCS ( )
Definition der Lange
c 9192631770 ¢ c
Im=(—r—— = ~ 30.663 319 2.1.9
H <299792485> 299792458 Avgs Avey ( )

d.h. Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Hyperfeiniibergangsfrequenz von Casium
sind definiert, nicht die Lange. Man konnte ¢ = 1 setzen und die Lange in
Sekunden messen.

Masse

1k — h S
&= 16.62607015- 1034 ) m?

(299792485)* h Avg, w0 b Ave,
- ~ 147552141070 —==
(6.62607015 - 10-34) (9192631 770)  ¢2 2
(2.1.10)

elektrischer Strom

(i)
1.602176634 - 10719/ s
1

(9192631 770) (1.602176 634 - 10-19) — *°

~ 6.7896868 - 10° Avgge (2.1.11)

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 19



Einfithrung 20

Temperatur

1.380649 - 1023\ kg m?
1K:< 380649 - 10 ) gm

k s?
B 1.380649 - 102 Ave,h
= (6.62607015 - 10-34) (9192631 770) &
Avcs h
~ 22666653 —C2" (2.1.12)
Menge an Materie Es geht hier um die Anzahl Teilchen
02214 -10%
1 mol = (60 07610 ) (2.1.13)
Ny

Lichtstarke Es handelt sich hier um die PHYSIOLOGISCHE LICHTSTARKE

2
1Cd: (ch) kgm
683 s3 sr

1
(6.626 07015 - 10-34) (9192631 770)* (683)
~ 2.6148305 - 101 (Ave,)® h Koy (2.1.14)

(AVCS)Q h ch

2.1.2.1. cgs-System

Grossen werden im CGS-SYSTEM durch cm, g, s ausgedriickt:

Grosse  Einheit
Léange cm
MASSE g

Zeit S

Tab. 2.2.: cgs-System: Grundeinheiten

2.1.3. Messen

Eine Grosse messen heisst, das zu messende Objekt mit der Masseinheit zu ver-
gleichen.
Es gibt auch indirekte Messmethoden, z.B. bei Thermometern

20 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN



21 2.1 Physikalische Grossen und Einheiten

2.1.3.1. Messunsicherheit

Versuch 3: @ Versuch zur Vorlesung:
Messunsicherheit (Versuchskarte M-183)

Bei jeder Messung gibt es eine Messunsicherheit

wahrer Wert U
gemessener Wert Vg
Messunsicherheit (absolute Messunsicherheit) Av = v, — v,

Messunsicherheit (relative Messunsicherheit) %

Tab. 2.3.: Arten der Messunsicherheit

Messunsicherheiten werden wie folgt kategorisiert

o grober Fehler: ,Nichtkonnen*
o konstante Messunsicherheit: Beispiel Parallaxe

« systematische Messunsicherheit: Beispiel: ungenaue Uhr, falsche oder unge-
naue Theorien. Diese Messunsicherheiten konnen, bei einem vollstandigen
Versuchsprotokoll, im nachhinein korrigiert werden.

« zufallige Messunsicherheit: Statistik, konnen reduziert werden.

2.1.3.2. Fehlerfortpflanzung

Wir betrachten die Fehlerfortpflanzung anhand der Geschwindigkeitsmessung. Die
GESCHWINDIGKEIT kann aus der Zeit t, die zum Durchlaufen einer bestimmten
Strecke x benotigt wird, berechnet werden. Wir nehmen an, dass wir n Messungen
durchfithren, und dabei die Messungen mit j = 1...n bezeichnen. Wir verwenden
fernen den Mittelwert der Ortsmessung

1 n
() == (2.1.15)
ni
und den Mittelwert der Zeitmessung
1 n
t)y==>_t, (2.1.16)
n

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 21
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Die Abweichung der einzelnen Messwerte vom Mittelwert ist dann

Az; = z; — (x)
Aty =t; — (1)

Die STANDARDABWEICHUNG EINES EINZELNEN MESSWERTES einer Grosse x bei
n Messungen ist definiert durch

ax_J ! ZM?—$ LS (- () (2.1.17)

Die STANDARDABWEICHUNG DES MITTELWERTES (z) einer Grosse x bei n Mes-
sungen ist

T o=, 1 & ,
O(z) = \l”(”—l) > Az = \ln(n—l) Z} (z; — (2)) (2.1.18)

Die einzelnen Messwerte konnen dann auch als

z; = (z) + Az,
t; = () + At

Es gelten

Mit v; = z;/t; wird

22 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) 0NN



23 2.1 Physikalische Grossen und Einheiten

=53 %
1 " (x) + Ax; 1 n_(x) (1—1—%;]')
_nJZ_:l {t) + At; _n;<t)(1+ﬁf;)
o (13
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Dies bedeutet, dass man fiir statistisch unabhéangige Daten sowohl zuerst das Re-
sultat ausrechnen kann und dann mitteln, oder zuerst die Messwerte Mitteln, und
dann das Resultat berechnen kann. Die beiden Resultate werden bis auf Summan-
den der Ordnung 2 in den Fehlern identisch sein.

Der Begriff O(2) sagt, dass Terme mit der Ordnung (Summe aller Exponenten)
von 2 oder mehr vernachlassigt wurden.

Die Messunsicherheit von (v) wird durch die Messunsicherheit o, der einzelnen
Messwerte v; und durch die Anzahl der Messungen n gegeben:

2 |1 nv'—UQZ _ nv»—vz
Ow) =\ ~0y = J TL(?’L— 1) Z( J < >) $ ) — ( J < >) (2119)

n(n—1)=

7

Dies kann wire folgt gesehen werden: Ein einzelner berechneter Wert der GE-
SCHWINDIGKEIT kann als
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geschrieben werden.

Zufallige Fehler sind Gauss-verteilt. Der relative Fehler des Mittelwertes aller Mes-
sungen nimmt meist mit /n (wobei n die Anzahl Messungen ist) ab. Die Messun-
sicherheit von (v) wird durch

) = Mé(w—@f (2.1.20)
= n(nl_l);(ﬁwf (2.1.21)
s (5 -%) 212
B[ G ] e

Nun ist aber At; und Ax; nach unseren Annahmen statistisch unabhéngig, also
nicht korreliert. Daraus folgt, dass das Produkt 2?5 ?tt)l sich zu null mittelt und
weggelassen werden kann. Wir haben also

24 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN



25 2.1 Physikalische Grossen und Einheiten

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

(2.1.27)

Im besprochenen Falle haben wir eine Funktion, die als Polynom geschrieben wer-
den kann. Deshalb lasst sich das Fehlerfortpflanzungsgesetz relativ schreiben. Im
Allgemeinen gilt: wenn y = f (x4, z, .. .) ist, lautet das Gausssche Fehlerfortpflan-

zungsgesetz

Gausssche Fehlerfortpflanzungsgesetz

Tly) = >

1=1

n <af

85@ O<

;

(2.1.28)

s(a,t) = at?

Os(at) _ 142
da T 27

ds(a,t
ooltl = La-(2t) = at

Gegeben sind < a >, <t >, 04, 0y und o<,> SOWie o<y

9s(a,t)
da
9ds(a,t)

gewichtete Unsicherheit entlang a:

gewichtete Unsicherheit entlang t: —5p~0<i> = atocs

Raumdiagonale (Pythagoras) o2, = (3¢ O'<a>)2 + (atoes)?

ds(at) 142
~ba O<a

relative gewichtete Unsicherheit entlang a: e

relative gewichtete Unsicherheit entlang ¢:

_ 142
Oca> = 5t 0<a>

ds(a,t)
or —O<t> __ atocis> _ 20<t>

s(a,t) - Lae? <t>

t‘

20<t>
<t>

O<a>
<a>

Abb. 2.2.: Plausibilitatsbetrachtung fiir die Gausssche Fehlerfortpflanzung.

Abbildung 2.2 zeigt eine geometrische Uberlegung, die die Konstruktion des Gaus-
sschen Fehlerfortpflanzungsgesetzes plausibel machen soll.

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EEIN.
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Das Symbol % bedeutet die partielle Ableitung nach ¢. Hangt eine Funktion von
mehreren Variablen ab, also zum Beispiel f(x,y, z,t), dann betrachtet man bei der
partiellen Ableitung W die Variablen z, y und z als konstant und leitet wie

gewohnlich nach ¢ ab. Man kann auch schreiben:

Of(z,y,2,t)  df(x = const,y = const, z = const,t)  Jf(x,y,z,1)

ot dt B ot -
Analog sind man bei der partiellen Ableitung W die Variablen z, z und t
konstant und man leitet wie gewohnlich nach y ab. Fiir relative Fehler muss man

o) durch y = f (21,25, ...) teilen. Dies ist jedoch nur bei Funktionen vom Typ zk,
k € R korrekt.

Gausssches Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir relative Messunsicherhei-
ten

T1,Te & 1 0 i
Oly) _ Olf(wran.)) _ Z( f >) (2.1.29)

— — : Ol
(0 f(x1,29,...) S\ f(z1,29,...) Ox; (o

Andererseits konnte man auch so argumentieren: Wir ersetzen die Abweichungen
von den Messwerte durch die Schéitzwerte o, und oy. Wir erhalten (ohne Bertick-
sichtigung der Vorzeichen, da wir dies ja nicht kennen)

Oy Og O¢

W@ W

Allgemein gilt: wenn y = f (x1, 2o, ...) ist, ist

" |0
Uy:Z /

——| 0y,
Jj=1

ﬁwj

Diese zuletzt vorgestellten Rechnungen (Grosstfehlerabschéatzung) sollten nicht
verwendet werden. Sie liefern bis zu zehn mal zu hohe Fehlerschranken.
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3. Mechanik in einer Dimension

Die Mechanik ist die Lehre des Gleichgewichts und der Bewegung von Koérpern
unter dem Einfluss von Kréften.

3.1. Kinematik

Frage: Wie bewegt sich ein Korper?
Als Korper verwenden wir Massenpunkte.

3.1.1. Massenpunkte

Definition: Ein Massenpunkt ist ein idealisierter Korper, dessen ge-
samte MASSE m in einem Punkt vereinigt ist.

3.1.1.1. Realisierung

Wenn Form und MASSE eines Korpers bei der Bewegung keine Rolle spielen, kann
dieser Korper fiir Berechnungen durch einen Massenpunkt ersetzt werden.

Beispiele:

¢ Planeten und Sonnen im Weltall.
o Fussball bei Flughahn

o FElektronen im einfachen Atom-Modell

Die Lage eines Massenpunktes wird durch seinen Ort x angegeben.

3.1.2. Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden

Versuch 4: @ Versuch zur Vorlesung:
Geschwindigkeitsmessung (Versuchskarte M-145)


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/pdf/M_145V00.PDF

Mechanik in einer Dimension 28

Abb. 3.1.: Die Lage des Punktes P zur Zeit t ist z(t).

Oft gibt man fiir eine Bewegung den Ort als Funktion der Zeit an, als als FAHR-
PLAN an.

Xende

x/(m/s)

AX

At

Xanf
anfang 7s o

tanfang

Abb. 3.2.: FAHRPLAN. Horizontal ist die Zeit, vertikal die Distanz entlang einer
Strecke, hier einer Geraden aufgetragen. Eingezeichnet ist schwarz die
MOMENTANGESCHWINDIGKEIT v(t) als TANGENTE an die Kurve x(t).
und die Durchschnittsgeschwindigkeit v pyrchschnitt) YOI an fang IS tende
in blau.

3.1.2.1. Durchschnitts- und Momentangeschwindigkeit in einer Dimension

Die Durchschnittsgeschwindigkeit eines Massenpunktes ist gegeben durch

X (tE'nde> -z (tAnfang)

tEnde - tAnfang

UDurchschnitt = <U> = (3 1. 1)

Bemerkung:
Diese Definition gilt nur bei der Bewegung auf einer Geraden.

Beispiel: Ausflug. Bei einem Ausflug ist man nach der Zeit At am Ende wieder
bei sich zuhause. Die physikalische Durchschnittsgeschwindigkeit ist dann

A 0
— fL‘_ 0

ST AT
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29 3.1 Kinematik

Die ,Autofahrerdefiniton” der GESCHWINDIGKEIT ist anders:

1 tende :tanfang +T
ORE= / v (1)] dt (3.1.2)

tanfang
In der Gleichung (3.1.2) tritt die MOMENTANGESCHWINDIGKEIT auf. Sie ist die

Steigung des Graphen zur Zeit t, also Ableitung des Ortes nach der Zeit. Wir
kénnen deshalb schreiben

o (t) = lim x(t+At) —x(t) _ dx (t)

Am At T T (t) (3.1.3)

Die MOMENTANGESCHWINDIGKEIT ist die TANGENTE an die Ortsfunktion im
Fahrplandiagramm.

Versuch 5: @ Versuch zur Vorlesung:
Geschwindigkeitsmessung einer Pistolenkugel (Versuchskarte M-13)

3.1.2.2. Beschleunigung in einer Dimension

Versuch 6: @ Versuch zur Vorlesung:
Beschleunigte Bewegung (Versuchskarte M-200)

Die BESCHLEUNIGUNG ist definiert als die Anderung der GESCHWINDIGKEIT pro
ZEIT, also
v(t+ At) — v (t) . Av  dv

e - Y Ak

al/(m/s?)

>t/s

Abb. 3.3.: Zeitabhangige BESCHLEUNIGUNG.
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Es gelten die folgenden Beziehungen:

/t dT—iL‘o+/{U0+/ } (3.1.5)
)

= v + / (3.1.6)

(3.1.7)

Beispiel: Freier Fall in Bodennédhe (sonst gelten die unten stehenden Gleichungen
nicht). Wir verwenden fiir die BESCHLEUNIGUNG den Betrag des Feldvektors des
Gravitationsfeldes, ndmlich g = 9.81 3. Wir haben die Beziehungen:

a(t)=g=9.81 % = const.
S

v(t):vo—l—/ng:vo—I—gt

t

1
ZE(t>:IEQ—I—/U(T)dT:xo—{—/(U0—|—g7)d7-:330_|_v0t+§gt2
0 0

Senkrechter Wurf
———— 4
14
12 | p 2 |
1r
Q) ’ & T
E ¥l E
> 06 > -2
04 |
-4
0.2 |
O Il Il Il Il Il Il Il Il — Il Il Il Il Il Il Il Il
0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 0 01 02 03 04 05 06 07 08
t(s) t(s)

Abb. 3.4.: FAHRPLAN eines geworfenen Balls.

L 5
x:xo—l—vot—i-igt

Versuch 7: @ Versuch zur Vorlesung:
Anfangsgeschwindigkeit (Versuchskarte M-133)
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31 3.2 Erhaltungssétze und Erhaltungsgrossen in einer Dimension

3.2. Erhaltungssatze und Erhaltungsgrossen in einer
Dimension

3.2.1. Stoss in einer Dimension

Versuch 8: @ Versuch zur Vorlesung:
Impulserhaltung beim Stoss (Versuchskarte M-205)

Wir betrachten den Stoss zweier Massen m; und mso auf einer reibungsarmen
Luftkissenbahn. Der Stoss soll dabei so vonstatten gehen, dass die beiden Massen
nicht verandert werden. Sie sollen also weder deformiert werden, noch soll durch
den Stoss sich ihre Temperatur dndern. Wir wollen aber keine Annahme machen
iiber das Massenverhéltnis und die Anfangsgeschwindigkeiten, sondern mogliche
Gesetze EMPIRISCH bestimmen.

V1

Abb. 3.5.: Situation der beiden Massen vor dem Stoss (oben) und nach dem
Stoss (unten).
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Viele Experimente konnten die Messgrossen in Tabelle 3.1 ergeben.

ma/kg 1/ ()

0.5
0.5
1
1
1
0.5
0.5
1
0.5
2
)
)

Tab. 3.1.: Simulierte Messwerte fiir einen Stoss auf einer Gerade.

0.104
0.200
0.097
0.201
0.001
0.100
0.097
0.098
0.196
0.096
0.101
0.999

mg/kg
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5

02/ ()
0.001
0.002
0.004

—0.002
0.103

—0.101

—0.198

—0.002
0.096

—0.103

—0.104

—0.100

Vi /(%)
0.005
0.002
0.039
0.066
0.071

~0.104

~0.203
0.035
0.093
0.017
0.065
0.802

v/ (%)
0.108
0.202
0.124
0.270

~0.036
0.100
0.097
0.136
0.192
0.215
0.266
1.896

Wir suchen nun nach Erhaltungsgrossen, das heisst Messwerte, die alleine oder als
Funktion und in Kombination summiert iiber beide Massen vor dem Stoss und
nach dem Stoss gleich sind.
Wir haben in unserem Falle die Geschwindigkeiten v; und die Massen m,; zur
Verfiigung. Ein Erhaltungssatz konnte also wie

2 2
_ k. k o k_ IR
KXoorher = Z m;v; = Xnachher = Z m;vy
=1 =1

(3.2.1)

lauten. Welche Werte von k und s zu Gleichungen fiihren, deren Werte vor und
nach dem Stoss erhalten bleiben, kann man nach Emmy Noether aus den Symme-
triebeziehungen ableiten. Wir werden hier, unter Beriicksichtigung der experimen-

tellen Fehler, unsere Schliisse aus dem Experiment ziehen.

3.3. Krafte und Newtonsche Gesetze in einer
Dimension

Wir nennen die Grosse

pi = Mg - v (3.3.1)
IMPULS.
Unter der Kraft versteht man die zeitliche Anderung des Impulses, also
dp(t) _ .
F = = 3.3.2
o =P (3.3.2)

32
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33 3.4 Mechanische Arbeit in einer Dimension

Die Gleichung (3.3.2) ist auch als 2. NEWTONSCHES GESETZ bekannt (nach Isaac
Newton). Aus Gleichung (3.3.2) kann als Korollar sofort das ERSTE NEWTONSCHE
GESETZ

F =0« p=const (3.3.3)

abgeleitet werden. Bezugssysteme, in denen das erste Newtonsche Gesetz gilt, heis-
sen INERTIALSYSTEME. Die Einheit der Kraft ist nach Isaac Newton benannt.
Wenn zwei Koérper A und B sich an einem Punkt P bertihren, werden sie ge-
genseitig Krafte ausiiben, und zwar die Kraft Fyon 4 auf p(in P) und die Kraft
Fyon B aur a(in P). Wenn die beiden sich berithrenden Korper ihren Bewegungs-
zustand nicht &ndern, muss nach Gleichung (3.3.2) die Gesamtkraft null sein.

Fgesamt =0= FvonAaufB(in P) +FvonBaqu(in P)

Umgeformt erhalten wir das 3. NEWTONSCHE GESETZ

Fvon A auf B(in P) - _Fvon B auf A(in P) (334)

Die NEWTONSCHEN GESETZE werden durch die Beobachtung erganzt, dass es
keine bevorzugten INERTIALSYSTEME (Standpunkte) gibt.

3.3.1. Newtonsche Gesetze in einer Dimension fiir konstante
Massen

Wenn wir die Definition des Impulses p aus Gleichung (3.3.1) in das zweite New-
tonsche Gesetz nach Gleichung (3.3.2) einsetzen, erhalten wir

F(t) = jt (m(t) v(t)) = 1i(t) v(t) + m(t) o(t) (3.3.5)

Ist die Masse m(t) konstant, also unabhéngig von der Zeit, lautet das zweite New-
tonsche Gesetz

F(t) = mo(t) = ma(t) (3.3.6)

Dabei haben wir die Definition der Beschleunigung verwendet. Das erste Newton-
sche Gesetz fiir konstante Massen lautet

F =0< v =const (3.3.7)

3.4. Mechanische Arbeit in einer Dimension

Verschiebt man ein Objekt entlang der Strecke s mit der Konstanten Kraft F'| so
hat man die Arbeit

W=F-s

geleistet. Ist die Kraft nicht konstant, so teilt man die Strecke in infinitesimal
kleine Teilstrecken ds auf und erhélt fiir jede Teilstrecke die Arbeit
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dW = F'ds

Die einzelnen Teilarbeiten sind additiv, also erhélt man als Definition der ARBEIT

Die mechanische Arbeit ist

W (1 — ) :7}(9;) dv = [ F(s)ds (3.4.1)

3.4.1. Beschleunigungsarbeit oder kinetische Energie

Wir fragen uns nun: Was ist der Aufwand, um eine konstante MASSE m vom
IMmpPULS p = 0 auf den IMPULS p zu bringen? Der Aufwand, die Beschleunigungs-
arbeit, hangt von zwei Grossen ab

o p= F.Mit der Impulsinderung (Nach Isaac Newton gleich der Kraft) &ndern
wir auch die GESCHWINDIGKEIT oder die MASSE oder beides.

o ds Der Aufwand muss vom Weg abhéngen.

Den Aufwand nennen wir die KINETISCHE ENERGIE. Wir schreiben unter Verwen-
dung der Definition der Arbeit Gleichung (3.4.1):

P
W= /pds (3.4.2)
0

Aus dem Experiment und der Definition des Impulses wissen wir, dass p = muv
oder v = p/m ist. Nun ist aber auch

ds
dt

=0

und deshalb

ds = vdt = L at
m

Gleichzeitig wechseln die Integrationsgrenzen von [0, p] zu [0,t]. Wir haben also

/ppdt - /t (dt 2m> = 27171/pd (") = 2 (3.43)

das heisst, die ARBEIT, um eine konstante MASSE von 0 auf den IMPULS p zu
bringen ist W. Diese ARBEIT muss als KINETISCHE ENERGIE betrachtet werden.
Sie steckt in der Bewegung der MASSE m. Sollte die Masse verdnderlich sein, kann
immer die Masse temporér als konstant angesehen und die kinetische Energie mit
dem obigen Verfahren berechnet werden.
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35 3.4 Mechanische Arbeit in einer Dimension

KINETISCHE ENERGIE )
p

Ek‘in - %

(3.4.4)

Die Einheit der kinetischen Energie ist: 1J = 1 N m. Sie ehrt James Prescott Joule.

3.4.2. Potentielle Energie

Unter potentieller Energie verstehen wir die Moglichkeit, ARBEIT zu leisten, wobei
wir die Energie, die in der Bewegung ist, ausklammern. ARBEIT im physikalischen
Sinne ist

dW = Fea:t -ds (345)

Wir betrachten also nur die Komponente der KRAFT F'.,;, die entlang des Weg-
elementes ds liegt.

Nun ist die KRAFT, die das System aufbringt, die KRAFT, gegen die wir arbeiten
missen, F' = —F,,;. Die im System gespeicherte Energie ist deshalb

AW = Fopy -ds = —F - ds (3.4.6)
Damit ist die potentielle Energie definiert durch

Epot = — [ F - ds (3.4.7)

Die Einheit der potentiellen Energie ist gleich wie die der kinetischen Energie:
1J=1Nm.

3.4.3. Energieerhaltung mechanischer Systeme in einer
Dimension

Versuch 9: @ Versuch zur Vorlesung:
Energieerhaltung (Versuchskarte M-093)

Wir betrachten ein System, dessen Energie konstant ist.

Eiot = Erin + Epot + Einnen = const (348>

Dabei ist Ejunen die noch unspezifizierte innere Energie eines Teilchens. Fiir Mas-
senpunkte ist Fjnen = 0.

Die Konstanz der gesamten Energie E,;, bedeutet, dass deren zeitliche Ableitung
null sein muss
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dEtot
dt

Diese Gleichung ist ein Ausdruck des Hamiltonschen Prinzips, dass die GESAMT-
ENERGIE konstant sei (nach William Rowan Hamilton). Im Einzelnen hat man

—0 (3.4.9)

_ dEkm + dEpot + dEinnen

0 dt dt dt

(3.4.10)

Nehmen wir nun an, dass die innere Energie konstant sei (z.B. Massenpunkte).
Dann ist

_ dEkm + dEpot

0 dt dt

(3.4.11)

3.4.3.1. Eindimensionaler Spezialfall: E,, linear in z

Wir betrachten ein eindimensionales Problem und nehmen an, dass
Epot =-F.z

sei. Dann ist die Bewegungsgleichung

d d 1
% (Ekm + Epot) = % <2mp2 - Fx) =0

oder (mit m = const)

1
—2p-p—Fir=0
2m
Umgeschrieben ist

p-p=mFi=Fp

und mit p # 0
F=p (3.4.12)

Diese Bewegungsgleichung ist auch als 2. Newtonsches Axiom oder als 2. New-
tonsches Kraftgesetz bekannt. Die Herleitung zeigt jedoch, dass dieses Gesetz, so
niitzlich es manchmal sein mag, kein fundamentales Gesetz, sondern ein aus den
Symmetriebeziehungen des Raumes abgeleitetes Gesetz ist. Dieses Gesetz wurde
von Emmy Noether (,,Invariante Variationsprobleme® | ]) entdeckt.

3.4.4. Arbeit und Leistung

Versuch 10: @ Versuch zur Vorlesung:
Arbeit an der schiefen Ebene (Versuchskarte M-094)
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Beispiel Hebel

Drehpunkt Drehpunkt
Ay T m *AX Ay / . *Ax
b T l
Ay=AX mg 0 Ay=2Ax mg
Fo=mg Fo=%2 mg
Ay = Ax Ay = 2Ax
Fo =mg Fy = img
Ay - Fy = Az - dmg Ay - Fy=mg- Az

Tab. 3.2.: KRAFTECLEICHGEWICHT beim Hebel

Die Grosse Weg x Kraft, also die ARBEIT, wird beim Hebel erhalten.

dW = F||jus-ds (3.4.13)
S1
W= /FH psds = W (s1) — W (s0) (3.4.14)
S0
Dabei ist ds der Weg entlang der Bahn!
also
Fiur=W=F-s (3.4.15)
Fi e =W=0 (3.4.16)
Beispiel:

Kreisbahn a.eptripetar L dr = W =0
Die Einheit der ARBEIT ist 1 228 — 1 Joule=1J = I Nm =

s

kW h

1
3600000

Im allgemeinen dreidimensionalen Falle hangt die ARBEIT W von
der durchlaufenden Bahn r(s) ab.

Beispiel:
LUFTWIDERSTAND

FLuft = b'U2

Wenn die Beschleunigung a konstant ist, gilt
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Dann ist
S0 S0
Wiupe = /bvzds = /2a5 -bds=ab-s*
0 0

Beispiel:
Bei der GLEITREIBUNG haben wir

S1

W (r1, 2, b) :/(—FG) ds
= Fg/dS
51
= FG (82 - 51)

Das heisst, die ARBEIT ist, wie erwartet, proportional zur zuriickgelegten Strecke.
Bei der Berechnung der ARBEIT spielt Zeit keine Rolle. Wenn wir die Zeit, in der
eine ARBEIT geleistet wird, beriicksichtigen wollen, sprechen wir von LEISTUNG.

Definition der Leistung
AW

P=— 4.1
o (3.4.17)

Gleichung (3.4.17) kann mit der Definition der Arbeit umgeschrieben werden:

dW d |
p=2" :7/1:
dt 3 ) Fls)ds
T0

_ (i / F(s)ds) ‘Z -F (r(t))f;; (3.4.18)

70

Wir haben bei der Umformung verwendet, dass die Ableitung nach der oberen
Grenze (die untere ist hier konstant) eines Integral der Integrand selbst ist. Um-
geschrieben erhalten wir

dW
Die Einheit der LEISTUNG ist
N 2k
1 Watt = 1W=1—= =128 (3.4.20)
S S

Sie ist nach James Watt benannt, dem Erfinder der ersten gut einsetzbaren Dampf-
maschine.
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39 3.4 Mechanische Arbeit in einer Dimension

3.4.5. Potentielle Energie und Kriafte

Aus der Definition der potentiellen Energie ersehen wir, dass

F(r) = —i (Epot (1)) (3.4.21)
Der Beweis lautet:
d(Epot (1)) = 827;de
- / F(s) ds] — _F(r)dr (3.4.22)

3.4.5.1. Gleichgewicht und Stabilitat

Versuch 11: @ Versuch zur Vorlesung:
Arten des Gleichgewichts (Versuchskarte M-021)

Um die Stabilitdt einer Gleichgewichtslage zu untersuchen, betrachten wir die drei
moglichen Verlaufe der potentiellen Energie mit einer Ortskoordinate

X2

@ @ ©)

X4 X3

Abb. 3.6.: Gleichgewichtslagen und potentielle Energie

1. Bei einer Auslenkung ergibt sich eine Riickstellkraft: wir haben ein stabiles
Gleichgewicht

Bedingung ist: aE =0, ¢ . L >0 oder < 0

2. Bei einer Auslenkung ergibt sich eine zunehmende KRAFT nach aussen: wir
haben ein labiles Gleichgewicht

Bedingung ist: 8E =0, Zf <0 oder > 0

3. Bei einer Auslenkung ist die MASSE immer noch im Gleichgewicht: wir haben
ein indifferentes Gleichgewicht

: ‘. OE PE _
Bedingung ist: > =0, 7= =0 oder ¢

7d2 O

d

In 3 Dimensionen ist ein Massenpunkt im Gleichgewicht, wenn grad E,, = 0 ist.

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 39


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/pdf/M_021V00.pdf




4. Mechanik in drei Dimensionen

4.1. Kinematik in drei Dimensionen

4.1.1. Massenpunkte im Raum

Die Lage eines Massenpunktes wird durch seinen Ortsvektor angegeben.

T r p
z 0 z
kartesische Kugel- Zylinder-
Koordinaten koordinaten koordinaten
A z A z A z
z r r r
V4
r r
0
y o > .
>y ¢ >y ¢ >y
X r

{

Abb. 4.1.: Definition der Koordinatensysteme. Links: kartesisches System. Mit-
te: Zylinderkoordinaten. Rechts: Kugelkoordinaten

4.1.2. Bewegung im Raum

Ein Massenpunkt bewege sich entlang einer Bahnlinie 7 (t)
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r(t+At)

Abb. 4.2.: Bewegung eines Massenpunktes.

Die Zeit t ist der Parameter, der die Bahn beschreibt.

r(t)=| y() (4.1.1)

Zeit Ortsvektor
t r(t)
t+ At r(t+Al)

Tab. 4.1.: Bewegung in der Zeit At.

Verschiebung A r = r (t + At) — r (t)

Beispiel: fiir Bewegungen im RAUM
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43 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

o cost
r(t) = bsint | Schraube
ct
ae~7 cost
r(t) = 0 Spirale
be 7 sint
at
r(t) = 0 Wurfparabel
bt — ct?
r
r(t) = wt | Kreisbahn, in Kugelkoordinaten
0

Mit dem Satz des Pythagoras berechnen wir den Abstand von Ursprung

r=|r| =22+ y? + 22

4.1.2.1. Geschwindigkeit

Definition: (4 AD 0 d
.orit+ -r . e
v(t) = Alir_l}o A7 =2 (t) =7(t) (4.1.2)

In kartesischen Koordinaten mit

ist

v(t)=| 4t (4.1.3)

Wichtig: Die GESCHWINDIGKEIT ist tangential zur Bahnkurve.

Diese Aussage folgt aus der Definition der Geschwindigkeit!
Beispiel: Schraube

acost —asint
r(t)=| bsint | =wv(t)=| bcost
ct c
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Spirale
ae~r cost —ae~ T sint — %e’é cost
r(t) = 0 =wv(t) = 0
be~r sint be~ 7 cost — ge_Tt sint
Wurfparabel

at a
r(t)( 0 ):>v(t)( 0 )
bt — ct? b— 2ct

Der Betrag der GESCHWINDIGKEIT ist

o) = o] =)+ 1)+ ()
) @) 6)

4.1.2.2. Beschleunigung

AV

v(t+At)

r(t+At)

Abb. 4.3.: Berechnung der BESCHLEUNIGUNG aus der Geschwindigkeitsan-
derung

Definition der BESCHLEUNIGUNG

v(t+At)—v(t) dwol(t)
At—0 At N dt

=B () =7 () (4.1.4)

Wichtig: a (t) steht beliebig zur Bahn
Beispiel: Schraube

—asint —acost
v(t)=| bcost | =al(t)= bsint
c 0

also ist a (t) senkrecht auf v (¢), d.h. senkrecht auf der Bahntangente
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45 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

Wurfparabel:
a 0
v(t) = 0 =a(t) = 0
b—2ct —2c
Betrag

4.1.2.3. Bewegung in Kugelkoordinaten *

Zur Erinnerung ist hier nochmals die Definition der Kugelkoordinaten angegeben:

Abb. 4.4.: Definition der Kugelkoordinaten

Ort
x = rsinfcosyp (4.1.5)
= rsinfsingp
z = rcosf
mit
P2 = Pyt
p z z
cos) = — =
N2y + 22
oy
tany = =
x

Die GESCHWINDIGKEIT in Kugelkoordinaten ist
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Uy = Ugsinfcosy + v, sinfsing + v, cosd =7 (4.1.6)
Vg = vzcostcosy + v, coslsing — v, sinf =r 0
UV, = —Ugysing 4 v, cosp =rsind ¢
vi o= 24 (92 + sin? 6 gb2)
Schliesslich ist die BESCHLEUNIGUNG in Kugelkoordinaten
a, a; sinf cos ¢ + a, sinfsin ¢ + a, cos f = (4.1.7)
F—r (92 + sin* 4 @2)
ag a; cos f cos ¢ + a, cosfsinp — a,sinf = (4.1.8)
r 6 —rsin@cosf $> +2 7 6
ay —a, sin ¢ + a, cos p = (4.1.9)
rsinf-@+2 ¢ (7" -sinf 4 r cos @ 0)
a’ a? + aj + afo (4.1.10)

—2 cos (0) r?sin (A) ¢*6 + 472 cos (0) 6 ¢ sin (0) &
+4 cos (0) rsin (0) 9> 0 + r20% + 47207 + 472>

+27¢? (cos (9))2 i + 272 (cos (9))2 0% — r2¢* (cos (9))2 2 92
—277r¢% + r20* + 2720207 + 17¢" + 47070 + 129 — 4 (cos (0))* 779’

—4 (cos (0))° 7 ¢rd + 47 dro — (cos (0)) r2¢?

Eine Ableitung der Gleichungen befindet sich im Anhang H.

4.1.2.3.1. Planare Kreisbewegung mit konstantem Radius

Wir betrachten eine Bewegung in der xy-Ebene

YA

Abb. 4.5.: Bewegung in einer Ebene

46
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47 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

Definitionen

o Gegenuhrzeigersinn: positiver Drehsinn

o Uhrzeigersinn: negativer Drehsinn
Der Ortsvektor ist:

v = (30 ) (;gf;g ) (a.111)

x(t) = rcose(t) y(t)=rsine(t)

Daraus definieren wir die WINKELGESCHWINDIGKEIT:
o . . d
Definition: w (t) = ¢ ()
(Alle Rechnungen miissen im Bogenmass durchgefiihrt werden.)
Unter der Annahme, dass r konstant ist, berechnen wir die GESCHWINDIGKEIT
ist

v(t) = o (4.1.12)
[ v ()
B < vy (1) )
v (t) = jt (rcose(t))
N 110
= —rsiny(t)- o

= —rw(t)sinp (t)
b(t) = & rsing ()
= rcosp(t)w(t)

also

v(t) = rw(t)- ( —sin (1) ) _ ( z; 8 ) (4.1.13)

cos p (t)
v(t) = rw(t) (4.1.14)

Wir erhalten die Radialkomponente der GESCHWINDIGKEIT, indem wir sie mit
einem Einheitsvektor in Richtung des Radiusvektors r multiplizieren (siehe Glei-
chung (C.4.9)). Der Einheitsvektor ist

Wir erhalten

0 (1) e () = v, (t) cos i (1) + v, (£) sin o ¢)
= —v(t)siny (t)cosp (t) + v (t) cosg (t)sing (t) =0 (4.1.15)
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Den Einheitsvektor in die Richtung der Tangente e; erhilt man, indem man e,
um 7/2 dreht.

Die Tangentialkomponente ist

v = v, () [—sinp (t)] + vy (¢) cos ¢ (1)
= (t) [—sinp (t)] [-sine (t)] + v (t) cos ¢ () cos ¢ (1)
= v (t) (4.1.16)

Fir die BESCHLEUNIGUNG erhalten wir

dv (t) (a(t)) (W)
a(t) = = * = dt 4.1.17
=" = )= s (4.1.17)
mit
d”z‘lt(t) = jt (—rw ()sing () =—r|&(t)sing () +w(t)cosp ()] (4.1.18)
dv, (t) _ d . ; 2 .
L= (rw(eosp (1) = (@(t)cosp (1) —w (t)*sinp (1))
also ist
_ : —sin (t) o cos @ (t)
a(t)= rw(t) ( cos o (1) ) rw* (t) ( sin ¢ (1) (4.1.19)
Tangentialkomponente Radialkomponente
also ist a, = —rw? (t) die ins Zentrum gerichtete Zentripetalbeschleunigung

und a, = r w (t) die den Geschwindigkeitsbetrag erhéhende Tangentialbeschleuni-
gung

mit dem Betrag der BESCHLEUNIGUNG a = 7y/w* + (&)°

4.1.2.3.2. Beschreibung einer ebenen Bewegung mit komplexen Zahlen *

Die obige Rechnung kann sehr viel bequemer mit komplexen Zahlen durchgefiihrt
werden.
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49 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

Kartesische Ebene Komplexe Ebene

A A . P
y Imaginar

P(x.y) P(2)

v
y

X reell

Abb. 4.6.: Kartesische und komplexe Ebene

Es gelten die Beziehungen

z=1x+1iy =7 (cosp +isinp) (4.1.20)
T =T7CosQ (4.1.21)
y =rsing (4.1.22)
(4.1.23)
Es gilt:
e = cosptising (4.1.24)
Re (ei“’) = cosp (4.1.25)
Im (e“") = sing (4.1.26)
daher ist auch
e + g _ cosptising + cos (—p) +isin(—yp) (4.127)
2 2
= cosp’
e —e ¥ cosp+ising — cos (—p) —isin(—yp)
2 B 2
= sine
Eine Kreisbahn wird mit komplexen Zahlen durch
2(t) = x(t)+iy(t) = re® (4.1.28)
_ 1
)] = (2(8)-2(1)* =7
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beschrieben. Wir erhalten die konjugiert komplexe Grosse

Z(t) =x(t) — iy (¢) (4.1.29)

GESCHWINDIGKEIT ist dann
v(t) =wv(t)+ivy,(t) (4.1.30)
d
= —z(t
dtZ( )
d .
- ip(t)
= (re ®
dip (t)

— piete®) P

dt
=w (t) z (t)
(4.1.31)

wobei w (t) = ¢ (t) die WINKELGESCHWINDIGKEIT ist.

Die BESCHLEUNIGUNG ist

a(t) = a,(t)+iay (1) (4.1.32)

Der erste Summand ist wieder die Tangentialbeschleunigung, wahrend der zweite
die Zentripetalbeschleunigung beschreibt
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51 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

4.1.2.4. Kinematik bezogen auf die Bahn des Massenpunktes *

Tangente

T(s)

Radius des
Schmiegungskreises

Krimmungsmittelpunkt
X

Abb. 4.7.: |
Definition des Tangenteneinheitsvektors 7 und des Normaleneinheitsvektors n.

Um die Kinematik in drei Dimensionen berechnen zu koénnen, miissen wir die
Differentialgeometrie von Bahnen verstehen. Wir definieren den Ortsvektor als

x
r=|y (4.1.33)
z
Fiir eine infinitesimale Strecke ist der zuriickgelegte Weg
ds = |dr| = \/d:c2 + dy? + dz? (4.1.34)
Durch Integration bekommt man die gesamte Strecke
Tende Tende
s = / ds = \/dzv2 + dy? + dz? (4.1.35)
Tanfang Tanfang

Die Bahn (Trajektorie) des Massenpunktes wird durch die Streckenldnge s auf der
Bahn bestimmt. Diese Definition ist dhnlich wie die im téglichen Leben iibliche,
ausser dass dort in der Regel Richtungen nicht beriicksichtigt werden.

(4.1.36)
s)

Der Tangentenvektor ist

4.1.
ds (4.1.37)
wobei |7 (s)| =1 ist.

Beweis:
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Mechanik in drei Dimensionen 52

Die Tangentialrichtung ist durch 7 = lim %ﬁiq(s) gegeben. Also ist

As—0

|dr| ds

dr

ds|

T (s)] =

Den Einheitsvektor senkrecht auf die Bahn (auch Bahnnormale genannt) n (s) und
den Kriimmungsradius R (s) bekommt man aus 7 (s) durch Ableitung

d:zis) :28 mit  |n(s) = 1 (4.1.39)

Beweis:
6P = T ) =1 (4.1.40)
Ll = 2r(s T g (4141

also ist 7 (s) senkrecht zur Ableitung bezogen auf die Streckenlange der Bahndfi—(:).

Abb. 4.8.: Berechnung des Kriitmmungsradius

Betrachtet man den an die Bahn geschmiegten Kriimmungsradius R (s), so kann
aus der Wegstrecke eine Winkeldnderung berechnet werden.

As=R(s) Ay

Wir erhalten fiir die Anderung des Normalenvektors aus dem Strahlensatz

|AT(S)|_ As _

i (s), = R(s) AT (s)] da |7 (s)]=1! (4.1.42)
also ist , Ar (5
R(s) = | As (4.1.43)
und
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53 4.1 Kinematik in drei Dimensionen

R(s) = (4.1.44)

4.1.2.4.1. Bahnbewegung *

Wir zerlegen die BESCHLEUNIGUNG in ihre Tangentialkomponente 7 und die Ra-
dialkomponente n.

Abb. 4.9.: Tangentialbeschleunigung a, und Zentripetalbeschleunigung a,,.

Die Anderung des Ortsvektor 7 (s) erhalten wir aus der Differentialgeometrie. Wir
nennen s (t) den FAHRPLAN. Also ist der Ortsvektor auch eine Funktion der Zeit

7 (s (1))

Die GESCHWINDIGKEIT ist durch

v(t)=v(s(t) = v(t) -7T(s(t)) (4.1.45)
v(t) = d‘zy) (4.1.46)
definiert.
Beweis:

v (s() = dr (;t(t)) _ dzis) . dz(tt)

=T1(s(t)-v(t) (4.1.47)

Bemerkung : Dies ist die Definition der GESCHWINDIGKEIT, die wir tiblicherweise
geben wiirden, aber ohne auf die Richtung 7 (s (¢)) zu achten.
Die BESCHLEUNIGUNG ist:

_dv () v (1) .

a(t)=a(s(t)=a:(s(t))+a.(s(t)) = —

a., heisst die Tangentialbeschleunigung
a, heisst die Zentripetalbeschleunigung
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Beweis:

Bemerkung: Wenn wir eine gekriimmte Bahn haben, also R (t) < oo (Kurve), gibt
es die Zentripetalbeschleunigung, sogar wenn d%it) = 0 ist.

4.1.49
o (4.1.49)

4.1.2.4.2. Bewegung eines Massenpunktes auf einer ebenen Bahn *

Wir setzen:
x
r— 4.1.50
(1) (4.150
v:rﬁ:<"f”>=<”$> (4.1.51)
) Uy
a:r:<af>:<ax> (4.1.52)
Yy Gy
Wegelement:
dx dy 2 N2 N2
ds = /A2 + d? = — — | dt = dt 4.1.
N J(dt) + (G @ =) (4.053)
Tangentenvektor: .
T
e v:'ch,+ Y (4.1.54)
da|r| =1
Normalenvektor: )
—Y
S RRAR)
n=| V&Y (4.1.55)
Kriimmungsradius:
.2 .9\3/2
Rl tI) (4.1.56)
TYy—TYyY
Betrag von v:
v =/22% + 3> (4.1.57)
Tangentialbeschleunigung
TIT+yYy
= 4.1.58
RN )
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4.1 Kinematik in drei Dimensionen

Zentripetalbeschleunigung

Kontrolle

x-Komponente

Qg

y-Komponente

_\/:tQ-I—yz\/I'Q—f—y'Q_\/f2+92\/i2+92
_r2j+y2:i=

@R

=

Y TIT+yy T TY—TYy

Qy = +
VOV PV VT ViR

Beispiel:

=Y

»ochlangenlinie® beschleunigt

1
z(t) = iat2

t(t) =at Z(t)=a

y (t) = yosinwt Y (t) = yo coswt J(t) = —yosinwt

e 1 at
\/a2t2 + y3w? cos? wt \ WHoCos wt

" — 1 < —w1p cos wt )
\/a2t2 + ydw? cos? wt at

(4.1.59)

(4.1.60)

(4.1.61)

(4.1.62)

(4.1.63)

(4.1.64)

(4.1.65)
(4.1.66)

(4.1.67)

(4.1.68)

7 wird mit zunehmendem t parallel zur z-Achse, n wird parallel zur y-Achse

Der Krimmungsradius ist

3
(a*t?* + ydw? cos® wt)?

—ayotow? sint — ayow cost

Der Betrag der GESCHWINDIGKEIT wird

N|=

lv| =v = (a2t2 + yaw? cos? t)

(4.1.69)

(4.1.70)
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Die Tangentialbeschleunigung (Anderung des Geschwindigkeitsbetrages) ist

a’t — y2w3 sint cost

\/a2t2 + y2w? cos? t

(4.1.71)

a, =

und

lima, =a
t—o00

Die Normalbeschleunigung (Zentripetalbeschleunigung) ist.

—atyow? sint — ayow cost

\/a2t2 + ydw? cos? t

a, = (4.1.72)

Der Grenzwert wird

lim a, = —yow? sint
t—o00

4.2. Erhaltungssatze und Erhaltungsgrossen

4.2.1. Impulserhaltung

Wir nennen die Grosse

p; =m; - v; (4.2.1)

den IMPULS des i-ten Massenpunktes.

Allgemein gilt
> omiv; =Y m;-v) (4.2.2)
i=1 i=1

Das heisst:

In einem abgeschlossenen System ist der Gesamtimpuls eine Erhal-
tungsgrosse.

Dabei wird jede Impulskoordinate einzeln erhalten. In kartesischen Koordinaten-
systemen sind dies die Impulse in die x-, y- und z-Richtung. In Kugelkoordinaten
sind dies die Impulse in der r-, #- und ¢-Richtung. Im Detail besprechen wir die
Konsequenzen der Impulserhaltung im Abschnitt 4.4.
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57 4.2 Erhaltungsséitze und Erhaltungsgrossen

4.2.2. Kinetische Energie

Wir nennen die Grosse
1 m;
E,,‘nj:i' 2:7L’02 4.2.3
kf, N 2m7 p?, 2 A ( )

die KINETISCHE ENERGIE des i-ten Massenpunktes.

Allgemein gilt

1 .pg:i LI

=1

(4.2.4)

2 oy P

4.2.3. Potentielle Energie

Unter potentieller Energie verstehen wir die Moglichkeit, ARBEIT zu leisten, wobei
wir die Energie, die in der Bewegung ist, ausklammern. ARBEIT im physikalischen
Sinne ist

AW = Foy - ds (4.2.5)

Wir betrachten also nur die Komponente der KRAFT F'.,;, die entlang des Weg-
elementes ds liegt.

Nun ist die KRAFT, die das System aufbringt, die KRAFT, gegen die wir arbeiten
miissen, F' = —F',,;. Die im System gespeicherte Energie ist deshalb

AW = F .y -ds = —F - ds (4.2.6)

Damit ist die potentielle Energie definiert durch

Epot = — [ F - ds (4.2.7)

Einheit der potentiellen Energie : 1J = 1 Nm (nach James Prescott Joule)

4.2.3.1. Kraftfelder

Versuch 12: @ Versuch zur Vorlesung:
Energieerhaltung (Versuchskarte M-093)

Link zur Vorlesung: (Bahn eines geworfenen Balles)

Definition eines Kraftfelds:
Ein Kraftfeld ist ein Gebiet G, in dem die KRAFT F existiert. F' hingt dabei
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eindeutig vom Ort r ab.
F=F (r) (4.2.8)

Beispiel: GRAVITATION, Magnetfeld, FEDER

Kraftfelder konnen zeitabhéngig sein.

4.2.3.2. Feldlinien

Feldlinien 7 (s) sind Kurven, die in jedem Punkt parallel zu F (7 (s))sind.

Abb. 4.10.: Feldlinien

F(rpi(s)=F(rr(s) 7r(s)
o d’I’Fl

= — 4.2.9
TFl ds ( )

Beispiel Gummiband
Die Lange sei [
Das Feldlinienbild ergibt sich aus F' = k (I — )
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59 4.2 Erhaltungsséitze und Erhaltungsgrossen

e

F

—_—

/

Gummiband

Abb. 4.11.: Gummiband als Kraftfeldquelle

4.2.4. Konservative Kraftfelder

Ein Kraftfeld in einem Definitionsgebiet G ist kommutativ, wenn die Arbeit fir
alle in G liegenden Wege zwischen zwei beliebigen Punkten A € G und B € G
gleich ist, das heisst unabhéangig vom Weg. Die Arbeit ist dann eindeutig gegeben.

o ARBEIT verschwindet auf jedem ge-
schlossenen Weg

o ARBEIT ist unabhéngig vom Weg squivalent

o Das Kraftfeld ist wirbelfrei

» Es existiert eine potentielle Energie

4.2.4.1. Arbeit auf einem geschlossenen Weg

Definition: Sei F' (r) statisch, das Gebiet G sei einfach zusammenhéangend

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 59



Mechanik in drei Dimensionen 60

Bahn b

Abb. 4.12.: Berechnung der potentiellen Energie auf einer geschlossenen Bahn b
in einem einfach-zusammenhéangenden Gebiet G.

F (r) ist konservativ, wenn

W (A, Ab) =W (r1,r1,b) = — 74 F(r)dr =0 (4.2.10)

riauf Bahn b

unabhéangig von b gleich null ist

4.2.4.2. Unabhangigkeit der Arbeit vom Weg

Abb. 4.13.: Unabhéngigkeit der potentiellen Energie vom Weg.

Wenn die Arbeit unabhéngig vom Weg sein soll, muss die Differenz der Arbeit
entlang zeier verschiedener Wege zwischen zwei Punkten null sein.

w (rlvr%bl) -W (7“1,7'2,()2)
14 (7"17 Tra, bl) + w (T'Qa Ty, b2) -
W (7“1,7‘1, b1 + bg)

0 (4.2.11)

wegen der Tatsache, dass in einem konservativen Kraftfeld die ARBEIT auf jedem
geschlossenen Weg null ist.
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61 4.2 Erhaltungsséitze und Erhaltungsgrossen

4.2.4.3. Wirbelfreiheit konservativer Kraftfelder *

Abb. 4.14.: Wirbelfreiheit konservativer Felder.

Ein Kraftfeld ist konservativ, wenn

rot F (r)=0 (4.2.12)
Nach George Stokes gilt
_7{ F(r)dr = / rot F (r)-nda =0 (4.2.13)
r1,b Flache s

da b beliebig ist und auf einer beliebigen Bahn b das Linienintegral entlang eines
geschlossenen Weges verschwindet, muss rot F' = 0 gelten.

4.2.4.4. Potentielle Energie und Arbeitsvermoégen

Die potentielle Energie ist eindeutig definiert, da in einem konservativen Kraftfeld
W unabhéangig von b ist.

Potentielle Energie und ARBEIT der FELDKRAFT F'y

Wsys (Tlv T, b) - Epot ('T'l) - Epot (7'2) (4214)

Wenn man die Arbeit durch die externe Kraft F.,; = —F s betrachtet, bekommt
man

Weat (”“17 T, b) = - [Epot ("“1) - Epot (7“2)]

E,ot ist das Arbeitsvermogen der FELDKRAFT.
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Abb. 4.15.: Berechnung des Arbeitsvermogens der FELDKRAFT.

Beweis:

E,ot sei beziiglich r( definiert. Das heisst, dass

Epoy(r) = — / F.,,-ds
To

ist. Die Arbeit, die das System leistet (nicht die Arbeit gegen die Feldkraft!) ist

T2
W (11, 79, b) = / F.,, (r)dr

r1,b
0 T2
- / Fsys(r)dr+ / Fsys(’r)dr
r1,b1 70,b2
r1 T2
S / F,, (r)dr+ / F,,(r)dr
T0,b1 70,b2
= Epot (1) = Epot (T2) (4.2.15)

Beispiel: Die GRAVITATION in Erdndhe wird durch das Kraftgesetz

F = mg = const (4.2.16)

beschrieben.
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63 4.2 Erhaltungsséitze und Erhaltungsgrossen

Abb. 4.16.: KOORDINATENSYSTEM zur Berechnung der ARBEIT des Gravitati-
onsfeldes

Die dazugehorige potentielle Energie ist

Epot = —/Fdz = — / —mgdz = —Fz = mgz (4.2.17)
0 0

mgh ist nicht die Definition der potentiellen Energie, sondern ein
Spezialfall.

4.2.5. Energieerhaltung mechanischer Systeme *

Versuch 13: @ Versuch zur Vorlesung:
Energieerhaltung (Versuchskarte M-093)

Wir betrachten ein System, dessen Energie konstant ist.

Etot = Ekin + Epot + Eipnen = const (4.2.18)

Dabei ist Ejunen die noch unspezifizierte innere Energie eines Teilchens. Fiir Mas-
senpunkte ist Ej;,pen = 0.

Die Konstanz der gesamten Energie E;,; bedeutet, dass deren zeitliche Ableitung
null sein muss

dEtot
dt

Diese Gleichung ist ein Ausdruck des Hamiltonschen Prinzips, dass die GESAMT-
ENERCIE konstant sei. Im Einzelnen hat man

—0 (4.2.19)

B dEkm + dEpot + dEinnen
o dt dt dt

Nehmen wir nun an, dass die innere Energie konstant sei (z.B. Massenpunkte).
Dann ist

0

(4.2.20)

_ dEkzn + dEpot

0
dt dt

(4.2.21)
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Die Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt. Als Beispiel nehmen wir an, dass

Epot = Ey (1 — 6_r2/r3> = Ey (1 — e‘(”(t)2+ry(t)2+”(t)Q)/Tg)

sei. Die KINETISCHE ENERGIE ist entsprechend

= (20 (250 (259 - (259

Aus dem Hamiltonschen Prinzip erhalt man dann

1 d d? d d? d d?
0=- 2| —=ry(t) ) —=ry (¢ 2(—=r,(t)] —r, (t 2(—=r, (t) | —r, (¢
2 (Gire @) gare 042 (v 0) Gar 02 (G 0) G 0]
e ) 24 (ry () + (rz (1)
d d d e 70
+ Ey |27, (1) L. (t)+ 27, (1) ik’ (t)+2r, (1) ik (t) o2

= |(gyre @) fgare @0+ (v 0) o0+ (G 0) Gar- )

dt ar'"
e ()2 (ry (1)) (r2 (1))2
B 12 () L )+ 2my (1) Loy () 4 20 () L ()] ©
Ty (t) —7Ts T —7 r, (t) —r,
’ dt PN dt ro2
(4.2.22)
Diese Gleichung kann auch mit Vektoren geschrieben werden. Wir setzen
d d?
. a'e ) agg'e
r = @Ty r = @ry
Erz LT
dt2' z
und erhalten
.. 2E, . _r
O=mr-r+—r-re "
To
Fir » # 0 kann die Bewegungsgleichung als
. 2B, %
0=mr+—re " (4.2.23)
To

geschrieben werden.

4.2.6. Arbeit und Leistung *

Versuch 14: @ Versuch zur Vorlesung:
Arbeit an der schiefen Ebene (Versuchskarte M-094)
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Beispiel Hebel

Drehpunkt Drehpunkt

AyT / " ‘Ax Ay / . *Ax

- ¢
l 0 AyzAX lmg FO Ay=2AX lmg

Fo=mg Fo=% mg
Ay = Ax Ay = 2Ax
Fo =mg Fy = img
Ay - Fy= Az -mg Ay - Fy = mgAx

Tab. 4.2.: KRAFTECLEICHGEWICHT beim Hebel

Die Grosse Weg x Kraft, also die ARBEIT, wird beim Hebel erhalten.

dW = F -dr (4.2.24)
S1 Sl
W= /Fdr — W (s1) — W (s0) = /F (7 (s)) - T (s) ds (4.2.25)
S0 S0
dabei ist ds der Weg entlang der Bahn!
also
F|Weg=W=F-s (4.2.26)
F 1 Weg = W =0! (4.2.27)
Beispiel:

Kreisbahn a.eptripetar L dr = W =0
Einheit der ARBEIT 1 m22kg =1Joule=1J=1Nm =

s

kW h

1
3600000

Im allgemeinen héngt die ARBEIT W von der durchlaufenden Bahn
r(s) ab.

Beispiel:
Luftwiderstand

F =b?
v (s) = v2as
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dann ist

S0 S0
Wiupe = /bv2ds = /2as -bds=ab-s*
0 0

Gleitreibung

Fo=—-Fg-1(s)
W (11, 72, b) = /(—FG) 7o (s) ds

52

So
:Fg/Tb'deS

sl
St
= Fg/ds
s2
= Fg (52 — 51)

das heisst, die ARBEIT ist, wie erwartet, proportional zur zurtickgelegten Strecke.
Bei der Berechnung der ARBEIT spielt Zeit keine Rolle. Wenn wir die Zeit, in der
eine ARBEIT geleistet wird, berticksichtigen wollen, sprechen wir von LEISTUNG.
Sie ist durch

dw
pP=_-— 4.2.28
T ( )
oder AW Fd d
dr r
P = el FE =F(t)-v(t) (4.2.29)
definiert.
Beweis:

r(t)
W (t0,t) = W (r (o), (1) = [ F(t)dr (1
r(to)
dr (¢ r(t) ()
:/F(t) Z§)~dt:/F(t)v(t)dt:/P(t)dt (4.2.30)

r(to) r(to) r(to)

Die Einheit der LEISTUNG benannt nach James Watt ist

2
1 Watt = 1W = 1 Nsm ~1 msgkg (4.2.31)
4.2.7. Potentielle Energie und Krafte
Es gilt
F (r)=—grad (E,.:(r)) (4.2.32)

Was bedeutet dies?
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Zuerst betrachten wir die Definition des Gradienten:

9
%
grad = | 5~ (4.2.33)
K
0z
Beweis:
aE ot 8E ot aE ot
E _ p p pot J
d (Epot (1)) e dx + By dy + 5 z
% dx % dx
= raizot dy = @ Epot dy
9Epot dz 9 dz
Oz 0z
= [grad E,u]-dr (4.2.34)

Andererseits haben wir

=—F(r)dr (4.2.35)

Also ist die Behauptung gezeigt.

4.3. Dynamik

Die Dynamik stellt die Frage nach der Ursache der Bewegung. In diesem Abschnitt
werden wir zeigen, dass Bewegung wird durch Kréfte hervorgerufen wird.

4.3.1. Das Prinzip vom Parallelogramm der Krafte

auch genannt 4. Newtonsches Gesetz

| Krifte sind Vektoren
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Abb. 4.17.: Reibung

Eine KRAFT, die am Punkt P angreift, verhélt sich wie ein ortsgebundener Vektor.

Angriffspunkt P
Betrag F Kraft!
Richtung e =

Bl

Versuch 15: @ Versuch zur Vorlesung:
Krifteparallelogramm (Versuchskarte M-012)

Addition von Kréften
Fiota (in P) =>_ F;(in P) (4.3.1)
= Nur Krafte, die an ein und demselben Punkt P angreifen konnen addiert werden.

Beispiel:

Abb. 4.18.: Grafische Addition von Kréaften

Die Kréfte, die im Punkt P angreifen sind im Gleichgewicht, wenn ihre Summe 0
ist.
Fiota (in P) => F;(in P) =0 (4.3.2)
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69 4.3 Dynamik

Beispiel

Abb. 4.19.: KRAFTEGLEICHGEWICHT

F1+F2+F3:O

Zerlegung von Kraften
Beispiel: Welche Krafte wirken auf einen Kranarm?

Abb. 4.20.: Krifte an einem Kranarm. Die KRAFT F'pjcgung verbiegt den Arm.

Versuch 16: @ Versuch zur Vorlesung:
Kran (Versuchskarte M-173)

Bemerkung:
Bei welcher Kombination von Kraften und Richtungen kippt der Kran nach oben
weg?

Beispiel:
PENDEL
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Versuch 17: @ Versuch zur Vorlesung:
Fadenpendel (Versuchskarte M-077)

Faden

FFaden

Frijcktreibend F,F g
aden

Abb. 4.21.: Krifte an einem PENDEL. Der Faden des Pendels kann nur Kréfte
entlang des Fadens aufbringen. Deshalb konstruiert man die riick-
treibende KRAFT, indem man die Fadenlinie durch die MASSE ver-
langert. Dann zeichnet man eine Senkrechte auf die verlangerte Fa-
denlinie vom Ende der KRAFT F;. Der Schnittpunkt definiert die
Fadenkraft F ryg0n, und die ricktreibende KRAFT Fliicktreibend -

Dieses Problem lasst sich viel einfacher mit einer Energiebetrachtung
16sen.

4.3.2. Das Reaktionsprinzip

Versuch 18: @ Versuch zur Vorlesung:
Reaktionsprinzip (Versuchskarte M-141)

auch genannt das 3. Newtonsches Gesetz
Ubt der Kérper 1 die KRAFT F'5 auf der Korper 2 aus, so iibt der Kérper 2 die
KRAFT F9; auf den Korper 1 aus.

F, = —Fy
~~ —— (4.3.3)
actio reactio

Beispiel FEDER
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Fr<——>FA %
—0000009—emc

Ja

Abb. 4.22.: Krifte an einer FEDER

F,=k-x=—F, (4.3.4)

—F, ist die Reaktion der FEDER auf die angelegte KRAFT.

4.3.3. Grundgesetz der Dynamik

auch genannt 2. Newtonsches Gesetz
Eine bewegte MASSE kann durch ihren IMPULS charakterisiert werden.

p=m-v (4.3.5)

Einheit des Impulses: k8

Dabei ist m die ,trage“ MASSE (im Gegensatz zur ,schweren“ MASSE)
Das 2. Newtonsche Gesetz lautet

dp d dm dv dm
= — = — . = — _—=— . 4 .

- dt(m v) o vtmo = —vtmea (4.3.6)
Die KRAFT entspricht also einer Impulsanderung.
Die Einheit der KRAFT: 1 Newton = 1N =1 mkgs_2
Bei einer Bewegung ohne dussere KRAFT gilt:

d,
F=0= dit) = p = const (4.3.7)

Ein konstanter IMPULS heisst, dass entweder die GESCHWINDIGKEIT v mit ab-
nehmender MASSE zunimmt, oder, im Spezialfall dass m konstant ist, dass die
GESCHWINDIGKEIT konstant ist (Tréagheitsgesetz)

dv
m = const =>a = — =0 (4.3.8)

dt
Wenn die KRAFT null ist, also p = 0 oder p = konstant und gleichzeitig noch m =
konstant ist, wird dieses System INERTIALSYSTEM genannt. Diese Konsequenz aus

dem Grundgesetz der Dynamik wird oft auch 1. Newtonsches Gesetz genannt.
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4.3.4. Integralform des Kraftgesetzes

Fiir einfache Probleme sind Differentialgleichungen gut. Bei komplizierteren Pro-
blemen und bei numerischen Verfahren sind Integrale aber viel geeigneter.
Frage: ein Ball fallt auf den Boden

F Z
/\ @ Impuls  p,=-mv
> O\ @ Impuls  p, =+mv
| t, t, t |

Ap =p, —p, = +2mv

Abb. 4.23.: Fallender Ball springt vom Boden hoch.

aus %’ =F

folgt dp = Fdt

und
P2 to
[dp=[Fit=p,~p,=p(t:) ~p(t) (4.3.9)
P1 t1

Die Grosse

plts) —p(t) = / Fdt (4.3.10)

heisst Kraftstoss. Der Kraftstoss kann zur Beschreibung rascher Vorgange dienen.
Beispiel: ein Ball trifft mit der GESCHWINDIGKEIT vy auf dem Boden auf. Er
berithrt den Boden wihrend der Aufschlagzeit 7.

AF

F, F, _ T
N4 2 A 2

Abb. 4.24.: Kraft wahrend des Aufpralls eines Balls.
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KRAFT wihrend des Aufpralls eines Balls.
Wir nehmen an, dass wihrend dem Aufschlag die KRAFT sich wie F () = —At* +
Fy verhalt. Aus F' (t) = 0 kann man die halbe Kontaktzeit 7 bestimmen

T F()
— = — 4.3.11
5 " ( )
Also ist
Ap = 2muy (4.3.12)
3
_ / (—At® + Fy) dt
-3
1 T
= —gAtls +F0t 27—
1
= For — — A7
12
4 Fy 4
= F()T — EQT
2
= gF[)T
Wir erhalten 3
Fy = 2% (4.3.13)
T

das heisst, die KRAFT wird desto grosser, je kiirzer die Kontaktzeit ist. Eine An-
wendung ist die KNAUTSCHZONE bei Autos: je langer die KONTAKTZEIT ist, das
heisst, je mehr die Kiihlerhaube deformiert werden kann, desto kleiner sind die
Kréfte auf die Insassen.

4.3.5. Reibung

Beobachtung: jegliche Bewegung kommt zum Stillstand.

m _»FHR

Abb. 4.25.: Reibung

Versuch 19: @ Versuch zur Vorlesung:
Reibung (Versuchskarte M-170)
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Die Gewichtskraft auf den Klotz ist Fj, = m - g.
Die KRAFT zum Starten der Bewegung ist

Fur = purky (4.3.14)

Dabei ist Fyr die Haftreibungskraft und pgr der Haftreibungskoeffizient.
Um m in gleichférmiger Bewegung zu halten brauchen wir die KRAFT

Far = parFy (4.3.15)
Hier is pgr der Gleitreibungskoeffizient und For die Gleitreibungskraft. Es gilt

HGR < UHR (4.3.16)
__ scheinbare Kontaktflache | _
j ‘ Bewegung ng ng

T'Fg wahre Kontaktflache T-Fg

Abb. 4.26.: Links: Reibungsmodell nach Amontons. Rechts ein moderneres Bild.

Woher riihrt diese Gleitreibung? Guillaume Amontons (1663-1705) postulierte zwei
Ursachen:

e Den Abrieb der Oberflachen

o Bei verschleissfreier Reibung wird Energie dissipiert, indem die beiden Kor-
per durch die schragen Kontaktflaichen gegen die dussere Andruckskraft ge-
trennt werden. Die potentielle Energie wird beim Zurtickfallen dissipiert.
Amontons zweites Reibungsgesetz liefert For = puarty.

Modernere Bilder beschreiben die Reibung als ein Abscheren von gestauchten Mi-
krokontakten. Damit konnen zwei Phénomene erklart werden:

» Die Reibung ist unabhéngig von der scheinbaren Kontaktfliche (dies ist die
makroskopisch gemessene Kontaktfliche).

o Poliert man die Grenzflachen, nimmt die Reibung zu.

Die wahre Kontaktfliche ist immer kleiner als die scheinbare. Durch Polieren er-
héht man die wahre Kontaktfliche. Erhoht man die Auflagekraft, werden die mi-
kroskopischen Kontakte mehr zusammengedriickt. Thre wahre Kontaktfliche ist
proportional zur Auflagekraft.

F
Awahr = Ascheini (4317)
Fo
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75 4.3 Dynamik

wobei Fj eine in diesem Model nicht weiter erklarte Konstante ist.

Die Reibungskraft hangt dann mit der Scherspannung, die notwendig ist zum Losen
des Kontakts mit der Unterlage, 7 wie folgt zusammen

FG’R = Awahr - T (4318)
F,
- Asc eini :
h Fy T

- AscheinT Ia
Fy g

= :uGRFg

mit

£ lscheinT
HGR 7 ( )

Aus der Proportionalitit der wahren Kontaktfliche mit der Auflagekraft und dem
Modell der Scherung folgt das Reibungsgesetz der Gleitreibung mit einem kon-
stanten, geschwindigkeitsunabhéngigen (nach Coulomb) Reibungskoeffizienten.

Die Rollreibung entsteht durch die Deformation des Rollkérpers, zum Beispiel der
Rader.

4.3.6. Stromungsgeschwindigkeit als Beispiel fiir ein
nichtlineares Kraftgesetz *

Aus Beobachtungen hat man das empirische Gesetz fiir die Stréomungsgeschwin-
digkeit abgeleitet.

F=—b-v" (4.3.20)

b und n sind Konstanten, b hingt von der Form des bewegten Korpers ab (Wi-
derstandsbeiwert). Die Einheit von b ist N - (%) . Das Bewegungsgesetz flir einen
frei fallenden Kérper mit konstanter MASSE lautet (die Gravitationskraft gibt es
ja auch!)

F=mg—b"=m-a (4.3.21)

Die Endgeschwindigkeit v, wird erreicht, wenn a = 0 ist, also

mg = bv, (4.3.22)
v, = (”Zg) (4.3.23)

Meist ist n ~ 2.
Ein Mensch (100kg) im freien Fall hat etwa die Endgeschwindigkeit v, = 60 .
Sein Luftwiderstandsbeiwert (Exponent n = 2) ist also
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b 100kg-10 3 1000s®kgm

_ 28 K8
(60%)2 = 3600mes? % m

Wie gross muss der Luftwiderstandsbeiwert eines Fallschirms sein, damit der Mensch
iiberlebt?

4.3.7. Kriafte in beschleunigten Bezugssystemen *

Wir betrachten ein linear beschleunigtes Bezugssystem.

s 9

—
A
O ©

Abb. 4.27.: Linear beschleunigtes Bezugssystem

Durch die BESCHLEUNIGUNG zeigt die resultierende KRAFT (Schwerkraft und
Tragheitskraft) schridg nach unten. Dies kann mit einem Glas Wasser (halbvoll)
beobachtet werden.

Wir betrachten ein rotierendes Bezugssystem.

2 &

ruhender Beobachter mitbewegter Beobachter
(Rotation)

Abb. 4.28.: Rotierendes Bezugssystem

F¢ ist die Corioliskraft (benannt nach Gaspard de Coriolis).

Ein mitrotierender Beobachter wird die CORIOLIS-KRAFT beobachten.

Beispiele fiir die Corioliskraft sind Hoch-und Tiefdruckgebiete.

Die Badewannenwirbel werden durch ein Aufschaukeln von Stérungen, aber nicht
durch die Corioliskraft erzeugt.
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77 4.4 Teilchensysteme

4.4. Teilchensysteme

Wir betrachten ein System von Teilchen

Abb. 4.29.: Skizze der Koordinaten in einem Teilchensystem

Die folgenden Grossen benétigen wir
o Aussere Krifte F;
 Innere Krifte F';;
o Impulse p, im Laborsystem gemessen

Der Gesamtimpuls ist

pP=>_p (4.4.1)
i=1
Aus dem Impulssatz folgt
Gp= G p—F. =3 F (4.42)
dtp_ dt Zlel_ a_Z:1 ar k.

Beweis

F,; dussere KRAFT auf m

F;; innere KRAFT von m; auf m;
F;; = —F;; Reaktionsprinzip

n

ﬁ:Zﬁl'ZZ(Fai—FF%—FF?,H—u.)
i=1

=1

= <2Faz‘>+F12+F21+F13+F31+...
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4.4.1. Impulserhaltung
Wenn keine ausseren Krafte wirken gilt:
p=>_p;, =Y mv; = konstant (4.4.3)
i=1 i=1
4.4.2. Massenmittelpunkt
Definition des Ortsvektors des Massenmittelpunktes
-n m;r;
ry == (4.4.4)
2 M

Der Ortsvektor des Massenmittelpunktes ist der mit der MASSE gewichtete Mittel-
wert der Ortsvektoren der einzelnen Massepunkte. Aus Gleichung (4.4.4) bekommt

marn

n n
Ts- (Z mz> = Zmiri
i=1 i=1

Wir ersetzen die Summe durch das Integral und erhalten

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung gilt:

rs/dm:rs/p(r)dv:/'rdm:/r-p(r)dv

oder

. Jrdm  [rp(r)dV
= Tam ~ Jpmav

In kartesischen Koordinaten gilt

mit

(4.4.5)

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)
(4.4.10)

(4.4.11)
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79 4.4 Teilchensysteme

4.4.2.1. Impuls des Massenmittelpunktes

Versuch 20: @ Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbewegung (Versuchskarte M-047)

Versuch 21: @ Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbewegung (Versuchskarte M-065)

Mit m = 3 m; gilt:
(mry) (4.4.12)

Beweis

Abb. 4.30.: Lokales KOORDINATENSYSTEM in einer Massenverteilung

Wir verwenden ein lokales KOORDINATENSYSTEM. Weiter sei R; der Ortsvektor
des Punktes 7 im mitbewegten Koordinatensystem.

r, =1, + R,

Z m;R; = Zmiri —mr, = Zmim — (Z mi) (szn;rl> =0

d d d

Aus
Zmivi = Mvg = (Z mz> ()

bekommt man fiir die Geschwindigkeit des MASSENMITTELPUNKTES

v, = > M;V;
>m;
Die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit v, ist also das mit den Massen gewichtete
Mittel der einzelnen Geschwindigkeiten.

(4.4.13)
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4.4.2.2. Beschleunigung des Massenmittelpunktes

Bei konstanten Massen m; = const gilt fiir die Beschleunigung des Massenmittel-
punktes

d
mas =mv, =» Fq = 5P (4.4.14)

Wenn keine dusseren Krafte wirken folgt aus

F,=Y F,=0
p = konstant (4.4.15)

d
Vs = T = konstant (4.4.16)

4.4.2.3. Potentielle Energie einer Massenverteilung im Erdgravitationsfeld

Wir wollen nun die potentielle Energie einer Massenverteilung im Erdgravitations-
feld berechnen.

AZ

Abb. 4.31.: |
KOORDINATENSYSTEM zur Berechnung der potentiellen Energie im Erdschwere-
feld

Sei g der Feldvektor des Gravitationsfeldes der Erde

Fiir die Koordinate z gilt
mzs = Zmizi (4.4.17)

mit m = Y m,; der Gesamtmasse. Die potentielle Energie ist dann
Boot =Y mig zi =g > Mz =g m z (4.4.18)

e 2z, wird minimal bei jeder Aufhdngung eines Systems von Massepunkten an
einer punktformigen Aufhdngung
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81 4.4 Teilchensysteme

« Wenn das System von Massenpunkten in z, unterstiitzt wird, ist es im indif-
ferentes Gleichgewicht.

4.4.3. Massenmittelpunktssystem (2 Massen)

V1

S M2
m1 g ]:
S 2

Abb. 4.32.: Definition der Grossen beim Zweikorperproblem.

Wir wollen die Bewegung der beiden Massen in einem mit dem Massenmittelpunkt
mitbewegten Bezugssystem berechnen.

Seien die u; die Geschwindigkeiten im Massenmittelpunktssystem
Uy = V1 — Vg
U9 = V2 — Vg

Im Laborsystem gilt nach Gleichung (4.4.13):

v, = MUV Mvs (4.4.19)
mi + Mo

Die Geschwindigkeiten im Massenmittelpunktssystem sind

B v (my +mg) —myvr — movy My (V1 — v2)
Uy = V| — UV, = =

mi + Mme my + ma
ty = vy — v, = T2 V) (4.4.20)
mi + Mo

Beispiel:

Kollision zweier Massen
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v4=50 m/s v,=-30 m/s

v ©

m,=3000 kg m»,=1000 kg

A

Abb. 4.33.: Kollision zweier Massepunkte

Die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit ist

50 - 3000 — 30 - 1000 m m
= — =30 — 4.4.21
4000 s 30 s ( )

Vs

Bei einer Kollision bleibt die Massenmittelpunktgeschwindigkeit v, bleibt erhalten.
Die Relativgeschwindigkeiten im Massenmittelpunktssystem sind

1000 (50 — (—30)) m m
— —_— = 2 —
e 4000 s =2
3000 (—30 — 50) m m
_ m_ g 4.4.92
42 4000 S s ( )

Im Massenmittelpunktssystem hat die leichtere MASSE die grossere GESCHWIN-
DIGKEIT.

4.4.4. Kinetische Energie

Die KINETISCHE ENERGIE eines Systems von Massen ist durch

1
= Z g (vs +u;) - (Vs + u;)
=y ;ml [vf + vou; + uv, + uﬂ

= ;'vi Z m; + ;vs Zmﬂui + ; Zmiu?

(2

1 1

2 2

= 5mv; + v, > miu, +> 5
i i
——
Nach Definition des Massenmittelpunktes =0

1 1

2 2

Da die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit erhalten bleibt, ist nur Ejp innen rele-
vant fiir Kollisionen = KOLLISIONEN mit gegenldufigen Bahnen beim LHC.
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Bei inelastischen Stossen kann nur die Energie Eip innen, in Warme oder Deforma-
tion umgewandelt werden.

4.5. Stosse

Versuch 22: @ Versuch zur Vorlesung:
Massenmittelpunktsbewegung (Versuchskarte M-139)

Stosse sind kurzzeitige WW zwischen zwei Koérpern.

4.5.1. Stosse auf einer Geraden, Berechnung im
Massenmittelpunktssystem

P4 P2 P'1 P2
JER S — 1l » JE RN e —
M4 mo M4 mo
vorher nachher

Abb. 4.34.: Stoss zweier Massen

Die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit ist nach Gleichung (4.4.13) durch

o m101+m2’02
m1+m2

gegeben. Da der Gesamtimpuls gleich dem Massenmittelpunktsimpuls ist und er-
halten wird, andert sich die Massenmittelpunktsgeschwindigkeit vs bei einem be-
liebigen Stoss nicht. Die Massen m; und ms haben im Massenmittelpunktssystem
die Geschwindigkeiten (siehe Gleichung (4.4.20))

ma (U1 - U2)
mi + mo
mi (Uz - Ul)

Uy = V1 — Vs =

Ug = V2 — Vg =
my1 + Mo

Entsprechend sind die Massenmittelpunktsimpulse

my1mso (U1 - 112)

Psg1 =MmM1up =
my1 + Mo

ma My (U2 - Ul)

Ps2 = Mo Uz = = —Ps,1
mi + Mo
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84

Bei beliebigen Stossen mit zwei Massen haben die beiden Massen
im Massenmittelpunktssystem immer entgegengesetzt gleich grosse
Impulse, sowohl vor dem Stoss wie nachher. Diese Eigenschaft er-

leichtert Berechnungen wesentlich!

Die kinetische Energie des Massenmittelpunktes ist

Ekin,s =3 (ml + m2) U?

2

. 1 mq U1 +m2’l)2)2
_2(m1+m2)< mi + mo

1 (m1 U1 + mo U2>2

2 my + Mo

Die kinetischen Energien der beiden Massen im Massenmittelpunktssystem sind

2
1 1 B
Elins1 = §m1u% = -my <WM>

mi + mo
2
= —————my (v — vy
2 (ml + m2>2 ( )

2 2

2
g oot a1 (v
kin,s,2 — ZMalg = ZN2

my + Mo

_ my ma my (v v)2

= 31 (V2 — U1
2(m1+m2)2

Die Summe der drei kinetischen Energien ist

Ekin,tot :Ekin,s + Ekin,s,l + Ekin,s,2

1

2 (m1 —+ m2)2

: [(ml + M) (M v1 + Mo v2)” + mym2 (vy — v2)? + m2my (v — vz)Q]

1

1

1

1

2(77?,1 +m2) -

1 1

:fmlvf + =Mooy

2 2

2 (my + mo)
2 (m1 + mg) -

2 (m1 + mg)

2 2
[(ml vy + mavg)” + mymg (v — V) }
[, 2.2 2,2 2 2
my vy + m; vy + 2my mg vy Vg + myima (Ul — 201 V9 + v2)}

(2,2 2,2 2 2
MV + m5v5 + mimavy + m1m2v2}

my (my + ma) vi + ma (my +my) vg]

2

Die kinetische Energie kann also in eine kinetische Energie der Massenmittel-
punktsbewegung und in die kinetische Energie der Teilchen im Massenmittelpunkt-
ssystem aufgeteilt werden.

84

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, [ TN




85 4.5 Stosse

Die kinetische Energie der Massenmittelpunktsbewegung wird bei je-
dem Stoss erhalten. Die Summe der kinetischen Energie der Teilchen
im Massenmittelpunktssystem wird bei elastischen Stossen erhalten
und bei plastischen Stossen vollstandig in Deformation oder Wéarme

umgewandelt.

Bei teilelastischen Stossen wird ein Teil der Energie umgewandelt. Der Faktor
0 < a < 1 gibt an, welcher Bruchteil der Summe der kinetischen Energien im
Massenmittelpunktssystem umgewandelt wird. @ = 0 bedeutet einen elastischen
Stoss, @ = 1 einen vollstdndig plastischen Stoss. Da die Impulse im Massenmit-
telpunktssystem entgegengesetzt gleich sind, werden die Massenmittelpunktsge-
schwindigkeiten mit dem Faktor /1 — o multipliziert.

Der Rechenaufwand zur Behandlung von Stossen und insbesonde-
re von teilelastischen Stossen im Massenmittelpunktssystem ist viel
geringer, als wenn man im Laborsystem rechnet.

Da bei einem elastischen Stoss im Massenmittelpunktssystem sich die Impulse und,
da die Massen erhalten bleiben, die Geschwindigkeiten ihr Vorzeichen wechseln, ist
die Relativgeschwindigkeit nach dem Stoss gleich gross wie vorher. Wir haben also

V] = U] + Vs

Vg = Ug + Vg

Nach dem Stoss haben wir

vy = —uy + v

vy = —Ug + Vs
Das bedeutet, dass bei einer Frontalkollision von einem Auto (v; = 36 52 = 10 2)
mit einem Fussgénger (vo = 3.61%m = 17) die Relativgeschwindigkeit vorher

(v1 —va = 92) gleich dem negativen der Relativgeschwindigkeit nach dem Stoss
ist. Da das Auto aber (siche unten) nur unwesentlich abgebremst wird, fliegt der
Fussganger nach dem Stoss mit vy = 19 % = 68.4 kTm durch die Gegend.

Die Grosse p = ™2 heisst auch die REDUZIERTE MASSE. Mit ihr konnen

mi+mso
Zweikorper-Probleme im Massenmittelpunktssystem einfacher gelost werden.

4.5.2. Stosse in der Ebene

Versuch 23: @ Versuch zur Vorlesung:
Nicht-zentraler Stoss (Versuchskarte M-039)

Als Annéherung an den dreidimensionalen Fall betrachten wir den elastischen Stoss
einer bewegten Punktmassen m; auf eine ruhende Punktmasse ms in der Ebene.
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Jeder Stoss im RAUM mit zwei Korpern kann auf den ebenen Fall zuriickgefiihrt
werden (warum?).

Abb. 4.35.: Stoss in einer Ebene

Annahmen
Vy = 0
m; = Mg =m (4.5.1)
Impulssatz:
mv, = mlv’l + mg’U/Q
vy = V] + v (4.5.2)
Energiesatz:
1 1 / 1 /
§m1v% = 5?7111)12 + §m2022
v} = v+l (4.5.3)
Zusammengesetzt erhalten wir
(v, +v)? = 0?4200, + v}
= v 4 vy (4.5.4)
oder
vvh =0 (4.5.5)

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren null ist, ist der Zwischenwinkel bei jedem
elastischen ebenen Stoss (und damit bei jedem elastischen Stoss) gleicher Massen

o =

g (4.5.6)
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4.5.2.1. Ebene Stosse bei ungleichen Massen

Im Falle der ungleichen Massen setzen wir ms = a-my = a-m mit a € [0, 1]. Wenn
mg > my ist miissen im Folgenden die Indizes vertauscht werden, dann stimmt die
Rechnung wieder.

Impulssatz Gleichung (4.5.2) und Energiesatz Gleichung (4.5.2) lauten dann

mivy = My + movy = v, = v] + av) (4.5.7)
my mi 4,2 M2 ,2 2 2
71;% - 71/1 4 7@’2 = v? = v\" + av), (4.5.8)

Wir quadrieren Gleichung (4.5.7) und subtrahieren von Gleichung(4.5.8).

2 2 2 2
v? —v? =0 =v]" + av) —(v’l +2av’1v’2+a2v’2>

_ 12 I 2,2
0 =avy,” — 2av vy — a’v,
1—a
Y A / o 12
v v, = |vy] vy cos (a) = 5 V2 (4.5.9)
; Iyl : g . s |U’2|
Mit o = Zvi, v5. a ist durch das Massenverhaltnis sowie das Verhaltnis 0 k

£
gegeben. a = 1 fiihrt auf das Resultat in Gleichung (4.5.6). Bei gegebenem a
héngt der Zwischenwinkel von v} und v}, ab, also von der Art des Stosses. Mit der

Definition von k erhalten wir

1—a

2

cos(a) = k (4.5.10)

Diese Relation ist in Abbildung 4.36 dargestellt. Dabei muss —1 < 15—“ k <1 oder
—2<(1—a)k <2 sein.
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a(a,k)

1.0

0.91

0.8m

0.71

0.6m

0.51

0.4m

0.31

0.2m

0.1m

0.0m

Streuwinkel

45(3,0.0)
a4 5(a,0.5)
-0y 2(a,1.0)
a1 2(a,1.5)
a4 5(a,2.0)
|01 2(2,2.5)
051(1/2,0.0)
| a54(1/a,0.5)
051(1/2,1.0)
ap 4(1/a,1.5)
|_ay4(1/a,2.0)
ap 4(1/a,2.5)

Abb. 4.36.: Streuwinkel bei ungleichen Massen und Geschwindigkeiten. Darge-
stellt sind die Verhaltnisse m; > ms in rot und msy > m; in blau.

Die erlaubten Parameter zeigt Abbildung 4.37.

Erlaubte Parameter

erlaubt

-2

107t

0 1

10 10

Abb. 4.37.: Erlaubte Parameter bei der Berechnung des Streuwinkels bei unglei-
chen Massen und Geschwindigkeiten.

38
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89 4.5 Stosse

4.5.3. Stosse im Raum

Wir betrachten Stosse, bei denen der zweite Stosspartner ruht. Die GESCHWIN-
DIGKEIT des ersten Stosspartners (m;) definiert eine Richtung. Der Abstand des
Strahls definiert durch v, von der MASSE my wird mit b (Stossparameter) bezeich-
net.

Abb. 4.38.: Definition des Stossparameters b

nach dem Stoss:

Abb. 4.39.: Situation nach einem ebenen Stoss

Unbekannte sind v}, v}, ¢, und 6.
Impulserhaltung: in der z-Richtung

myvy = myvy cos by + mavl cos by (4.5.11)

Impulserhaltung in der y-Richtung

0 = my v} sin 0 — Mo} sin 6y (4.5.12)
Energieerhaltung
1 1 , 1 /
§mwf = §m1v12 + §m2v22 (4.5.13)
Eine 4. Relation ist durch den Stossparameter b und die Physik der Wechselwirkung
gegeben.

Experimentelle Stossverteilungen werden mit b parametrisiert.
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4.5.4. Raketen oder Tintenfische
Grundlage: 2. NEWTON’SCHES GESETZ
dp
F = — 4.5.14
o ( )

4.5.4.1. Riickstoss einer Armbrust

Versuch 24: @ Versuch zur Vorlesung:

Russische Kanone: Impuls- und Drehimpulserhaltung (Versuchskar-

te M-154)

Abb. 4.40.: Rickstoss bei einer Armbrust

Lange: d (fir BESCHLEUNIGUNG Beschleunigungsstrecke)
MASSE: m (Pfeil)

Endgeschwindigkeit: vy

Antriebszeit: t

Riickstosskraft: F'r

Wir erhalten die Betragsgleichung

Beweis: Antrieb: F, = —Fy

Newton: ‘fl—’t’ =F,

Wenn F', tiber die Beschleunigungsphase konstant ist, gilt:

—=F,= =—F
to to f
ARBEIT und Energie
2
Eyin = m;() = W(O,d) = F,d

(4.5.15)

(4.5.16)

(4.5.17)
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91 4.5 Stosse

4.5.4.2. Schub

¥
Versuch 25: @ Versuch zur Vorlesung:
Rakete (Versuchskarte M-147)

v=0

N : Fs
VGas /\ T m-Am

Am/ Halterung

v
X

Abb. 4.41.: Krafte an einer Raketendiise. Die Rakete ist fixiert.

Die Masse des wegfliegenden Gases trigt einen mit der Zeit grosser werdenden Im-
puls. Dieser Impulsénderung entspricht eine aussere Kraft F', und einer Schubkraft
F, = —F,. Wir beachten weiter, dass wir Vektoren mit den dem Koordinatensys-
tem angepassten Komponenten verwenden miissen. Hier hat also v, eine negative
r-Komponente.

d d
Fo= " 000 = — |m Veas (4.5.18)

dt dt

wobei mit vg,s die Relativgeschwindigkeit zur Diise gemeint ist.

Beweis mit Newton

F, = —F, (4.5.19)
dp

dt

= Cclit (mGas (t)) VGas
dm (t)

- = dt * V@as
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4.5.4.3. Raketengleichung

v(t)

Gas —

V(t)+VGas
| .
0 X
Abb. 4.42.: Krafte an einer Rakete
dv (t) dm (t)
t = — “Vgas + F 4.5.20
mi 0 — |00 g s (4.5.20)
Beweis: p p
%mGas = —%m (t) (4521)

Wenn ein Massenelement dm die Diise verldsst, hat es in diesem Augenblick die
Geschwindigkeit v () +vgqs. Es triagt also den Impuls dm (v (t) + vgas) weg. Auch
hier verwenden wir die Vektoren mit den durch das Koordinatensystem gegebenen
richtigen Vorzeichen. Infinitesimal gilt

F (t)dt + dpgg, (t) = F (1) dt +dm (t) (v (t) + Veas) = dPpakere ()
und damit aus Laborsicht

B dPragete (1) dmi(t)
B e Tl LA QR

I e

= m (1) dz:jit) - d”;‘l;t)vcas (4.5.22)

F(t)

Bewegung der kraftefreien Rakete:

dv(t)  dm(t)

m (1) 7 = T v, (4.5.23)
do (1) = CZ‘(%) Vs (4.5.24)
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93 4.6 Zentralbewegung

[ao) = v | S0
v (to) — v (0)
= Vgas - (In(m(t)) — Inmg (0)) (4.5.25)
Also haben wir
m (0)

v (t) = Vg — Vgas In (4.5.26)

m(t)
das heisst, die Endgeschwindigkeit einer Rakete kann man steigern, indem man
die Ausstromgeschwindigkeit des Gases v, erhoht, oder indem man die Endmas-
se m (t) im Vergleich zur Anfangsmasse m (0) moéglichst klein macht. Die zweite
Losung ergibt aber strukturelle Probleme.

4.6. Zentralbewegung

4.6.1. Winkelgeschwindigkeit

Abb. 4.43.: Definition der Drehwinkel bei einer Zentralbewegung

ds = wv(r)dt

df = 0(t+dt)—6(t) (4.6.1)
= d: (4.6.2)
o vdt (4.6.3)

Der Umfang (Weg fir 1 Umdrehung) im Bogenmass ist 27
Def: % = w: WINKELGESCHWINDIGKEIT
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4.6.2. Winkelbeschleunigung

dw 420 .
w —

a=— == (4.6.4)
Bemerkung: Es gilt
w(t) = wo+at (4.6.5)
O(t) = 0+ wot+ ;atQ (4.6.6)
w = V2ab (4.6.7)

wenn w (0) =0; 0 (0) =0 und « = const.

Die Gleichungen fiir die Zentralbewegung sind analog zu denen der Kinematik in
einer DIMENSION.

4.6.3. Vektorcharakter der Drehbewegung

Eine Drehbewegung ist durch die Richtung ihrer Drehachse definiert

Abb. 4.44.: Definition des Winkelgeschwindigkeitsvektors w

Definition: w zeigt in Richtung des Daumens der rechten Hand, wenn die Finger
in die Drehrichtung zeigen. ,,Rechte Handregel“

94 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



95 4.6 Zentralbewegung

Spiegel

A
\ 4

N | 0

Spiegel L auf Vektor

Ortsvektor Umkehrung

Abb. 4.45.: Transformation eines Drehvektors an einem Spiegel

Der gespiegelte Drehvektor entspricht dem Original: Diese Art Vektoren heissen
»Axialvektoren®.

Drehvektoren (auch axiale Vektoren genannt) transformieren anders
als Ortsvektoren.

4.6.4. Drehmoment

Versuch 26: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehmomentenscheibe (Versuchskarte M-071)

Definition:
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Achse

Abb. 4.46.: Definition des Drehmomentes

M =ro, x F (4.6.8)

heisst mechanisches DREHMOMENT.

Wir betrachten das Drehmoment fiir eine Zentralbewegung bei einer konstanten
punktformigen Masse. Dann ist

M=r -F

und
F=mio=mrw
oder

Mzr-mr@z(mr2>wsz

wobei I = mr? das TRAGHEITSMOMENT eines Massenpunktes m im Abstand r
von der Drehachse ist.

Beispiel: Anwendung Hebelgesetz
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97 4.6 Zentralbewegung

Abb. 4.47.: Hebelgesetz

Im Gleichgewicht ist

0 = M
= M, + M,
= Tog1 X F1 + rgo X F2 (469)
Z
A
X
| X
F, lF1

Abb. 4.48.: Eindimensionale Formulierung des Hebelgesetzes

im eindimensionalen Falle gilt

und
lel = FQ(EQ (4611)
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4.6.5. Drall, Drehimpuls

Versuch 27: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehimpulssatz (Versuchskarte M-063)

Abb. 4.49.: Definition des Dralls oder des Drehimpulses.

Ly = 1o, Xp
= Tom X Mo (4.6.12)
DRALLSATZ p
M,=—L 4.6.13
O " ( )

Voraussetzung M und Lg beziehen sich auf das gleiche Zentrum 0

Beweis:

d d

‘. = £
e’ gi (Tom X P)
d dp
— %Irom X p + rom X E (4614)
= Tom X Fm = Mo (4615)

da %Tom = v ist.
DREHMOMENT von Zentralkraften
Definition: wenn F' || 7o, dann ist My = r¢, x FF =0

Bei Zentralkraften ist: Ly =konstant, da My =0 = %
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4.7. Gravitation

Unter GRAVITATION versteht man die gegenseitige ANZIEHUNG der Korper durch
ihre Massen.

4.7.1. Die Keplerschen Gesetze
« Nikolaus Kopernikus (1473-1543): postuliert heliozentrisches System
o Tycho Brahe (1546-1601): erste préizise Messungen

« Johannes Kepler (1571-1630): Interpretation und Gesetze

1. Gesetz (1609) Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen mit der SONNE in
einem Brennpunkt.

2. Gesetz (1609) Jeder Strahl von der SONNE zu den Planeten tiberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Flachen

3. Gesetz (1619) Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich
wie die Kuben der grossen Halbachsen ihrer Bahnen um die SONNE.

Der Beweis des 2. Gesetzes geht wie folgt: Es gibt keine dusseren Kréfte, deshalb
gibt es auch keine Drehmomente. Aus My = 0 bekommt man : Ly = const.

Abb. 4.50.: 2. Keplersches Gesetz

Behauptung: Fir die Fliche A (t) gilt

Al) =2 ¢ (4.7.1)
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Mechanik in drei Dimensionen 100

Beweis:
L 1
Ddt = Z(rxov)dt
2m 2
1
=5 (r x vdt)
1
= 3 (r xdr)=dA (4.7.2)

Bemerkung: bei einer ebenen Bewegung ist immer

dr 1 L (4.7.3)
r L L (4.7.4)

d.h. das 2. Keplersche Gesetz entspricht der Drehimpulserhaltung

Versuch 28: @ Versuch zur Vorlesung:
Planetenbewegung (Versuchskarte M-109)

4.7.2. Newtonsche Gravitationsgesetz

Wir betrachten das DRITTE KEPLERSCHE GESETZ fiir den Spezialfall einer Kreis-
bahn. Eine Masse m soll um eine zentrale Masse M kreisen. Eine Kreisbahn ist
eine Ellipse, bei der die grosse und die kleine Halbachse gleich sind. Wir nennen
die Grosse den Radius r.

Das 3.Keplersche Gesetz lautet

T3

75 = ® = const (4.7.5)
& ist eine zunéchst unbekannte Konstante. Bei einer gekriimmten Bahn mit dem
Kriimmungsradius » muss immer eine physikalische Kraft existieren, deren Grosse
durch die ZENTRIPETALKRAFT gegeben ist.

v? (27)?

F,.=m— =mw’*r=m
z T' T2

(4.7.6)

Wir haben v = wr und w = 27/T verwendet, wobei T' die Umlaufszeit ist. Wenn
wir Gleichung (4.7.5) und Gleichung (4.7.6) kombinieren, erhalten wir

G  (4r*&)m
_ 2 _ 2 _
FZ—47T mTﬁ—éL'ﬂ' mrﬁ—T

(4.7.7)

Wie gesagt, zeigt die Zentripetalkraft F, an, dass eine physikalisch begriindete
Kraft Fg existieren muss mit F, = Fg. Diese Kraft, von Newton die SCHWER-
KRAFT oder die GRAVITATION genannt, hat die Eigenschaften

2

o Die Kraft ist proportional zu =, wobei r der Abstand der Masse m zur

Zentralen Masse M ist.
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101 4.7 GRAVITATION

o Fiir eine gerichtete Strecke von M zu m zeigt die Zentripetalkraft F, entgegen
der Richtung der Strecke.

o Die Kraft ist proportional zur Masse m.

 Die Kraft ist proportional zu einer Konstante 472, deren Grosse wiederum
nur von der zentralen Masse M abhangen kann.

Zum letzten Punkt ist zu bemerken: bei einem Zweikorperproblem ist es unsere
Wahl, ob wir m oder M als zentrale Masse anschauen. Die Gleichung fiir die Gra-
vitationskraft muss also m und M gleich behandeln. Um dies zu beriicksichtigen,
hat Isaac Newton Gleichung (4.7.7) so geschrieben

mM

e =—-G = (4.7.8)
wobei 412 = G M ist.
Das DRITTE KEPLERSCHE GESETZ lautet also
m GM
T2 = i (4.7.9)

Die obigen Argumente gelten nur fiir KREISBAHNEN. Ausgefeiltere mathematische
Methoden aus der theoretischen Mechanik zeigen aber, dass Gleichung (4.7.9) auch
gilt, wenn wir r durch die Lange der GROSSEN HALBACHSE ersetzen.

Abb. 4.51.: Newtonsches Gravitationsgesetz

Die Kraft der Masse 1 auf die Masse 2 ist F'5;, also

F21 = —Flg = —Gmlmgr—;z (4710)
T2
Betragsmassig: m
Fio=Fn=G 12 2 (4.7.11)
T2

Dabei ist G = 6.6742-10~ ' m?/(kgs”) die Gravitationskonstante. Das Newtonsche
Gravitationsgesetz definiert die schweren MASSE, im Gegensatz zum 2. Newton-
schen Gesetz der Bewegung (F = ‘;—i’ ), das die trage MASSE definiert.
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Versuch 29: @ Versuch zur Vorlesung:
Gravitationswaage (Versuchskarte M-005)

Abb. 4.52.: Prinzipieller Aufbau einer Gravitationswaage

Im Gravitationsgesetz nach Newton (Gleichung (4.7.10)) steht als unbekannte
Konstante die Gravitationskonstante GG. Aus den Keplerschen Gesetzen kann die
Giltigkeit des Gravitationsgesetzes Gleichung (4.7.10) abgeleitet werden. Wenn
man jedoch wissen will, wie schwer die zentrale Masse ist, muss G bekannt sein.
Mit der Gravitationswaage nach Abbildung 4.52 kann diese im Labor gemessen
werden. Zwel kleine identische Massen m; = ms sind im Abstand D an einem fei-
nen Faden (TORSIONSWAAGE) aufgehéngt. Die beiden grossen identischen Massen
M; = M, sind auf einem &usseren beweglichen Halter montiert. Im Ruhezustand
ist das Drehmoment auf dem Faden kompensiert durch das Drehmoment der Gravi-
tationskrafte Fiz. Non werden die grossen Massen M; mit ihrem Gestell so gedreht,
dass sie auf der anderen Seite der kleinen Massen m,; platziert sind. Die Gravitati-
onskréfte sind nun F{, und erzeugen ein dem Betrage nach gleich grosses, aber in
die umgekehrte Drehrichtung zeigendes Drehmoment.

AM, = 2[2DFg| = ADFyg

Dieses Drehmoment fiihrt zu einer Winkelbeschleunigung o = My /I, wobei I das
Tréagheitsmoment der beiden kleinen Massen m; ist. Der Torsionswinkel ¢ andert
dann wie

1
t) = -at?
p(t) = 5a

Der Torsionswinkel wird mit einem Lichtzeiger der Lange ¢ gemessen, der um
z(t) = 2¢(t)¢ ausgelenkt wird. Damit kann aus der Auslenkung z(¢) der Torsions-
winkel ¢(t) iiber a das Drehmoment M, und damit Fg; bestimmt werden. Da die
Massen bekannt sind, folgt letztlich G.
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4.7.2.1. Gravitationsfeld eines Massenpunktes

Testmasse my
P

my = F (r) = —Gmﬁmo (4.7.12)
Feldvektor F(r)
r r
= —"=-Gm— 4.7.13
g(r)= =" — G, (1713)

g () ist der Feldvektor des Gravitationsfeldes. Seine Einheit ist [g] = %5 Der Feld-
vektor des Gravitationsfeldes gibt die Stérke der Gravitation pro Einheitsmasse an.
Mit dem Feldvektor kann also das Gravitationsfeld der Masse m charakterisiert
werden, ohne dass eine zweite Masse spezifiziert werden muss, das heisst, g (r) ist

unabhéngig von der Testmasse my.

4.7.2.1.1. g ist ein konservatives Vektorfeld: einfacher Beweis

Abb. 4.53.: Wegunabhingigkeit der Arbeit im Gravitationsfeld

Die potentielle Energie des Gravitationsfeldes existiert dann, wenn die Arbeit um
eine Masse ms im Gravoitationsfeld der Masse m; von A nach B zu bringen un-
abhéngig vom Weg ist. In Abbildung 4.53 sind exemplarisch die beiden Wege s;
und s, eingetragen. Wir stellen uns vor, dass der Raum zwischen der Masse m;
und der Masse ms mit radial gleichabstandigen Kugelschalen unterteilt wird. Den
realen Weg s; ersetzen wir durch den Weg A, f,e,d, b, c,a, B, wobei die Abschnit-
te Af, ed, cb und aB radial verlaufen und die Abschnitte fe, dc und ba auf der
Kugelschale liegen.

Analog wird der Weg sy durch den Weg A, f, 5,4, h, g, a, B ersetzt, wobei die Ab-
schnitte Af, ji, hg und aB radial verlaufen und die Abschnitte fj, ¢h und ga auf
der Kugelschale liegen.

Die Arbeit im Gravitationsfeld um die Masse my entlang A, f,e,d, b, c,a, B von A
nach B zu bringen, ist die Summe der Arbeit auf den radialen Abschnitten plus
der Summe der Arbeit auf den Abschnitten auf den Kugelschalen.

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 103



Mechanik in drei Dimensionen 104

W(A, f,e,d,b,c,a,B) =W(A, f)+ W(f,e)+ W(e,d)+W(d,c)
+ W(e,b) + W(b,a) + W(a, B)
=[W(A, f)+W(e,d)+ W(c,b) + W(a, B)]
+ [W(f,e) +W(d,c)+ W(b,a)]
=W (radial) + W (Kugelschalen) (4.7.14)

Nun gilt fiir alle Wege auf einer Kugelschale, dass fiir jedes Wegelement ds gilt:

F(r)-ds=0 (4.7.15)

da F'(r) immer senkrecht auf ds steht. Wir erhalten also

W(A, f,e,d,b,c,a,B) = [W(A, f)+W(e,d) + W(c,b) + W(a,B)] (4.7.16)

Andererseits erhalten wir

W(A, f,4,i,h,g,a,B) =W (A, )+ W(f,5) +W(j, i)+ W(i,h)
+ W(h,g) + W(g,a) + W(a, B)
=[W(A, )+ W(j,i) + W(h, g) + W(a, B)]
+W(f,5) + Wi, h) + W(g,a)]
=W (radial) + W (Kugelschalen) (4.7.17)

und
W(A, f,j,i,h,g,a,B) = [W(A, f) +W(j,9) +W(h,g) + W(a,B)] (4.7.18)

In einem Zentralfeld, bei dem die Kraft radial ist und nur vom Abstand r vom
Zentrum abhéngt sind die folgenden Arbeiten gleich

W(e,b) =Wi(h,g) (4.7.19)

Deshalb gilt auch

W(A, f,e,d,b,c,a,B) = [W(A, )+ W(e,d) + W(c,b) + W(a, B)]
= [W(A, f) + W (5, i) + W(h, g) + W(a, B)]
=W(A, f,j,i,h,g,a,B) (4.7.20)

Die Arbeit, um ms von A nach B zu bringen, ist also fiir die Wege A, f,e,d,b,c,a, B
und A, f, 7,4, h, g, a, B gleich.

Wenn wir nun den Abstand der Kugelschalen gegen Null gehen lassen, sehen wir,
dass
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W(A, B, s)) = W(A, B, s5) (4.7.21)

fiir beide Wege gleich sind. Da wir keine besonderen Anforderungen an die Wahl
der Wege gestellt haben, gilt diese Aussage auch fiir alle Wege zwischen A und B.
Das heisst:

| Zentralfelder sind konservative Felder.

| Das Gravitationsfeld als zentrales Kraftfeld ist konservativ.

4.7.2.1.2. g ist ein konservatives Vektorfeld: eleganter Beweis*
Behauptung: g (7) ist konservativ

rot g (r) = rot <—Gmr>

= —Gm rot 3>
P
= —-Gm-Vx| &
=
z 8r or
7“4 dy 37'%5
— a: or 3%&
Tk
r4 ox rt 0z
0
= |o (4.7.22)
0

da gilt
0y 1 9y 01

%ﬁ T 30z y%ﬁ
1 or
=0—-3
yr4 ox
3y oVt + P + 22
r4 or
W1
rt 222+ y? + 22
3y x

rd r
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Mechanik in drei Dimensionen 106

Damit ist

—3z0r =3z y  —3yor 3y

z .
Boy R s Bai ;und zyklisch (4.7.23)

4.7.2.2. Potentielle Energie des Gravitationsfeldes eines Massenpunktes

Weil das Kraftfeld der Gravitation konservativ ist, existiert eine potentielle Ener-
gie, die potentielle Energie der Gravitation.

1
Epor (1) = —Gmmo; (4.7.24)

ist die potentielle Energie der Gravitation, bezogen auf einen unend-
lich weit entfernten Punkt.

Als Referenz nehmen wir

Epor (00) = 0 (4.7.25)

Beweis: Berechnung der ARBEIT gegen die FELDKRAFT ldngs einer FELDLINIE

Abb. 4.54.: Berechnung der KRAFT

Bei der Berechnung der potentiellen Energie muss man berticksichtigen, dass die
Kraft F und dr entgegengesetzt angeordnet sind. Da das Gravitationsfeld konser-
vativ ist, konnen wir eine ganz spezielle Bahn verwenden. Zwischen zwei beliebigen
Punkten r und 7( lassen wir die Bahn von = bis zu der Kugelschale um den Mas-
senpunkt m, auf der rg liegt, laufen und fithren sie dann auf der Kugelschale zu
ro. Auf dem auf der Kugelschale liegenden Teil ist F'¢ senkrecht auf dr, so dass
F - dr = 0 ist: dieser Bahnabschnitt tragt nichts zur potentiellen Energie bei.

Also haben wir
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107 4.7 GRAVITATION

To
Epot =W (7’0, r, b) e (Ta Ty, b) - /_F (’r) dr
i h T T " dr
= —|—/F (r)dr = [ —Gmmy—dr =—Gmmg | —
p o T3 Jor
1
— Gmmg- __ Gmmo | Gmme (4.7.26)
Tl r 7o

Es ist iiblich, den Referenzpunkt o — oo zu setzen:

Epot(r) = Eppr(r) = lim =— (4.7.27)

r

(_ Gmmy n Gmm()) Gmmy
T To

Damit ist die Behauptung gezeigt.

4.7.2.2.1. Gravitationspotential einer Punktmasse

Die potentielle Energie hangt nicht nur von der zu untersuchenden Masse m, son-
dern auch von der Testmasse mg ab.

Wir definieren das Testmassen-unabhéngige Gravitationspotential

o (r) = Zet (1) (4.7.28)

mo

Die Einheit des Gravitationspotentials ist

o) = =
dann gilt:
o(r) = G
g(r) = —grad ¢(r)
F(r) = —grad E,,(r) (4.7.29)

Wir erhalten die folgenden Zusammenhange:

/o
| =

Epalr) = =2 7 4 (r) = —G2
.mo

grad || 1 /ds [ds{ 1 grad

5 s

/Mg
=

F(r) = -G™3or o g(r)=-G5r
"mo
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4.7.2.2.2. Oberflachenintegral iiber eine Kugel*

da

Abb. 4.55.: Oberflachenintegrale: Definition der Grossen

Normalenvektor n = %

Oberflachenelement in Kugelkoordination

da = rsinfdy rdb (4.7.30)

dabei ist rsinfdy die horizontale Seite des Flachenelementes, rdf die vertikale
Seite.

_ rdo

r sind d¢
</

Abb. 4.56.: Koordinaten des Oberflichenelementes
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109 4.7 GRAVITATION
— [T 24
gr) - n-da = / Gmr3r 7 sin 0dOdp
Kugel
= —Gm / sin OdOdyp
Kugel
= —2nGm | sinfdb
/
= —4rGm (4.7.31)
also
/ g (r) -nda=—4rGm (4.7.32)

Kz},g(il

Die in einer Kugel (beliebigen Fliche) eingeschlossene MASSE kann aus dem In-
tegral iiber g (r) an der Oberflache bestimmt werden. Damit kann man tiiber die
Keplerschen Gesetze mit einer Testmasse (Satellit) die MASSE eines Himmelskor-

pers bestimmen!

4.7.2.3. Gravitation eines Ensembles von Massenpunkten

Betrachte n Massenpunkt mit my an den Orten 7,

Abb. 4.57.: Anordnung von Massenpunkten

Wir nehmen das folgende Postulat an

| Die Gravitationskrifte sind additiv.
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Damit sind auch die Gravitationsfelder additiv. Deshalb gilt

= -G Z my———s (4.7.33a)

k=1 "”‘Tk|

:_szk

4.7.33b
|r — rk| ( )

Da die einzelnen Teilfelder konservativ sind, ist auch das Gesamtfeld konservativ.

Bei Kréiften zwischen Atomen und Molekiilen gibt es viele Beispiele nichtadditiver
Kraftfelder.

4.7.2.3.1. Oberflichenintegral*

/g (r)n(S,r)da(S,r) = —4rG>_ my (innerhalb von S)
k
= —47Gm (4.7.34)

wobeil m die MASSE innerhalb S ist

Abb. 4.58.: Koordinaten zur Berechnung eines Oberflachenintegrals

4.7.2.4. Kontinuierliche Massenverteilung *

Kontinuierliche Massenverteilung: gegeben durch Massendichte p (r)

Y Am (7)
AVBOAV (1)

p(r)= (4.7.35)

Berechnung der Gesamtmasse aus Dichte:

m = /p(r)dV

= fjf p(z,y,2) dedydz (4.7.36)
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111 4.7 GRAVITATION

In Kugelkoordinaten ware

m = jﬂ p(r,0,¢) r*sin(6) dr do d¢ (4.7.37)

Oberflachenintegral

/ g (r)-n(r)da(r) = —4xGm (in S) = —47G / p(r)dV (4.7.38)

Fir kontinuierliche Massenverteilungen gilt die Feldgleichung der GRAVITATION

div g (r) = —4nGp (r) (4.7.39)
Def: 5 5 3
. x Y z
d =V. —+ =+ 4.7.4
iv r=V.r= 8x+8y+8z (4.7.40)
Beweis: Nach Gauss gilt:
/ g(r)n(r / div g (r / —4xGp (r)dV (4.7.41)
Die Losung der Feldgleichung ist
-G / (r= r) T gy (4.7.42)
Raum )‘

Dabei ist dV’ das Volumenelement am Ort r’. Die Losung hat die gleiche Struktur
wie das Gesetz fiir den Feldvektor der Gravitation, Gleichung (4.7.13). Die ist
leicht zu sehen, wenn man die Variablen wie folgt umschreibt:

m — p(r)dV’
r—>r—r
r—|(r—7|

Da g (r) = —grad ¢ (r) gilt

—4nGp (r) = divg(r)
—div grad ¢(r)
— VYV .Vé(r) = —Ad(r) (4.7.43)

also

A¢(r) =4nGp (r) (4.7.44)

heisst Poisson-Gleichung
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112
A heisst Laplace-Operator:
0 Z 2 2 2
a B
54 5 0 0 0
U — L = 2 4.7.4
V.V <%y)(%y> 5 T op T o (4.7.45)
0z 9z
Formal ist die Losung der Poissongleichung
1
6(r) = -G / p(r') ———dv’ (4.7.46)
Raum |(T N ’l",)|
4.7.2.5. Gravitationsfeld einer Kugel
MASSE einer Kugel
4 3
m = §7TR Po (4.7.47)

bei konstanter Dichte pg

\

Abb. 4.59.: GRAVITATIONSFELD einer homogenen Kugel

Wir unterscheiden die folgenden Fille:

r>R g()=-Gn 6(r) = —Gn
r=R g =G 6(r) =~
r<R g(r)=—-Ggr ¢(r) =Gz (gRQ — %7’2>

Tab. 4.3.: Gravitationsfeld als Funktion der Distanz

112
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113 4.7 GRAVITATION

Gravitationsfeldvektor Gravitationspotential
0 0
-01 \ — —0.2
-0.2 —
\ / 04
b\ / 06
& 04 — 0
E -05 \\ // j},‘oj -0.8 /
o -0.6 s -1
o7 \\ //
-1.2
-0.8
ol o\ b/
1 -16
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
r/m r/m

Abb. 4.60.: Links wird der Verlauf des Gravitationsfeldvektors gezeigt, rechts
der des dazu gehorigen Gravitationspotentials. Beide sind fiir eine
massive homogene Kugel mit dem Radius 1 gerechnet.

Im Folgenden werden drei Beweisarten gezeigt:

a) Behauptung: Nur die MASSE innerhalb der Kugelschale beeinflusst die Gravi-
tationskraft. Wir berechnen zuerst die Gravitationskraft einer Kugelschale
mit dem Radius R und der Dicke dR auf eine Masse m im Inneren. Die
Gesamtmasse der Kugelschale ist

dM = 47 R*pdR (4.7.48)

wenn p die Massendichte ist. Wir betrachten die folgende Situation:

47R*pdR

Abb. 4.61.: Krifte auf eine Punktmasse im Inneren einer Hohlkugel.

Wir betrachten in der Abbildung 4.61 die beiden Flachen dA; und dAs. Die
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von den Massen in diesen beiden Flachen auf m ausgeiibten Krafte zeigen
entlang der gleichen Gerade, aber in entgegengesetzte Richtungen. Die Mas-
sen in dA; und dA, sind jeweils

dA,
dm1 = dM47TR2
dA,
dmy = dM (4.7.49)

Dabei ist 47R? die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius R. Die Betrige
der Krafte F'; und F', sind

m dmq mdM dA;
n=-G =—G —
! r? ATR? 1r?
m dms mdM dA,
F=— =—G——ir—" 4.7.
2 ¢ r3 G47TR2 r3 (4.7.50)

Nach dem Strahlensatz gilt (beachte dass dA; und dA, Fléchen sind)

dA,  dA,
—_— = — 4.7.51
e 3 (4.7.51)

Kombinieren wir Gleichung (4.7.50) und Gleichung (4.7.51), so sehen wir
sofort, dass
|| = [ F] (4.7.52)

Da wir tber die Lage von dA; und dAs nichts vorausgesetzt hatten, ausser
dass beide mit der Masse auf einer Linie liegen, kénnen wir folgern:

Auf Massenpunkte im Inneren einer Hohlkugel mit einer homogenen
Massenverteilung wirken keine Kréafte.

Genauere Rechnungen zeigen, dass dies bei allen geniigend symmetrischen
Hohlkoérpern der Fall ist.

Ausserhalb einer Massenverteilung wirkt die Gravitationskraft im-
mer so, wie wenn sie vom Massenmittelpunkt kame.

Ausserhalb der kugelférmigen homogenen Massenverteilung kénnen wir die
Gravitationskraft so ausrechnen, wie wenn sie am Massenmittelpunkt kon-
zentriert wére (siehe Gleichung (4.7.13)).

g(r)= —Gm:—3 firr > R (4.7.53)

114
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b)*

An der Oberfliche der Masse gilt Gleichung (4.7.53) gerade noch.

g(R) = —Gmlli?3 an der Oberfldche (4.7.54)
Im Inneren (r < R) der homogenen kugelformigen Massenverteilung kénnen
wir die Masse in zwei Bereiche einteilen, eine Hohlkugel mit » < ' < R
sowie eine homogene Kugel mit 7" < r. Die Hohlkugel tragt, wie gezeigt,
nichts zum Gravitationsfeld bei. Nur Masse der Kugel mit dem Radius r
erzeugt das Gravitationsfeld. Wenn m die Gesamtmasse ist, ist die relevante
Masse

V(r) 4%7“3 rs
_ - 4.7.55
V(R)  izps T MR (4.7.55)

m'(r) =m

Der Feldvektor der Gravitation an der Oberflache der inneren Masse ist dann

T ror T
g(r) = —Gm’('r’)ﬁ = _Gmﬁﬁ = —Gmﬁ (4.7.56)
_4nG / p(r)dV = / g(r)-n(r)da  (47.57)
Kugel, Radius F' Kugeloberflache
mit

g(r) n(r)=g(r)

da n||r| g ist. Also ist

4
—47TGp0§7“3 =g(r) / da = g (r) - 47r® (4.7.58)

Kugeloberfliache
Masse

Innerhalb der kugelféormigen MASSE gilt also

4
g(r)= —;Gpor
4 r
= ——GpR*—
3 Po o2
,
= —mGﬁ (4.7.59)
Ausserhalb erhalten wir
dr . 9
—47TG,00?R =g(r) / da = g(r)-4nr (4.7.60)
— Kugeloberfliche

Masse

oder
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—4nGm = g (r) - 4mr? (4.7.61)
Gm
g(r)= — (4.7.62)

Aus diesen Gleichungen kann das Potential berechnet werden.

Dazu verwendet man die Definition der potentiellen Energie fiir ein radial-
symmetrisches Potential

Fir ausserhalb bekommt man

o0 =[S (-(-<2)

Innerhalb der Kugel verwendet man den Radius der Kugel R als Referenz

T Gm

o0 T

otr) =~ [ otryin

und damit

T A

o(r) = — / —mG%dﬁ . (- <—mG2;3>>

R

" mG

R

Fir die Distanz R muss das Potential kontinuierlich sein. Wir fithren eine
Konstante K ein und setzen

Das Schlussresultat ist

—gm fir r > R;
olr) = { —DG (3R? —1?) firr < R. (4.7.63)

c)* zu Fuss

Gravitationskraft eines Kreisringes
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117 4.7 GRAVITATION

dF cos a Mo

Abb. 4.62.: Berechnung des Kreisringes

Symmetrie: nur x-Komponente betrachten

ap = Gmoldm) (4.7.64)
s
Gmo
dF, = dF cosa = — cosa dm (4.7.65)
s

Die z-Komponente des Feldvektors der GRAVITATION ist nun (betragsmés-
sig):
dF, G

dg, = = —— cosa dm (4.7.66)
myo S

Die Integration tiber den Feldvektor ergibt das totale Feld

G cos Gmy Gmyg
Ge = — / 5 dm = — S Cosa / dm = — 5 cosam
s s s
Kreisring Kreisring
(4.7.67)
Dabei ist m die MASSE des Kreisringes. S% cos « ist unabhéngig vom Azimut.
Mit
x x
CoOSQ = — = ——— 4.7.68
s Vax?+a? ( )
wird
Gmzx
o = ————75 (4.7.69)
(22 + a2)%/?
Als néchstes berechnen wir eine Kugelschale zusammengesetzt aus Kreisrin-
gen.
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Abb. 4.63.: Berechnung einer Kugelschale zusammengesetzt aus Kreisringen

Umfang eines Kreisringes: 27 R sin 6
Breite: Rdf
Oberflache: 47t R?

Tab. 4.4.: Parameter des Kreisringes

Daraus ergibt sich:

dA B o2rR?sinf0df M

dM = M— = M———— = —sinfdf 4.7.
1 e 5 Sin (4.7.70)
und mit

Gdm Gm sin 6df

dgr = — 2 0sa = ——— 5—cosa (4.7.71)

Es gilt weiter:

0=0.m

s=r—R.or+R

s> =1+ R* — 2rRcosf (4.7.72)

oder
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119 4.7 GRAVITATION

2sds = 2r R sin 0d0 (4.7.73)
Fiir cos a gilt:
R? =" +1r? — 2srcosa (4.7.74)
oder
s + 12 — R?
= 4.7.75
Cos & ey ( )
also
GM sds s* +1r? — R? GM r? — R?
dgr = — — =— 1— d 4.7.76
IR 252 rR 2sr 4r2R 52 s ( )
Die Integration tiber ds liefert
r+R r+R
GM r? — R? GM r? — R?
=— 1-— ds = — — 4.7.77
IR 4r2R / ( 52 ) ° 4r2R [S s ] s ( )
r—R r
Nach dem Einsetzen erhalt man
GM
gr=""73 (4.7.78)

Wenn wir innerhalb der Kreisschale sind muss von R —r bis R+ r integriert
werden. Dann ist gg = 0!

Eine Kugelschale trigt zum Feldvektor der GRAVITATION fiir Punk-
te innerhalb nichts bei.

Den Feldvektor der GRAVITATION fiir einen Punkt innerhalb einer Vollschale
kann jetzt noch durch Integration tiber alle eingeschlossenen Unterschalen
erhalten werden, deren Radien kleiner sind als der Radius des betrachteten
Punktes. An der Form des Resultates dndert sich nichts mehr.

4.7.3. Gewicht

Das Gewicht oder die Gewichtskraft F'¢ einer MASSE m wird durch die GRAVI-
TATION zwischen der Erde und m bewirkt.
Modell: Die Erde entspricht einer Kugel. Dann gilt an der Oberflache
Fg R
— = =R)=-GM—; 4.7.79
S _g(r=R) = (1779
Im Labor ist g = konst.
und E,,; = mgh = m¢
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4.7.3.1. Gewichtsbedingte Bewegung
Freier Fall: P 4
r v
I 4.7.
az ~ dt Y (4.7.80)
mit r (t = 0) = ro und v (t = 0) = vy bekommt man
L,
r(t) =10 + vot + §gt (4.7.81)
Mathematisches PENDEL
Abb. 4.64.: Mathematisches PENDEL
Versuch 30: @ Versuch zur Vorlesung:
Fadenpendel (Versuchskarte M-077)
F', beschleunigt die MASSE, also gilt:
|F,| = |Fq|-sing¢ (4.7.82)
BESCHLEUNIGUNG: )
a=1/¢ (4.7.83)
Bewegungsgleichung )
m-a=mlp =—mgsin ¢ (4.7.84)
. g . . . . . 2 .
= ¢+Zsm¢—0—¢—|—w0 sin ¢ (4.7.85)
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121 4.7 GRAVITATION
mit
W = % (4.7.86)
Kleine Auslenkungen:
¢’ ¢
also )
d+wip=0 (4.7.88)
harmonische Schwingung:
= ¢ (t) = P cos (wot — ) (4.7.89)
Beweis }
¢ = —owy cos [wot — a (4.7.90)
d.h. die Bewegungsgleichung ist erfiillt.
¢o und « hiangen von den Anfangsbedingungen ab.
4.7.4. Schwere und trage Masse
Beispiel: Freier Fall
von myp trage MASSE (BESCHLEUNIGUNG)
mg schwere MASSE (GRAVITATION)
M
F =mia = —Gmg 7 R (4.7.91)
ms (M,
=a=—-G—(—|R 4.7.92
a my < R3 > ( )
Beobachtung o = 7= = const ist unabhéngig vom Material
Experimentell: | — 1| < 1072
4.7.5. Satelliten und Ahnliches
Herleitung des 3. Keplerschen Gesetzes, mit Kreisbahnen
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Abb. 4.65.: Herleitung des 3. Keplerschen Gesetzes
Zentripetalkraft F, = mr—qﬁ
, _ muvj
F,=— (4.7.93)
T2
Fz = FGraviation!
Gmg 2
L (4.7.94)
1 T
nun ist die Umlaufszeit T} = QZ% oder vy = 23%
also ist
Gm,  4nr?
= 4.7.95
r? T¢ry ( )
T 472
S 4.7.96
3 Gms, ( )
Dies ist das 3. Keplersche Gesetz (nach Johannes Kepler).
Beispiel: Maximale Hohe eines Satelliten
Wir wissen o
Epot = - et (4797)
r
Energiesatz:
1 5 Gmem 1 (r) Gmem
—mu —mu~ (r) —
2" R 2 r
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123 4.7 GRAVITATION

wobei R der Erdradius ist.

v? (r) = v2 — 2Gm, (é - 7{) (4.7.98)
r(v) = 2Gm, 1t (4.7.99)

Im Scheitel ist v = 0, also

R-2Gm.
T'max =
O 2Gm, — 3R

Die erreichbare Hohe 7,y divergiert wenn v2 = m% ist. Anders ausgedriickt: Mit

Gl_gge = g bekommt man die FLUCHTGESCHWINDIGKEIT aus dem Schwerefeld der

Erde

(4.7.100)

k
vo = \/2gR = 11.2 ?m

GESAMTENERGIE eines Satelliten

By = — (4.7.101)
r
Zentripetalkraft
2 G / G
me = m;m = m? = (4.7.102)
T r r
KINETISCHE ENERGIE
1 1Gmem 1
Ein = §mv2 =5 = —3bm (4.7.103)
1
Eiotar = §Epot (47104)
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5. Relativitat

Das Ziel: Beziehungen zwischen den physikalischen Gesetzen in gegeneinander be-
wegten Bezugssystemen.

5.1. Klassische Relativitat gleichformig bewegter
Bezugssysteme

Die klassische Relativitat beruht auf den folgenden drei Grundlagen:

+ Relativitédtsprinzip (Isaac Newton)
o Transformation (Galileo Galilei)

o klassische Mechanik (Isaac Newton)

<YV

<Y

Abb. 5.1.: 2 Koordinatensysteme

x,y, z,t heisst Inertialsystem, wenn ein kréftefreier Massepunkt sich gleichférmig
bewegt.
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Relativitatsprinzip

Wenn z, y, z, t ein Inertialsystem ist

und 2/, ¢/, 2/, ¢ sich mit u = const dazu bewegt,
ist 2/, ¢/, 2/, t' auch ein Inertialsystem.

5.1.1. Galileitransformation
Versuch 31: @ Versuch zur Vorlesung:
Freier Fall im bewegten Bezugssystem (Versuchskarte M-151)

Fiir das Folgende setzen wir w = (u,0,0). Diese Bedingung kann immer erfiillt
werden: wir mussen nur das KOORDINATENSYSTEM drehen. Dann haben wir

Laborsystem bewegtes Inertialsystem
r=2'4+ut 2=x-—ut

y=1y Yy =y
z =2z 7z =z
t=1¢ t =t

Tab. 5.1.: GALILEITRANSFORMATION nach Galileo Galilei

Die Geschwindigkeiten addieren sich

v=v'+u (5.1.1)

Die Gesetze der klassischen Mechanik sind invariant unter der Galileitransforma-
tion

m=m' (
F=F 1
dv
F =m— 14
mdt (5.1.4)
dv’
F =m— .
m (5.1.5)
Beweis: y (v + ) T’ p
v v +u v u
F=nZ =t %W _ 2 o 1.
maE " T M aw T (5.1.6)
———

=0 da u=const.
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5.2. Klassische Relativitat beschleunigter
Bezugssysteme

5.2.1. Tragheitskrafte

',y 2t sei gegen das Inertialsystem x,y,z,t mit ar beschleunigt. Die Tragheits-
beschleunigung ar ist durch
a=a +ar (5.2.1)

Wir fordern: Massen und Zeiten sollen in beiden Systemen gleich sein.

Die Gesetze der Mechanik sollen in beiden Systemen die gleiche Form haben.

t=1t (5.2.2a)
m=m' (5.2.2b)
d
F= mdit’ (5.2.2¢)
dv’

Dabei ist F' # F'. Die Differenz nennen wir eine Tragheitskraft: Fp,
also
F+F;=F
FT = —mar (523)

Beispiel: Bus: BESCHLEUNIGUNG ar
—mar ist die KRAFT, die einen nach hinten driickt.

Bewelis:
m=m'
t=t
!
a=a +ar
F =ma
F/:m/a/
F =ma

=m(a' +ar)
=m'a’ + mar
= F' +mar
F'=F —mar (5.2.4)

Beispiel: Schwerelosigkeit im fallenden Aufzug
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Behauptung
Fl, -
Fg=mg
ar =g
F.=F;+Fr=mg—mar=0 (5.2.5)

5.2.2. Das Prinzip von d’Alembert

Versuch 32: @ Versuch zur Vorlesung:
d’Alembertsches Prinzip (Versuchskarte M-070)

Wir wollen das folgende Problem losen:

Ein System von Massenpunkten m; bewegt sich unter Einfluss externer Krafte F';
und interner Krafte F'j;. Es gibt deshalb ausserst komplexe Bewegungsgleichungen.

Prinzip: Ersetzt man die BESCHLEUNIGUNG a; der MASSE m; durch die Trag-
heitskraft

FT = —m;a; (526)

so wird das Problem der Dynamik auf ein statisches Problem zuriickgefiihrt.
Situation fiir einen ruhenden Beobachter

A

Abb. 5.2.: Situation fur einen ruhenden Beobachter

m;a; = Fai + Z Fji (527)
J

ist die Gleichung, die das System aus der Dynamik beschreibt.
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129 5.2 Klassische Relativitdt beschleunigter Bezugssysteme

\

Abb. 5.3.: Situation fiir einen mitbewegten Beobachter

Nach dem Prinzip von d’Alembert (nach Jean Baptiste le Rond d'Alembert) gilt
m;a; — _FTi = Fai -+ ZFW (528)
J

oder
FTZ+FQZ+ZF]Z:O (529)

J

5.2.3. Gleichformig rotierende Bezugssysteme

In diesem Abschnitt untersuchen wir Tragheitskrafte in rotierenden Bezugssyste-
men mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = const: Es sind dies die ZENTRI-
FUGALKRAFT und die CORIOLISKRAFT. Dabei seien

0,2t r die Koordinaten und Vektoren des Inertialsystems
a2t v’ das rotierende Bezugssystem, das mit um e = ¢ rotiert

Die Nullpunkte beider Koordinatensysteme seien identisch. Der Vektor der WIiN-
KELGESCHWINDIGKEIT sei w = |w| e.

Um die Form der Ableitung und die TRANSFORMATIONSGESETZE zu bestimmen,
betrachten wir die Vektoren als Objekt, ohne deren Darstellung in einem Koordi-
natensystem zu verwenden.
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Laborsystem Zeit t Laborsystem Zeit t+dt
dr
P r(t+dt P
r(1)

Abb. 5.4.: Berechnung einer Ableitung im Laborsystem

Abbildung 5.4 zeigt die Berechnung einer Ableitung im Laborsystem. Wie iiblich
haben wir

dr(t Cor(t+dt) —r(t
*) = lim ( ) *) (5.2.10)
dt dt—0 dt
Rotierendes System Zeit t Rotierendes System Zeit t+dt Vektoren im rotierenden
System
z zZ' r(t+dr) or
P
T, (t + At)

dé

dr = Rdé = Rwdt = wr, sin~dt = ‘w X rp‘dt

Abb. 5.5.: Berechnung der Ableitung im rotierenden Bezugssystem.

Im ROTIERENDEN BEZUGSSYSTEM (Abbildung 5.5) dreht sich der Referenzpunkt
P um den Winkel ¢. Wenn zur Zeit t 7(t) = rp(t) ist, ist zur Zeit ¢ + dt

Der Betrag des Verschiebungsvektors berechnet sich iiber die zuriickgelegte Bo-
genlénge, die vom Radius R und der Winkelanderung d¢ = w - dt abhangt. Dieser
wiederum kann aus der Lénge von r(t) = rp(t) mit dem Winkel v bestimmt
werden

dr=R-dp=R-w-dt =rpsin(¢) -w-dt = |w x r|dt (5.2.12)
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Die Reihenfolge von w und r hiangt von der gewiinschten Richtung ab.
Die ABLEITUNG IM ROTIERENDEN BEZUGSSYSTEM ist durch den Vektor (¢ +dt)
und der Lage von P zur Zeit ¢t + dt, also rp(t + dt) gegeben

or(t) .. r(t+dt)—rp(t+dt)
= lim
ot dt—0 dt

da der Bezugspunkt weiter gewandert ist.

(5.2.13)

Zusammenfassung

dar

dr = ‘wxrp‘dt

Abb. 5.6.: Beziehung zwischen den Ableitungen

Abbildung 5.6 zeigt, wie die Ableitungen im rotierenden Bezugssystem mit denen
im LABORSYSTEM zusammenhangen.

dr =0r +dr =0r +w x rdt (5.2.14)
Wir teilen durch dt und erhalten, im Limit dt — 0

Z:g:—i-wxr (5.2.15)
Dabei ist r irgend ein Vektor, nicht notwendigerweise ein Ortsvektor.
Wir ersetzen r durch 8 und kénnen dann

g _ 0B

% = a + w X B
Die Ableitungen in den beiden Koordinatensystemen werden durch die folgende
Notation unterschieden:

in z,y, z,t %B
iIl xla y/7 Zl? t/ E/B

Tab. 5.2.: Ableitungen in zwei Koordinatensystemen

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 131



Relativitat 132

wobei ¢/ =t und 2’ = z sein soll.
Wichtig ist, dass %—f die im rotierenden Koordinatensystem durchgefiihrte Ablei-
tung ist, aber wieder zurticktransformiert in das lokale Koordinatensystem (siehe

auch J).

Beispiel:
Wir verwenden r und daraus folgend: v = %, v = % und damit

v=v+ (w x7r) (5.2.16)

wobei v’ in das Laborsystem zuriicktransformiert ist.

Geschwindigkeiten (und auch Beschleunigungen) sind in den beiden Bezugssys-
temen nicht gleich, wohl aber Ortsvektoren. Diese haben zwar unterschiedliche
Komponenten, zeigen aber immer auf den gleichen Punkt im Raum. Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen sind unterschiedlich, haben also eine unterschiedliche
Lénge und/oder eine unterschiedliche Richtung.

Wir betrachten die BESCHLEUNIGUNG. Wir haben fiir die Beschleunigung im La-
borsystem

dv

“= U

Im bewegten System ist die Relativbeschleunigung

!/
,  Ov

a —
dat’

Wieder ist a’ die ins Laborsystem zuriicktransformierte Grosse.
Dann ist

d—v—a—v+(wxv)
dt ot
9,
za(v'+(w><fr))—|—(w><(’u’+w><'r))
—9’—1— x4 wx "+wx (wxr)
=5V twx o twxw
= aatv’ +2(wxv)+wx (wxr) (5.2.17)
Also haben wir
a=a + (wX (wx7r))+2(wxv) (5.2.18)

In Gleichung (5.2.1) ist die Trégheitsbeschleunigung definiert. Wir setzen

at+a,+ac=ad (5.2.19)

wobei a, die negative TRAGHEITSBESCHLEUNIGUNG namens ZENTRIFUGALBE-
SCHLEUNIGUNG und a¢ die negative TRAGHEITSBESCHLEUNIGUNG namens CO-
RIOLISBESCHLEUNIGUNG ist.

Wir haben also
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133 5.2 Klassische Relativitdt beschleunigter Bezugssysteme

a,=-—wx (wxr) (5.2.20)
ac = —2(w xv) =2 (v’ X w) (5.2.21)

Wir kénnen die Gleichung fiir die vereinfachen, indem wir
r=r"+R

setzen, wobei 7* || w und R L w sein soll.

W A
wxR
wx(uixR) R
r*
r

Abb. 5.7.: Lage von r* und R relativ zu w.

Wir verwenden die Vektoridentitiat aus Gleichung (K.1.7)

fx(gxh)=(f-h)g—(f-g)h
und setzen f = w, g = w und ¢ = R und erhalten mit Gleichung (5.2.20)

—a,=wX(wWxR)=(w Rw-(w-w)R

Mit w - R = 0 bekommen wir

—a, = —w’R

Und weiter ergibt sich mit Gleichung (5.2.20)

a=a —a,—ac=a —wR+2(wx) (5.2.22)

Deshalb kénnen wir die Bewegung durch Tragheitskrafte beschreiben

F+F;—F (5.2.23)
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und
Fr=—-mwx (wxr))—2mw x v (5.2.24)

Wieder erhalten wir die Trégheitskréfte

ZENTRIFUGALKRAFT:  Fenprifugal = — (w X (w X 7)) = +mw?R
CORIOLISKRAFT: Foriolis = —2m (w X v') = 2m (v X w)

Tab. 5.3.: Triagheitskraifte (Corioliskraft nach Gaspard de Coriolis).

Versuch 33: @ Versuch zur Vorlesung:
Corioliskraft (Versuchskarte M-185)

Die ZENTRIFUGALKRAFT ist nur von der Position, nicht aber von der GESCHWIN-
DIGKEIT v im gleichférmig rotierenden Bezugssystem abhéngig. Die Corioliskraft
andererseits hidngt nur von v’ ab, aber nicht von R.

erntrifugal

I:Coriolis

W

Abb. 5.8.: ZENTRIFUGALKRAFT und Corioliskraft
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135 5.2 Klassische Relativitdt beschleunigter Bezugssysteme

5.2.3.1. Drehratensensor mit Corioliskraften

< 4

Abb. 5.9.: Prinzipbild eines mikromechanischen DREHRATENSENSORS basierend
auf der CORIOLISKRAFT (nach Gaspard de Coriolis)

Heutige Mobiltelefone verwenden Drehratensensoren um zum Beispiel Lagednde-
rungen des Gerétes zu detektieren| |. Analoge Sensoren werden verwendet,
wenn in einem Auto das elektronische Stabilitatsprogramm (ESP) katastrophale
Anderungen der Fahrzeuglage verhindern soll. Abbildung 5.9 zeigt das Prinzip-
schaltbild eines solchen Sensors. Die Masse m in der Mitte wird mit der Fre-
quenz wy und der Amplitude zy zum Schwingen gebracht. Wenn der Sensor um
die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, entsteht durch die Corio-
lisbeschleunigung 2v x w in die y-Richtung eine periodische Auslenkung. Deren
Grosse ist proportional zu den Designgrossen des Systems (Federkonstanten ky
und ks, Masse m und der Oszillationsfrequenz wp) und der Winkelgeschwindigkeit
w. Typischerweise ist die Kantenldnge eines solchen Drehratensensors etwa 1 mm.
Die Schwingungsfrequenz ist wy/(27) ~ 1500 Hz.

5.2.4. Aligemeines beschleunigtes und rotierendes
Bezugssystem

Der folgende Abschnitt folgt Ideen aus Leisi, Klassische Physik [ |. Wir be-
trachten ein System mit den Koordinateneinheitsvektoren €/ (t), e, (t) und e’(t),
das mit der Winkelgeschwindigkeit w(t) rotiert. Die Winkelgeschwindigkeit w ge-
he durch den Ursprung 0’ des gestrichenen Koordinatensystems. Der Ortsvektor
ro(t) des Ursprunges sei auch zeitabhingig.

Die Lage eines beliebigen Massenpunktes im Laborsystem sei r(¢). Seine Koordi-
nate im gestrichenen (rotierenden und beschleunigten) System sei 7/(¢). Wir haben

den Zusammenhang
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r(t) =ro(t) +7'(t) (5.2.25)

Da die aufspannenden Koordinateneinheitsvektoren zeitabhéngig sind, kénnen wir
schreiben

rt)= > 1) eyt (5.2.26)

ke{z,y,z}

Die Geschwindigkeit v(¢) im Laborsystem ist dann

dry dry, , , de,
B dt<t) ke{xz,;/,z} dt(t)'ek(t)ie%’Z}Rk(t)- dt@ (5.2.27)

Bei Vektoren, die fest mit einem rotierenden System verbunden sind, gilt

af de; (t)

Fr w(t) X f= e w(t) x e(t) ke{x,y, z} (5.2.28)
Damit wird
dry(t dr (t
oy =T T g S 0w x e
ke{z,y,z} ke{z,y,z}
Ao v rwx Y ) el
dt .
6{x7y7z}
dry(t
_ ’“fit( ) b vt +w x (1) (5.2.29)

Die Beschleunigung ist entsprechend

a dt\ at dt

ke{z,y,z} ke{z,y,z}

oty =200 _ d (dro,(t)+ 5 i) g S (t>.de§€(t))

d’ry d*ri(t) dri(t) dej(t)
= + > ety +2 > :
dt e dt ety dt
d*e) (1
+ 3 r;(t)fi’;“ (5.2.30)

ke{zy,z}

Mit
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R 1& S B (CORET))
dw(t) dej (1)
by e.(t) + w(t) x o
_ d“:lit) X el (1) + wl(t) x (w(t) x ey(t)) (5.231)

Wir setzen Gleichung (5.2.31) und Gleichung (5.2.28) in Gleichung (5.2.30) ein
und erhalten

ke{z,y,z}
+ 5w D s eft) + wl(t) x (w(t) x €} (1)
ke{z,y,z
oy 0
d‘;ff) < (1) + w(t) x (w(t) x (1)) (5.2.32)

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung

d*r(t)

gz T

ma=m

folgt im beschleunigten und bewegten Bezugssystem (dem gestrichenen System)

md2r’(t) _F4F
dt? ’
d*ry(t) , dr'(t) dw(t)
Fr=—-m 7 +w(t) X (w(t) x r'(t)) + 2w(t) x o + o X7 (t)
(5.2.33)

Die vier Summanden der TRAGHEITSKRAFT in Gleichung (5.2.33) sind in der
Tabelle 5.4 angegeben. Die Beschleunigung durch die im bewegten Bezugssystem
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vorhandene Kraft F'(t) = ma/(t) ist nicht angegeben.

Kraft

Gleichung

Kraft aufgrund der linearen Be-

dQT'O/ (t)

Fg(t) =mag(t) = —m

schleunigung des Bezugssystems "

Zentrifugalkraft Fy(t) = maz(t) = —mw(t) X
(w(t) x 7'(t))

Corioliskraft Fo(t) = mac(t) = —2mw(t) x dzt(t)

Kraft aufgrund der Winkelbe- | F,(t) = ma,(t) = —md“;—f) x r'(t)

schleunigung

Tab. 5.4.: Liste der Tragheitskrafte.

Wenn wir dieses Resultat mit dem fritheren Ergebnis Gleichung (5.2.24), so ist
der Unterschied, dass in Gleichung (5.2.24) 7 in der Corioliskraft auftaucht. Da in
Gleichung (5.2.24) w = const war und der Nullpunkt des rotierenden Koordina-

tensystems ortsfest war, gilt dass r 2 ¢/ ist. Wenn diese Bedingung wegfillt, muss
nach Tabelle 5.4 vorgegangen werden.

5.2.5. Die Erde als rotierendes Bezugssystem

Abb. 5.10.: Raumfestes und mitbewegtes KOORDINATENSYSTEM auf der Erde

Das raumfeste KOORDINATENSYSTEM Koordinatensystem ist unbeweglich gegen-
tiber dem Fixsternhimmel (aber auch das ist nur eine Approximation).

138
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139 5.2 Klassische Relativitdt beschleunigter Bezugssysteme

x: z. B. Richtung galaktisches Zentrum oder Richtung Andromeda

y, z: rechtshandiges System
Das mithewegte KOORDINATENSYSTEM ist wie folgt definiert:

2’t nach E (Osten)

y': nach N (Norden)

2t nach oben (senkrecht zum Erdboden)

Erdradius: 75 = 6.36 - 10°m
Erdrotation Winkelgeschwindigkeit: w = 2T = (.727 - 10*‘%

1d

geographische Breite: v = 7 — 0

Die Winkelgeschwindigkeit ist im gestrichenen Bezugssystem
w = w (0, cos ¥, sin ) (5.2.34)
Der Vektor Ry hat die Lange
Ry = rgsin(n/2 — ) = ¢ cos(1)) (5.2.35)

Im gestrichenen Bezugssystem hat Ry die Koordinaten

R{ = R, (0, —sin(v), cos(?)) = rg (O, — sin(¥) cos(), 0082(19)) (5.2.36)
ZENTRIFUGALKRAFT:
F entrifugal = mw? Ry = mw?r (O, —sin ¥ cos ¥, cos? 19) (5.2.37)

oder betragsmassig
|erntrifugal| = erntrifugal = mW2T0 COS(19) (5238)

Die Komponente parallel zum Boden (also in der 3/-Richtung ist

|erntrifugal,y| - erntrifugal,y

2
= —mw?*rysin(v) cos(V) = M 7o

sin(29)  (5.2.39)

Wenn v die Relativgeschwindigkeit ist, gilt in 2’,y/,2",¢’ fiir die Corioliskraft:

vl 0 v, sin g — v, cos v
Feorios = 2mw | v, | x | cosd [ =2mw —v, sin (5.2.40)
vl sin ¥ vl cosv
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5.2.5.1. Anwendung: Foucault-Pendel

Versuch 34: @ Versuch zur Vorlesung:
Foucault-Pendel (Versuchskarte SW-015)

Erdmitte

Abb. 5.11.: FoucAuLT-PENDEL benannt nach Léon Foucault

Das FOUCAULT-PENDEL nach Léon Foucault pist an einem Punkt mit der Erde
verbunden.

—w projiziert auf 2/, dies entspricht der Drehgeschwindigkeit gegen .y 2"

Wir erhalten die Gleichungen

WFoucault = _w; = —wsinv (5241)

und fiir die Rotationsperiode

2 2 1d
T =" - “r (5.2.42)

WFoucault w sin ¢ sin ¢

5.2.5.2. Anwendung: Gezeiten *

re=6.38-10%m
- 106
/7\ 38410 A ry=1.74-10%m
_/
Mond
my=7.3-10%%kg

Erde
me=5.98-10%*kg

Abb. 5.12.: FErde und Mond
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Abbildung 5.12 skizziert die Lage, die Abstédnde und die Gréssen von Erde und
Mond. Die Werte der Parameter sind auchin der folgenden Tabelle 5.5 angegeben.

Erde mp = 5.98 - 10** kg
rp =6.38-10°m

Mond my = 7.3-102 kg
ry = 1.74-10%m

Abstand rgy = 3.84-10°m

Tab. 5.5.: Parameter von Erde und Mond

Der Massenmittelpunkt des Systems Erde-Mond wird wie folgt berechnet:

TEMMTMM
re = —
mg + my
7.3-10%
o 8
_ 38 7.3-10°m
6
=6.3-7.3-10°m
~4.6-10°m (5.2.43)

Erde und Mond drehen sich um den gemeinsamen Massenmittelpunkt. Abbildung
5.13 skizziert dessen Lage.

Abb. 5.13.: Raumfestes KOORDINATENSYSTEM der Erde

Bezogen auf den Erdmittelpunkt herrscht die Gravitationskraft

GmM

a
Tem?2
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des Mondes, die in diesem Punkt auch gleich der ZENTRIFUGALKRAFT der Erd-
masse (konzentriert auf den Schwerpunkt der Erde) ist. Wir rechnen alle Beschleu-
nigungen nach rechts, also in der Richtung des Mondes, positiv.

Weiter ist die Geschwindigkeit des Punktes A bezogen auf die Geschwindigkeit vg
des Schwerpunktes S gegeben durch

e —Ts
Vg = Vg
rs
Ebenso gilt fiir den Punkt B
T +7Tg
Up = Ug
rs

Die Zentrifugalbeschleunigungen berechnen sich dann fir A aus

vi
Az A =
e —Ts
und
v
G B =
e +7Tg

Wenn man die Werte einsetzt, bekommt man die Beziehungen in der Tabelle 5.6.
Die Punkte A und B beziehen sich auf die Lage in Abbildung 5.13.

Gmyrg —rg
2

Punkt A Punkt B
Feldvektor der
Gravitation des LMQ Gma 5
Mondes gy, (rem —7E) (rem +7E)
Zentrifugal-
. e —Ts
beschleunigung a, - . = rg 4T
rs

TEM rs —Gmyrg +rg
2
Summe der Be-
schleunigungen
& & GmM 27“E TE GmM 27“E TE
a 2 —t+— T2 —+—
T"em \TEM Trs T"em \TEM rs

Tab. 5.6.: Gleichungen zur Berechnung der Gezeiten bezogen auf Abbildung 5.13.

In C' am Pol gibt es die Zentrifugalbeschleunigung
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G’mM TE
a‘Z% P

2

Zwischen C' und A sowie B gibt es die Differenz der Beschleunigungen

26
|ages| = 2 MTE (5.2.44)

M

Vergleichen wir diese Werte mit g, dem Standardwert des Feldvektors der Gravi-
tation an der Erdoperfliche, so erhalten wir

g (T’EM)gGmE - Tmg

age: _ 2Gmyrpry My <W>3 ~ 1077 (5.2.45)

M

Beispiel: Diese Gleichungen kénnen zur Berechnung der Schwerkraft in einem
Raumschiff verwendet werden. Abbildung 5.14 skizziert die Geometrie zur Berech-
nung.

Erde A B ,x

Raumschiff

Abb. 5.14.:  Schwerkraft“ in einem Raumschiff

Nur im Massenmittelpunkt des Raumschiffes ist die ZENTRIFUGALKRAFT gleich
der Gravitationskraft. Damit gibt es dort scheinbar keine Gravitation.

Im Punkt A (Abbildung 5.14) ist der Betrag der Kraft der GRAVITATION grosser
als der Betrag der ZENTRIFUGALKRAFT.

Im Punkt B (Abbildung 5.14) ist der Betrag der Kraft der GRAVITATION kleiner
als der Betrag der ZENTRIFUGALKRAFT.

Abbildung 5.15 skizziert diesen Sachverhalt.
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Abb. 5.15.: | Schwerkraft“ in einem Raumschiff in radialer Richtung

Im Raumschiff ist die Gravitationskraft ausser am Massenmittelpunkt nicht ,Null*.

5.3. Spezielle Relativitatstheorie

5.3.1. Widerspriiche zur klassischen Relativitat

e Phénomene der Elektrizitdt widersprechen dem Galileischen Relativitéts-
prinzip (nach Galileo Galilei). Die Maxwellgleichungen (nach James Clerk Max-
well) sind nicht invariant gegentiber der Galileischen Relativitét.

« Es wurde postuliert, dass Licht sich in einem Ather fortpflanzt.

Was passiert bei der Fortpflanzung im Ather? Das Beispiel eines Schwimmers in
der Donau zeigt:

Beian Schwimmer 1

Brickenpfeiler

Boje

Vb

So

Schwimmer 2

Abb. 5.16.: Schwimmen mit und senkrecht zur STROMUNG.

Jeder Schwimmer habe die GESCHWINDIGKEIT v, gegen das Wasser, beide schwim-
men die Strecke sg hin und zuriick

144 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



145 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Schwimmer 1) schwimmt vom Pfeiler zur Boje und zurtick.

S0 S0 S0 (vs — vp + vs + vp) 20450 250

Us+Up Vs —Up v — 03 v2 — 03 Us< _1%)

Schwimmer 2) schwimmt vom Pfeiler ans Ufer und zurtick. Damit er wieder beim
Pfeiler ankommt, muss er seine Schwimmrichtung um den Winkel o gegen die
STROMUNG vorhalten.

Abb. 5.17.: Vorhalten des Schwimmers 2.

Der Vorhaltewinkel wird gegeben durch

sina = -2 (5.3.1)
Vs

Dann ist die effektive GESCHWINDIGKEIT

Veff = Us COS (X (5.3.2)
b — 250 ) So _ 280 (5 3 3)
2 Veff vscosa ) @ s

Die beiden Schwimmer brauchen unterschiedlich lange. Das Verhaltnis ihrer Schwimm-

zeiten ist
/1,2 2
ti 205504/ VZ — V7 B Vg B 1
o 2 _ .2 - -
t2 (vZ — vp) 2s0 VU2 — 0% _ @
vS

unabhéngig von sg.

(5.3.4)
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Der Zeitunterschied ist, andererseits
At =1t —ty
280 280
_ - -
Us ( - v?) Vg 1-— v%
2 2
A
250 v? v
~ 1-|1—-—=<4+0|—
( U%) < < 202 PO\
’US —_ g S S
250 v
— v, 202
vpKVs s
2
SoU
= ng (5.3.5)
Wir machen nun die folgende Identifikation
e Schwimmer — Licht
« Donau —Ather
e Uy —C
® UD — Ujther
Wir erhalten also
SoU2
At = —Ather (5.3.6)

3

Die maximale Geschwindigkeitsdifferenz durch den Ather ist im Laufe eines Jahre
zwei mal die Bahngeschwindigkeit der Erde um die SONNE, also 60 kTm

Fotodiode

G

Interferenzringe

O

&

Abb. 5.18.: Michelson-Morley-Experiment

(nach Albert Michelson und Edward

Morley): Interferometrische Langenmessung. Der Wegldngenunter-
schied wird entweder tiber das Zéhlen von Interferenzringen (Tech-
nologie des 19. Jahrhunderts) oder tiber eine Messung der Intensitét
im Zentrum mit einer Fotodiode bestimmt.
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147 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Der zu At gehorende Weglangenunterschied Az ist

2
Ax = cAt = L“;her (5.3.7)
c

Im Michelson-Morley-Versuch (nach Albert Michelson und Edward Morley) erwartet
man fiir die verwendeten Parameter

L=10m
U)\ = 3003 grilm eine Verschiebung um knapp einen Interferenzring.
Ather — s

¢ = 300000 &2

Wenn man eine Verschiebung um einen Viertel Interferenzring beobachten kann,
dann gilt fiir die Athergeschwindigkeit

Az

m
UAtherzc 523'1088'\/
0

(3-10-7m)/4

m
= 18000 — 5.3.8
10m S ( )

Wie die Rechnung zeigt, ist das Michelson-Morley-Experiment an der Grenze der
Signifikanz. Der aufgrund der Messdaten durchaus zweifelhafte Befund der beiden
wurde spéter glinzend bestéatigt. Heute wird eine dquivalente Technik zur Gravi-
tationswellendetektion angewandt.

Es wurde aber kein Gangunterschied beobachtet iiber eine Jahreszeit. Es gibt nun
zwei Losungen:

1. Ather wird durch die Erde mitgefiihrt, aber: die Lichtgeschwindigkeit in Fliis-
sigkeiten zeigt einen verminderten Mitfithreffekt v = 1(JCF/(Z)/J£:) wobei u die Ge-
schwindigkeit des Mediums mit dem Brechungsindex n ist. (Siehe Leonhardt

und Piwnicki | ] und Fizeau | D).

2. Hendrik Lorentz und George FitzGerald sagen, dass der in die Richtung der
" v2
Atherbewegung stehende Arm um /1 — -2 kiirzer wird und so die Laufzeit

kompensiert. Experimente mit elektrischen Ladungen zeigen diese Langen-
kontraktion

Das Experiment kann so interpretiert werden: Das Interferometer bewegt sich
gleich schnell gegeniiber dem Ather, unabhéngig von der Position auf der Erd-
bahn.

5.3.2. Theorie von Einstein

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 1156]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 838])

Albert Einstein konnte die verschiedenen Beobachtungen und Theorien zu einem
Gesamtbild zusammenfiigen, der SRT (,,Zur Elektrodynamik bewegter Korper

[Ein05]).
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1. Es gibt kein physikalisch bevorzugtes Inertialsystem. Die Na-
turgesetze nehmen in allen Inertialsystemen dieselbe Form an.

2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in jedem beliebigen
Inertialsystem konstant unabhangig vom Bewegungszustand der
Quelle.

Eine andere Formulierung des 2. Postulates ist

Jeder Beobachter misst fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum
den gleichen Wert.

Anders kann man auch sagen

o Relativitatsprinzip: Es gibt keine Moglichkeit, eine absolute GESCHWINDIG-
KEIT zu messen.

o Lichtgeschwindigkeit c ist unabhangig von der Bewegung der Lichtquelle.
« Licht breitet sich mit ¢ = 3 - 108 2 aus in jeden Inertialsystem.

o Information bewegt sich nicht schneller als mit ¢

Eine sehr gut lesbare Einfithrung in die Relativitatstheorie bietet das Buch von
J. Freund, Spezielle Relativititstheorie fiir Studienanfinger, [I're041].

5.3.2.1. Punktereignisse

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 838])
Ereignisse sind durch einen Ort und eine Zeit gegeben. Dies kann so ausgedriickt
werden, dass 4 Koordinaten zur Angabe eines Ereignisses notwendig sind.

T T

c=| Y |=| ™ (5.3.9)
z T3
ct Ty

Wir multiplizieren hier die Zeit mit der Lichtgeschwindigkeit, um ihr die Einheit
einer Lange zu geben.

Zwei Ereignisse sind in jedem Inertialsystem gleichzeitig, wenn sie
am ORT und zur gleiche ZEIT (an dem betreffenden Ort) stattfinden.
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149 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Ein Bezugssystem ist allgemein formuliert ein System von Mecha-
nismen und materiellen Korpern, (Z.B. Uhren und Massstébe), mit
deren Hilfe die Lage anderer Koérper zu einem bestimmten Zeitpunkt
relz;tiv zu den Massstdben angegeben werden kann (das Punktereig-
nis).

Ein Korper ist also eine Folge von Punktereignissen. Man nennt

diese Linie die Weltlinie des Korpers.

All das was sich auf mich wirkt, oder auf was ich wirken kann, muss sich in einem
Gebiet befinden, von dem aus ein Punktereignis mit dem jetzt mit einer GE-
SCHWINDIGKEIT v < ¢ verbunden werden kann. In einem KOORDINATENSYSTEM
mit den Achsen x, y, z und ct bedeutet dies, dass nur Punktereignisse aufeinander
einwirken konnen, bei denen die Steigung der Verbindungslinie steiler als /4 ist.

5.3.2.2. Riickdatierung
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 839])

A Ct

obachtung des
reignisses

r

Ereignis

Abb. 5.19.: Riickdatierung der Beobachtung eines Ereignisses auf die wahre Zeit
und den wahren Ort.

Wenn ich weiss, dass die Nachricht von einem Ereignis mich mit einer bestimmten
Laufzeit aus einer bestimmten Richtung erreicht, kann ich die Zeit und den Ort
des Ereignisses bestimmen. Durch diese sogenannte Riickdatierung kann es mir
gelingen, festzustellen, wann und wo ein oder mehrere Ereignisse stattgefunden
haben sowie ob mehrere Ereignisse fiir andere Beobachter gleichzeitig sind.

Um die Lage eines Punktereignisses in einer fiir alle moglichen Be-
obachter nachvollziehbaren Weise anzugeben, muss das Hilfsmittel
der Riickdatierung angewandt werden.
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Im Regelfall werden bei der Diskussion der speziellen Relativitatstheorie Licht-
oder Radiosignale verwendet. Sie haben den Vorteil, dass ihre Ausbreitungsge-
schwindigkeit in allen Inertialsystemen c ist. Natiirlich konnten wir auch Schall,
oder jedes andere Medium verwenden: die Berechnungen waren durch die niedri-
gere GESCHWINDIGKEIT bedingt aber komplizierter.

ot
zeitartige
Ereignisse]| ;

Steigung: 1

raumartige
Ereignisse

raumartige
Ereignisse jetzt

X

Steigung -1

zeitartige
Ereignisse

Abb. 5.20.: Die Zeitachse wird mit ¢t bezeichnet, um die gleiche Einheit wie
die z-Achse zu haben. Die x-Achse fasst alles zusammen, was jetzt
geschieht. Die ct-Achse fasst alles zusammen, was am Ort des Beob-
achters, hier geschieht. Zum dargestellten Zeitpunkt hat der Beob-
achter bei x = 0 und ¢t = 0 Kenntnis iiber alles was im zeitartigen
Gebiet unterhalb der z-Achse liegt. Alles was im zeitartigen Gebiet
iiber der z-Achse liegt, kann beeinflusst werden. Zum dargestellten
Zeitpunkt gibt es keine gegenseitige Beeinflussung von Punkten im
raumartigen Gebiet.

5.3.2.3. Relativistisches Mass

Wir definieren als Mass (verallgemeinerte Langenmessung)

sto= (2 —21)* + (1 — )’ + (2 — 21)* — P(t2 — t1)° (5.3.10)
Dies ist analog zum Euklidischen Mass

S%,Q,Euklid = (w9 — 951)2 + (?J2 - yl)2 + (22 - 21)2
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151 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Zwei Ereignisse heissen ZEITARTIG, wenn
3%2 <0
Zwei Ereignisse heissen RAUMARTIG, wenn

S%_Q >0

5.3.2.4. Gleichzeitigkeit

Zwei Novae explodieren im Weltall. Wir betrachten diese Ereignisse in zwei Be-
zugssystemen, dem Bezugssystem von A und dem dazu mit der Geschwindigkeit
v bewegten Bezugssystem von B.

A’s hier: ct
B’s hie
B’s Beobachtung
meine ¥
Beobachtung f
7 .
¢ Nova 2 B’s jetzt
a €
Nova 1 < of B S >A’s jetzt: r

Abb. 5.21.: Die zwei Novae sollen an den angegebenen Orten und Zeiten ausbre-
chen. ,B* befindet sich in einem Inertialsystem, das sich mit der GE-
SCHWINDIGKEIT v gegeniiber dem Inertialsystem von ,A“ bewegt.

In der Abbildung stellt die horizontale Achse alle drei Raumkoordinaten zusammen
dar. Am Ort » = 0 befindet sich A in Ruhe. Deshalb ist die Zeitachse von A
sein ,hier”. Andererseits haben alle Punkte auf der r-Achse die gleich Zeit wie
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A, sie befinden sich also ,jetzt“. Die ,hier* und ,jetzt“ eines sich in einem mit
der GESCHWINDIGKEIT v gegeniiber As Inertialsystem bewegenden Beobachters
B sind gekippt gegeniiber meinen Koordinatenachsen, wobei der Kippwinkel o der
Zeitachse (ct’, ,hier®) durch die Geschwindigkeit gegeben ist. Unbekannt ist der
Kippwinkel 5 der Raumachse (7, ,,jetzt“). B soll gleichzeitig die Explosion von je
einer Nova links und rechts von ihm beobachten. Beide Novae sollen den gleichen
Abstand von B haben. Sie sollen, als Bs Weltlinie die von A kreuzte ausgebrochen
sein.

Dies kann wie folgt eingesehen werden:

o Licht breitet sich mit ¢ in jedem Inertialsystem aus. Ich kann also, auch wenn
ich nicht weiss, wie die Geschwindigkeiten in Bs System zu transformieren
sind, die Weltlinie des Lichtes angeben.

o Die Zeitachse von B ist seine GESCHWINDIGKEIT u. Die beiden Weltlinien
des Lichtes aus jedem der beiden Ereignisse miissen sich auf Bs Weltlinie,
seiner ct’-Achse, schneiden.

o Der Winkel PR() ist ein rechter Winkel, da beide Lichtgeraden die x-Achse
von A unter 7/4 schneiden. Also ist PQR ein rechtwinkliges Dreieck.

« Da B die beiden Novae gleichzeitig sieht, muss der Abstand gleich zur Zeitach-
se von B (ct') gleich sein. Also ist der Schnittpunkt der Orts- und der Zeitach-
se in Bs System der Mittelpunkt des Thaleskreises des rechtwinkligen Drei-
ecks RP(Q. Deshalb sind die Strecken 0P = 0Q = OR gleich.

Zwischenbeobachtung: Die beiden roten Linien unter /4 stellen die Ausbrei-
tung des Lichtes dar, die LICHTGERADEN: die Lichtgeschwindigkeit bei unserer
Wahl der Koordinaten ist 1. Die beiden roten Linien durch die beiden Ereignis-
se zeigen, dass B beide Novae gleichzeitig wahrnimmt. A hingegen sieht zuerst
die Nova 1, dann die Nova 2, da der Schnittpunkt der ersten roten Linie mit der
ct-Achse unter dem der zweiten Linie liegt.

Der Begrift der Gleichzeitigkeit hangt vom betrachteten Inertialsys-
tem ab.

o Bs Geschwindigkeit gegeniiber A legt den Winkel o fest. Gesucht ist der
Winkel /3

o Aus dem Winkel PR(Q) liest man ab:
T/2=¢+"7.
o Da das DREIECK QQOR gleichschenklig ist, ist auch

€=y
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153 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

e Aus dem Dreieck 0RT und dem Winkel der beiden Lichtgeraden zur ct-Achse
beziehungsweise zur r-Achse von 7/4 folgt

a+3r/d+¢=m

oder
a=7/4—¢.

o Aus dem Dreieck 05 und dem Winkel der beiden Lichtgeraden zur ct-Achse
beziehungsweise zur r-Achse von 7/4 folgt

f+m/d+[r—¢=m
und mit e = v = 7/2 — ¢ folgt

f=e—7m/d=m/4— 0.

Also ist

a=4 (5.3.11)

Diagramme wie das aus der Abbildung 5.21 heissen MINKOWSKI-
DIAGRAMME.

Die von Hermann Minkowski, ,Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen
Vorgénge in bewegten Korpern® ([ ; |) entwickelte Mathematik ermog-
licht eine anschauliche Darstellung der SRT in einer Raum- und einer Zeitdimen-
sion.

Je schneller B ist, desto mehr werden, von A aus gesehen, seine Achsen gegen die
7 /4 Linie gekippt.
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A
meimnbier: ct B’s hier
B’s Beobachtung
meine
Beobachtung
Nova Nova 2 B's jetzt
mein jetzt: r

Abb. 5.22.: Die beiden Novae aus der Sicht von B.

Die Beschreibung von B ist ebenso giiltig. Aus seiner Sicht ist As GESCHWINDIG-
KEIT genau das negative von seiner, von A aus gesehen. Deshalb ist As 'ct’-Achse
um « gegen den Uhrzeigersinn geneigt.

Ereignisse, die aus Bs Sicht gleichzeitig sind, sind fiir A nicht gleichzeitig, und
umgekehrt.

Relationen zwischen Ereignissen sind nur dann sinnvoll zu beschrei-
ben, wenn gleichzeitig auch das Bezugssystem angegeben wird.

In jedem Inertialsystem gibt es konsistente Masseinheiten, die aber
von Inertialsystem zu Inertialsystem verschieden sind.

5.3.3. Langenkontraktion

Wir betrachten zwei Massstébe, einer der im Ruhesystem von A entlang der z-
Achse liegt und in Ruhe ist, mit einem Ende bei (0, 0) und einer, der sich entlang der
x-Achse oder der r-Achse mit der Geschwindigkeit v beziiglich des Bezugssystems
von A bewegt. Im Bezugssystem von B (gekennzeichnet durch die Koordinaten 2,
t') ist der zweite Massstab in Ruhe.
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155 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

B’s jetzt

A -
>

mein jetzt

Abb. 5.23.: Massstabsvergleich

Die beiden Koordinatenurspriinge (Bs und meiner) sollen iibereinander liegen.
Bs KOORDINATENSYSTEM ist gekippt. Alle seine eindimensionalen Objekte sind
parallel zu seiner jetzt-Achse, genauso wie alle meine eindimensionalen Objekte
parallel zu meiner jetzt-Achse sind. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 (gilt fiir beide) ist das
linke Ende je eines Massstabes genau am Ursprung. Das Ende meines Massstabes
ist in () und bewegt sich weiter zu )'. Das rechte Ende von Bs Massstab beschreibt
die Linie P nach P’. Fir mich ist zur Zeit ¢ = 0 das Ende von Bs Massstab in P,
fiir ihn ist es in P’. Analog sagt B, dass mein Massstab zur Zeit t = 0 in @’ ist,
wahrend es fiir mich in @) ist.
Da kein Bezugssystem bevorzugt ist, muss meine Beschreibung der Si-
tuation und seine dquivalent sein.
Mein Massstab ist fiir B verkiirzt, wihrend seiner fiir mich kiirzer ist. Der Verkiir-
zungsfaktor f muss fiir beide der gleiche sein:
=L
=G -0p

(5.3.12)

und damit auch

P
0Q - 0P’
Nun ist
Q1

0Q cosa
und nach dem Sinussatz (siche (L.1.1))

0P  sin(r/2 —2a)  cos(2a)
0P sin(r/2+a)  cosa

Damit ist
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cos(2c)  cos® a — sin® «v

f?= =1—tan’a (5.3.13)

cos? o cos? o

f ist die Steigung der Weltline eines Punktes mit der GESCHWINDIGKEIT v.

T  cx
v=— = —
t ct
Die Steigung ist dann
vox
—=— =tana«o
c ct

Wir erhalten also die nach Hendrik Lorentz benannte

Lorentz-Kontraktion

F=\1-= (5.3.14)

Die in ihrem Ruhesystem gemessene Lange ¢ erscheint in einem dazu
in Richtung der Lange bewegten Bezugssystem mit der Lange
02

0=t1-5 (5.3.15)

In jedem gegen das Inertialsystem des Beobachters mit v bewegten
Inertialsystem erscheinen die in Richtung der Bewegung zeigenden

. 2 .
Langen um f = % = /1 — &z verkiirzt.

v ist die in Arbeiten zur speziellen oder allgemeinen Relativitatstheorie iibliche
Abktrzung fiir den hier 1/ f genannten von der Geschwindigkeit abhéngigen Faktor
(siehe auch Gleichung (5.3.81)). Nach Gleichung (5.3.80) ist 8 = 2.

In mehreren Dimensionen entstehen durch die Laufzeiten vom Bildpunkt zum Auge
zusétzliche Verzerrungen, so dass Objekte nicht einfach verkiirzt erscheinen.

Als Beispiel betrachten wir eine Lénge. a sei die Lange gemessen im ruhenden
System. a’ sei die Lange gemessen im bewegten System. Dann ist

156 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, [ TN
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5.3.4. Uhrenvergleich

Meine hier B’s hier
ct-Achse ct’-Achse
A

Ich sehe: B's Uhr zeigt 1 B sieht: meine Uhr zeigt 1

R
“B's Uhr miisste 1 zeigenlo_ P’“Meine Uhr musste 1 zeigen”

— s s .
Meine Uhr zeigt 1 P Q' B's Uhr zeigt 1

o
B’s
r-Achse

o
'

g ide Uh d fO tellt Meine

eide Uhren werden auf 0 geste r-Achse

Abb. 5.24.: Darstellung des Uhrenvergleichs.

Meine hier B’s hier
ct-Achse ct’-Achse
A

Ich sehe: B's Uhr zeigt 1 B sieht: meine Uhr zeigt 1

R’

“B's Uhr miisste 1 zeigen” P’ “Meine Uhr musste 1 zeigen”

—

Meine Uhr zeigt 1 P Q" B’s Uhr zeigt 1

Abb. 5.25.: Vergrosserte Darstellung aus der vorherigen Abbildung 5.24.

Aus R, beziehungsweise R’ kann das Punktereignis ,, Uhr zeigt 1 im anderen Be-
zugssystem rekonstruiert werden. Die Argumentation ist analog wie beim Langen-
vergleich. Wir fordern:
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0P 0

und damit

f? = EQ
0Q 0P
0QQ) ist ein rechtwinkliges DREIECK. Also ist

0Q

0Q’
Das DREIECK OPP’ ist ein allgemeines DREIECK, bei dem der Sinussatz (siehe
(L.1.1))

= COS

a_b C:2R

sinaw  sinf  sinvy

angewendet werden kann, wobei b die 8 gegeniiberliegende Seite ist, und analog
weiter.

Wenn wir den Schnittpunkt PP’ mit QQ’ mit U bezeichnen, so ist das rechtwinkli-
ge DREIECK UQP kongruent zu 0QQ'. Also ist ZPUQ = ovund LUPQ = 7/2—«q.
Der Aussenwinkel dazu ist Z0PP' = 7/2 + «a. Dieser Winkel liegt 0P’ gegen-
iiber. Aus der Winkelsumme im DREIECK bekommt man schliesslich Z0P'P =
m—a— (7/2+ a) =7/2 — 2a. Dieser Winkel liegt 0P gegeniiber. Also ist

0P 0P’
sin(7/2 — 2a) - sin(m/2 4 «)
und
0P  sin(m/2 —2a)  cos(2a)
0P sin(r/2+ ) COoS «v
sowie

0QO0P" 0P 0Q CcoSQ COS
tan « ist die Steigung der Weltlinie. Also bekommen wir wieder (siehe auch Glei-
chung (5.3.81)).

f=yl-= == (5.3.16)

Jeder Beobachter sieht die Uhr des anderen erst spater die 1 erreichen. Bewegte
Uhren gehen also langsamer wegen der Zeitdilatation.

Link zur Vorlesung: (Zeitdilatation)

Zwischen zwei Punktereignissen misst derjenige Beobachter den kiir-
zesten Zeitabstand, der sie (soweit moglich) direkt erlebt, also fiir den
sie beide ,hier* sind.
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Zwischen zwei Punktereignissen misst derjenige den kiirzesten Ab-
stand, fiir den sie gleichzeitig erfolgen (bei ihm ist der Massstab am
langsten!).

Da wir keine Aussage iiber die Natur der Uhren gemacht haben, miissen wir schlies-
sen, dass die obige Aussage fiir alle Prozesse gilt.

Wir konnen das oben gesagte auch so formulieren:

Im bewegten System (GESCHWINDIGKEIT v) am Punkt 0 gibt es zwei Ereignisse
A und B im Abstand ¢’

Im Ruhesystem x,y,z,t misst man

¢ (2 =0,y = 0,2 =0
t(x=t,0,0) = (@ Y i )

(5.3.17)

Der Vollstéandigkeit halber steht unten noch das in den Lehrbiichern iibliche, kaum
verstandliche Diagramm.

Mein hier
ct-Achse
Ich sehe: B’'s Uhr zeigt 1 R

“B’s Uhr musste 1 zeigen”

B’s hier
ct’-Achse
R’ B sieht: meine Uhr zeigt 1

Meine Uhr zeigt 1P.

“Meine Uhr musste 1 zeigen”

Q' B’s Uhr zeigt 1

Beide Uhren werden auf 0 gestellt

Abb. 5.26.: Traditionelle Darstellung des Uhrenvergleichs nach (Siehe D. Mesche-
de, Gerthsen Physik [Mes1h, pp. 842])

5.3.5. Der relativistische Dopplereffekt

Mit dem von Christian Doppler postulierten DOPPLEREFFEKT (Ueber das farbige
Licht der Doppelsterne und einiger anderer Gestirne des Himmels : Versuch einer
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das Bradley’sche Aberrations- Theorem als integrirenden Theil in sich schliessenden
allgemeineren Theorie | | und ,Bemerkungen zu meiner Theorie des farbi-
gen Lichtes der Doppelsterne etc. mit vorziiglicher Riicksicht auf die von Herrn
Dr. Ballot zu Utrecht dagegen erhobenen Bedenken*] |) ist die Frequenz-
verschiebung einer von einer bewegten Quellen ausgesandten Welle (Schall oder
elektromagnetisch) gemeint.

A B A

» 0

ct A

\ 4
\ 4

(@)

U x

Abb. 5.27.: Der longitudinale relativistische Dopplereffekt. Links ist mein Stand-

punkt, rechts der von B.

Die obige Skizze soll die Frage kliaren, welche Periode 7" B misst fiir ein Signal,
fiir das ich die Periode T messe. Die Berechnung léduft wie folgt:

Bs Weltlinie lauft schrag zu der meinen.

Sinussatz ((L.1.1)):

@:T.Sinﬂ/4 _op 1 .
sin(m/4 — «) cos o — sin

Die Zeitdifferenz ist durch den vertikalen Abstand gegeben:

_ __ 1 — 1
0 =0P——— =0
Qeosa 1 — tan « 1—v/c
Damit ist
T = T
1—wv/c

der normale Dopplereffekt, der fiir v < ¢ gilt.

Die Zeiteinheit ist auf Bs Zeitachse um 1/4/1 — v2?/c? grosser.

160
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161 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

o Also muss

_ T\/l —v?/c?

1—wv/c

sein.

o Mit der FREQUENZ v = 1/T bekommt man:

, l—v/c  |1-v/c

V=r—t—=v
V1—v%/c? 1+wv/c

B wiirde anders argumentieren (rechte Seite von Abbildung 5.27)

e Ohne Beriicksichtigung der Zeitdilatation wére:

e Die Zeitdilatation, die nach Bs Ansicht fiir mich gilt:

1+v/ec

\/1—v?/c?

=T

¢ FREQUENZ:

| w—w/c?wl_v/c

- 1+wv/c 1+wv/c

Der Dopplereffekt wird also durch die spezielle Relativitatstheorie fiir alle Inerti-
alsysteme konsistent beschrieben.

Longitudinaler relativistischer Dopplereffekt:

(5.3.18)

wenn im ungestrichenen System mit der FREQUENZ v Strahlung aus-
gesendet wird und in dem mit v sich dazu bewegenden gestrichenen
System 1/ gemessen wird.
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<" Beobachter

Abb. 5.28.: Bewegungsrichtung beim transversalen relativistischen Doppleref-
fekt.

Wenn eine Bewegung im Winkel « schrig zur zur Beobachtungsrichtung verléuft,
ist der relevante Langenunterschied nicht Af¢ sondern A¢ cosa. Sei T die Pe-
riodendauer im bewegten Bezugssystem und A¢ die Distanz, um die sich das
bewegte Bezugssystem in 7" bewegt. Die Zeitdilatation ist unabhéngig von der
Bewegungsrichtung, die Langenkontraktion jedoch nicht!

Wir erhalten die Beziehungen

T
Alcosa = ————— cosa (5.3.19a)
/1 —v2/c?
T
At = o (5.3.19b)
/1 —0v2/c?
—Al
T =AY 4 e (5.3.19¢)
c
Eingesetzt ergibt sich
' L + ol cos o (1 + 2 cos )
= = —cosa
\/1—'02/02 c\/l—v2/02 /1 —0v2/c? c
Fiir die Frequenzen (v = 1/T') gilt dann
Vo=p Y& (5.3.20)

I/ v
1—1—500504
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163 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Fir o = 5 bekommt man den transversalen Dopplereffekt

02
V=1 — — (5.3.21)
c

Dies ist nichts anderes als ein Ausdruck der Zeitdilatation. Bei Schallwellen gibt
es keinen transversalen Dopplereffekt.
Fir a = 0 erhalten wir den longitudinalen Dopplereffekt.

1—
1+

ol

(5.3.22)

ol

5.3.6. Addition von Geschwindigkeiten

Mit diesem Gedankenexperiment soll die folgende Frage beantwortet werden:
Wenn ein Intertialsystem 1 gegeniiber dem Inertialsystem 2 die Geschwindigkeit
u hat und dieses wiederum gegeniiber dem Inertialsystem 3 die Geschwindigkeit
v hat, was ist dann die Geschwindigkeit des Inertialsystems 1 gegeniiber dem
Inertialsystem 3.

Gesucht: Geschwindigkeit w gegen System 3
— e
Geschwindigkeit u gegen System 2

-
System 1 )) )>
Geschwindigkeit v gegen System 3

— L. System 2 ._[

| System 3 |

Abb. 5.29.: Drei gegeneinander sich bewegende Inertialsysteme

Wir berechnen die Geschwindigkeit w anhand eines Gedankenexperimentes. In
diesem Gedankenexperiment soll ein Meteorit das Inertialsystem 1 darstellen, ,ich*
das Inertialsystem 2 und B das Inertialsystem 3. Wir haben

o Bs GESCHWINDIGKEIT gegen mein Bezugssystem sei v. (Inertialsystem 2
gegen Inertialsystem 3). Diese Geschwindigkeit zeigt (Reihenfolge!) in die
positive z-Richtung.

e Die GESCHWINDIGKEIT des Meteoriten gegen mein Bezugssystem sei u in
die negative x-Richtung (Inertialsystem 1 gegen Inertialsystem 2).

o Die Weltlinie des Meteoriten, die Weltlinie von B sowie meine Weltlinie kreu-
zen alle im Punkte 0.

e Zum Zeitpunkt der Kreuzung aller drei Weltlinien werden alle Uhren auf
Null gesetzt.
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Meteorit
ct

/2—a

P

/2—0+a,

B’s jetzt

e

0 X

Abb. 5.30.: Addition von Geschwindigkeiten

Im Punkte R’ misst B durch Riickdatierung, dass der Meteorit zur Zeit ¢’ in P
und er in R gewesen sind.

Die Lange einer Einheit auf Bs ct’-Achse und die Lange einer Einheit

von Bs Ortsachse 2’ sind gleich, unabhéngig von Bs GESCHWINDIG
KEIT v. Ware das nicht so, dann wére eine Achse, die ct’-Achse vor
den anderen Achsen ausgezeichnet.

In dem durch R gegebenen Zeitpunkt ¢’ bestimmt B die GESCHWINDIGKEIT des
Meteoriten durch

PR PR
(%) OR

c

Damit berechnet man mit dem Sinussatz (siehe (L.1.1))

PR sin(a + 0) sin(a + 0)
W= C— = C— =—c— L
OR sin(m/2 — 0 + «) cos(a — 0)
sin v cos § + cos « sin § tan o + tan
cos v cosd + sinasin d 1+ tanatand
vy v+u
=c“—= = 5.3.24
1t o 14+ uv/c? ( )
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165 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Die relativistische Summe zweier Geschwindigkeiten ist

U+ v

w=-—-s
1+ uv/c?

(5.3.25)

ein Wert, der um (1 + uv/c?)™! kleiner ist als bei der klassischen
Addition von Geschwindigkeiten.

Es gibt die folgenden Spezialfalle:

— _ _utc __ utc __ 5 :
CU=CW= s = Coa, = C unabhangig von u
— oy _ 2u
*U=VIW= Tha
cu=0 w=7 fot 702 = v. Dies bedeutet, dass in dem Falle die klassischen

Gleichungen wieder gelten sollten.

cw <L ctw= il & (uto) (1 -w/?) Ruto

Aus den Spezialféllen lernt man

c ist die maximal mogliche GESCHWINDIGKEIT.

Drei Beispiele:

e u=1v=0.5¢ w—1+825—%c
e u=0v=_09 w= 13 =180,

1+0.81 ~— 181

o u=v=2389007%: w=17799.999 98 =

5.3.7. Messung von Beschleunigungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Nes15, pp. 845])
Das folgende Gedankenexperiment soll zur Ableitung des Messverfahrens fiir rela-
tivistische Beschleunigungen dienen.

e B soll im Moment des Zusammentreffens mit A einen Korper K beschleunigen
lassen.

o die Anfangsgeschwindigkeit fiir B ist u/(t' = 0) = 0.

o Nach der Zeit At' — 0 misst B die GESCHWINDIGKEIT %’ und bestimmt die

BESCHLEUNIGUNG aus .
u

AV

/
a

o Fiir A sieht die Situation folgendermassen aus:
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« Die Anfangsgeschwindigkeit des Korpers K ist diejenige von B, also u(t =
0) =wv.

« Nach der Zeit At = —2L — wird die GESCHWINDIGKEIT u gemessen.

£/ 1—v2/c?

o Zur Zeit der zweiten Messung hat K fiir mich nach dem Additionstheorem

die GESCHWINDIGKEIT
v+u

v 1+ ovu'/c?

e Die GESCHWINDIGKEIT von K nimmt nach

!/
vt+u
Aw = s —
1+ /e
/
vu
z(v—i—u’)(l—)—v
2
2
v i, o
=v— U = v
v,
——5 tu
c

zu.

e Die BESCHLEUNIGUNG, die A misst, ist

3/2 3/2
a:ﬂzi 1_1}72 :L/ 1_ﬁ =d 1_1}72
At At 2 At 2 2

Die von B gemessene longitudinale BESCHLEUNIGUNG a’ ist gros-
ser als die von A gemessene BESCHLEUNIGUNG

02\ /2
— / .
a=a (1 02) : (5.3.26)
5.3.8. Bewegte Masse
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1176]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 846])
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167 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

s
A B < A o B >
v v

Abb. 5.31.: Gedankenexperiment zur Bestimmung der relativistischen MASSE

Von dem Startturm aus werden zwei identische Raketen in kurzer Zeit auf die GE-
SCHWINDIGKEIT v oder —v beschleunigt. Wir betrachten die Situation nach der
BESCHLEUNIGUNG. Im Ruhesystem des Startturms ist klar, dass der Schwerpunkt

S am Ort bleibt, da wir eine beziiglich des Startturms symmetrische Situation
haben.
Fir den Reisenden in der Rakete A sieht die Situation so aus:

e Der Startturm bewegt sich mit v nach rechts.
e B bewegt sich beziiglich des Startturms mit v nach rechts.

o Fir A ist Bs GESCHWINDIGKEIT

2v

=— 3.2
YT e (5.3.27)

nach rechts nach Gleichung (5.3.25).
Fiir den Reisenden in der Rakete B sieht die Situation so aus:
o Der Startturm bewegt sich mit v nach links.
o A bewegt sich beziiglich des Startturms mit v nach links.

o Fir B ist As GESCHWINDIGKEIT

2v

v 14 0v2/c?

nach links nach Gleichung (5.3.25).

Daraus wirden A und B mit klassischer Mechanik gegenseitig schliessen, dass der
Schwerpunkt des Systems sich vom Startturm wegbewegt.

Nach dem 1. Einsteinschen Postulat muss die Beschreibung sowohl fiir das Ruhe-
system des Startturms wie auch fiir A (und fiir B) konsistent sein. Der Schwer-
punkt S kann sich nur dann fiir A immer iiber dem Startturm befinden,
wenn die Masse von B, mp, zunimmt. Der Abstand (fiir grosse Zeiten) von
B zum Startturm im Bezugssystem von A geht wie

lp=(w—v) t= <1+2:2/62 - v) ! (5.3.28)
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Der Abstand des Startturms von A ist in dessen Bezugssystem (4 = v - t. Wir
konnen uns auch vorstellen, dass wir das System aus den beiden Raketen am
Schwerpunkt unterstiitzen, die Situation ist analog zu einer Balkenwaage. Beziig-
lich des Schwerpunktes muss die Summe aller Drehmomente null sein. Dies geht
offensichtlich nur, wenn die MASSE von B, mp nicht konstant, sondern von der
GESCHWINDIGKEIT w abhéngt. Also ist

2v
mals = mp(w)lpg = mp(w) (mw—v>t:mAv't (5.3.29)
Wir erhalten deshalb
v
mp(w) = ma—s
1402 /c? v
1
= mA 5
1+v2/c? 1
1+0v?/c?
= m
12— (1+02/c?)
1+v?/c?
= m
41— v?/c?
c?+ 2
= Mag 5 (5.3.30)

Diese Gleichung sollte nun mit w ausgedriickt werden. Wir verwenden den Trick,
dass

= (c2 — v2)2

=Vt —2¢202 + v
=Vt 4 2¢202 + 4 — 4¢2?
_ \/(02 +02)2 — 422

ist!. Dann ist

'Das Auflésen der Gleichung (5.3.27)fiir w nach v und das nachfolgende Einsetzen fiihren auf
schwierigste quadratische Gleichungen. Man kann von diesem Rechenweg nur abraten.
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169 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

? + v? 1
2 _ 02 22
2 —w o
1
(c2—02)2
(2102)2
1
(c2402)2—4c202
(CZ+v2)2
1
1 — 4c2v?
(2+v2)2

_ ! (5.3.31)

V1-amier

Nun ist aber mit der Gleichung (5.3.27) fur w gerade % = w? und damit

1

V91— w?/c?

mp(w) =my (5.3.32)

Die mit der GESCHWINDIGKEIT v bewegte MASSE (in ihrem Ruhe-
system mit mg, Ruhemasse) hat den Wert

m(v) =

mo

(5.3.33)

Der Rechenweg mit dem Startturm diente dazu, eine Markierung fiir den Schwer-
punkt zu haben. Der Startturm ist eine Hilfskonstruktion.

Die zu einem Inertialsystem mit der GESCHWINDIGKEIT v bewegte
MASSE ist immer schwerer als eine im Inertialsystem ruhende MAS-
SE.

m = % (5.3.34)

Beispiel:
Ein Mensch, m = 60 kg bewege sich mit v = 1. Die relativistische Massenzunah-
me Am = m(v) — mg ist dann
Am =3.34-10" kg
Dies entspricht der Masse von 1.68 - 10" '2C -Atomen.
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5.3.9. Masse-Energie-Aquivalenz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1176]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , Pp. 847))

Nach Gleichung (5.3.33) wird die ARBEIT (KRAFT mal Weg), die in eine MASSE
gesteckt wurde, nicht nur zur Erhéhung der GESCHWINDIGKEIT, sondern auch
zur Erhohung der MASSE verwendet. Wir kénnen Gleichung (5.3.33) fur kleine
Geschwindigkeiten entwickeln

2 -1/2 2
mo v mo v
== 1—— ~ —— ... 3.
m(v) \/m mo ( CQ> mg + 9 2 + (5 3 35)
Diese Gleichung kénnte man auch als
2
m)? = — 00
V1 —0v2/c?
B ) 02 -1/2
= moc | 1— 2
~ mocz—l—%'zﬂ—i—...
= Tn'OC2 + Ekin,klassisch + ... (5336)

schreiben.

Nach der relativistischen Mechanik entspricht einer (geschwindig-
keitsabhédngigen) MASSE die Energie

E = m(v)c? (5.3.37)

Die relativistische KINETISCHE ENERGIE ist

1
Ekin,rel =F - mOCQ = TnOC2 ( - 1) (5338)

Der relativistische IMPULS ist analog zum klassischen IMPULS definiert:

mov
2
Die relativistische KRAFT ist analog zum 2. Newtonschen Gesetz durch
p- P _dmwp) (5.3.40)

Codt dt
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171 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

gegeben.
Die GESAMTENERGIE E kann wie folgt umgeformt werden

2

moc
E =m(v)c? S\
/1 —v2/c?
_ m3ct _ m3ct — m3c2v? + micv?
1—v?/c? 1—v2/c?
méct (1 —v2/c?) + m3cv? méc2v?
_ oct ( /c?) 0 —=.|m2ct + 0
1—v2/c? 1 —v?/c?
204 1 2 mgv’ 204 1 (202 (5.3.41)
=, |mict + *——— =\/mgct + ¢ 3.
0 1—v2/c? b
Dieses Resultat nennt man den relativistischen Energiesatz
Relativistischer Energiesatz
E = \m3c* + 2p? (5.3.42)

5.3.10. Relativistisches Kraftgesetz *

Wir betrachten eine MASSE m, die mit einer konstanten KRAFT F' = F'y beschleu-

nigt werde. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz ist

d
F=—
at?
d
T (mw)
dmv dv
_am mes
dt dt
d d
(d = 2)v+ = 2 dv
t 1 %2 1 %2 t
1Mo <—20%) v dv my dv
) 2\ dt v dt
(-2)f T
moa
= e (5.3.43)
(1-%)
Daraus berechnet man skalar
F d
Zat= (5.3.44)
myo ( i %)5
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und
v(t)
t v(t)
F F
[Eu E, By SR
T Lamg Ta-ay
t
- ”()2 . (5.3.46)
(1 B v(ct;) )2
Daraus folgt
F 1
v(t) = Et—2 (5.3.47)
i
und
dv (t F 1
at) = 20 - (5.3.48)

Relativistische Geschwindigkeit Relativistische Beschleunigung

25+

08

06

04

05 02

Abb. 5.32.: Zeitverlauf der RELATIVISTISCHEN GESCHWINDIGKEIT (links) und
der RELATIVISTISCHEN BESCHLEUNIGUNG bei konstanter KRAFT.

Die folgenden Approximationen kénnen gemacht werden:

o fir ¢ < mec
R -2 5.3.49
v C<1_%(£C) ) fir ¢ > =8¢ ( )
Fiir die BESCHLEUNIGUNG erhalten wir die Approximationen
mio fir ¢ < =8¢ £ 350
a(t) ~ 2 3 3.
O (1) () fur 15 me (5350

Sowohl bei der GESCHWINDIGKEIT wie auch bei der BESCHLEUNIGUNG ist ¢ < ™8¢
der klassische Newtonsche Bereich.
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173 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Der IMPULS selber nimmt linear mit der Zeit zu, unabhéangig, ob eine relativistische
oder eine klassische Betrachtung durchgefithrt wird. Im klassischen Fall beruht die
Impulszunahme auf der Zunahme der GESCHWINDIGKEIT, im relativistischen Fall
auf der Zunahme der MASSE.

Die KINETISCHE ENERGIE ist durch Gleichung (5.3.38) gegeben. Setzen wir Glei-

chung (5.3.47) (v?/c* = 1fj12) mit A = Ft/(moc), so erhalten wir

1
Epin = mo¢® | ———75 — 1| = moc® <(1 + A2)1/2 - 1) (5.3.51)

oder

Ft 2\

Relativistische Energie

Abb. 5.33.: Verlauf der kinetischen Energie bei konstanter KRAFT im klassischen
(rot) und relativistischen (griin) Fall.

Die Approximation ergibt

1 F2%? fii moc

By { 2 WIS E (5.3.53)
Fet  fir t> 7€

Die KINETISCHE ENERGIE nimmt im relativistischen Falle nur linear mit der Zeit

ZU.

Mit Gleichung (5.3.47) kann auch die Distanz als Funktion der Zeit berechnet

werden. Wir integrieren

x(t) = /OtU(T)dT = C/Ot s dr (5.3.54)
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Wir substituieren A = m%tc und bemerken, dass dA = miocdt ist, oder auch dt =
mcdA
BedA.

moc Ft/(moc) A

— ——dA
¢ F Jo V14 A?

- Ft/(moc)
= ]‘; (Vi+ A -1)
0
2 2
mocC Ft >
= 1 —) -1 5.3.55
F + (moc ( )

Relativistische Position
4.5 T T T T T

35

25

15

05

Abb. 5.34.: Verlauf der zuriickgelegten Distanz bei konstanter KRAFT im klassi-
schen (rot) und relativistischen (griin) Fall.

Wir konnen wieder approximieren

1 F 42 - moc
s=—t¢ fir t<™@
~ 2 mg F 3.
z(t) { ct  fir t> "5 (5-3.56)

Die weitere Rechnung zeigt, dass die relativistische Eigenzeit 7 = ¢’ sich in der
beschleunigten M ASSE langsamer bewegt.

Wir verwenden Gleichung Gleichung (5.3.47)und haben dann
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175 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Ft 1
L _ (5.3.57a)
T @)
2 Ry 1
(“) _< ) . (5.3.57b)
o) o) )
Ft 1 1
1 _ (”) 1 ( ) ; S S (5.3.57¢)
S TEr

- <“> . (5.3.57d)

()

Mit
2 dt
dr =dty/1— 5 = ————— (5.3.58)
¢ Ft
yre (o)

bekommt man

rdi Ft

moc
T:/ — = FO arcsinh () (5.3.59)
01+ () "

Relativistische Zeit

Abb. 5.35.: Verlauf der Eigenzeit bei konstanter KRAFT im klassischen (rot) und
relativistischen (griin) Fall.

Wir kehren Gleichung (5.3.59) um und erhalten

mocC . FT)
t = ——sinh [ —
F i <moc
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und setzen dies in den Weg ein.

2 2 2
 mge ' F7)> B _mgcC ( ‘ (FT)_ >
o(r) = " $1 + (sinh (moc 1) = 2 (eosh (D) 1) (3360

Weg und Eigenzeit

le+012

1e+010 -

1e+008

1e+006 -

10000

Rl 100

0.01

0.0001

1e-006

1e-008
0

Abb. 5.36.: Zuriickgelegte Strecke als Funktion der Eigenzeit.

5.3.11. Lorentz-Transformation

Link zur Vorlesung: (Lorentz-Transformation)

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 1157]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 853])

Die im vorherigen Abschnitt besprochenen Transformationen der Zeit und der Lan-
ge lassen sich in der sogenannten LORENTZ-TRANSFORMATION zusammenfassen.
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177 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

Abb. 5.37.: Beschreibung eines Punktereignisses in zwei gegeneinander bewegten
Bezugssystemen

Das Punktereignis P soll im gestrichenen KOORDINATENSYSTEM (B) sowie im
ungestrichenen KOORDINATENSYSTEM (A) ausgemessen werden.

Im gestrichenen Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren e, und e, hat der
Punkt P die Koordinaten

s =12'ey + (ct’) ew 5.3.61
P

Andererseits hat dieser gleiche Punkt im ungestrichenen (Labor-)System mit den
Einheitsvektoren e, und e, die Koordinaten

rp = xe, + (ct) ey (5.3.62)

Um die Transformation zu berechnen betrachten wir zuerst einen Punkt auf der
x'-Achse und dann einen auf der ct’-Achse. Wegen der Linearitdt der Relativi-
tatstheorie kann die LORENTZ-TRANSFORMATION aus diesen beiden Resultaten
zusammengesetzt werden.
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Abb. 5.38.: Transformation eines Punktes auf der 2’-Achse in das ungestrichene
Koordinatensystem

Aus der Langenkontraktion (5.3.15) erhalt man fur einen Punkt auf der a’-Achse

x/

T = —— (5.3.63)
i-%

Gleichzeitig hat der Punkt P, im ungestrichenen Laborsystem auch eine nicht-
verschwindende ct-Koordinate

x v '

ct = \/72~tana == (5.3.64)
1-% ¢ - %

Zusammen haben wir also die Abbildung

/ /
vy den :() +<) e (5309
1— 2 ¢

Abb. 5.39.: Transformation eines Punktes auf der ct’-Achse in das ungestrichene
Koordinatensystem

Aus der Zeitdilatation 5.3.17 erhalt man fiir einen Punkt auf der ct’-Achse
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179 5.3 Spezielle Relativitétstheorie

t,
ct= (5.3.66)

2

C2
Gleichzeitig hat der Punkt P, im ungestrichenen Laborsystem auch eine nicht-
verschwindende z-Koordinate

t/ t/
r=—2 tana=2. 2 (5.3.67)

v2 v?2
V-2 YA S

Zusammen haben wir also die Abbildung

v
c2

v ct’ ct!
'I"/Pct = Ct/€ct’ — rp, = ( . 2) €, + (2) €.t (5368)
C _ v _ v

Aus den Beziehungen

rp=1p +7p, und Tp=Tp, +Tp, (5.3.69)

erhalten wir die LORENTZ-TRANSFORMATION fiir eine Bewegung in die x-Rchtung
mit der Geschwindigkeit v,

s =12'ey + (ct') e —
o+ (&) (et ct' + (%) 2
rp=1re, + (ct) ey = (C)E) e, + <C)2 e, (5.3.70)
1-— Z—; 1— Z—;
In Koordinatenschreibweise lautet nach Hendrik Lorentz die
LORENTZ-TRANSFORMATION
/ v /
x+ - (ct
xr = s (2 ) (5.3.71)
-3
y =1 (5.3.72)
z=2 (5.3.73)
ct') + %= . o
ct = ( ) = (5.3.74)
v2
-2

In Worten konnen diese Uberlegungen auch so ausgedriickt werden:

o Jede Léngeneinheit von B bringt A um 1/4/1 — v2/¢? ihrer Einheiten nach
rechts und um (v, /c)/1/1 —v2/c? in der,Zeitachse“ ct nach oben.

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 179



Relativitat 180

o Jede,Zeiteinheit“ auf der ct’-Achse bringt A um 1/,/1 —v2/c? | Zeiteinhei-
ten“ auf der ct-Achse nach oben und um (v,/c)/4/1 — v2/c? nach rechts.

Wenn wir die obigen Beobachtungen zusammenfassen, erhalten wir

v = <x + (ct’)) m (5.3.752)
ot — (ch’ + (d/)) S N (5.3.75b)

\1—wv2/c?

Dies ergibt die LORENTZ-TRANSFORMATION fiir zwei sich entlang der z-Achse
gegeneinander bewegende Inertialsysteme (siehe Gleichungen (5.3.71) bis (5.3.74).
Wenn wir nun nicht mehr mit ¢t rechnen sondern mit der Zeit ¢ direkt und erhalten
wir die (sich schlechter zu merkende) die LORENTZ-TRANSFORMATION.

vt / / — v [+t

Die LORENTZ-TRANSFORMATION kann auch in Matrix-Schreibweise dargestellt
werden:

1 vz /c

€ £/ 1—v2/c? 00 v/ 1—v2/c? x
0 10 0 !
,Z _ 0o X «Z, (5.3.77a)
ct —mle g 0 ] \et
V1-v2/c V1-vZ/c
Die Umkehrtransformation (Matrixrechnung) ist dann
, L 00 ——=lc
€ \/1-v2/c? £/ 1—v2/c? €
! 0 10 0
g/ _ o 0 X g (5.3.77b)
ct! __wle g 1 ct

£/ 1—v2/c? £/ 1—v2/c?

5.3.11.1. Einheitslangen auf gegeneinander bewegten Inertialsystemen

Mit Hilfe der LORENTZ-TRANSFORMATION (5.3.75) kann man auch die Mass-
stabsmarkierungen auf den Achsen des bewegten (2’, ct’)-Bezugssystems angeben.
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Abb. 5.40.: Skalen im Minkowski-Diagramm

Wir berechnen im (z, ct)-Bezugssystem die Lage der Punkte 7} = (e,0) und r}, =
(0,e) im (2', ct’)-System. e ist dabei die Einheitslinge. Wir haben fir 7/

o+ 2.0 1
x(ey) = 6702 = = ey = Ve (5.3.78a)
12 -2
v . ec / + O v
ct(ey) = % ==ty = Y€y (5.3.78Db)
-7 -z
und fir 7},
0+ 2 e L
x(eqw) = ¢ zt = Cee e = vBees (5.3.79a)
= 1%
2.0+ eqp 1
ctee) = < e; = = Copr = Ve (5.3.79Db)
[y —

mit 5 =% und v = (1 — 5%)7V/2
Mit den Gleichungen (5.3.78) und (5.3.79) wurden die Einheitsmarkierungen auf
der 2'- und der ct’-Achse in Abbildung 5.40 berechnet.

5.3.11.2. Lorentz-Transformation in drei Raumdimensionen *
|) definiert

Nach J. Freund (Spezielle Relativititstheorie fir Studienanfinger |

man Ublicherweise

181
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B = % (5.3.80)

v =(1=B-B) V= (1 (B2 482+ 8)) " (5.3.81)
Ek’in

s 1 (5.3.82)

Damit kann nach J. Freund (Spezielle Relativitatstheorie fiir Studienanfinger |
die LORENTZ-TRANSFORMATION geschrieben werden als

r’:r+aW—7B(ct) r:r'+amb7:)ﬂ+7ﬂ(ct’)
(ct’) =~ ((ct) = B-7) (ct) =~ ((ct') + B -7') (5.3.83)

Ausgeschrieben lautet die Hintransformation nach (5.3.83)

2
v 1+ ozg—ﬁ a—ﬂgﬁy a—ﬁ;% -0z X
i B2 X
Vo e l+ag o 6| | (5.3.84)
o) | e e ltaem 8|2
C C
B =By —B: v

Setzt man 3, = 3, = 0 bekommt man wieder das Resultat von Gleichung (5.3.75).

Die allgemeinen Geschwindigkeitstransformationen nach J. Freund (Spezielle Re-
lativitdtstheorie fir Studienanfinger | ]) lauten

1 / /.
u= l" = (—O‘u v_ 1> v] (5.3.85)
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5.3.11.3. Lorentz-Transformation als Drehung *

cta ct

Ereignis

cA 1c X'

cb

Abb. 5.41.: LORENTZ-TRANSFORMATION als Drehung

Wir erproben, was ware, wenn wir die LORENTZ-TRANSFORMATION als Drehung
auffassen wiirden. Die z-Achse wiirde positiv (im Gegenuhrzeigersinn) um « ge-
dreht, die ct-Achse wiirde negativ (im Uhrzeigersinn) um den gleichen Winkel «
gedreht.

Wir verwenden die Definition tana = v/c sowie cosa = (1 4 tan®ca)~'/? und
sina = tana - (1 4 tan? o) ~1/2,
Dann ist
1 1
a = cos « = =
1 + tan® « 1+v2/c?
. tan o v
cb =sino S — e

1+ tan’® a cy/1+v2/c?
c

cA=1-ccosa =

_1/1+02/02

B=1-csi -
=1-csina —_— —_—
V1 + tan®« 1+ v2/c?

und damit
1 v 1
@ == b= T——
Ji+o 142
1
A= o B=—t (5.3.86)

J1+5% J1+%

Eingesetzt, wiirde man eine Transformation erhalten, die formal wie die LORENTZ-
TRANSFORMATION aussieht, die aber unter der Wurzel ein +-Zeichen anstelle des
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geforderten —-Zeichens besitzt. Die Drehgleichungen wéren dann

1 v 1
T = 2 cosa+ 1y sina = — + ———t
Ji+v2/e2 e iy
v 1
ct= —2'sina+ycosa= — '+ ct’ (5.3.87)
cy/1+v2/c? \1+0v2/c?
oder

(%

1 :
= €T —I— 5
1+ v?/c? 1+ 5
_ v ‘r/_i_ 1 t/
2\ /1 4+ v2/c? 1+ v2/c?

t/

X

t

Diese Rotation sieht unserer LORENTZ-TRANSFORMATION sehr dhnlich. Die Vor-
zeichen unter den Wurzeln beim Cosinus und beim Sinus sowie bei der Gleichung
fiir ¢ stimmen nicht.

Wenn man jedoch nicht ct als Zeitachse verwendet, sondern ict, wobei i = /—1
die imagindre Einheit ist, bekommt man mit den obigen Drehgleichungen die
LORENTZ-TRANSFORMATION. Dabei miissen alle Vorkommnisse von ¢ durch —c?
ersetzt werden.

Wir erhalten also

1 /+ v t/ 1 /+ v t/
€Tr = €T — xXr
1+ 02/ (—c?) 1+ J1—v2/c? 1-2
t = Y x + ! v —#x’—{— ! t
—c2\ /1 +v2/(—c?) 1+v2/(=c?) 2\/1 —v2/c? 1 —v?/c?

Der Vergleich mit Gleichung (5.3.75) zeigt, dass dies die LORENTZ-TRANSFORMATION
ist. In einem RAUM mit den Koordinaten (x; y; z; ict) ist die LORENTZ-TRANSFORMATION
nichts anderes als eine Rotation des Koordinatensystems.
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5.3.11.4. Relativistisches Abstandsmass

Wenn wir, analog zum klassischen dreidimensionalen RAUM (r
Va2 +y? + 2?) den Abstand

r= \/x2+y2+z2+ (ict)* = a2 + y2 + 22 — 2t

definieren, haben wir eine, vom jeweiligen KOORDINATENSYSTEM
unabhangige Definition des Abstandes. Dieser sogenannte VIERER-
ABSTAND ist unabhéngig vom KOORDINATENSYSTEM, sofern die ein-
zelnen Koordinatensysteme mit der LORENTZ-TRANSFORMATION
ineinander tibergefiihrt werden konnen. Ein Punktereignis wird in
dieser Sprache mit einem VIERERVEKTOR beschrieben.

Der so gemessene Abstand ist relativistisch invariant.

5.3.12. Vergleich der Lorentz-Transformation mit der
Galilei-Transformation

Grosse Galilei-Transformation | Lorentz-Transformation
klassische Physik relativistische Physik
Ortskoordinaten T Y 2 ;2
Zeitkoordinaten t ict
Lénge r=2a + ot = 75‘51”:;;62
Zeit t=t — /4t
1—v2/c2?
Abstand r=r2+ 12+ 22 r=+x2+y%+ 22 — 22

Tab. 5.7.: Vergleich von GALILEI- und LORENTZ-TRANSFORMATION
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5.3.13. Das Zwillingsparadoxon

ct

>
A Y4 X

Abb. 5.42.: Weltlinien beim Zwillingsparadoxon, Griin ist die Weltlinie von A,
blau die der reisenden Person B.

Wir nehmen an, dass B sich mit der GESCHWINDIGKEIT v bewegt. Bs Eigenzeit

ist
2
At = Aty[1 — U—2
c
wobei 0
At = —
)
Fiir A ist die gesamte Reisezeit
20
ttot - 2At - —
v
Fir B dauert die Reise
21 V2
t . =2At = = 1—— <ty
tot v 2 tot

Von A aus gesehen ist B jiinger nach der Reise als A. Das Paradox ist: Fiir B
bewegt sich A, warum ist A nicht jinger als B?
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0 >
X

Abb. 5.43.: Zwillingsparadoxon: FAHRPLAN der Signale, die A und B austau-
schen

Test: A und B senden regelméssig Signale. Wir nehmen an, dass die Reise ¢ = 81y
(Lichtjahre) weit geht. Die gesamte Reise soll t;,,; = 20a dauern. Die Reise-
geschwindigkeit muss also v = 0.8c sein. Dann ist die Zeit fiir den Reisenden
tiy =20a-4/1 —(0.8¢)?/c* =12a.

A sendet einmal pro Jahr ein Signal (v = 1a™!) aus, genauso wie B. B misst auf
dem Hinweg die FREQUENZ (Dopplereffekt) v/ = \/Eljﬁ = \/% = \/% = % i,
also zwei Signale auf der ganzen Hinreise. Auf dem Riickweg mist B wegen des
Dopplereffekts die FREQUENZ v/ = \/E = \/8%72 =3 i, also 18 Signale. Zusammen

c—v

misst B auf der ganzen Reise 20 Signale.
B sendet genauso Signale mit der FREQUENZ v = 1 i aus. A misst auf Bs Hinweg

wegen des Dopplereffekts Signale mit der FREQUENZ v/ = = % i Wiéhrend
18 Jahren misst er also total 6 Signale. Auf dem Riickweg von B misst A Signale
mit der FREQUENZ v/ = \/g =3 i Wahrend 2 Jahren misst A total 6 Signale.
Warum ist B jiinger? B befindet sich wahrend seiner Reise in 2 Inertialsystemen,

A nur in einem.
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6. Mechanik starrer Korper

6.1. Grundbegriffe

6.1.1. Definition

Abb. 6.1.: Definition: ein Kérper ist starr, wenn r;; fiir beliebige ¢'s und j's je-
derzeit konstant ist.

6.1.2. Masse und Dichte

Die Massendichte (auch kurz Dichte genannt) ist definiert durch
Am (r)

p(r) = pm(r) = lim — (6.1.1)
Die gesamte MASSE ist
m = ffj p(r)dV = fff p(z,y,z)dxdydz (6.1.2)
v v

6.1.3. Massenmittelpunkt und Schwerpunkt

Der MASSENMITTELPUNKT S eines starren Korpers hat beziiglich dieses Korpers
eine feste Lage. In einem HOMOGENEN KRAFTFELD ist der MASSENMITTELPUNKT
identisch mit dem SCHWERPUNKT. Ein Korper kann in einem homogenen Kraftfeld
an seinem SCHWERPUNKT gestiitzt werden, und er ist im Gleichgewicht. Die Lage
des MASSENMITTELPUNKTES (und in homogenen Kraftfeldern auch des SCHWER-
PUNKTS) ist gegeben durch
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1 1 [rdm
v
- S . = 1.
rs m/'rdm m/r p(r)dV Tam (6.1.3)
v v i

d.h. der Ortsvektor rg des MASSENMITTELPUNKTES ist das mit der Dichte ge-
wichtete Mittel aller Ortsvektoren des betrachteten starren Korpers.

Abb. 6.2.: MASSENMITTELPUNKTSSYSTEM, in homogenen Kraftfeldern auch
SCHWERPUNKTSSYSTEM.

Im LABORSYSTEM gilt
jjj rdm = mr; (6.1.4)
V

Daraus folgt mit » = rg + 7/, dass

JJf i = JJJ sy tm = s [ s ff o7
fvﬂ r'dm =0 (6.1.5)

d.h. im Massenmittelpunktssystem (in homogenen Kraftfeldern auch Schwerpunkts-
system) liegt S am Koordinatenursprung,.
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191 6.1 Grundbegrifte

6.1.4. Drehungen des starren Korpers

Abb. 6.3.: KOORDINATENSYSTEM zur Berechnung der Rotation eines starren
Korpers

In einem homogenen Schwerefeld betrachten wir zwei Koordinatensysteme, beide
mit dem Ursprung im Schwerpunkt S. z*, y*, z* ist das raumfeste KOORDINATEN-
SYSTEM, d.h. es dreht sich nicht mit dem Koérper mit. x,y, z: ist ein korperfestes
KOORDINATENSYSTEM, das sich mit dem Korper mitdreht. Die Koordinatensys-

teme werden durch die Einheitsvektoren ej, ey, e; und e,, e,, e, beschrieben.

Also ist

r(t)=x"(t)e, +y"(t)e, + 2" (t)e]
= re, (t) + ye, (t) + ze, (t) (6.1.6)

ey, e, e; : sind zeitunabhingige Basisvektoren, e, (t), e,(t), e.(t) : sind zeitabhén-
gige Basisvektoren.

6.1.4.1. Eulersche Winkel *

Leonhard Euler hat neben vielen anderen mathematischen Entdeckungen auch eine
Art, Drehwinkel zu definieren, gefunden.

Das KOORDINATENSYSTEM e,, €,, €, geht durch drei Drehungen aus dem KOOR-
DINATENSYSTEM e, e;, €] hervor.
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Abb. 6.4.: Definition der Eulerschen Winkel

Die Eulerschen Winkel sind
1. Drehung um e} : «
2. Drehung um 0A : 8
3. Drehung um e} : v

0A steht senkrecht zur Ebene aufgespannt durch e, und e*.
Die Reihenfolge der Drehungen ist

1. Drehung: Bringe e} senkrecht zu e, (In der Abbildung 6.4 zeigen die Kreise
die Ebenen senkrecht zu e und senkrecht zu e, Die Schnittlinie der beiden
Kreise ist 0A.

2. Drehung: Bringe z-Achse in richtige Lage

3. Drehung: Bringe x,y-Achsen in die richtige Lage.

Versuch 35: @ Versuch zur Vorlesung:
Nichtkommutativitat von Drehungen (Versuchskarte M-108)

Die Beziehungen zwischen dem ungesternten und dem gesternten KOORDINATEN-
SYSTEM konnen mit einer Matrix formuliert werden:

" = Riix + Rioy + Risz
y* = Ro1x + Rapy + Rozz
Z* = Rgll‘ + Rggy + R332 (617)

und

192 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/PDF/M_108V00.PDF

193 6.1 Grundbegrifte

T = Rllﬂf* + Rgly* + Rglz*
Y = Ri92” + Raoy™ + R3p2”
Z = ngl'* + Rggy* + R332* (618)

In Matrixschreibweise haben wir

x” Ry Ry Rz x
y* | = | Ra Rz Ros Yy (6.1.9)
z" R31 Rz Rs3 z

und
x Ry1 Ry Rs x*
y | =| Ba R Ry Y (6.1.10)
z Rs1 Rap R z*

Wir haben hier behauptet, dass die Transformationsmatrix

Riy Ria Ris
T = Rs1 Ry Ros (6111)
Rs1 Rsy Rss

und die inverse Transformationsmatrix

Rll RQI R31
T'=| Ry Rsy Rs (6.1.12)
RlS RQS R33
durch
™ =7" (6.1.13)

verbunden sind. Dabei ist 77 die transponierte Matrix (an der Hauptdiagonale
gespiegelt) und 71 die inverse Matrix.

In Matrixschreibweise haben wir

' =Tx

x="T 'a* =TT *

Die Matrix T' berechnet sich aus dem Matrixprodukt der drei Drehmatrizen. Da-
bei betrachten wir die Transformation aus dem ortsfesten System ins mitbewegte
System, also die Matrix 7! = T7.
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N
c
Abb. 6.5.: Wir betrachten die die zy-Ebene von der z-Achse aus
Dann ist
rr=a-0» =rcosa — ysina
Yy =c+d =xsina + ycos o
und
r=a+b =z cosa + Y sina
y=—c+d =—z"sina+ y" cosa

Die Drehungen um die = folgt analog. Dann sind die Drehmatrizen gegeben durch

cosae sina 0

Res(a) = | —sina cosa 0 Drehung um « um die e-Achse (6.1.14)
0 0 1
1 0 0
Re_(B)=| 0 cospB sinfj Drehung um 8 um die 04 (6.1.15)

0 —sinf cospf

cosy siny 0

Re (y)=| —siny cosy 0 Drehung um « um die e,-Achse  (6.1.16)
0 0 1
Dann ist
T" =T = Re.(7)Re . (8) Res (@) (6.1.17)
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195 6.2 Statik des starren Korpers

wobei die Multiplikation von rechts durchzufithren ist. Das Resultat ist

—cos fBsinasiny + cosacosy cos 3 cosasiny + sinacosy sin [sin -y

T = —cos Bsinacosy —cosasiny cosffcosacosy —sinasiny sin 3 cosy
sin 3 sin « — sin 3 cos cos f3
(6.1.18)
und damit

—cos fsinasiny + cosacosy —cosfSsinacosy —cosasiny  sinfsina

T= cos (3 cos arsin y + sin a cos 7y cos fcosacosy —sinasiny  —sinfcosa
sin (3 sin 7y sin (3 cos 7y cos f3
(6.1.19)
oder
Ry | k=1 k=2 k=3
1= — cos 3 sin arsin y+ — cos B sin asin y— sin £ sin «
COS (v COS 7y cos o sin 7y
1 =2 | cos [ cosasiny+ oS [3 oS (v cos Y— — sin 3 cos «
sin « cos 7y sin o sin 7y
1 =3 | sinfsin~y sin (3 cos 7y cos f3

Tab. 6.1.: Form der TRANSFORMATIONSMATRIX T

Beim einem allgemeinen rotierenden starren Korper sind die Eulerwinkel im All-
gemeinen zeitabhéngig!

6.1.5. Freiheitsgrade der Bewegungen

Die Lage eines starren Korpers ist gegeben durch

o Lage des Massenmittelpunktes (bei homogenen Kraftfeldern auch Schwer-
punktes) xg, ys, zs. Dies entspricht den 3 Freiheitsgraden der Translation

o Die Eulerwinkel «, 3,7. Dies entspricht 3 Freiheitsgraden der Rotation

6.2. Statik des starren Korpers

6.2.1. Krafte am starren Korper

Zur Berechnung der Krifte am starren Korper verwenden wir die Prinzipien des
Krafteparallelogramms und das Reaktionsprinzip.
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Abb. 6.6.: Angriffspunkt einer KRAFT in einem starren Korper.

Der Angriffspunkt ¢ einer KRAFT F' am starren Korper darf in der Richtung der
Kraft verschoben werden. Das heisst, dass F; in ¢ und F; in j aquivalent sind,
wenn F; = F; = F ist und ij || F ist.

6.2.2. Kriaftepaare

Versuch 36: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehmoment (Versuchskarte M-011)

Abb. 6.7.: Definition eines Kraftepaares.

Ein Kréftepaar besteht aus einer KRAFT F' am Punkte j und einer Kraft —F am
Punkte ¢. Ein Kraftepaar bewirkt ein DREHMOMENT M = 7;; X F. F und —F
dirfen beliebig entlang der Geraden g; und g; verschoben werden.

Zwei Kréiftepaare heissen dquivalent wenn sie das gleiche DREHMOMENT bewirken.
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197 6.2 Statik des starren Korpers

— _ !/ /
M—TinF—TinF

Anwendung von Kréaftepaaren: Beim Schneiden eines Gewindes sollte man das
Werkzeug nur mit zwei Fingern drehen. Man erzeugt so ein Kréftepaar und ein
reines DREHMOMENT. Damit verhindert man ein Ausbrechen des Werkzeuges.

6.2.3. Dyname

Definition: DYNAME = KRAFT F' am Punkt ¢ + DREHMOMENT M

Abb. 6.8.: Berechnung der Wirkung einer KRAFT am Punkte .

Wie wirkt eine KRAFT F am Punkte 7 Wir bemerken, dass Kréifte am Schwer-
punkt eine reine Translation bewirken.
Rezept:

e Zeichne in S die Kréfte F' und -F' ein. Dies dndert nichts an der Physik, da
bei gleichem Angriffspunkt gilt

F+(-F)=0

o Wir interpretieren nun die Konstruktion mit drei Kraften neu.

— Es gibt eine KRAFT F' in S, die eine reine Translation bewirkt (KRAFT
auf Schwerpunkt)

— Es gibt ein Kraftepaar mit M = rg; X F', das als reines DREHMOMENT
eine Drehung um S mit einer Achse parallel zu M bewirkt.

Die Wirkung einer beliebigen KRAFT mit beliebigem Angriffspunkt
auf einen starren Korper entspricht einer KRAFT im Massenmittel-
punkt S sowie einem Kréftepaar, d.h. einer Dyname.

Bemerkung: Wenn aus anderen Griinden ein Punkt 0 fixiert ist, dann muss man
in der obigen Argumentation einfach S durch 0 ersetzen.
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Wenn viele Krafte angreifen, gilt
F = Z F;
Mg=> M;=> rgxF, (6.2.1)

Das heisst, wir konnen den Impuls- und den DRALLSATZ anwenden.

6.2.4. Schwerkraft

Zur Untersuchung der Wirkung der Schwerkraft auf einen starren Korper berech-
nen wir die DYNAME beziiglich des Schwerpunktes.

YFg

Abb. 6.9.: Wirkung der Gravitationskraft auf einen starren Korper.

Die folgenden Grossen miissen beachtet werden:

1. KRAFT:
F:ZFi:ZAmig:mg:Fg

F= fﬂ dF = jﬂ pgdV =mg = Fg

oder

2. Kraftepaar

MS:ZTSiXAmig :ZAmi’l”Sng

= (Z Amir5i> X g =0 (6.2.2)
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oder

Ms = j‘lf rsi X (p(rsi)g) dV = IJI p(rsi)rsi x gdvV

= (Ifj p(rSi)rSidV) X g =0 (6.2.3)

Die Definition des Schwerpunktes sagt ja, dass >- Am;rg; = 0 oder
JIJ p(rsi)rsidV = 0 ist.
%

Die Schwerkraft iibt kein DREHMOMENT auf einen freien Korper
aus.

6.3. Der starre Rotator

6.3.1. Kinematik

Drehachse

Abb. 6.10.: Bezeichnungen an einem starren ROTATOR

Definition: Ein starrer ROTATOR ist ein starrer Korper, der um eine
feste Achse rotiert.

Ein starrer ROTATOR wird mit einem korperfesten KOORDINATENSYSTEM be-
schrieben.

Die WINKELGESCHWINDIGKEIT wird durch einen Vektor w beschrieben. Der Be-
trag der WINKELGESCHWINDIGKEIT, |w| = w gibt 27 mal die Anzahl der Umdre-
hungen pro Sekunde an, die Richtung des Geschwindigkeitsvektors die Richtung
der Drehachse, wobei der Daumen der rechten Hand zur Spitze des Vektors zeigt
und die Finger die Drehrichtung angeben.
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Mechanik starrer Korper 200

w(t)=wl(t) e
w(t) = dq;gt) (6.3.1)

Dabei ist ¢ der momentane Drehwinkel. w(t) heisst die momentane WINKELGE-
SCHWINDIGKEIT.
Die GESCHWINDIGKEIT des Massenpunktes Am; am Ort r; = rf + R, ist

d d
v; = %ri = %Rz =W X7r,=wiX Rz (632)
6.3.2. Massentragheitsmoment

Jedes Massenelement Am; hat eine KINETISCHE ENERGIE 1 Am,v?
Dann ist die KINETISCHE ENERGIE eines rotierenden Korpers gegeben durch

1
Ek:in - §IUJ2

| =Y R7Am; oder
= /R2pdv - / (e x )2 pdV (6.3.3)

Hier ist | das M ASSENTRAGHEITSMOMENT
Beweis: Wir beginnen mit der Vektoridentitat

(axb)?=(axb)-(axb)

= a’b® — (ab)’ (6.3.4)
mit
ai b1
(Cl, X b) = as X b2
as bs
Clng — ang
= Cl3b1 — a1b3 (635)
a1b2 — CLle
a2b3 — agbg 2
(CL X b)2 = a361 — Glbg
a1b2 — CLle

= (agbz — a3b2)2 + (asby — a1b3)2 + (a1by — a2b1)2
= a3b; — 2asa3bobs + a3b;
+a3b? — 2ayasbibs + alb;
+a?b? — 2aya9b1by + alb? (6.3.6)
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201 6.3 Der starre ROTATOR

CL2 . b2 — (a, : b)2 = (a? + CL% + ag) (b% + bg + bg) — (albl + a2b2 + a3b3)2
= aibi + aib; + aib; + a3bi + a3b; + asb; + azbi + azby + azb;
—a%bf — a%b% — ng?y’ — 2a1a2b1b2 — 2a1agblb3 — 2612&3b2b3
= aiby + aibs + a3b? + a3b; + a3bi + a3b;

—2a1b1a2b2 — 2(11()1@3[)3 - 2a2b2a3bg (637)

Also ist

(a x b)* = a’b® — (ab)’ (6.3.8)

Fir ein Massenelement Am; ist die KINETISCHE ENERGIE im Laborsystem

1 1
AEyy, = §Amm§ = Am; (w x R))’

1

da w - R; = 0 ist. Die kinetische Energie E};, aller Massenpunkte ist dann

1 1
Erin = Z iAmiv? =5 Z Am; (w X Ri)2

1

2w2 > Am;R? (6.3.10)

Versuch 37: @ Versuch zur Vorlesung:
Stangen (Versuchskarte M-180)

6.3.2.1. Satz von Steiner

Der Satz von Steiner (entdeckt von Jakob Steiner und unabhéngig davon von Chris-
tiaan Huygens) erlaubt einem, das TRAGHEITSMOMENT fiir eine beliebige Achse zu
berechnen, wenn das TRAGHEITSMOMENT beziiglich einer dazu parallelen Achse
durch den Schwerpunkt bekannt ist.
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Abb. 6.11.: TRAGHEITSMOMENT fiir eine beliebige Drehachse.

Versuch 38: @ Versuch zur Vorlesung:
Satz von Steiner (Versuchskarte M-038)

Behauptung

Es gilt der Satz von Steiner

| = lg + ma? (6.3.11)

Beweis: Wir berechnen die KINETISCHE ENERGIE eines Massenelements Am. Es
ist R; = a + R;. Die kinetische Energie des Massenelementes beziiglich der nicht
durch den Schwerpunkt S gehenden Drehachse e ist
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203 6.3 Der starre ROTATOR

1
Eiin(e) = 2 Z Ami“?

:fZAmZ- wa»—wxa)Q
fZAmeXR ZAmlwa) (w x a)
{ZAmiwxa) (wa ZAmlwxa)
,ZAmzwa ZAmlwxa) (wx Ry)
—§ZAmi(wxa)-(wai)+§ZAmi(w><a)2
:; S Am; (w % R,)?
~ Y Amy(w % a) - (w x R,)

—i—;ZAmi(w x a)’

Der Mischterm kann umgeschrieben werden

Y Ami(wxa) (wxR)=(wxa)- (w X {Z AmiRiD (6.3.12)
Ein Ortsvektor im Schwerpunktsystem ist
r, = T'j + Rl
Dabei ist 7} parallel zu w. Deshalb ist

wxr; =0

Also ist der rechte Term im Skalarprodukt von (6.3.12)

{Z AmiR,-] = w X {Z Am; (Ri—l—'r;k)] = w X {Z Amiri}
Weiter ist aber im Schwerpunktsystem

Also ist der Term Y- Am; (w X a) - (w x R;) = 0.

Damit wird die KINETISCHE ENERGIE
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1 2 1 2
Eyin = 3 > Am; (w x R;) —1—5 > Am; (w x a)

1 1

= —w? Z Amin +-w?a? Z Am;
2 , 2 £ __
1 1

= §w2|5 —|—§w2a2m

I (Is + ma?) _L (6.3.13)
2 S 2 e X9 %

da ja w L R; und w L a ist. Hierbei haben wir die Definitionen m = >~ Am, und
lg =>° AmiR? verwendet.

Einige Tragheitsmomente fiir eine Achse durch den Schwerpunkt sind:

Kugel
lg = =mr? (6.3.14)

wobei r der Kugelradius ist.

Vollzylinder Zylinderachse, Radius r, Lange h.

2 r

h r
l, = p///RQRdegodz — 27rph/R3dR
0 0 O 0
2 1
= prhr4 = §mr2 (6.3.15)

Quader Der Quader habe die Seiten a, b und c. Er rotiere um eine zu c¢ parallele
Achse durch den Massenmittelpunkt.

a b a b
ls=0p /2 /2 / (y2 + z2) dxdydz =cp /2 /2 (y2 + zz) dydz
_a b

_b _a b
272 272
3 1 b 3 e
_ 13 2 _ v 2
—cp/(3y +yz>_;dz —cp/<12+bz>dz
-3 —3
c<122+ 3)_a AT
2
a® + b?
= 6.3.16
m—s ( )

Als Anwendung betrachten wir eine schiefe Ebene hinunterrollende Walze. Wir
machen eine Energiebetrachtung.
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205 6.3 Der starre ROTATOR

Ah

()

Abb. 6.12.: Rollende Walze

Versuch 39: @ Versuch zur Vorlesung:
Tragheitsmoment (Versuchskarte M-052)

V=0V =W-0a

E,ot(0ben) = mgh
= Epin(unten)
1 1
= imvg + §ISWZ
1 1 v?

Also folgt fiir die Endgeschwindigkeit

1
72
vs = 1/2gh (1 + ma2> (6.3.17)

Punktmasse |, =0 = v, = /2gh

Vollzylinder |, = ima® = v, = 2,/%

Hohlzylinder |, = ma® = v, = /gh

Ein Hohlzylinder rollt also langsamer eine schiefe Ebene hinunter wie ein Vollzy-
linder mit gleicher MASSE und gleichem Durchmesser. Beide sind langsamer als
eine Punktmasse.
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6.3.3. Drehimpuls

Abb. 6.13.: Berechnung des Drehimpulses

Analog zum Translations-Impuls eines Massenpunkts gilt fiir einen Massenpunkt

AL; =7; X Ap; =Am; -r; X (wx1;) (6.3.18)

Der Fixpunkt 0 kann irgendwo auf der Drehachse gewahlt werden. Damit gilt fiir
den ganzen Korper

Lo=3 Ami(r x (w x 7)) = /p(’r) (7 % (w x 7)) dV (6.3.19)
i v
Die KINETISCHE ENERGIE eines Korpers mit dem DREHIMPULS L ist

1
Eyin = §L0 "W (6.3.20)
Beweis:
1 2
Ekm = 5 Z Amivi
1
=5 ST Am; (w x 1)
1
=3 > AmM; (w X 7y) - (w X 7y) (6.3.21)
Wir verwenden einerseits, dass bei gegebener Rotationsachse £a(t) = w x a(t) ist

und andererseits das Spatprodukt a- (b x ¢) =b- (¢ x a) = c¢- (a x b) und setzen
a=(wxr),b=wund ¢=r; Dannist (w x r;) - (w X r;) =w-(r; X (W X 1;)).
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207 6.3 Der starre ROTATOR

Damit ergibt sich
1
Ehin = §ZAmi (WX 1) (wxT)
1
= §ZAmi w- (r; X (W x 7))

— ;w. > Am; (1 x (w x 7))

1
= 5w Lo (6.3.22)

wobei wir die Definition des Drehimpulses Ly = >~ Am; (r; X (w X 1;)) verwendet
haben'!

Bemerkung:
Der DREHIMPULS muss nicht parallel zur Drehachse sein. Wir betrachten den
DREHIMPULS Ly beziiglich eines Punktes 0 auf der Drehachse.

Abb. 6.14.: Aufspaltung des Drehimpulses in eine Parallel- und eine Senkrecht-
komponente

Sei Ly }f w. Dann kann der DREHIMPULS in eine Komponente parallel zur Dreh-
achse und eine senkrecht dazu aufgespalten werden, also

Ly=L,+L, (6.3.23)
Es gilt

|- w

L,=
L,=-— / (w - r*) Rdm = —w S R, (r} Am,) (6.3.24)
Dabei ist r* oder r} (je nachdem integriert wird oder die Summe berechnet) die

Komponente des Ortsvektors r; parallel zur Drehachse im korperfesten KOORDI-
NATENSYSTEM.

. . . 2
1Bei linearer Bewegung gilt Ey;y, = my =1

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 207



Mechanik starrer Korper 208

Beweis. Wir verwenden die Vektoridentitit @ x (bx c¢) =(a-¢)b— (a-b)c.

LO = Z (T‘Z‘ X Am'vz)

=> Am;[(r] + R) X (w x R;)]
=> Am;[r; x (wx R)]+ > Am;[R; X (w X R;)]

(2

=—> Am;(r; - w)R;+> AmRiw = L,+ L, (6.3.25)

(2

Dary- R, =0und R; - w = 0 ist.

(2

e Der DREHIMPULS L, ist unabhangig von der Lage des Bezugspunktes 0.
Dieser Bezugspunkt konnte zum Beispiel bei einem Kreisel eine punktférmige
Auflage sein.

e Der DREHIMPULS L, hingt im Allgemeinen von der Lage von 0 ab, d.h. von
der Montage der Achse!

e Auch wenn w = const ist, muss Ly nicht konstant sein. Bei einem Autorad
nennt man dies Unwucht.

6.3.4. Drallsatz

Die Dynamik des starren Rotators beziiglich des Lagers 0 ist durch den DRALLSATZ
gegeben.

dL,
— =M 6.3.26
dt 0 ( )

Dabei ist M das DREHMOMENT beziiglich des Lagers 0. Bei einer gleichférmigen
Rotation (w = we = const) ist Ly i.a. nicht konstant. Es gilt

dL, d

d
= — (I L,
dt<w+ )

d
= —Ls
dt

=wx L, =w x Ly (6.3.27)
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209 6.3 Der starre ROTATOR

Beweis:

d d
‘=2 _/ ; )
pn o ( (wr]) Rdm

dR
= — ~*7d
/(w r)dtm

:—/(w-r*)(wa)dm

= wX (—/(w'r*)Rdm)

=wXL,=wx (Ly+L,) =wx Ly (6.3.28)

dawxL,=0und w-7r* =wr" ist.

Versuch 40: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehimpulserhaltung (Versuchskarte M-072)

Die REAKTIONSDYNAME auf das Drehlager im Punkt 0 ist bei einem ROTATOR oh-

ne aussere Krifte oder Momente eine Kombination einer Reaktionskraft F(,cqctio)

und eines Reaktionsdrehmomentes M (;cqctio) -

Die Reaktionskraft ergibt sich aus dem Newtonschen Kraftgesetz (Gleichung (4.3.6))
und aus den Rechenregeln fiir Ableitungen eines rotierenden Systems mit fester

Drehachse nach Gleichung (6.3.2) (4 f(t) = w x f(t)). Diese Rechenregeln kénnen

auch mehrmals angewandt werden fiir hohere Ableitungen. Wir erhalten fiir die

Reaktionskraft

d? d
F(reactio) = —m——Ts = —m— (w X ry) = —m— (w X R,)

2"’ dt
= —m(wx (wx R,)) =mw?R, (6.3.29)

wegen des Impulssatzes (Gleichung (4.3.6)) und den Definitionen aus Abbildung
6.10, ry = r*2 + R,. Weiter fiihrt die zweimalige Anwendung des Kreuzproduk-
tes mit dem gleichen Einheitsvektor auf einen dritten Vektor zur Negation der
Komponente des dritten Vektors senkrecht zum Einheitsvektor?.

Das zur Reaktionsdyname dazugehorige REAKTIONSDREHMOMENT ist mit Glei-
chung (6.3.27)

d d
M(reactio) = _%Ls =—wXL;=L;xw=LiXw= —%Lo (6330)

Dabei ist rg der Ortsvektor des Schwerpunktes. Wir haben also eine zeitlich ver-
anderliche Reaktionsdyname.

2 2

w X (wxa) = wex (wexa) = w?ex (exa) = —w?a oder ohne Einschrinkung der

T 0E-0-6-0-0

wie behauptet die negierte Senkrechtkomponente.
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6.3.4.1. Anwendung: Auswuchten von Autoradern *

Versuch 41: @ Versuch zur Vorlesung:
Kréfte auf Lager (Versuchskarte M-080)

statisch auswuchten Auswuchtgewichte werden angebracht bis
F(reactio) = mw2Rs =0

ist. Bei einem statisch ausgewuchteten Rad liegt der Schwerpunkt auf der
Drehachse.

dynamisch auswuchten Auswuchtgewichte werden angebracht bis L, = 0 fiir
w # 0 ist. Bei einem dynamisch ausgewuchteten Rad ist die Drehachse eine
Achse des Tréigheitsellipsoides, oder, der DREHIMPULS L ist parallel zur
Drehachse.

6.3.4.2. Wirkung eines Drehmomentes auf den Rotator
Wir legen ein ausseres DREHMOMENT M ,,5sen = Me an.Dann ist

d

M qussen — M yeactio = %Lo (6.3.31)
Axialkomponente ,
Mogia = thp = Icf;: = Icfﬁf (6.3.32)
Radialkomponente
M ,coctio = —ELS = —(wx L) — ELS (6.3.33)
dt w

6.3.5. Bewegungen mit Drehungen

Wirkt ein konstantes dusseres DREHMOMENT M so gilt

M=L=1w (6.3.34)
oder
1
w=-M
I
1
w = TMt (6.3.35)
und
11 9

Beispiel: rollender Zylinder
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6.3 Der starre ROTATOR

Abb. 6.15.: Rollender Zylinder

A ist die momentane Drehachse des Zylinders (Warum ist die Drehachse die Auf-
lagelinie?). Nach dem Satz von Steiner ist | = |, + mr?
Also ist M = m|r x g| = mgrsina = (I, + mr?) @

Die Translationsbeschleunigung des Massenmittelpunktes ist

d? d

a=——s(t)=r—w=r =
dt? *) dt Iy + mr? 1+

Beispiel:

Massivzylinder |g = Jmr?
Hohlzylinder |g = mr?
Kugel Ig = %mrQ

Rutschender Korper

6.3.5.1. Kippen eines Korpers

i 1
Mgramna —gsina (6.3.37)

mr2

— 2 G
a=3gsina
1.
a=3gsina
_ 5
a=z2gsina

a=gsina

mg

Abb. 6.16.: Kippen eines starren Korpers
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Versuch 42: @ Versuch zur Vorlesung:
Knickbruch (Versuchskarte M-171)

Hier ist fiir kleine Auslenkungen M o ¢ und nicht wie beim PENDEL M o (—).

Die Drehmomentengleichung lautet
(6.3.38)

M=Dp=1¢
Sie hat die Losungen
© = et + pe ! (6.3.39)
mit w = \/?.
Wenn zu Beginn der Bewegung ¢ = 0 ist (Anfangsbedingung) ist die Losung
o cosh wt (6.3.40)

o (1) = oo (¢ + &) =

Beispiel: Kippender Kamin
Das TRAGHEITSMOMENT eines Kamins, der um seinen Fuss rotiert, ist
1

| = gm€2

(6.3.41)

Dann ist die Drehmomentengleichung
(6.3.42)

14 1
M:m-g-fsinwwimg&p:Dgp

Daraus folgt fiir den Betrag der Drehfrequenz

Imgt 3g
= |2 =\/z5 3.4
w I 57 (6.3.43)

6.4. Kreisel

Definition: Ein Kreisel ist ein starrer Kérper, dessen Bewegung durch

einen Fixpunkt festgelegt ist.

Versuch 43: @ Versuch zur Vorlesung:
Stehaufkreisel (Versuchskarte M-116)

6.4.1. Kinematik des Kreisels
Die Lage der Drehachse eines Kreisels hangt von der Zeit ab
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213 6.4 Kreisel

w(t)=w(t)e(t) (6.4.1)

Abb. 6.17.: Kreisel

Die GESCHWINDIGKEIT eines Massenelementes Am; ist gegeben durch

v, (t) = w (t) x 1 () (6.4.2)

Avw; ist die momentane GESCHWINDIGKEIT von Am,.

Die momentane Drehachse e bewegt sich im RAUM entlang einer Kegeloberflache,
der Oberflache des festen Polkegels F'.

o

Abb. 6.18.: Polkegel

Beziiglich des Korpers bewegt sich e auf einen beweglichen Polkegel G.

G (korperfest) rollt auf F' ab. Die Bertihrungslinie der beiden Polkegel ist die
momentane Drehachse.
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6.4.2. Drehimpuls und kinetische Energie

Wir betrachten den Zusammenhang zwischen w (t) und L (¢) im korperfesten
Bezugssystem.

Ly = lpawy + lpywy + paw, (6.4.3a)
L, = lypwy + lyywy, + 1.0, (6.4.3b)
L, = law, + Lywy + 1.0, (6.4.3¢)
oder
L=lw (6.4.4)

oder L; = l;;w;. lp heisst der Trégheitstensor des Kreisels (des starren Rotators)
beziiglich dem Fixpunkt 0. Die Komponenten von |y sind

e = / (4 +2*) dm (6.4.52)
1, = / (¢ + %) dm (6.4.5b)
L. = / (« + ) dm (6.4.5¢)
oy = Lo = — / ydm (6.4.5d)
s = 1y = — / zzdm (6.4.5¢)
lyo = 1y = — / yzdm (6.4.5f)

ly ist symmetrisch, das heisst I;; = 1};

Beweis: Die Definition des Drehimpulses ist

L=rxp

Fiir ein Massenelement dm gilt

dL =7 x (dmv)

Mit v = w x r wird

dL =rX (w xr)dm =(r -r)wdm — (r -w)rdm
Also wird
L= w/erm - /r (r-w)dm (6.4.6)
x
Wir setzen r = | y | und betrachten die x-Komponente:
z
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215 6.4 Kreisel

L, = wx/TQdm — /a: (2w, + Yywy + 2w,) dm

= Wx/ (x2 +y? 4 22— xg) dm — wy/xydm — w, /xzdm (6.4.7)

Damit ist l,, = [(y*+2%)dm und l,, = — [zydm und |, = — [zzdm, wie
behauptet.

Die Rechnungen fir L, und L, kénnen jeweils durch die Permutation z — y — 2z —

Permutation Permutation
> Ly, >

x aus dem Vorgangerresultat abgeleitet werden, also L,

Permutation
L, ————— L,

Die Grosse —l,, = [ 2y dm heisst Deviationsmoment.
Die Spur von |y dndert sich nicht bei einer Drehung des Koordinatensystems

Sp(lo) = luw + lyy + 1. = 2/ <x2 + 9%+ 22) dm = 2/r2dm =const  (6.4.8)

Weiter gilt .
oo + Ly — Loz = 2/ 22dm > 0 (6.4.9)

und zyklisch.

Frage: Gibt es ein KOORDINATENSYSTEM, in dem die Deviationsmomente ver-
schwinden?

Diese Frage ist aquivalent zur Frage nach den Eigenvektoren einer Matrix.

Aus der Mathematik weiss man, dass, da ly = IOT gilt, ein Hauptachsensystem
existiert, in dem Iy diagonal ist.

Wir nennen die HAUPTTRAGHEITSMOMENTE: |; = |;

Seien e, e,, e, korperfeste Basisvektoren, die so nummeriert werden, dass I, >
l, > I, ist.

Sei e (t) die momentane Drehachse und w (t) = w(t) e (t) die momentane WIN-
KELGESCHWINDIGKEIT. Dann gilt

I, 0 O |y
L= 0 1, 0 |w=] luw, (6.4.10)
0 0 I, lLw,

Der Drehimpulsvektor entlang der z-Achse ist dann
L, (t) =lw,(t) =lw(t) e, (t) (6.4.11)

und zyklisch.
Die Spur des Triagheitstensors (dquivalent zur Spur einer Matrix) ist Sp(l) =1 =
L. + 1, + 1.

6.4.2.1. Kinetische Energie des Kreisels

Es gilt Eyp = %LO - w, da der Kreisel ein starrer ROTATOR ist. Im Hauptachsen-
system haben wir
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1/L2(t) L2(t) L2t
Eyin = 5 I()+ y(>+ - (1) (6.4.12a)
2\ 1, l, 1,
1
= (law? (8) + w2 (1) + 102 (1)) (6.4.12D)
Beweis
1
Ein, iLO'w
1 |y Wy
— 9 |y Wy
l,w, W,
1 2 2 2
=3 (low? + 1,w? + 1.0?)
L
L. e
1 (L 3
— o | Iy
L, L
1 /12 L2 2
=-(=2+2+=2 (6.4.13)
2\, 1, "1

Die momentane Drehachse ist durch w(t) gegeben. Wir definieren die momentane
Drehachse durch einen zeitabhingigen Einheitsvektor e(t) mit |e(¢)| = 1. Dann ist

w(t) = w(t)e(t) = w(t) | e,(t) (6.4.14)

Durch Umstellen erhalten wir

Brin = & (1w2(8) + L2(8) + Le?(0))

2
= ; (|zw2(t)ei(t) + Iywz(t)ez(t) + Izw2(t)e§(t))

= O (Le2(0) 1 1,e3(0) + 1.e2(0)

= w22(t) I(t) (6.4.15)

wobel wir

| = Le2(t)+1,e2(t) + Le2(t) = (ﬁez(t)>2+(\/gey(t))2+ (ﬁeza))Q (6.4.16)

gesetzt haben. | ist das TRAGHEITSMOMENT beziiglich der momentanen Drehachse
e. Wenn die kinetische Energie des Kreisels erhalten ist, ist auch | eine Konstante.

Versuch 44: @ Versuch zur Vorlesung:
Kreiselbewegungen (Versuchskarte M-041)
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217 6.4 Kreisel

6.4.2.2. Tragheitsellipsoid

Wir mochten den Korper mit einer allgemeinen Form, der durch den Trégheits-
tensor ly charakterisiert ist, durch den einfachst moglichen Koérper mit den glei-
chen Rotationseigenschaften ersetzen. Dies ist das Tragheitsellipsoid charakteri-
siert durch den Vektor u. Wir verwenden zur Definition von u die Definition des
Trégheitsmomentes | beziiglich der momentanen Drehachse e vom vorherigen Ab-
schnitt.

Wir setzen w in die Ellipsengleichung ein und erhalten

2 2 2
o+ e = L5 |y€Ty 1.5
l.e2 + e + 1.e2
I
l.e2 + lyel + 1€
l.e2 +1,e2 + |.e2
|

= —1 (6.4.18)

u beschreibt also in der Tat die Oberflache eines Ellipsoids, das wir Trégheitsel-
lipsoid nennen. Aus der Konstruktion folgen die Eigenschaften des Tréagheitsellip-
soides:

o Das Trégheitsellipsoid ist korperfest.

o Es hat die gleichen Hauptachsen wie der Kreisel

Aus Gleichung (6.4.18) folgt, dass die Léngen der Halbachsen des Tragheitsellip-
1

. 1 1 .
soides Ny und I sind.

Fiir einen allgemeinen Kreisel mit dem Fixpunkt 0 im Schwerpunkt S gibt es die
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Mechanik starrer Korper 218

folgenden Beziehungen zwischen den Haupttragheitsmomenten:

Kreisel Haupttragheitsmomente Tragheitsellipsoid
Kugel, Wiirfel, h=1l=I3 Kugel

Tetraeder

axialsymmetrisch, L > 1 =13 Rotationsellipsoid,
tellerformig tellerformig
axialsymmetrisch L =1y > 13 Rotationsellipsoid,
spindelférmig spindelférmig
niedrige  Sym- L > 1y > 13 allg. Ellipsoid
metrie

Tab. 6.2.: TRAGHEITSELLIPSOIDE verschiedener Korper

Bemerkung: nur Rotationen eines freien Korpers um die Hauptachsen mit dem
grossten und dem kleinsten Haupttragheitsmoment sind stabil.

6.4.3. Kraftefreier Kreisel

Definition: Ein Kreisel heisst kraftefrei, wenn M beziiglich des
Fixpunktes 0 verschwindet.

Dann ist
MO — O
und JL
0
B — |
dt
d.h.
Ly = const.
Die KINETISCHE ENERGIE ist dann
1 L? 1
Bin== Y, —+ =const=—-Ly-w(t) (6.4.19)
zjz{x»yvz} ‘] 2

fir die Rotation um eine Hauptachse z. Das heisst, w (t) bewegt sich auf einem
Kegel um Ly

Wie realisiert man einen kraftefreien Kreisel?

o Unterstiitzung im Schwerpunkt S

o freier Korper (mit bewegtes KOORDINATENSYSTEM )
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219 6.4 Kreisel

Abb. 6.19.: Kraftefreier Kreisel

Es ist
Ly w(t) = Low (t) cos « =Lowy = const, (6.4.20)
d.h. wy, = const. Dabei ist wy, die Projektion von w auf Lg. Es gibt zwei Falle:

o wenn w (t) || Lo ist, dann hat man eine permanente Rotation, d.h. w = const.

o wenn w (t) nicht parallel zu Ly ist, bekommt man eine NUTATION, abhéngig
von den Anfangsbedingungen, d.h. w rotiert um Lj.

Bei einer permanenten Rotation ist w || Ly wenn w || zur Hauptachse ist. Es gilt
dann

1
l;

Beim asymmetrischen Kreisel werden die Haupttriagheitsachsen so formuliert

w;=-Ly mit i=1.3 (6.4.21)

Rotationen um
¢ e sind stabil
¢ e, sind labil

e ej3 sind stabil

6.4.3.1. Poinsotsche Konstruktion *

Ziel dieses Abschnittes ist es, die allgemeine Bewegung eines Kreisels zu beschrei-
ben. Louis Poinsot zeigte, dass diese durch die Schnittlinen zweier Ellipsoide be-
schrieben wird, bekannt alos Poinsot’sche Konstruktion.
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Nach Gleichung (6.4.12) und Gleichung (6.4.15) ist

1 1 1 1

—lw? = Z1Lw? + =lw? + =Lw?

2 27 + 2 vy + 277

wenn w = (w, wy,w,) die Kreisfrequenz im Hauptachsensystem ist. Da w? = w? +

wj—l—wf ist, sind alle einzelnen Komponenten kleiner als w. Also kann man schreiben

Ekin =

Wy = W COS & wy = wcos f3 W, = W COS "y
Wy Wy W,
cosaq = — cosf = — cosy = —
w w w
z
A

Oy | @ >y

Abb. 6.20.: Poinsotsche Konstruktion

Die Zeichnung zeigt, dass damit auch w? = w? cos® a + w? cos? B + w? cos? v und

damit 1 = cos® a + cos? § + cos?® 7y ist. Weiter ist nach Gleichung (6.4.14)

ey = Y2 cosa (6.4.23a)
w
Wy Wy
_ Yy ) _ &= _ 6.4.23b
ey = cos(f)e - =cosy ( )

Nach Gleichung (6.4.16) ist

22 2 2
I =l.e; +lye, + e

und damit
| =1, cos® a + 1, cos® B+ 1, cos® y (6.4.24)
Wir setzen den Punkt () im Abstand p = % (siche Gleichung (6.4.16)) vom
T
Nullpunkt auf die Drehachse. Mit QQ = | y | = p wird
z
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221 6.4 Kreisel

cosa = 2 (6.4.25a)
P

cosJ = Y (6.4.25b)
p

cosy = z (6.4.25¢)
p

da ja gilt p> = 2% +y> + 22 oder 1 = (x/p)* + (y/p)® + (2/p)?. Aus Gleichung
(6.4.16) bekommt man

lo(x/p)* +1y(y/p)* + 1:(2/p)* = | (6.4.26)
oder mit der Definition von p = 1/v/1

lz® + 1,y° + 1,22 = 1p* = =1 (6.4.27)

Diese Gleichung beschreibt also nichts anderes als das Trégheitsellipsoid.
Allgemein gilt, dass eine Funktion f (z,y,2) = const eine Oberfliche beschreibt.
Dann ist der Normalenvektor der Funktion f(p) = f(z,v,2) = La? + l,y* + 1,22
durch

grad fVf=2(l,xl,y,l.z) (6.4.28)

gegeben.

Beweis:

Wir betrachten das totale Differential df. Dieses muss null sein, da die Funktion
f(p) eine Konstante ist. Wir bekommen damit

_Of g O g, L O
df = aﬁdm—i— aydy+ 8zdz (6.4.29a)
= (grad f) - (dz,dy, dz) (6.4.29D)

= (grad f) - (dp) =0 (6.4.29¢)

Damit ist grad f senkrecht zu dp. Da dp in der Flache f(p) liegt (Die moglichen
Anderungen von p sind durch die durch f(p) beschriebene Fliche begrenzt) ist
grad f senkrecht zur Tangentialebene und damit der Normalenvektor.

Der Normalenvektor zum Tragheitsellipsoid
/ (xaya 2’) = f(P) = |xl’2 + |yy2 + |ZZ2 = 1 = const

ist
grad f =V f=2(,x,l,y,l.2)

Im Hauptachsensystem ist
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L = (l,wy, lywy, LLw,)

Von der Konstruktion her sind p = (z,y,2) und w = (w,,w,,w,) parallel. Wir
konnen wie folgt umformen

L = (lywg, lywy, l.w,) =w (I, cosa+ 1, cos B + 1, cosy) (6.4.30a)
x Y 2z w

=w|l—+1,=+1,—- = (lbx + L,y + 1.2 6.4.30b
(enle) L (6.4.30b)

d
_ w grad f(p) (6.4.300)

p 2
(6.4.30d)

Deshalb ist 2L || grad f(p), das heisst, dass L senkrecht zur Tangentialebene ¢
im Durchstosspunkt ) von w durch das Trégheitsellipsoid ist.

Abb. 6.21.: Tragheitsellipsoid

Rezept zur Konstruktion von L:

o Trage w in 0 ab und bestimme @ (Durchstosspunkt durch das Tragheitsel-
lipsoid)

o Zeichne die Tangentialebene t in ()
o Félle von 0 aus das Lot auf die Tangentialebene ¢ in ()

e L ist parallel zu diesem Lot.
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223 6.4 Kreisel

Tangentialebene ¢

Abb. 6.22.: Interpretation der Poinsotschen Konstruktion

Wir bezeichnen mit A den Abstand von 0 zur Tangentialebene ¢ in . Der Abstand
A hat die folgende Bedeutung

2Ekm
A=

Beweis: Die Tangentialebene ¢ ist durch den Vektor R = (X, Y, Z) gegeben. Dann
gilt

(6.4.31)

(R—p)-grad f(p)=0 (6.4.32)
Dann ist
X 2l,x T 2l,x
Y2yl -yl [2lby] =0 (6.4.33)
Z 21,z z 21,z

Ausmultipliziert erhalt man

2, e X +2l,yY +2,2Z =2, 2° +21,y* + 2, 2> =2 (6.4.34)

wobei wir Gleichung (6.4.27) verwendet haben. Damit erhalten wir

X +1,yY + 1,22 =1 (6.4.35)
Wir bezeichnen mit é den Einheitsvektor entlang R || L. Dann ist A

A=R-é=Xé, +Ye, + Ze, (6.4.36)
oder
Xe, Ye, Zé,
+

=" "2 "

Wir vergleichen Gleichung (6.4.35) und Gleichung (6.4.37). Die Vorfaktoren von

(6.4.37)
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X, Y und Z miissen identisch sein, da bei beliebiger Variation der drei Grossen
beide Gleichungen konstant sein miissen. Insbesondere kann man ¥ = Z = 0

setzen und bekommt dann
(6.4.38)

Ex X#£0 €x
LeX =1=x Lo = &
v A TTA

und natiirlich zyklisch fir alle drei Komponenten. Also ist

(6.4.39)

D>

; A
==, i =
N A vy A

oder
é (6.4.40)

Da é ein Einheitsvektor ist, gilt
L=e24e2 462 = A (22?4 12y + 122?) (6.4.41)

p und w sind parallel. Damit ergibt sich
(6.4.42)

= T; = —W;

€l

und
2 2 2
2([2P 2, 2P 2, 2P 2\

Mit der Definition p = 1/v/1 bekommt man
2

w

w? _ 2B (6.4.44)

TAT T A?

2w? + 12w? + Pw? =

Andererseits ist
(6.4.45)

L = (lwy, lywy, LLw,)

Damit folgt die Behauptung
(6.4.46)

2Ek'm 2
A L
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225 6.4 Kreisel

(t) e

Lo
A\

Abb. 6.23.: Poinsot-Ellipsoid

Wir betrachten nun ein weiteres Ellipsoid, das POINSOT-ELLIPSOID P. Dieses
ist ahnlich zum Tragheitsellipsoid und liegt zu ihm konzentrisch. Wir wollen das
PoINsSOT-ELLIPSOID als Funktion von wp darstellen. Die NUTATION im raumfes-
ten Koordinatensystem wird nun beschrieben durch das Abrollen des POINSOT-
Ervripsoips auf eine Ebene E gegeben durch die Gesamtheit der Vektoren wpg.
Diese Ebene E' ist durch

WEg - LO = Wwr L() = 2Ekm = const (6447)

charakterisiert, da fiir einen starren Rotator ja Ej;, = jw - Lg gilt (Siche (6.3.22)).
Am Bertihrungspunkt des Poinsotschen Ellipsoides muss die vorherige Gleichung
auch stimmen. Deshalb ist die Ellipsengleichung im korperfesten Hauptachsensys-
tem

)= Lo @
1
= ﬂ lewpac> wpa: + (lywpy) (,L}py + (lzwpz) wpz)]
_ lxwia: IyWIQ;y |ngz
wﬁx wgy w}%z
= e " W | 2 (6.4.48)
Iac |y Iz

Die drei Halbachsen des Poinsotschen Ellipsoids P sind

N |k N I’“ N |k (6.4.49)
T Y z

im korperfesten Hauptachsensystem.
Der Punkt A (Bertihrungspunkt zwischen dem POINSOT-ELLIPSOID P und der
Ebene F) ist gegeben durch

wp=w, =w (1) (6.4.50)
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o Die Bahnkurve von A auf P heisst POLHOIDE.
o Die Bahnkurve von A auf E heisst HERPOLHOIDE.

Im korperfesten Hauptachsensystem ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor w(t) die
Verbindung zwischen dem Fixpunkt 0 (beim freien Korper ist das der Schwerpunkt,
beim Kreisel der Auflagepunkt) und der POLHOIDE.

Die Polhoide ist gegeben als Schnittpunkt des PoOINSOT-ELLIPSOIDES P und
des Drallellipsoides D. Das Drallellipsoid wird als Funktion der Variablen wp =
(Wpgs Wpy, wp,) geschrieben. Nach Gleichung (6.4.10) ist der Drehimpuls gegeben
durch

Ly = (lywy, lywy, L.w,) (6.4.51)
Also konnen wir schreiben
L _Bub, + Bud, + Bud,
L2 L3
I N T (T (S
Iz Iy I

Diese Gleichung definiert das Drallellipsoid D. Das Drallellipsoid D hat die Halb-
achsen

Lo Lo Lo (6.4.53)

Die Halbachsen des Drallellipsoides D sind also anders als die Halbachsen des
POINSOT-ELLIPSOIDES P.

Bei einem reibungsfreien Kreisel ist sowohl seine kinetische Energie
wie auch der Betrag seines Drehimpulses erhalten. Die Winkelge-
schwindigkeit w bestimmt zusammen mit dem Tragheitstensor beide
Grossen. Im Hauptachsensystem folgt aus der Erhaltung der kineti-
schen Energie, dass w sich auf dem POINSOT-ELLIPSOID P bewegen
muss. Die Erhaltung des Drehimpuls-Quadrates L% bedingt, dass im
Hauptachsensystem w sich auf dem Drallellipsoid D befinden muss.
Die moglichen Bahnkurven sind also die Schnittmenge von P und D.

Um den Vektor w vollstiandig anzugeben, sind drei Komponenten notig. Mit der
kinetischen Energie Ej;, und dem Quadrat des Drehimpulses Lg haben wir erst
zwei Bestimmungsgrossen. Wir konnten also die Komponenten von Lg entlang
einer Koordinatenachse als dritte Angabe verwenden. Ublicherweise nennt man
diese Koordinatenachse die z-Achse: Wir bestimmen also die Komponente L,.
Dieses Tripel (Ejin, Li und L.) ist das gleiche Tripel, das bei der Angabe der
Quantenzahlen fiir ein Elektron angegeben wird. Der quantenmechanische Zustand
eines Elektrons in einem Atom ist also dquivalent zu einem Bewegungszustand
eines Kreisels.
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227 6.4 Kreisel

Versuch 45: @ Versuch zur Vorlesung:
Nutation (Versuchskarte M-119)

6.4.4. Der Kreisel unter dem Einfluss von Kraften

Wirkt ein externes DREHMOMENT M beziiglich 0 so gilt

d
“Lo=M 6.4.54
dt° 0 ( )

Bemerkung: Durch den DRALLSATZ ist L bis auf eine Konstante Ly bestimmt.
Ly(t) = Myt + L (6.4.55)
L bestimmt die NUTATION. Im allgemeinen wird ein Kreisel deshalb nutieren. Nur

mit speziellen Anfangsbedingungen tritt keine NUTATION auf, das heisst, man hat
eine nutationsfreie Kreiselung.

6.4.4.1. Prazession

Versuch 46: @ Versuch zur Vorlesung:
Prézession (Versuchskarte M-066)

Versuch 47: @ Versuch zur Vorlesung:
Prézessionsfrequenz (Versuchskarte M-110)

Unter PRAZESSION versteht man die Rotation von Ly mit €2

dL
dito =) % LO =mg X rog = MO (6456)
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mg

—

Abb. 6.24.: Prizedierender Kreisel

Hier ist ros der Abstand des Schwerpunktes vom Fixpunkt. Dann ist

My =mgsina - ro, = Qsinalg (6.4.57)
und daraus

0= mgros _ Tosmg
LO (.UI

(2 ist unabhangig von . Wir konnen auch eine Energiebetrachtung machen:

(6.4.58)

1
Ekin,Kreisel = 5'012 ~ const. (6459)

Da w konstant ist, ist auch die KINETISCHE ENERGIE konstant. Die Gesamtenergie
ist konstant

1
Fiot = Epot + Epin, Kreisel = MGTos COS O + §IWQ = const. (6.4.60)

Versuch 48: @ Versuch zur Vorlesung:
Kreiselfahrzeug (Versuchskarte M-182)

das heisst, Ej;, und E,, sind auch einzeln konstant. Das heisst der prazedierende
Kreisel fallt nicht.
6.5. Mechanische Maschinen

Wenn Maschinen im Gleichgewicht sind, konnen Kréfte tiber virtuelle Verriickun-
gen aus dem Emergiesatz berechnet werden.
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Virtuell heisst, die Bewegungen miissen mit den Zwangsbedingungen vereinbar
sein. Das bedeutet, dass bei einer durch Fithrungen vorgegebenen Bahn (Was-
serrutsche im Schwimmbad) alle betrachteten Bewegungen dem Weg der Wasser-
rutsche folgen miissen. Wir betrachten zuerst einmal alle Teile des Systems als
unabhéangig. Die verschiedenen moglichen Verschiebungen ¢ sind dann durch die
Koordinaten x; gegeben. Diese werden zuerst als unabhangig angesehen. Die Ener-
gieerhaltung fordert aber, dass

0E =) ngiéxi =0 (6.5.1)

ist.
Dabei ist

gfi = 0 die Gleichgewichtsbedingung.

Abb. 6.25.: FLASCHENZUG: Berechnung mit virtuellen Verschiebungen.

Versuch 49: @ Versuch zur Vorlesung:
Rollen, Flaschenzug (Versuchskarte M-120)

Wir betrachten als Beispiel einen FLASCHENZUG. U sei die potentielle Energie als
Funktion der Koordinaten x; und z5. Wir haben also

5271 = —251’2

mit
oU B oU B

ory Ory

Die Seile des FLASCHENZUGES ergeben die Beziehungen fiir die ARBEIT

—F1 und —F2 (652)

F15131 + F25$2 =0
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Wir setzen die Beziehung zwischen dx; und dzs ein

F1 (—2(5332) + F25.T2 =0

Die gefundene Beziehung ist unabhéngig von dxs. Also hat man
2F1 = F2
oder F| = %

Ein zweites Beispiel ist die Kurbelwelle und der Pleuel eines Motors.

Abb. 6.26.: Kurbelwelle und Pleuel berechnet mit virtuellen Verschiebungen.

Link zur Vorlesung: (Kolbenmotor)

Fiir die virtuellen Verrtickungen (ARBEIT) bekommt man
Fordp = Fiox,
Weiter verwenden wir die Beziehung zwischen den Grossen
(? =7+ 7% + 27 cos
Daraus kann x; als Funktion von ¢ dargestellt werden.

Ty = —rcosp+ /02 —r2siny

und fiir die virtuelle Verschiebung

5x1:rsing0(1—r 7 cos )&p

—r2sin? ¢
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Also ist die KRAFT auf die Kurbelwelle

)
Fy= R — Bising [1- 2 i
14 2 .,
1 - (%) sin®
Wenn r < ¢ ist, dann ist Fy, = F} sin .

rdp
Die nichtlineare Beziehung zwischen der Position des Kolbens und der der Kurbel-
welle bewirkt, dass bei einer Drehzahl nicht nur deren Frequenz sonder noch viele
Harmonische schwingungen im Fahrzeug anregen.

(6.5.3)
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7. Mechanik deformierbarer Medien

Bis jetzt haben wir mit starren Kérpern gerechnet, aber: starre Korper existie-
ren nicht.

Korper konnen folgendermassen deformiert werden:

A
F F
F -— F F
].L
s 1
> F i
F
F F
v

Dehnung Stauchung Scherung  Verdrillung  Verbiegung

Abb. 7.1.: Arten der Deformation eines deformierbaren Korpers

7.1. Elastomechanik

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 130])

Wir betrachten zuerst allgemein, welche Kréfte auf einen Wiirfel wirken koénnen.
Beliebige Korper kann man sich im Sinne der FINITEN ELEMENTE RECHNUNG
aus Wiirfeln zusammengesetzt denken.
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Az, Ay

l>v
8

Abb. 7.2.: Allgemeine Krifte an einem Wiirfel

An einem Wiirfel, der parallel zu den Achsen eines kartesischen Koordinatensys-
tems liegt, konnen im allgemeinen Falle die folgenden Kréfte oder Spannungen
sowie Deformationen auftreten:

e An jeder der 6 Flichen konnen
— 3 unabhingige Krafte (2 parallel zur Flache, eine senkrecht dazu) und
— 3 unabhingige Deformationen, die aus einer Kompression oder Di-

latation sowie zwei Scherungen bestehen.

e Da keine Netto-KRAFT auf den Wiirfel wirken soll, miissen die Krafte in die
x-, y-, oder z-Richtung auf gegeniiberliegenden Seiten gegengleich sein.

o Wir kénnen also 3 mal 3 Krifte spezifizieren.

« Ebenso miissen die Deformationen auf gegentiberliegenden Seiten gegengleich
sein.

« Wir haben also als Resultat der 3 mal 3 Krafte 3 mal 3 Deformationen.

o Kréafte und Deformationen sind jeweils 3 mal 3 Matrizen, die iiber einen
Tensor 4. Stufe (eine 3 mal 3 mal 3 mal 3 Matrix) miteinander verbunden
sind.

Formal konnen wir schreiben

0ij =2 Eijkicns mit i, j, k, { =, 1y, 2 (7.1.1)
k YA

Der Wirfel soll drehmomentenfrei sein. Das Drehmoment um die 3-Achse kann
durch das Kraftepaar auf in der 2-Richtung auf der 1-Flache oder durch das Kraf-
tepaar in die 1-Richtung auf der 2-Flache herriihren. Wenn die beiden Krafte po-
sitiv sind, erzeugen sie ein entgegengesetztes Drehmoment und garantieren, dass
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235 7.1 Elastomechanik

und kein Netto-DREHMOMENT um die 3-Achse existiert. Analog kann man mit
den beiden anderen moglichen Drehachsen argumentieren. Deshalb sind von den
9 Kraften F;; einige voneinander abhéngig, es gilt

Fij=Fj

Es bleiben sechs unabhéngige Kréfte (Fy 1, Fho, F53, Fi2, Fo3, F51). Es gibt also
6 unabhdngige Spannungen (011, 022, 033, 012, 023, 031)-

Von den neun Deformationen ¢, sind sechs unabhéngig. Die Deformationen mit
den gleichen Indizes bedeuten Dehnungen und Stauchungen. Die anderen sechs
bedeuten Scherungen. So beschreibt die €; 5 die Scherung der 1-Achse gegen die
2-Achse, also die Anderung des Zwischenwinkels zwischen beiden Achsen. €21 be-
schreibt die Scherung der 2-Achse gegen der 1-Achse, also auch die Anderung
des Zwischenwinkels. Dies ist aber in beiden Féllen der gleiche Winkel. Also gilt
€re = €y fur k # (. Es bleiben also auch sechs unabhédngige Deformationen (e j,
€22, €33, €1,2, €23, 63,1)-

Es bleiben also noch 6 - 6 = 36 unabhangige Komponenten im Tensor iibrig.
Wenn wir beriicksichtigen, dass fiir kleine Deformationen ¢ ¢ die potentielle Ener-
gie wie bei jeder Feder eine quadratische Funktion der Dehnungen sein muss und
dass die Spannungen durch die Ableitung dieser Energie nach den Deformatio-
nen berechnet werden, folgt dass es noch 21 unterschiedliche Komponenten des
Elastizitatstensors gibt. Mit anderen Worten, die Deformation des allgemeinsten
Materials wird durch 21 Parameter beschrieben.

Je hoher die Symmetrie eines Materials ist, desto weniger unabhangige Konstanten
gibt es. Im Grenzfall des isotropen Mediums bleiben zwei, E und G.

7.1.1. Dehnung und Kompression

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 342]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 130])

Versuch 50: @ Versuch zur Vorlesung:
Elastizitatsmodul von Stahl und Gummi (Versuchskarte M-148)

Zieht man an einem runden Draht (Lénge ¢, Querschnitt d und Querschnittsfliche
A = Zd?), dann vergrossert sich die Lange um Af und verringert sich (meistens)
der Querschnitt um Ad.

Al =el (7.1.2a)
—Ad = ped (7.1.2b)

Es sind
o ¢ die relative Dehnung

e 1 die POISSON-ZAHL
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Wir definieren nun die SPANNUNG

F
= _ 1.
o= (7.1.3)

dabei ist F' die an der Querschnittsfliche A wirkende KRAFT.

Das Hookesche Gesetz verkniipft Spannung ¢ und Dehnung e

o= Fe (7.1.4)

E ist eine Materialkonstante, der ELASTIZITATS- oder der DEHNUNGSMODUL (im
englischen YOUNG’S MODULUS genannt).
Einheiten

¢ ¢: dimensionslos

Wenn wir die obigen Gleichungen umschreiben, erhalten wir
_ 1LAF

E A

Aus Anderung des Querschnitts und der Linge konnen wir die Volumenénderung
berechnen. Wir setzen an, dass V' = %EdQ ist

Al (7.1.5)

T AL Ad
AV = (Al +20dAd) = Ve av—s (7.1.6)
Umgeschrieben erhalten wir
AV AL Ad o
— = — 4+ 2—=€—2ue=¢€¢(1 —-2u) = —=(1 -2 1.
=g iy mezue=e(l-2p) = £(1-2p) (7.1.7)

Wir sehen, dass fiir positives AV die Poisson-Zahl der Ungleichung p < 0.5 genti-
gen muss. In speziellen Fallen kann g auch grosser als 0.5 sein. Die POISSON-ZAHL
ist dimensionslos.

Wir haben hier o und € als Skalare angenommen. Das heisst, dass sie im allgemei-
nen Falle Tensoren sind.

Wird der Testkorper hydrostatischem Druck Ap unterworfen, ist also die Spannung
o auf allen Seiten gleich, éndert sich das VOLUMEN um den dreifachen Wert, der
bei einer uniaxialen Spannung auftreten wiirde!.

AV 3Ap
AV

Die Kompressibilitat x = —Vap ist

'Dabei wird in der Gleichung (7.1.7) ¢ durch Ap ersetzt.
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237 7.1 Elastomechanik

k=—(1-2pu) (7.1.9)

. . . .. . 2
Die Einheit der KOMPRESSIBILITAT ist [k] = 5- = R = o

Der Kehrwert der KOMPRESSIBILITAT x wird KOMPRESSIONSMODUL genannt. Die
Definition des KOMPRESSIONSMODULS lautet

1 E
K=-=_——_ (7.1.10)
ko 3(1—2u)
Die Einheit des KOMPRESSIONSMODULS ist [K] = Pa = 15 = &

Wird ein Draht gedehnt, kann ihm die Federkonstante k = % = ATE zuschreiben
(Einheit [k] = ¥ = X5),

m

Bei der Dehnung wird die ARBEIT

AL
1o, 1 A2 1

verrichtet. Wenn wir die ARBEIT, oder Energie, pro Volumeneinheit ausrechnen,

ist die elastische Energiedichte

1
w = §E€2 (7.1.12)

Thre Einheit ist [w] = & = & = Pa = X

7.1.2. Scherung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 131))

Versuch 51: @ Versuch zur Vorlesung:
Module von Gummi: Elastizitdtsmodul, Schubmodul, Querkontrak-
tionszahl (Versuchskarte M-114)
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Abb. 7.3.: Scherung eines Wiirfels

Wenn die KRAFT F' tangential zur Oberfliche steht, dann wird der Testkorper
geschert. Wenn die Stirnfliche des Wiirfels A ist, ist die Schubspannung

T=7 (7.1.13)

Als Konsequenz dieser Schubspannung wird der Testkérper um den Winkel a ge-
schert.

T =G (7.1.14)

Einheiten

e «: dimensionslos

G ist der Schub- oder Torsionsmodul (englisch: shear modulus)

Analog zur Energiedichte der axialen Deformation kann auch fiir die Scherenergie-
dichte

1
w = §Ga2 (7.1.15)
geschrieben werden. Ihre Einheit ist [w] = 25 = & = Pa = ..

7.1.3. Verdrillung eines Drahtes
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 131])
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239 7.1 Elastomechanik

Abb. 7.4.: Verdrillung. Zur Berechnung wird der Draht in koaxiale Zylinder un-
terteilt.

Hier verdrehen zwei entgegengesetzte Drehmomente M einen Draht um den Winkel
©. Ein Hohlzylinder mit dem Radius r und der Dicke dr wird um

a= % (7.1.16)

geschert. Wir benotigen die Scherspannung 7 = Ga und eine Scherkraft dF =
7 - 2wrdr. Das DREHMOMENT ist also

2
dM = dFr = WeG(’O'rSdr (7.1.17)

Das gesamte DREHMOMENT erhalten wir durch Integration

R
B 2rGp 5. R*

Wir kénnen dem Draht die Richtgrosse
D, =—=——G— (7.1.19)

zuschreiben. Beachte, dass die Richtgrosse D, extrem stark vom Drahtdurchmesser
abhangt.

7.1.4. Biegung

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 134])
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Versuch 52: @ Versuch zur Vorlesung:
Biegung eines einseitig eingespannten Balkens (Versuchskarte M-
122)

Abb. 7.5.: Biegebalken

Biegebalken werden heute in vielen die Oberflichen abtastenden Instrumenten
eingesetzt. Als Stimmgabeln sind sie die zeitbestimmenden Elemente in einer Uhr.
Der Balken der Lénge ¢, Breite b und Dicke h soll einseitig eingespannt sein.
Wir legen am Ende eine KRAFT F an, die senkrecht zur urspriinglichen Lage des
Balkens sein soll. An einem Punkt im Abstand  vom Balkenende ist als Wirkung
der KRAFT der Balken gebogen, und zwar mit einem Krimmungsradius von 7. Die
oberen Schichten werden um % gedehnt, die unteren entsprechend gestaucht. In
der Mitte befindet sich (rot eingezeichnet) die neutrale Faser. Gemittelt iiber die
obere Halfte des Balkenquerschnitts (iber der neutralen Faser) ist die Dehnung
%. Die untere Halfte ist entsprechend gestaucht. Sowohl fir die Stauchung wie

auch fir die Dehnung wird eine KRAFT von F=FE. %%, und analog dazu eine
KRAFT fiir die Stauchung. Die beiden Kréfte bilden ein Kraftepaar (Abstand %),
das DREHMOMENT
M(z) Fh Eh®b ER®b (7.1.20)
x)=F—- = SKe} 1.
2 167 r

« ist hier eine Schéitzung und miisste mit einer ausfiihrlicheren Rechnung berechnet
werden. Fir einen rechteckigen Querschnitt zeigt die genauere Rechnung, dass
a = 1/12 und nicht 1/16 ist. Die Ursache fiir das DREHMOMENT M (z) ist die
KRAFT F am Ende des Balkens im Abstand x. Wir erhalten

3
Fr = M(z) = 2B (7.1.21)

oder

(7.1.22)
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Die Kriimmung 1/r ist an der Einspannstelle am grossten. Die Spannung o ist

h Eh FC  FY
2r 2 aFEh3b  2ah?b
Wird die FESTIGKEITSGRENZE tiberschritten, bricht der Balken an der Einspann-
stelle. Die Belastbarkeit eines einseitig eingespannten Balkens ( und auch eines
zweiseitig eingespannten oder aufgestiitzten Balkens) geht mit %.

Zur Berechnung der FEDERKONSTANTE benotigen wir die Auslenkung Az eines

einseitig eingespannten Balkens in Abhéngigkeit von einer (am Ende) angelegten
Kraft F,;.

c=F

(7.1.23)

Abb. 7.6.: Verbiegung eines Biegebalkens (links in der Ruhelage, rechts mit einer
externen Kraft F,,;) und Koordinatensystem zur Berechnung.

Anhand von Abbildung 7.6 kann nach der Dissertation , Rasterkraftmikroskopie*
von | | die Federkonstante k& berechnet werden.

Zuerst definieren wir das FLACHENTRAGHEITSMOMENT eines Biegebalkens mit
einer ortsabhéngigen Querschnittsfliche A(z). Die Koordinaten sind in Abbildung
7.6 definiert.

I(l’) - / (Z — Zneutrale Faser>2dydz (7124)
A(z)

Ohne Rechnung ist das Flachentrédgheitsmoment bei einem Biegebalken mit

konstantem rechteckigem Querschnitt mit der Héhe ~A und der Breite b

1
Irecht = Eb . h3 (7125)

und mit

konstantem rundem Querschnitt mit dem Durchmesser d

T
Lung = ——d*. 1.2
47 1024 (7.1.26)

Im allgemeinen Fall ist das durch eine Kraft am Orte x hervorgerufene Drehmo-
ment durch
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(7.1.27)

gegeben, sofern der Elastizitdtsmodul tiber den Querschnitt konstant ist, also
E(z,y,z) = E(z). R(z)) ist der Krummungsradius der lokalen Verbiegung. Dieser

Krimmungsradius ist (mit der Abkiirzung 0, := %)
1 0?
= of (@) ~ O f(x) fir 0, f(x) < 1 (7.1.28)

3/2 @

B@) (14 (0.1 @))?)

Die Randbedingungen des Balkens sind

o am Einspannpunkt x = ¢ eine definierte Position z(¢) = 0,

o am Einspannpunkt wegen der Einspannung eine definierte Tangente oder

Ableitung 0,z(¢) = 0 und

« am freien Ende z = 0 kein DrehmomentM (0) = 9%(0) = 0.

Dieses Drehmoment ergibt sich wie vorher durch

M(z) = / F(&)dex = Fl, (7.1.29)

Fiir eine an einem Punkt x angreifende Kraft kann Gleichung (7.1.29) gelost wer-
den, wenn I(x) = I = const) und E(z,y,z) = E = const ist. Die Losung lautet

Fooi(0 — 2)*(20 + 7)

z(z) = i (7.1.30)
Wenn die Kraft am freien Ende x = 0 angreift lautet Gleichung (7.1.30)
53
Az = = — F 1.31
< Z(O) 3E -1 ext (7 3 )

Typische Anwendungen einseitig eingespannter Balken finden sich in der Mikro-
systemtechnik.
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Abb. 7.7.: Makrofotographie eines mikrotechnologisch hergestellten AFM-
Cantilevers (Biegebalken)

Aus der Losung fiir einen einseitig eingespannten Biegebalken kann die Losung fiir
einen zweiseitig gestiitzten und zweiseitig eingespannten Balken abgeleitet werden.
Abbildung 7.8 zeigt links die eben berechnete Form eines einseitig eingespannten
Balkens, in der Mitte die Zusammensetzung der Form von zwei einseitig einge-
spannten Biegebalken zu einem beidseitig unterstiitzten Biegebalken und rechts
die Zusammensetzung der Form von vier einseitig eingespannten Biegebalken zu
einem beidseitig eingespannten Balken. Bei den beiden letzten Féllen greift die
externe Kraft in der Mitte an.

Biegebalken

T 4

einfach E—
‘doppelt _—
vierfach

iSuppon _—

0 2 4 6 8 10 12

Abb. 7.8.: Links die berechnete Form eines einseitig eingespannten Balkens, in
der Mitte die Zusammensetzung der Form von zwei einseitig einge-
spannten Biegebalken zu einem beidseitig unterstiitzten Biegebalken
und rechts die Zusammensetzung der Form von vier einseitig einge-
spannten Biegebalken zu einem beidseitig eingespannten Balken. Bei
den beiden letzten Féllen greift die nexterne Kraft in der Mitte an.
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7.1.5. Beziehung zwischen den elastischen Konstanten
(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 132])

Abb. 7.9.: Zusammenhang zwischen Scherung und Dehnung

Die blau eingezeichneten Kréifte in der obigen Abbildung bewirken eine Scherung
um den Winkel o des Wiirfels mit der Seitenfliche A = d?. Der Schermodul des
Materials ist also

2F
G="—
ad?

Die blauen Krifte konnen jeweils in zwei halb so grosse Krifte (rot) aufgespalten
werden. Nun werden jeweils zwei roten Krafte von zwei nebeneinander liegenden
Flachen zusammengefasst; das Resultat sind die griimen Krafte. Diese bewirken
eine reine Dehnung oder Stauchung.

Jede Scherung kann also als Kombination von einer Stauchung und
einer orthogonal dazu liegenden Dehnung aufgefasst werden.

Die eine Diagonale wird um ad/+/2 gedehnt, die andere um den gleichen Wert
gestaucht. Die Kréfte wirken auf dreieckformige Korper. Im Mittel ist die effektive
Fléche halb so gross wie die Diagonalfliche (analog zur Berechnung der Dreiecks-
fliche A = (¢/2) - h).

Effektiv verwenden wir eine Flache der Grosse A’ = d - dv/2 /2. Jede der Kréfte
F/\/2 erzeugt eine relative Dehnung oder Stauchung um ﬁ in ihrer Richtung

und eine Querkontraktion oder -dilatation von pu }ﬁg Die Kréafte auf die beiden

anderen Seiten bewirken noch einmal die gleichen Deformationen. Beide Deforma-
tionen zusammen ergeben?.

2Die Krifte an gegeniiberliegenden Ecken haben die gleiche Wirkung: die eine ist die Gegen-
kraft zur anderen, deshalb muss nur eine beriicksichtigt werden.
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AV F F F
— =2 + —2—(1+
( <\/§EA’ s \/§EA’2> N

=2
V2E L

Die Deformation % kann aus der Scherung berechnet werden:

Al ad _«a
¢ V22 2
Also ist
F «
2—— (1 = —
e LT H) =3
Umgestellt erhalten wir
AF (14 p)
FE=—_
ad?
und durch Vergleich
E=2G(1+ p)

Da die Poissonzahl 0 < p < 0.5 ist, bekommt man auch

B E
oo
5 =73

7.1.6. Anelastisches Verhalten

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp- 132])
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Abb. 7.10.: Spannungs-Dehnungs-Kurven von Stahl und Grauguss

Bei grossen Deformationen ist die Antwort des deformierten Korpers nicht mehr
linear. Wir nennen diesen Bereich auch den «Nicht-Hookeschen» Bereich. Im obi-
gen Bild wird das Verhalten fiir Grauguss und Stahl dargestellt. Es konnen die
folgenden Bereiche unterschieden werden:

o Fiir kleine Dehnungen € bis zur Elastizitatsgrenze o wir alle in der Defor-
mation gespeicherte Energie bei der Entlastung wieder zuriickgewonnen.

» Bis zur Proportionalitatsgrenze op ist die Dehnung proportional zur Span-
nung.

e An der Streckgrenze og beginnen, manchmal schubweise, starke plastische
Verformungen.

e An der FESTIGKEITSGRENZE o, auch Fliessgrenze genannt, beginnt das
Material zu fliessen.

e Bei der BRUCHDEHNUNG €p bricht das Material.
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7.2 Fliissigkeiten und Gase

7.2. Fliissigkeiten und Gase

7.2.1. Aggregatszustande

Materie besteht aus Atomen oder Molekiilen. Sie kommt in 4 verschiedenen Zu-

standen, Aggregatszustinde genannt, vor.

Fest Fliissig Gas Plasma
wohldefinierte wohldefinierte Abstidnde varia- | Abstédnde varia-
Absténde Absténde bel bel

geometrisch nur Nahordnung | keine Nahord- | keine  Nahord-
periodische An- nung nung

ordnung

Form ist stabil | grossere Krafte | sehr kleine Kraf- | Kerne und

Ato-

zwischen
men

te zwischen Ato-
men

Elektronen sind
getrennt, grosse
Coulombkrafte

grosse  Krafte | im GRAVITATI- | Im Gravitation- | Im Gravitation-
zwischen  Ato- | ONSFELD wohl- | feld keine de- | feld keine de-
men definierte Ober- | finierte Oberfla- | finierte Oberflé-

flache che che
schwingen  ge- | verschieben sich | Dichte ~ 1000 | Dichte variabel
geneinander gegeneinander x kleiner als in

FLUSSIGKEIT

form- und volu- | Formanderung raumfillend raumfiillend
menelastisch kraftlos  mog-

lich (ohne

GESCHWINDIG-

KEIT)

Tab. 7.1.: Aggregatszustande
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7.2.2. Gestalt von Fliissigkeitsoberflachen

FP
000000000000 00

Abb. 7.11.: Flissigkeitsoberfliche

Eine KRAFT F' tangential zur Fliissigkeitsoberfliche bewirkt eine Verschiebung
aber keine Forméanderung

An der Fliissigkeitsoberflache gibt es keine Tangentialkréfte.

\ dm w27

dm g‘ res

1

S

»r

Abb. 7.12.: Oberflache einer rotierenden Fliissigkeitsflache

Beispiel: Kaffee beim Umriihren. Wir wollen die Form der Fliissigkeitsfliche be-
rechnen.

Fres = \/(dm w27“)2 + (dm g)2

tana = = (7.2.1)
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und
2

T 1 2
) g g

Eine rotierende Fliissigkeitsoberflache hat also Parabelform.

7.2.3. Druck

O

Abb. 7.13.: Definition des Druckes

Druck ist die KRAFT pro Flache auf die Berandung eines Behalters.

Es sei
AF,=—-p-AA-n

Wir nennen p den isotropen Druck. Die Einheit von p ist Pascal [%} = [Pa]

Bemerkung: die Energiedichte g hat die gleiche Einheit wie der Druck. Eingehen-
dere Uberlegungen zeigen, dass Druck immer mit einer Energiedichte, und Ener-
giedichte mit Druck verbunden ist.

Merken Sie sich die Identitat:

Energiedichte =Druck

7.2.3.1. Wirkung auf Korper

Eine Druckénderung Ap bewirkt eine Volumenénderung.

AVV —f=AlnV (7.2.3)
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Lokal bewirkt eine Volumendnderung AV eine Dichtednderung Ap.

0 = 2 =—Alnp (7.2.4)
p

(Wenn das VOLUMEN abnimmt, nimmt die Dichte zu.)
Die Dichteédnderung ist proportional zur Druckdnderung

1
Ap=—-KO§=——0 (7.2.5)
K

K heisst Kompressionsmodul. Seine Einheit ist 1 Pascal = 1Pa =1 % Wir haben
weiter

1dV  1d
===k (7.2.6)
Vidp pdp
# heisst Kompressibilitat. Thre Einheit ist 5= = %2

7.2.3.2. Hydraulische Presse

Versuch 53: @ Versuch zur Vorlesung:
Hydraulische Presse (Versuchskarte MF-008)

11
[ 4 |

Abb. 7.14.: Hydraulische Presse. Kréifte bezogen auf die Wirkung auf die Aus-
senwelt

Wir haben
F=pA;
Fy =pA,

und E_R .
A Ay o
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Bemerkung: Die Wirkung von hydraulischen Pressen kann sehr gut mit virtuellen
Verriickungen berechnet werden.

7.2.3.3. Druckarbeit

fj
N
S

Z

Abb. 7.15.: Druckarbeit

Das Differential der Druckarbeit ist

dW = Fdx = pAdx = —pdV (7.2.8)
da daAdx = —dV ist. Also ist die geleistete ARBEIT:
W= — /pdV _ /fa'Vpdp (7.2.9)

Andert sich V' wenig, so ist die Druckarbeit

1
W = V/Kpdp = gﬁV (pg — pf) (7.2.10)

7.2.4. Schweredruck

Versuch 54: @ Versuch zur Vorlesung:
Hydrostatischer Druck (Versuchskarte MF-009)
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/ A/

(1)

Abb. 7.16.: Berechnung des Schweredruckes

Wir berechnen die KRAFT bei (1). Die MASSE des verdrangten Wassers ist Ahp =
m. Die daraus resultierende Gewichtskraft betragt F' = mg = Ahpg. Also ist der
Schweredruck des Wassers

F
= = 211
D hpg (7 )

unabhéngig von A. In einem Meter Tiefe ist der Schweredruck 10 kPa, das heisst
es ist unmoglich mit einer Schnorchel von 1m Léange zu atmen. Der Schweredruck
hangt nur von der Fliissigkeitshohe ab, nicht jedoch vom Querschnitt der Flissig-
keitssaule. Deshalb steht in kommunizierenden Rohren das Wasser iiberall gleich

hoch.

7.2.4.1. Auftrieb

Versuch 55: @ Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb (Versuchskarte MF-001)

Oberflache

P ﬁll h

A
PK I

Abb. 7.17.: Auftrieb in Fliissigkeiten
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Wir betrachten einen untergetauchten Wiirfel. Die KRAFT von oben ist
Fy = —pghA
Die KRAFT von unten ist
Fy=4pg(h+10)A

Also ist der Auftrieb

Salopp gesagt, ist der Auftrieb die « Gewichtskraft der verdrangten FLUSSIGKEIT».
Ein Korper schwebt im Wasser, wenn

Fy = Fg (7.2.13)
ist.
7.2.4.2. Schwimmen
Oberflache lBK
Fy /
[V,
p S
B

Abb. 7.18.: Schwimmen

Wenn pg < p ist die Gewichtskraft Fy, = pxlAg. Die Auftriebskraft ist hingegen
F4 = phAg. Der Korper schwimmt, wenn die Auftriebskraft gleich der Gewichts-
kraft ist (F4 = F,). Dann ist

pxl Ag=phAg (7.2.14)
und der Korper taucht bis zu
h=¢. 0K (7.2.15)
p

ins Wasser ein.

7.2.4.2.1. Wann schwimmt ein Korper stabil?
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Versuch 56: @ Versuch zur Vorlesung:
Schwimmende Prismen: Schwimmlage von homogenen Korpern
(Versuchskarte MF-045)

Oberflache

Abb. 7.19.: Stabilitdt eines schwimmenden Korpers

Sei S der Schwerpunkt des Korpers. S sei der Schwerpunkt der verdrangten FLUS-
SIGKEIT. Solange der Korper schwimmt ist F'y = —F . Die beiden Kréfte bilden
ein Kraftepaar und damit erzeugen sie ein DREHMOMENT

M=RxF, (7.2.16)

Dieses DREHMOMENT richtet den Korper auf. Wenn S unter Sg liegt, ist die
Schwimmlage stabil. Wenn S iiber Sg liegt, hangt die Stabilitdt von der Lage des
Metazentrums M ab.Das Metazentrum ist durch die Schnittlinie der Mittellinie
des Korpers und der Verlangerung von F'4 gegeben. Die Schwimmlage ist stabil,
wenn M tber S liegt.

7.2.4.3. Ardaometer

Versuch 57: @ Versuch zur Vorlesung:
Auftrieb: Ardometer und Batteriesauretester (Versuchskarte MF-
057)
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Abb. 7.20.: Araometer

Mit einem Ardometer misst man die Dichte einer FLUSSIGKEIT (Schnapswaage).
Wir haben

m=p(Vo+A-h)
m W

T Ap A

7.2.5. Gasdruck *

Das GESETZ VON BOYLE-MARIOTTE lautet

&
V=" 7.2.17
) (7.2.17)

Damit es anwendbar ist, brauchen wir

e eine hohe Temperatur

¢ cine kleine Dichte

¢ hangt von der Temperatur 7" und der Anzahl Molekiile ab. Bei T' = 0°C' ist das
VOLUMEN eines Gases

V=224— .- (7.2.18)

wobei m die MASSE des Gases, M die Molmasse, V' das VOLUMEN in Litern und
p der Druck in bar ist. Bei langsamen Zustandsénderungen ist die ISOTHERME
KOMPRESSIBILITAT

1dV_1c 1

isotherm) — — Y, 3. — x5 o — _ 7.2.19
Flisotherm) = "V ap Vi T p ( )
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7.2.6. Atmospharendruck

Der Luftdruck kann mit einem Barometer gemessen werden.

-A

~

Abb. 7.21.: Quecksilber-Barometer

A-h-puyg

A
Unter dem Normaldruck versteht man einen Druck von 760 mmHg (Quecksilber-
sdule). Die Einheit mm Hg bezeichnet man nach Evangelista Torricelli mit Torr. Der

Normaldruck ist also auch 760 Torr. In SI-Einheiten ist der Normaldruck 1013 hPa,
was der alten Einheit Atmosphére 1 Atm entspricht.

7.2.6.1. Hohe der Atmosphare bei konstanter Dichte *

Die Dichte der Luft bei Umgebungsbedingungen ist

k
pr=1.29-2
m
mit
pgh = paim (7.2.21)

bekommt man N
h:pAtm -~ 10105?

~ ~7.7-103 7.2.22
sg 103 -1.3 % o ( )

Aber: Gesetz von Boyle-Mariotte

=p=c-p (7.2.23)
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Ah Ap

Abb. 7.22.: Druckinderung mit der Hohe

mit p’ < p folgt

und p
p
e N
o p(h)
Nun ist aber
p __Po
— = const = —
p Do
wobei pg, pg auf Meereshohe gemessen werden.
Also ist p
0
p(h) ="—=p(h)
Do
und
b _
dh Po
Die Losung ist
p=poe "
Wir setzen ein und erhalten
Apge 4 = 22 gpen
DPo
oder
A="
Po
Also o
b= Poe_m%

(7.2.24)

(7.2.25)

(7.2.26)

(7.2.27)

(7.2.28)

(7.2.29)

(7.2.30)

(7.2.31)

(7.2.32)

Diese Gleichung heisst isotherme Barometerformel. Sie ist eine Ndherung, da wir
die Temperatur als konstant angenommen haben ebenso wie den Feldvektor des

Gravitationspotentials g (h) = go = const.
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7.2.7. Druck als Potential *

Der Druck p (r) sei eine skalare Funktion des Ortes

Behauptung:
Fy(r)=—grad (p(r)) (7.2.33)

Fy (r) ist die Volumenkraft. Das ist die resultierende KRAFT auf die Oberflache
des Volumenelements, dividiert durch das VOLUMEN dieses Elements.

Beweis

4 —AF(z+ Az) = —Ax - Ay - p(z + Az)

Abb. 7.23.: Druck auf ein Volumenelement

also
—AF (z4+Az)+ AF (2) = = (p(z+ Az) —p(2)) Az - Ay
=—— Az -Az-Ay

= LAV (7.2.34)

Daraus folgt die Behauptung.

Eine andere Moglichkeit des Beweises ist: Wéhle ein Volumenelement AV mit der
Oberfléchen Aa

AFy= | dF = | —p-nda= | grad (—p)dV (7.2.35)
Jrr=fmmes]

Aa

Beispiel: Wasser:
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lﬁ
ILF

Abb. 7.24.: Krafte auf ein Volumenelement Wasser

\ 4

p(r) = —pPH20 " %9

r=(x,y,2)
grad (p(r)) = — (0,0, pu20g)
Fy = (0,0, pa209)

kg m

— (0,0,1000== - 102
m S

N
_ 4
- (0,0,1-10 m3> (7.2.36)

Der Druck ist also das Potential zur Volumenkraft

() = p(ro) — / F, (r)dr (7.2.37)
o
potentielle Energie <> GRAVITATIONSKRAFT
Gravitationspotential <> Feldvektor der GRAVITATION
Druck < Volumenkraft

Tab. 7.2.: Analogie zwischen Gravitation und Druck

Daraus folgt:

e Volumenkraft ist wirbelfrei

« Die Fliissigkeitsoberfliche ist eine Aquipotentialfliche, das heisst, grad p
steht senkrecht zur Oberflache
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7.3. Oberflachenspannung

Versuch 58: @ Versuch zur Vorlesung:
Druck in Seifenblasen (Versuchskarte MF-060)

Innen Oberfliche

Nettokraft in das Innere

Krdfte sind isotrop verteilt der Fliissigkeit

Impulsiibertrag an die
Oberfliche

Streuung an

der Oberfliche
Isotrope Stosse

Abb. 7.25.: Molekulares Bild der Fliissigkeit. Links das Innere, rechts die Ober-
flache. Obere Zeile: Kohéasionskriafte an der Oberfliche sind nicht
gleichverteilt. Untere Zeile: Stosse mit der Oberflache erzeugen eine
nach aussen gerichtete Kraft.

Im Inneren einer Flissigkeit (oder eines Gases) sind die anzichenden Kréfte (auch
KOHASIONSKRAFTE genannt) isotrop verteilt. Es gibt auf ein bestimmtes Atom
keine Nettokraft. Kohésionskréfte sind kurzreichweitig. Mehr als iiber zwei bis vier
Atome oder Molekiile reichen sie nicht. Ebenso sind im Inneren der Fliissigkeit oder
des Gases die Stosse und die Impulse isotrop verteilt. Die Stosse ergeben also im
Mittel keine Kraft. Dabei ist die Standardabweichung nicht null: dies fithrt zur
BROWNSCHEN BEWEGUNG.

An der Oberflache einer Fliissigkeit existieren mindestens zwei, im Gravitationsfeld
drei Kréfte.

1. Die Kohésionskrafte auf Oberflichenatome oder Molekiile sind nicht mehr
isotrop verteilt. Die nach aussen ziehenden Anteile fehlen, so dass Netto eine
nach innen zeigende Kraft existiert.

2. Stosse an der Oberfliche sind nicht isotrop verteilt. Wie beim Stoss eines
Balls mit der Wand iibertrégt jeder Stoss eines Atoms oder Molekiils mit
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der Oberfliche eine Impulsinderung in der Zeit At auf die Oberfliche, iibt
also eine Kraft aus.

3. Wenn aussere Kréifte wie die Gravitation vorhanden sind, miissen sie bertick-
sichtigt werden.

Da die Oberfliche in Ruhe ist, miissen die drei Krafte im Gleichgewicht sein.
Die aus dem Impulsiibertrag resultierende Kraft nach aussen muss also gleich der
Kohésionskraft und, eventuell, der Gravitation oder anderer dusserer Krafte, sein.
Da die Oberfliche stabil ist, bedeutet dies auch, dass die potentielle Energie eines
Atoms oder Molekiils im Inneren tiefer liegen muss als ausserhalb der Fliissigkeit.
Dies kann auch so verstanden werden, dass fiir jedes Teilchen im Inneren im Mittel
N Kohasionspotentiale (alle < 0!)aufsummiert werden miissen, wahrend an der
Oberfliche nur Ng < N Potentiale zum Summieren vorhanden sind. Die Summe
aller Kohasionspotentiale an der Oberflache ist also weniger negativ als im Inneren.
Der Energieunterschied pro Flache ist dann die Oberflaichenenergie.

Diese Oberflichenenergie kann berechnet werden, wenn man annimmt, dass die
Stosse mit der Oberfléche unverdnderlich eine konstante nach aussen gerichtete
Kraft erzeugen. Schiebt sich nun ein Molekiil M an die Oberflache, so leistet es
die ARBEIT W, (M) gegen F'g. Damit wird

Es(M) = Wiy (M) (7.3.1)

Der Index S bezeichnet dabei die Oberfliche (surface). Die gesamte Energie der
Oberflache wird berechnet, indem aufsummiert (oder integriert) wird.

Die potentielle Energie der gesamten Oberfliche A (eventuell berandet) ist mi-
nimal, wenn die Oberfliche minimal ist. Die Gesamtenergie Fg hingt mit der
Oberflache A und der OBERFLACHENSPANNUNG o0g wie folgt zusammen:

Die Einheit der OBERFLACHENSPANNUNG 0oy ist [%}
Wenn n - A Molekiile an der Oberfliche sind, gilt

1
deffZ

Dabei ist n = L - die Fléchendichte der Molekiile, d. ;¢ der effektive Durchmesser
eff

eines Molekiils und Fg (M) die ARBEIT, die bendtigt wird um ein Molekiil gegen
die Oberflachenkraft an die Oberflache zu bringen (siche Gleichung (7.3.1)).

7.3.1. Anwendung: Kraft eines Fliissigkeitsfilms

Versuch 59: @ Versuch zur Vorlesung:
Oberflachenspannung: Messung mit Ring (Versuchskarte MF-063)
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Ay

Flﬁssigkeitsfﬂm
/
< N

Abb. 7.26.: Berechnung der KRAFT eines Fliissigkeitsfilmes

1. Der Fliissigkeitsfilm hat 2 Oberflachen.

2. Die Verschiebung der Grenze um Ay benétigt die ARBEIT
AF - Ay =2AFg =05 -2AA =205bAy (7.3.4)

und

AF = 204b (7.3.5)

Pro Flissigkeitsoberfliche wirkt auf die Breite Az die KRAFT.

AFS = OsACL’ (736)

Abb. 7.27.: Tropfenzihler

Der Querschnitt ist 27r. Das KRAFTEGLEICHGEWICHT verlangt, dass die auf-
wartsgerichte KRAFT der Oberflichenspannung gerade das Gewicht des Tropfens
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263 7.3 Oberflichenspannung

kompensiert. Ausser an der Berandung kompensieren sich alle Krafte.

2rros = Vpg (7.3.7)
Also ist 9
v= 08 (7.3.8)
PryY

Also kann man mit der obigen Physik einen Tropfenzahler beschreiben.

7.3.2. Freie Oberflachen

Versuch 60: @ Versuch zur Vorlesung:
Oberflachenspannung: Minimalflachen bei Seifenlamellen (Versuchs-
karte MF-065)

Si

po + Ap

Ry

Do

Abb. 7.28.: Kriimmungsradien bei einer freien Oberflache

Die Oberfléche ist charakterisiert durch 2 Krimmungsradien R; und R,

Behauptung
1 1 Ap

i 7.3.9
Rl RQ 20’5 ( )

Beweis fiir eine Kugel
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po + Ap

Po

Abb. 7.29.: Oberflichenspannung und Druck in einer Kugel

Wir haben eine Aquatorialfliche A und einen Aquatorialumfang U. Die Druckkraft
ist Ap - A, die Oberflichenspannung am Umfang 205U (da wir 2 Oberflaichen
haben!)

Also

ApA = 20'5'U
AprR? = 205 - 2R
2 Ap 1 1

Z = 4+ — 7.3.10
R 20’5’ R1 * RQ ( )

da bei der Kugel R; = Ry, = R ist.

Beispiel: Seifenblasen.
Die kleinere Seifenblase hat den grosseren Druck (gilt auch fiir Luftballons, wieso?)
Freie nicht geschlossene Oberflichen sind Minimalfldchen mit

1 1
—+ —=0 7.3.11
R, * Ry ( )

Da der Kriimmungsradius R~ o % ist, gilt auch

oo
ox2  Oy?

0 (7.3.12)

7.3.3. Benetzende Fliissigkeiten, Kapilaritat

Versuch 61: @ Versuch zur Vorlesung:
Kapillarwirkung bei Keilktvette (Versuchskarte MF-061)
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2r

—
Benetzte
Wand
P
........... e A
— T T s._______Ah_
h

Abb. 7.30.: Benetzende Fliissigkeiten

Steigt die FLUSSIGKEIT um Ah wird das Volumen V' = 7r?Ah iiber den Spiegel der
Flissigkeit ausserhalb der Kapillare gehoben. Die Gewichtskraft dieses Volumens
V muss von der Oberflichenspannung entlang des Umfangs 27r getragen werden.

Feraviation = Fs (am Umfang) (7.3.13)
- Ah-p-g=o0g- 27T (7.3.14)
und 5
AR = 298 (7.3.15)
rpg
Bei Nichtbenetzung beobachtet man eine Kapilardepression (Beispiel Glas und
Quecksilber).

Wann immer zwei beliebige Substanzen sich beriihren, existieren Grenzfléchen-
energien.

2 Flussigkeit

Abb. 7.31.: KRAFTEGLEICHGEWICHT an der Grenzfliche

Fir benetzende Fliissigkeiten ist o935 negativ. Da die Randlinie sich nicht bewegt,
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muss
0192 cos 6 + 093 = 013 (7316)

sein. Fiir die Grenzflichen zwischen Fliissigkeit und Dampf sowie zwischen Fliis-
sigkeit und Wand ist die Begrenzung oben, die Oberflaichenspannung zeigt nach
unten. Fiir die Grenzflaiche Wand-Dampf zeigt die Grenzflache nach oben. Umge-
schrieben erhalten wir

012 cosf = 013 — 023 (7317)

Wenn 013 — 023 > 071 ist, miisste |[cos#| > 1 sein. Es gibt deshalb einen reellen
Winkel 6 und kein Kréiftegleichgewicht. Die FLUSSIGKEIT kriecht deshalb die Wand
hoch.

Wenn 93 > 013 > ist, das heisst, wenn 013 — 093 < 0 ist, steigt der Fliissigkeitss-
piegel am Rande nicht an, sondern wird nach unten gedriickt. Der Randwinkel 6
ist dann 6 > 7. QUECKSILBER in einem Glasgefiss zeigt dieses Verhalten.

7.3.3.1. Adhasions-und Kohasionskrafte

An der Grenze wo Luft, Flissigkeit und die feste Wand sich beriihren miissen die
Adhéasions- und Kohésionskréfte im Gleichgewicht sein. Die ADHASIONSKRAFTE
beschreiben die Krafte zwischen der Fliissigkeit und der festen Wand. Die Adhési-
onskréifte zwischen dem Dampf und der Wand werden vernachléssigt. Die Fliissig-
keit selber wird durch KOHASIONSKRAFTE, die anziehenden Kréfte zwischen den
Molekiilen, zusammengehalten.

Fir ein Molekiill an der Grenzlinie gibt es die Adhésionskraft zur Wand. Die-
se Kraft F,4, steht senkrecht zur Wand. Die Kohésionskréifte werden durch die
anderen Fliissigkeitsmolekiile aufgebracht. Die resultierende Kohésionskraft F,
muss entlang der Winkelhalbierenden zwischen der Tangente zur Oberflache und
zur Wand liegen. Da die Oberfliche keine Scherkraft aufnehmen kann, muss die
resultierende Kraft senkrecht zur Flissigkeitsoberflache liegen. Wir beobachten

» Bei benetzenden Oberflichen ist an der Grenzlinie |F'y,| < |F qn|.

« Bei nicht benetzenden Oberflichen ist an der Grenzlinie |Fy,| > | F yan|.

benetzend

—

El(]

N

nicht benetzend

Abb. 7.32.: Kohision und Adhésion bei Benetzung und ohne Benetzung
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Der Grenzwinkel 6 zwischen der Fliissigkeit und der Wand (in der Fliissigkeit!)
kann mit dem folgenden Ansatz ausgerechnet werden. Wir legen die x-Achse hori-
zontal nach rechts, die y-Achse nach oben. Die auf ein Teilchen an der Grenzlinie
im Winkel 6 wirkende Kohésionskraft kann mit der Kohésionskraft im Inneren (in
einer Ebene) als

0
Fkoh(e) = Fko,i’rmen% = Flgohg

geschrieben werden. Dabei haben wir angenommen, dass die Randlinie nur wenig
gekriimmt ist. Abbildung 7.33 illustriert diese Uberlegung.

Winkelanteil
0

2T

Abb. 7.33.: Illustration des Winkelanteils der wirkenden Kohésionskraft an der
ganzen Kohasion entlang einer Benetzungslinie.

.9
sin ¢
F,,=F .0 2
ko koh —COS%

—1
Fadh:Fadh< 0 )

Fres:Fres< _COSQ>

—sin 6

Wir kénnen mit dem Kréftegleichgewicht, das heisst der resultierenden Kraft 0,
fir die z-und y-Richtung zwei Gleichungen aufstellen

Fk’o,x + Fadh@ = Fres,x
Fko,y = Fres,y (7318)

Eingesetzt haben wir

F},,0sin 37 Fogp = —F,.ccos@
0
—F] .0 cos 5= —Fessinf (7.3.19)

Aus der zweiten Gleichung in Gleichung (7.3.19) bekommen wir mit sin § = 2sin £ cos
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F .0
Fres = _koh ] (7320)

2

2sin

Wir multiplizieren das Resultat aus Gleichung (7.3.20) mit QSing in die erste
Gleichung aus Gleichung (7.3.19) ein und erhalten

0
2 sin? iFres — Foun = —F,e5cosf

0 0 0
2sin? = F.os — Fogp = — Fhos |cos? = — sin® =
2 2 2

0 0
Fres [COSQ 3 + sin? 21 = F,un
Fres = Ladh (7321)

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: Der Betrag der resultierenden Kraft hangt
nur von der Adhésionskraft ab, nicht aber von der Kohéasionskraft.

Wir setzen das Resultat aus Gleichung (7.3.21) zurtick in die Gleichung (7.3.20)
ein und erhalten die transzendente Gleichung

6
2sin 5 Fadh = F];Ohe (7322)

Diese Beziehung ist in Abbildung 7.34 gezeigt. Die Auflosung der Gleichung nach
0 ist analytisch nicht 16sbar.

Kohésion und Adhasion
1.002

1.000

0.998

0.996

koh/FAdh

. 0.994

F

0.992

0.990

0.988 L
0

Abb. 7.34.: Abhéngigkeit des Verhéltnisses von Adhésion und Kohésion vom
Benetzungswinkel 6.

Wenn wir annehmen, dass 6 = 7 + df ist mit |df| < 1, so erhalten wir

2Fan — ZF)
do = Q dh 2 Aok (7.3.23)
%5 Faan — Fiop
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Diese Gleichung gilt nur da wo Fj_, ~ 0.9003 F,g, ist

7.4. Stromungen

7.4.1. Beschreibung von Stromungen

Versuch 62: @ Versuch zur Vorlesung:
Laminare Stromung: Kleiner Stromungsapparat (Versuchskarte MF-
012)

Abb. 7.35.: Vektorfeld der STROMUNG

An jedem Punkt hat die GESCHWINDIGKEIT v (1) einen Betrag und eine Richtung.

Das Vektorfeld v (7) ist durch Stromlinien charakterisiert. Wenn v () nicht von
der Zeit abhéngt, heisst die STROMUNG stationar.

Bahnlinien: Bahn eines Teilchens

Bei stationaren Stromungen sind Bahnlinien und Stromlinien identisch. Inkom-
pressible Stromungen sind Stromungen mit konstanter Dichte p.
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7.4.1.1. Fluss

1

Abb. 7.36.: Fluss

Der Fluss ist definiert als

d¢ = pv cos adA (7.4.1)
oder
dp =pv-dA (7.4.2)
Die Integralform lautet
¢ = / pvdA = / jdA (7.4.3)
A A

wobei A beliebige Fliache (auch gekriimmt) und j = pwv die Stromdichte ist (analog
zum elektrischen Strom). Bei einer geschlossenen Fliche fliesst netto ein Medium
heraus, wenn eine Quelle im VOLUMEN ist.

dz

—
d®, = —pv, () dydz d®s = pv, (z + dz) dydz

=p (vx(m) +

ov

8:: d:z:) dydz

dy

dx

Abb. 7.37.: Berechnung der Divergenz

Wir haben
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d¢1 = —pPUg (aj)
dopy = pvg (x + dx) dydz
. (Um () + %‘g d;v) dyd:
Netto: 5 5
diy + doy = pv, () 7 dedydz = p 2 dV = do,
ox ox
ebenso:
ov
do, = p—=2dV
¢y pay
ov
do, = v 7.4.4
¢z =P (7.4.4)
Der Nettofluss ergibt sich zu
ov ov ov
dp =d d do, = e “1d 4.

Ohne Quelle ist d¢p = 0, d.h. die Grosse
ov,  Ov,  Ov,
=+ 2+

di 4.
v () Jdr Oy 0z (7.4.6)
ist gleich null.
Die DIVERGENZ beschreibt die Quellen und Senken in einem Fluss.
Wenn div (v) # 0 ist, so muss sich die Dichte an dieser Stelle d&ndern
d¢ = pdiv vdV = — pdV (7.4.7)
oder
pdive =—p (7.4.8)
Dies ist die Kontinuitatsgleichung.
pdiv v = div 3 heisst Quelldichte.
Eine quellenfreie inkompressible STROMUNG hat iiberall div v = 0.
Es gilt:
¢ = H pvdA = — fﬂ pdvV = fﬂ pdivvdV  (7.4.9)
A V v

Fluss durch A («Materialmenge») Anderung der Dichte

Der Satz von Gauss besagt

H vdA = ﬂf div vdV (7.4.10)
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Y

TTTfA fA_v¢
t Y
TTT*A b vy

mitbewegtes Bezugssystem
Vom Ufer aus mit raumfester Orientierung

\ 4

Abb. 7.38.: Geschwindigkeitsgradient und Rotation

Wenn die STROMUNG inhomogen ist, werden mitgefiihrte Teilchen gedreht.

Wasser stromt mit :I:F%‘ am Wiirfel vorbei. Wir haben ein Gleichgewicht, wenn

ov,  Ovy
— = 4.11
Y2 T o oy (7 )

w zeigt in die z Richtung. Im Allgemeinen ist

w:<5%_%@%_9%3%_8vz> (7.4.12)

mit rot = (a%’a%’%> X wird
rot v = (%, 8%, %) x v die Rotation des Vektorfeldes v(r,t).
Es gilt dann
j{vds = /rot vdA (7.4.13)
—— —_—
Bahnkurve s von s berandete Fliche

Falls rot v = 0 ist kann v aus dem Geschwindigkeitspotential U abgeleitet
werden.

v=—grad U (7.4.14)
Dann gilt rot v =0

Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt

divev =—div grad U =—-AU =0 (7.4.15)

Wir haben also drei unterschiedliche physikalische Phanomene, die durch die glei-
che Mathematik beschrieben werden:

STROMUNG +— GRAVIATION <— ELEKTROSTATIK
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7.4.2. Lokale und totale Ableitungen *

Am
| . Am S(t+At)

r(t+At)
S*: Laborsystem
S: mitbewegtes System,
folgt Am S*

Abb. 7.39.: Mitbewegtes System

Sei §* das Laborsystem, S das mitbewegte System,das Am folgt. Seien s* lokale

zeitliche Ableitungen und s totale zeitliche Ableitungen

Das 2. Newtonsches Gesetz beschreibt die Bewegung von Am, aber nur in S (¢)

(in S* betrachtet man Volumina, nicht Massen)

Also ist F d
v .
Lokale Ableitung:
r ist in S* fest
dp 0 0
a - ap (’I",t) - ap (%Z/;Z’t)
ov 0 0
5 = 5Y (r,t) = pTad (x,y,2,t) (7.4.17)
Totale zeitliche Ableitungen
In S (t) beschreiben die physikalischen Grossen das gleiche Teilchen.
r=rt)=(z(),y),z(1) (7.4.18)
wobei z (t) die Koordinaten in S* sind
p=p(r(t),t)=plxt),yt),z )7
v=v(r(t),t)=v(z(t),y(t),z(t)t) (7.4.19)
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Ableitung: totale Ableitung auf der Bahn r ()

dp  d
= Lp@(t),y (1), 2 (1)1
dv
= —0 7.4.20
" (7.4.20)
Zusammenhang:
Dichte
4,9 + (grad p)-v (7.4.21)
dtp atﬁ g P 4.
Bewels: i 9p 9r 9p Oy 0p 0z O
14 T 14 Y 14 z P
v vl e - 7.4.22
i’ o ot Yoy ot To: ot o (7.4.22)
qed.
BESCHLEUNIGUNG:
dv  Ov ov 1,
T (grad v)v angrad (2'0 ) — v X rot v (7.4.23)

7.4.2.1. Kontinuitatsgleichung

Grund Massenerhaltung

@—l-le(

o o) =2 4 div v=0 (7.4.24)

ot

Beweis: Ortsfests VOLUMEN
AV = Az - Ay - Az
5(Am) = Az-Ay- Az - gt <z 4 ;Az> 5t
=—p(z+Az) v, (z+ Az)0tAxAy + p(2) v, (2) - 6t - Ax - Ay

6(§tm) _ AxAyAthP(Z) _ _W.AZ.Ax.Ay
dp(z) 0
5 = g P(D)v:(2) usw. (7.4.25)

274 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



275 7.4 Strémungen

A/

Stromlinien T~

Abb. 7.40.: Stromlinien in einer inkompressiblen FLUSSIGKEIT

Die Stromlinien durch A definieren einen Schlauch, die Stromrohre, die keinen
Austausch mit der Umgebung hat. Also ist in einer inkompressiblen FLUSSIGKEIT

A1U1 == AQ’UQ (7426)

Dies ist die makroskopische Kontinuitatsgleichung.

7.4.2.1.1. Stationdre Stromung Sei % = 0. Dann ist die Dichte % = (grad p)-
v und die Kontinuitatsgleichung div (pv) = 0.

d 1
a= d—:: = grad (2122) — v X rot v (7.4.27)
Im Stromfaden gilt
Aiprvy = Agpavg = const (7.4.28)

Inkompressible Fliissigkeiten

dp _0p _
dt ot
div v=0 (7.4.29)

dann gilt : Ajv; = Asvs = const.
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7.4.3. Innere Reibung

/ Flache A

A

—>
e
<

I '

Abb. 7.41.: Innere Reibung in einer FLUSSIGKEIT

Molekiile haben am Rand im Mittel die GESCHWINDIGKEIT der Wand.
v (z) ist parallel zur Wand.

Fiir die KRAFT gilt
v
F =nA— (7.4.30)
z

[n] = N3 heisst Viskositit (SCHERVISKOSITAT)
m

Beispiel:

Wasser bei 20°C: 1.8 - 1073 X5
Glyzerin 1 %

Allgemein:

F=npA— 7.4.31
nA— ( )

wobei A klein sein soll.
Temperaturabhangigkeit:

Molekiile miissen ihren Platz wechseln (— Bolzmannstatistik)

b
— — 4.32
1) = T)oo €XP <T> (7.4.32)
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7.4.4. Laminare Stromung

Abb. 7.42.: Fotografie einer laminaren Stromung von Regenwasser auf dem Ge-
lainde der Universitat Ulm.

Abbildung 7.42 zeigt, wie Regenwasser laminar fliesst. Das Wasser aus unterschied-
lichen Bereichen tragt unterschiedliche Schwebestoffe mit. Deren Farben zeigen die
laminare Stromung.

Fy

P

Abb. 7.43.: Viskose Stromung um einen Quader

Laminare Stromlinien sind dadurch charakterisiert, dass benachbarte Stromlinien
benachbart bleiben (Beispiel: Blut)

iF, = 2| aya:
ox .
ov ov 0*v
dFy =1 —| dydz = — ——dx | dyd
2 77(‘9:102 yaz =1 8x1+0x2 v)ayas
) 9%*v
dFr =dF| + dF, = n_3x2 dxdydz = ’r]—ax2 dv (7.4.33)
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Allgemein:
v v 0w
dF p = d 4.34
R n<8x2+32y2+8222> |4 (7.4.34)
oder IF
die Volumenkraft der Reibung.
Die Druckkraft ist
Ip Ip
dF, = pdydz — (p + &pdx> dydz = —%dV (7.4.36)
also
Fy, = —gradp (7.4.37)

Fy,, und F'y, beschreiben die Dynamik

7.4.4.1. Stromung durch einen Spalt *

'y
h 4

Abb. 7.44.: STROMUNG durch einen SPALT

v =0 an der Wand
v = vg in der Mitte
Z—Z = Reibungskraft Fr = 25577%
Druck: F), = 2zb(2
dv 1d
= v (z) ist eine Parabel

Am Rand ist v =0
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7.4.4.2. Rohrstromung

Versuch 63: @ Versuch zur Vorlesung:
Hagen-Poiseuille-Gesetz: Kapillaren mit verschiedenen Durchmes-
sern (Versuchskarte MF-033)

RN

[E———

N~

Abb. 7.45.: Rohrstromung

Am Rand ist die Geschwindigkeit null, v = 0.

d
Fr = 27r7“€77d—v
r

Fp = 7T7”2 (pl _pZ)

also
CLU _ p1— P2T
dr 2nt
P1— D2 2
= = vy —
v =y Il T
und
P1— D2 2
= R
0 4dnt
infinitesimal

Volumenstrom: dV = 2xrdr - v (r)

also:
_ ™ (p1 — p2) ™ dp
V= / omr (r)dr = T PL " P2 gt T AP b (7.4.38)
/ 8nl 8ndz
Das ist das Gesetz von Hagen-Poiseuille, wobei 3—5 = —87]% und (v) = WLRQ

Der Stromungswiderstand ist: %
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7.4.4.3. Druck und Volumenstrom
Druckkraft F, = 7R? (p; — pa) = %V

7.4.4.4. Stromung um Kugeln

' 'y

Abb. 7.46.: STROMUNG um eine Kugel

Die Kugel hat im Abstand r keinen Einfluss mehr auf die STROMUNG

Oberflache: 47?2

d
F~ nd—z CA = —77%47?7‘2 ~ —4dmnor

Genauer erhilt man

F = —6mnor (7.4.39)
das Stokes-Gesetz.
7.4.4.5. Prandtl-Grenzschicht
nicht laminare . Grenzschicht laminar
Stromung ——Y 5 Dicke D
//—\
Korper
Oberflache A
I Lange /¢ I

Abb. 7.47.: PRANDTL-GRENZSCHICHT

280 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



281 7.4 Strémungen

Reibungskraft: Fr = nAJ
Verschieben um ¢: §
W=Fg-t=nApt (7.4.40)

KINETISCHE ENERGIE in der GRENZSCHICHT:

D
1 z 2 1
B =] [t (0 27) = L .
2 20 pdz (v D 6Ava (7.4.41)

mit W = E};,, wird

D= %"
pv

Reynolds-Kriterium
D/

14
= =>1

D
pul? pvl
\ e = > 1 4.42
6nt 67 > (7 )

¢
Re = p:; > 1 (7.4.43)

dabei ist ¢ eine typische DIMENSION und v die mittlere GESCHWINDIGKEIT.
wenn

e Re > 1: turbulente STROMUNG mit laminarer GRENZSCHICHT

+ Re <« 1: laminare STROMUNG (GRENZSCHICHT macht keinen Sinn)

Allgemein gilt: Es gibt fiir jede GEOMETRIE eine kinetische REYNOLDSZAHL. Reg
mit

Re > Rey,;+ = turbulent
Re < Rey,;y = laminar (7.4.44)

Bemerkung:
Stromungen mit der gleichen REYNOLDSZAHL sind ahnlich = WINDKANAL

Bei D < (ist Fp = nA% = Ay/12

Fr ist etwa der Mittelwert aus

o Stokessche Reibung ~ nuvf laminare Stromung

« Newtonsche Reibung ~ ¢?pv? turbulente Stréomung
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7.4.5. Bewegungsgleichung einer Fliissigkeit *

Neben der SCHERVISKOSITAT existiert noch die VOLUMENVISKOSITAT (

F~ 1dp d
_ — (2 = —¢21 7.4.45
A Sat™t T Sg e (7.4.45)
Dabei ist ¢ die VOLUMENVISKOSITAT.
Das Gesetz von NAVIER-STOKES lautet

*

g N =

d—v— 8—U—I— radv—2 v X rot v
Par =P\ ar T 89

=Fy — grad p+nAv+ (C—l—g) grad div v

4
=Fy — grad p—nrot (rot v)+ ((+ ;) grad div v (7.4.46)

Vereinfachungen:

o Reibungslose Medien: n =0, ( =0
= FEuler-Gleichung pf%’ =Fy — grad p

e Inkompressible Medien: div v =0
P%’ =F,— grad p—n rot rot v=F,— grad p-+nAv

« Potentialstromung: div v =0 rot v=0
v ’U2
p‘é—t =F,— grad p=pgrad %

7.4.6. Stromung idealer Fliissigkeiten

/\A) o
Axl AZCQ

Abb. 7.48.: Ideale STROMUNG

Bei einer idealen Stromung gibt es keine Reibung, die Stromung ist laminar.
Aus der Volumenerhaltung folgt

AlAIl = AQAJIQ = AV
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Die verrichtete ARBEIT ist

AWl = plAlA.ﬁL'l

und
AWy = paAsAxy

Wir erhalten als Energiebilanz

AW = AW, — AW, = AEy,

und damit

1
(p1 —p2) AV = §PAV (v% - U%)

Das ergibt nun

1
P+ Epvz = po = const (7.4.47)

Dies ist die BERNOULLI-GLEICHUNG.
Bei der GRAVITATION muss noch pgh beriicksichtigt werden (allg. E,)

7.4.6.1. Anwendung

Versuch 64: @ Versuch zur Vorlesung:
Bernoulli-Gleichung: Gesamtdruck, Staudruck, statischer Druck
(Versuchskarte MF-016)

Abb. 7.49.: Manometer

Ein Manometer misst nur den statischen Druck.
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/statischer Druck p

(7 \
_ )

Staudruck pg

Abb. 7.50.: Prandtlsches Staurohr

1
Po—p= 5’"’2 (7.4.48)

Versuch 65: @ Versuch zur Vorlesung:
Mariotte’sche Flasche: Ausstromgeschwindigkeit nach Torricelli
(Versuchskarte MF-046)

Do | |
Do
D O
h Po
|
v=0,Ap Ap=0,v v=0,Ap Ap=0,v

Abb. 7.51.: Ausstromen aus einem Loch. Links die Situation mit offener Ober-
flache, rechts die MARIOTTE’SCHE FLASCHE.

Der Umgebungsdruck ist py, am Ausfluss ist der Druck pg + Ap. Ap ist der Ge-
wichtsdruck der Fliissigkeit.

284 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) 0NN


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/MF/PDF/MF046V00.PDF

285 7.4 Strémungen

Spv” = Ap
2Ap

p

(7.4.49)

Bei Schweredruck Ap = pgh folgt v = \/2gh
Wenn v > m% = v, wird der statische Druck < 0

Es gibt eine DAMPFBILDUNG (KAVITATION).

7.4.7. Stromungswiderstand *

|

v

<<<

Abb. 7.52.: Stromlinie

Nach Bernoulli ist der Druck vorne und hinten gleich. Also gidbe es keinen Wider-
stand (Paradoxon von d’Alembert).

Abb. 7.53.: Reales Bild einer Wirbelstrasse

Def. Wirbel: Wenn ein «Boot» auf einem geschlossenen Weg angetrieben wird
Def. Zirkulation :

= jl{'vds = / rot v da #0 (7.4.50)
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\ 4

Abb. 7.54.: Potentialwirbel

v, =0 (7.4.51)

Vp = — (7.4.52)

Beim Potentialwirbel gilt:

rot v=0furr >0

rot v 2 0 fiir r < 0 }fur r # 0 existiert ein Geschwindigkeitspotential ¢ = 7. ¢

7.4.7.1. Druck und Druckgradient *

Nach Bernoulli:
1 V21

= _— — 2 = — RS —
p Do QPU Do p87r2 'F2

r(p 3
=0 fiir rg = — 2 7.4.53
p=Uvit =50 <2p0> ( )

d.h. fiir r < rg ist das Konzept des Potentialwirbels nicht sinnvoll.

Volumenkraft
rz r

Fv:—gradp:—Prﬂgrj

(7.4.54)

(nach innen gerichtet)
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7.4.8. Helmholtzsche Wirbelsatze *

Wirbelfaden Q

Abb. 7.55.: Helmholtzsche Wirbelsatze. Jeder Wirbel hat eine Linie, um die sich
im Inneren des Wirbels die Teilchen bewegen. Dies ist der WIRBEL-
FADEN.

Die Wirbelsdtze nach Hermann von Helmholtz fiir Medien ohne Viskositat lauten
nach F. Kneubiihl | ]

1. Satz Im Inneren eines Gases oder einer Fliissigkeit konnen keine Wirbel begin-
nen.

2. Satz Teilchen sind in einem Wirbel gefangen, sie konnen weder dazu stossen
noch sich aus dem Wirbel entfernen.

3. Satz Die ZIRKULATION
r— ]{v . ds (7.4.55)
Q

ist fir jeden Wirbelquerschnitt () senkrecht zum Wirbelfaden konstant (siche
Abbildung 7.55).
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8. Schwingungen und
eindimensionale Wellen

8.1. Schwingungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 141])

Wenn sich ein System nicht in seiner Gleichgewichtslage befindet, dann schwingt in
der Regel seine Position um diese Lage. Diese periodischen oder quasiperiodischen
Bewegungen werden Schwingungen genannt. Die Schwingungsform kann sinusfor-
mig sein (harmonische Schwingung) oder eine allgemeine Form haben. Mathemati-
sche Sétze sagen, dass jede periodische Bewegung in eine Summe von sinusférmigen
Bewegungen aufgeteilt werden kann.

¥
Versuch 66: @ Versuch zur Vorlesung:
Plastikfedern (Versuchskarte M-117)

8.1.1. Harmonische Schwingungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 379]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 141])

Gleichgewicht

Abb. 8.1.: Masse-Feder-System als Modell eines schwingungsfahigen Systems

Die KRAFT auf die MASSE ist durch
F=—kx (8.1.1)

gegeben, wobei k die Federkonstante ist. Durch diese KRAFT wird die MASSE
beschleunigt, so dass


https://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/M/pdf/M_117V00.pdf
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d2
F=—kxr=ma= mﬁ
Umgeschrieben erhalten wir die Bewegungsgleichung
d*x k

Die BESCHLEUNIGUNG ist also proportional zur Auslenkung. Traditionellerweise
wird die obige Gleichung auch als

Pr [k
ot ( ) =0 (8.1.3)

geschrieben. Die Bewegung ist periodisch mit der FREQUENZ v = 1/T, wobei T
die Schwingungsdauer ist.

Frequenzen werden in Hertz Hz = % gemessen. Die KREISFRE-
QUENZ w hangt iiber w = 27r mit der FREQUENZ v zusammen. Die
KREISFREQUENZ hat die Einheit &, darf aber nicht mit der FRE-
QUENZ verwechselt werden. Die EmheltHz ist allein fur die FRE-
QUENZ

Die Losung der Gleichung (8.1.3) ist
x = Acos (wt + 0) (8.1.4)
o A ist die AMPLITUDE der Schwingung

e w die KREISFREQUENZ

¢ § die Phase

Link zur Vorlesung: (Simulation der harmonischen Schwingung)

Versuch 67: @ Versuch zur Vorlesung:
Federpendel (Versuchskarte M-105)

Diese Losung wird durch die Simulation illustriert. Die Phase ist nur bis auf ein
ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmt (Eigenschaft der Winkelfunktionen). Die
Position beim Nulldurchgénge ist z(0) = A cosd.

Ist die BESCHLEUNIGUNG eines Gegenstandes proportional zu seiner
Auslenkung und dieser entgegengesetzt, so fithrt der Gegenstand eine
einfache harmonische Schwingung durch.
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Die GESCHWINDIGKEIT der MASSE ist

v = CZ = —Awsin (wt + 0) (8.1.5)

Die GESCHWINDIGKEIT bei t = 0ist v(0) = —Awssin d. Da von den drei die Schwin-
gung bestimmenden Grossen zwei, A und w unbekannt sind, reicht die Kenntnis
der Position zur Zeit t = 0 und der GESCHWINDIGKEIT zu dieser gleichen Zeit
aus, um die Schwingungsform zu bestimmen.

Die BESCHLEUNIGUNG ist

a= er_ — Aw? cos (wt + 6) (8.1.6)
Codrr o

Mit Gleichung (8.1.2) kann man schreiben

a=— <k> r=— <k> Acos (wt + ) — Aw? cos (wt + 6) (8.1.7)

m m

und damit

(8.1.8)

1 [k
v o= —\/—
2r\m
Ty = 2 % (8.1.9)

Die Schwingungsdauer hangt nicht von der AMPLITUDE ab (lineares
System).

8.1.1.1. Harmonische Schwingungen und Kreisbewegung

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 387])
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Y

Abb. 8.2.: Zusammenhang zwischen der Kreisbewegung und einer Schwingung

Da die Funktionen sinwt und coswt beide die SCHWINGUNGSGLEICHUNG (Sie-
he Gleichung (8.1.3)) erfiillen, kann geschlossen werden, dass eine harmonische
Schwingung die Projektion einer Kreisbewegung ist (siehe auch die Simulation).
Nach der Definition des Cosinus ist die Projektion des umlaufenden Radius A auf
die z-Achse gerade der Cosinus.

Link zur Vorlesung: (Schwingung und Kreisbewegung)

8.1.1.2. Energiebilanz bei harmonischen Schwingungen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 388])
Die POTENTIELLE ENERGIE einer um die Lange = ausgelenkten FEDER ist
1 2
E,ot(t) = §kx (t) (8.1.10)
Die KINETISCHE ENERGIE ist
1 2
Erin(t) = 5™ (1) (8.1.11)

Beide Energien hangen von der Zeit ab. Die Erhaltung der mechanischen Energie
fordert

1 1
Eyes(t) = const = Epip(t) + Epot(t) = =mv?(t) + §kx2(t) (8.1.12)

2

Am Umkehrpunkt, bei der maximalen Auslenkung |z(t)| = A ist die GESCHWIN-
DIGKEIT v(t) = 0. Also ist bei einem harmonischen Oszillator

1

die GESAMTENERGIE.

Setzen wir die Losung x(t) = A cos (wt + ) und damit auch dfd—(f) = —Awsin (wt + 9)
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jeweils ein, erhalten wir

1
E,n(t) = ik‘AQ cos? (wt + )
1
Erin(t) = §mA2w2 sin? (wt + 0)
1
= §kA2 sin? (wt + 6) (8.1.14)

wobei wir w? = k/m verwendet haben. Die GESAMTENERGIE ist

1 1
Eyes(t) = EkAZ cos® (wt + §) + §kA2 sin® (wt + 0)

= ;kAz {sin2 (wt + &) + cos® (wt + 5)}

1
= 5k:A2 (8.1.15)
unabhéngig von t. Der Energieinhalt eines harmonischen Oszillators pendelt zwi-
schen zwei Energiereservoirs, hier der kinetischen und der potentiellen Energie,
hin und her.

Immer dann, wenn in einem System zwei Energiereservoirs gekoppelt
sind und Energie zwischen ihnen ausgetauscht wird, ist das System
ein Oszillator.

Beispiele:

¢ Kinetische und POTENTIELLE ENERGIE beim PENDEL oder beim Feder-
Masse-System

o Energie im elektrischen und im magnetischen Feld (Schwingkreis)

o FEnergie im elektrischen Feld und im GRAVITATIONSFELD

Die kinetische und die POTENTIELLE ENERGIE konnen mit dem Winkel der mo-
mentanen Phase © = wt +  wie folgt geschrieben werden:

Epoi(t) = Ejescos’©
1
= Eg%§ (1 + cos20)
Erin(t) = FEgssin®©

1
= Egesi (1 —cos20) (8.1.16)

Damit ist auch sofort klar, dass die Mittelwerte

1
<Epot> - <Ek1n> - §Eges (8117)

sind.
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8.1.2. Phasenbild

Bei einer Schwingung|harmonisch ist
x(t) = A cos(wt)
v(t) = —wA sin(wt)

Im PHASENBILD wird nun v(t) gegen x(t) aufgetragen. Dabei ist die Zeit ¢ der
Parameter. Wir sprechen auch von einer PARAMETERDARSTELLUNG.

Phasenbild
1 : ————
~_
0.8 \\
06 N
\
0.4 \
\
0.2 \
3
< o ~
s J
//A
/
/
/]
////
-1 1 1 1 ! /+/1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x(t)/A

Abb. 8.3.: Phasenbild eines harmonischen Oszillators

Das Phasenbild zeigt den Zusammenhang zwischen Ort und Geschwindigkeit, nicht
jedoch den Zeitlichen Ablauf. Phasenbilder werden zum Beispiel verwendet, um
chaotische System zu beschreiben.

Zeichnet man p(t) = mo(t) gegen z(t) auf, so nennt man die Flache
h=pr=mvx (8.1.18)
Die Einheit dieses h ist kg *F m = @ = Js. Dies ist die gleiche Einheit wie beim

Planckschen Wirkungsquantum. Die von einem Zustand im Phasenbild eingenom-

mene Flache sagt also etwas aus, wie nahe dieser Zustand einem Quantenzustand
ist.

8.1.2.1. Feder-Masse-System im Schwerefeld

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 392])
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295 8.1 Schwingungen

Abb. 8.4.: Schwingendes System im Schwerefeld

Eine FEDER im Schwerefeld mit MASSE wird durch die Bewegungsgleichung

d*x

Mmooy = —kx +mg (8.1.19)

beschrieben. (2. Simulation). Die Ruhelage ist durch 0 = —kxzo+mg gegeben. Also
ist

_mg

o= (8.1.20)

Link zur Vorlesung: (Federpendel im Schwerefeld)

Wir wissen, wie wir ein Feder-Masse-System berechnen miissen, wenn wir die Ko-
ordinate 2’ = & — g verwenden. Da die beiden Koordinatensysteme x und ' sich

nur um eine Konstante unterscheiden, sind die ersten Ableitungen Z—f = ddﬁ/ und
die zweiten Ableitungen % = % gleich. Deshalb wird Gleichung (8.1.19)
d*x , , ,
mog = —k (2" +xz9) + mg = —ka' — kxg+mg = —kx (8.1.21)
da kxy = mg ist. Damit erhalten wir die bekannte Losung
Z'(t) = Acos (wt + 9) (8.1.22)

Die POTENTIELLE ENERGIE bezogen auf die neue Gleichgewichtslage x ist

2

1 1 1 1
Epotr = 5]@ (' + o) — 5]@1‘3 = §kx'2 + ka'zg = §k;x'2 + mgx' (8.1.23)

da kxoy = myg ist. Zusétzlich gibt es die POTENTIELLE ENERGIE der GRAVITATION
Epor,y = —mgz’ bezogen auf die Ruhelage. Die gesamte POTENTIELLE ENERGIE
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ist die Summe aus den potentiellen Energien der FEDER und der GRAVITATION.
1 12 / / 1 12
Epot = Epot,p + Epot,g = §k‘$ +mgzr’ — mgr’ = ikx (8.1.24)

Diese POTENTIELLE ENERGIE ist unabhangig von g, wenn wir von der jeweiligen
Ruhelage aus rechnen.

8.1.2.2. Pendel im Schwerefeld

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 394])

8.1.2.2.1. Mathematisches Pendel

\ S mg sin(¢)

mg mg cos(¢)

mg sin(¢)

Abb. 8.5.: Mathematisches PENDEL im Schwerefeld

Ein mathematisches PENDEL ist eine PUNKTMASSE m aufgehdngt an einem mas-
selosen Faden der Lange L.

Der vom PENDEL zuriickgelegte Weg ist die Bogenlédnge
s=L¢ (8.1.25)

Die KRAFT tangential an den Bogen —mgsin ¢ beschleunigt die MASSE m. Die
Bewegungsgleichung ist

d2
—mgsin ¢ = md—; (8.1.26)
Umgeschrieben erhalten wir
d?
d—; = —gsing = —gsin% (8.1.27)
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297 8.1 Schwingungen

Fiir sehr kleine Winkel ¢ < 1 ist sin ¢ &~ ¢. Damit wird die obige Gleichung

d?s s g

Mit g/L = w? erhalten wir die SCHWINGUNGSGLEICHUNG

d?s
= —w?s (8.1.29)

deren Losung s(t) = sgcos (wt + ) bekannt ist (Simulation). Die Schwingungs-

dauer ist
2 L
Ty="" = 27r\/7 (8.1.30)
w g

Link zur Vorlesung: (Fadenpendel)

Fiir grosse Amplituden ist die Schwingungsdauer durch die Reihenentwicklung

/L 1 . 9 1 S0 1 3 2 .4 1 S0
gegeben.

8.1.2.2.2. Physikalisches Pendel

Abb. 8.6.: PHYSIKALISCHES PENDEL. A ist der Aufhdngungspunkt, S der Mas-
senmittelpunkt.

Wir miissen nun mit dem TRAGHEITSMOMENT des Pendels beziiglich des Dreh-
punktes A rechnen. Das DREHMOMENT ist
d*¢
M|=Ia=1— 8.1.32
M| =T =11 (31.32)
Die Bewegungsgleichung ist also
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d2
—mgdsin ¢ = Idt;b (8.1.33)

In der traditionellen Schreibweise lautet die Bewegungsgleichung

d*¢  mgd
a

sing =0 (8.1.34)

Mit ngd = w? und unter der Annahme einer kleinen AMPLITUDE ist das physika-
lische PENDEL ein harmonischer Oszillator mit der Bewegungsgleichung

d*¢

20
Die Schwingungsdauer ist
2T 1
Ty = — =2m | — 8.1.36
0 o m mgd ( )

Eine Anwendungsméglichkeit dieser Gleichung ist die Bestimmung des Tragheits-
momentes eines Korpers

mgdT¢
472

I =

(8.1.37)

Zum Beispiel ist fiir einen einseitig eingespannten Stab das TRAGHEITSMOMENT
I = %méz. Der Schwerpunkt liegt in der Mitte, also d = %E. Damit wird die

Schwingungsdauer
Fml? |20
Ty =27 3m1 = 2wy —
mgy ¢ 3g

Vergleiche dies mit dem Resultat fiir ein mathematisches PENDEL T' = 27T\/§ .

8.1.2.2.3. Torsionspendel
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299 8.1 Schwingungen

Abb. 8.7.: Torsionspendel (analog zur Gravitationswaage)

Versuch 68: @ Versuch zur Vorlesung:
Drehpendel (Versuchskarte SW-021)

Das riickstellende Moment ist proportional zum Verdrillungswinkel und dient zur
WINKELBESCHLEUNIGUNG des Drehkorpers mit dem TRAGHEITSMOMENT [

e
M| =-Dp=1-7 (8.1.38)

?. Die Periodendauer ist

I
Ty = 2m\ 5 (8.1.39)

8.1.2.3. Bewegung in der Nadhe von Gleichgewichtspunkten
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 400])

Wir nehmen eine potentielle Energie von allgemeiner Form

Wieder setzen wir w? =

dE,.t(x)
Epot(7) = Epot(0) + %

1 d2E Ot(w)
(z=20)+ 52

(x—x0)* +... (8.1.40)

o

Zo

an und entwickeln sie in eine TAYLORREIHE um den Punkt zy. Dieser Punkt soll
ein Gleichgewichtspunkt sein. Dann ist die KRAFT F(x) = —CIE%(I) als Funktion

durch die erste Ableitung der potentiellen Energie gegeben. Am Gleichgewichts-

dEpot (z)
dx o

DisTANZ-KURVE im Gleichgewichtspunkt z(, die Federkonstante k, ist durch die
zweite Ableitung gegeben.

Also kann an jedem Gleichgewichtspunkt bei geniigend kleinen Auslenkungen die
SCHWINGUNGSGLEICHUNG

punkt ist jedoch die Kraft null, also (

= O). Die Steigung der KRAFT-
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Pz d*E,,
ozmd£+£§@(x—%) (8.1.41a)
)
dEpOt (l‘)
— o\ T) 1.41b
0 | (8 )

geschrieben werden. Die Frequenz fiir kleine Bewegungen ist

1 1 d2Epot($)
= —,|— " — 8.1.42
g 27r$ m dz? | ( )
Daraus folgt fiir die Periodendauer
m
dx? o
8.1.3. Gedampfte Schwingung
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 401]) (Siehe D. Meschede,

Gerthsen Physik | , pp- 150])

Eine genaue Beobachtung zeigt, dass die AMPLITUDE jeder freie Schwingung sich
nach einer gewissen, charakteristischen Zeit um einen bestimmten Betrag ernied-
rigt. Die Dampfung ist in vielen Fallen proportional zur GESCHWINDIGKEIT

Fp = —bv (8.1.44)

Das KRAFTEGLEICHGEWICHT ergibt

dv
—kx —bv =m— 1.4
z—bv=m— (8.1.45)

Fir kleine Démpfungen ist die neue RESONANZFREQUENZ w’ in der Néhe von
wo. Mit jeder Schwingung nimmt die Energie Eiy = Epot(Tmaz) = Ekin(Vmaz) =
2 (Erin) = (mv?) = m (v?) in einer definierten Zeiteinheit um einen bestimmten
Betrag ab. Diese LEISTUNG ist

dEy,
P= étzﬂyv:—MQ (8.1.46)
Wenn wir v? durch (v?) = £t ersetzt, bekommt man
dEtot b
=——F 1.4
dt m= (8.1.47)

Der Energieinhalt eines geddmpften Oszillators nimmt also exponentiell ab. Die
relative Abnahme der Energie ist fiir alle Zeiten gleich. Wir 16sen die Gleichung
durch

= ——dt (8.1.48)

und erhalten nach der Integration
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b
In (B (t) = ——t+C (8.1.49)
m
oder, nach einer Exponentiation
Ein(t) = e~ b/mIHC — O o=(/m)t — o= (b/m)t (8.1.50)

Wir haben Ey = €% gesetzt. Mit der ZEITKONSTANTE 7 = m/b bekommen wir

E(t) = Ege~ /™t = e /7 (8.1.51)

8.1.3.1. Giite des schwingungsfihigen Systems

Versuch 69: @ Versuch zur Vorlesung:
Federpendel: Amplitudenverlauf (Versuchskarte M-105)

Der Energieverlust pro Periode Tj ist

= ——T (8.1.52)

Man charakterisiert die Dampfung eines schwingungsfahigen Systems oft durch die
Giite Q. Wenn der Energieverlust pro Periode AFE,,; ist, gilt

Q =2m (8.1.53)

_AEtot . 2
Etot Q
Es gilt auch
Ei
Q=2r—"% —or " —or_ (8.1.54)

Da die Energie des Ostzillators proportional zum Quadrat der AMPLITUDE ist

ot = k1 = = gilt fiir die Abnahme der AMPLITUDE
E ;k 2 %kAQ ilt fur die Abnahme der A
Etot A2 —t/
= — = T 8-1-55
E, A2 ° (8.1.55)
Also ist
A= Age /7 (8.1.56)

Zur Losung der Schwingungsgleichung machen wir den komplexen Ansatz

w(t) = Age ™
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und setzen in Gleichung (8.1.45) ein. Mit k/m = w2 bekommen wir

b
0=md + b + kx =i+ —i + Wiz
m
o ‘ . b
= —w?Age ™ — jwAge ™t + w%Aoe wt :wg —w?—iw—
m

Dies ist eine quadratische Gleichung in w. Die Losungen sind

il b2+ 4w? b , b

Wiz = — =—i— F\Wi— ——
2 2m m2

Es gibt drei Losungen

—i% FJwi — %, fiir wy > % (unterkritische Dadmpfung);
e =14 ~lgm fiir wy = 5~ (kritische Ddmpfung);
—i (;:n + % - w%) , fiir wy < 5= (iiberkritische Ddmpfung).

(8.1.57)

Bei b/(2m) = wy haben wir bis jetzt nur eine Losung. In den anderen Fallen haben
wir jeweils das =+.

Die entsprechenden Losungsfunktionen sind

/ 2 / 2
_ b ity w2 —L —ity Jw2— b .
e am! (A(]J@ 0 am? + A072€S 0 4m? s flr Wy > b

2m

z(t) =9 (Aoa + Aoat) et fiir wg = % : (8.1.58)
i 222 2 2
e~ ot (Aoyle t\/‘lmgio + Ao,zet am? O) : fiir wp < 5% .

Wir testen noch, dass fiir wy = b/(2m) die Losung stimmt. Fir diesen Spezialfall
lautet die Differentialgleichung

0 =% + 2wod + wiz
= — 2wy Agae " + w? (Ao1 + Agat) e
+ 2wpAg g™ " — 2w (Ao 1 + Agat) e
+ w2 (Ao + Agat) e 0!
= — 2wgAga +wi (Ag1 + Agat) + 2woAoz — 2wi (Agy + Agat) +wi (Ag1 + Agat)
=wj [Ag1 + Agat — 2 (A1 + Agat) + Agq + Aoat] + wo [—2402 + 240 2]
=0

Die Losung der SCHWINGUNGSGLEICHUNG fiir den gedémpften Oszillator im Falle
der unterkritischen Démpfung ist
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x(t) = Age” WM cos(w't + 0)

. 1—<b>2— - (8159
W = Wy Qmwo = Wy 4@2 1.

Wenn die Dampfung den kritischen Wert b, = 2mwy tibertrifft, schwingt das Sys-
tem nicht mehr. Fiir b = b, nennt man das System kritisch gedampft. Fir b > b,
ist es iiberkritisch gedampft und fir b < b, unterkritisch gedampft.

Zum Beispiel verwendet man in Autos geschwindigkeitsproportionale Stossdamp-
fer um eine kritische Dampfung zu erreichen. Sind die Stossdampfer alt, wird die
Déampfung der Fahrzeugschwingungen, z.B. durch Bodenwellen angeregt, unterkri-
tisch und man fliegt von der Strasse.

8.1.4. Erzwungene (gedampfte) Schwingung und Resonanz

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , Pp- 406]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp- 154])

Abb. 8.8.: Mit einem Exzenter angetriebenes FEDERPENDEL

Versuch 70: @ Versuch zur Vorlesung:
Erzwungene Schwingung (Versuchskarte SW-090)

Das vorliegende System wird durch zwei Grossen charakterisiert: die Anregungs-
schwingung z(t) = zp coswt sowie durch das Federpendel mit der MASSE m, der
Dampfung b und die Federkonstante k. Die riicktreibende KRAFT an der FEDER
ist
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Fp(t) = —k (x(t) — 2(t)) (8.1.60)

Die BESCHLEUNIGUNG ist wieder durch mc%:c(t) = F(t) gegeben; die geschwin-
digkeitsproportionale Dampfung durch —b%x(t)

Die Bewegungsgleichung ist also

F(t) = —k (x(t) — 2(t) — b—z(t) = m——a(t) (8.1.61)
Wenn wir z(t) einsetzten und umstellen, erhalten wir

d? d
mﬁx(t) + b%x(t) + kx(t) = zok cos wt (8.1.62)

Wir teilen durch m und kiirzen k/m = w3 ab und erhalten

d? b d
@x(zﬁ) + ——x(t) + wpr(t) = 2owg coswt (8.1.63)

Die Losung (Simulation) dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen: dem Einschwing-
vorgang als Losung der Gleichung

d> b d
@x(t) + ——a(t) + wix(t) =0

(analog zur freien geddmpften Schwingung, dieser Teil klingt ab gegen 0) sowie der
stationdren Losung. Dieser Teil der Losung hat die Form

z(t) = A(w) cos (wt — §(w)) (8.1.64)

wobei wir hier ein Minuszeichen vor der Phase setzen, damit diese die Phasen-
differenz zur Anregung darstellt. Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten
wir

A(w) | —w? cos(wt — d(w)) — :;Lw sin(wt — 6(w)) + wj cos(wt — §(w))

= Zzowj coswt (8.1.65)

Um die Gleichung zu losen miissen wir die Winkelfunktionen sin und cos mit
Phasen in reine Winkelfunktionen auflésen. Also setzen wie cos(wt — d(w)) =
cos(wt) cos(d(w)) + sin(wt) sin(d(w)) und sin(wt — §(w)) = sin(wt) cos(d(w)) —
cos(wt) sin(d(w)). Wir bekommen dann
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zows coswt = A(w) [—wz cos(wt) cos(d(w))

+;w cos(wt) sin(3(w))
) cos(wt) cos(d(w))]

0 = Aw)[~w?sin(wt) sin(6(w))
b sin(wt) cos(8(w))

-+ sin(wt) sin(3(w))] (8.1.66)

Diese Gleichungen konnen vereinfacht werden

Aus der zweiten Gleichung folgt

b
(wg - w2) sin(d(w)) = —w cos(d(w)) (8.1.68)
m
und daraus
bw
tan(6(t)) = ————< 8.1.69
(o) = (8.1.69)
Wir verwenden cos ¢ = \/m und sin ¢ = cos ¢ - tan ¢ = \/% und bekom-
men aus der ersten Gleichung
Zow§ bw tan(d )
Alw) \/1—|—tan m /1 + tan?(§
m2<w07w )
b2
\/1 m2 w —w2
—w?)? 4 B
% ER
b2w?
— \/(wg —w?)? 4 — (8.1.70)
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Zusammengefasst ist die stationire Losung durch die AMPLITUDE und Phase

bw
Alw) = 20 (8.1.72)
Vg —w?)? + 2 -
gegeben.
27

Mit der Definition der Giite aus Gleichung (8.1.54) sowie mit wy = 27y = %
schreiben wir zuerst

o m o m b _wo
Q QWﬁ_wob & m= 0 (8.1.73)
und erhalten
Wwo
0(w) = arctan | ——————~ 8.1.74
) (Q<w3—w2>) B174)
2
Aw) = e (8.1.75)
(8 —w?) 4 8

Die folgenden Bilder zeigen einige typische Frequenz- und Phasengénge.

Alw) -

107 E Q=1000
ﬁ%ff.%%

L
107" 10%s 10's

[ @=10.00

100° | wp =1.00

2 r 5 - |

107 10%s 10's

Abb. 8.9.: Amplitude und Phase eines getriebenen harmonischen Oszillators mit
20 =1, wp = 1, Q@ = 10 (unterkritische Dampfung).
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Al —
‘OD B
<
10" F Q=2.00 4
75=1.00
@ = 1.00

1072

107"s 10%s 10's

w

180°
160° B
140° q

[ a=200
120° I 25 = 1.00 1
100° F wy=1.00 J

o Wo

80° [ B
60° |- B
40° | q
20° 1

§(w) —

0

107" 10%s 10's

w

Abb. 8.10.: Amplitude und Phase eines getriebenen harmonischen Oszillators mit
20 =1, wo = 1, Q = 2 (unterkritische Dampfung).

Al —
107" F Q=050 J
25=1.00
< ) =1.00
102
‘073 L
107 10%s 10's
w
180°
160° - B
140° 1
[ a=050
120° 1= 75 =1.00 b
100° =1. 4
o 1007 |- =100
80° |- B
60° q
20° | q
20° | q
8(w) —
0
107"s 10%s 10's
w

Abb. 8.11.: Amplitude und Phase eines getriebenen harmonischen Oszillators mit

20 =1,wp =1, @ = 0.5 (kritische Dampfung).
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L
107'ss 10%s 10's

180°
160° -
140°
120° |-
100° |-
80°
60°
40°
20°

=9
8s°

£ 0
I
L4mO

8w — |

107's 10% 10's

Abb. 8.12.: Amplitude und Phase eines getriebenen harmonischen Oszillators mit
20 =1,wp =1, Q = 0.1 (iiberkritische Dampfung).

Noch kompakter ist die folgende Schreibweise fiir die AMPLITUDE

Aw) = 0 (8.1.76)

22 2
\/(1—w2/w0) —f-w%ng
Die FREQUENZ, bei der die AMPLITUDE maximal wird, also die RESONANZFRE-

QUENZ, erhalt man, indem man %g”) = 0 berechnet.

dA(w)  d 20

N
(4

(wo? —wHw —2 “’“’02)

_ 2 @ —0
2 <(W02 o w2)2 . %f/z
Damit ist
0=4 (woz—w2)w—2w5§2
wgf =2 <w02 — w2> w
(22022 =2 <w02 — w2>
w? = wg <1 — %122>
w = Fwgyy/1 — 2222
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Hier ist nur die positive Losung physikalisch sinnvoll. Also ist

/ 1 b2

Diese RESONANZFREQUENZ) ist kleiner als die Eigenfrequenz eines ungeddmpften
Systems (Siehe Gleichung (8.1.59)).

Die Bestimmung der Kenndaten eines Oszillators aus der Amplitude ist bei hohen
Giiten @) sehr schwierig und sehr ungenau. Viel einfacher ist es, die Phase bei wy
und ihre Steigung an der Stelle zu bestimmen.

Berechnung der Steigung dd(w)/dw:

M = i arctan (wgw >
Q (

dw dw Wi — w?)

W OJQ(U
Q(wo207w2) + Q(w027?4.22)2
w2wp?
L+ QQ(UJOZEwZ)Q
~ woQ (wo? — w?) + 2 Q3w

Q2 (w02 _ w2)2 + w2w;?

An der Stelle w = wy ist der Funktionswert

do(w) ~ wo@ (wo? — wp?) + 2 Quowy
dw _ o Q? (w? — w02)2 1 wo2wg?
2Qup 20Q)
~ ol T wo

Bei der RESONANZFREQUENZ w = wy des ungedampften Systems
ist die Phase

d(wp) = /2 (8.1.78)
Die Steigung der Phase dd(w)/dw hat an der Stelle wy den Wert
do
ol _,@ (8.1.79)
dw Wy

wo

Es ist sehr viel einfacher, wy und @) aus der Phase als aus der AM-
PLITUDE zu bestimmen.

8.1.5. Uberlagerung von Schwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 142])
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8.1.5.1. Schwingungen in unterschiedliche Richtungen

Wenn in der z-Richtung eine Schwingung z(t) = xg cos(w,t) und in der y-Richtung
eine Schwingung y(t) = yo cos(wyt + 6) iiberlagert werden, entstehen LISSAJOUS-
FI1GUREN. Solche Schwingungen konnen entstehen, wenn zum Beispiel eine Kugel
in einer elliptischen Potentialmulde hin- und herschwingt.

Lissajous—Figuren Lissajous—Figuren
15 15
1.0 1.0
\
05 05
> 00 > 0.0
-05 -05
-1.0 -1.0 -
15 coshsin) —— is COs(2"t+pil3).sin(t) i —
T -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 T -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
X X
Lissajous-Figuren Lissajous-Figuren
15 15
1.0 1.0
/ /A
/ / /A
/ / / \
/ / /.
| /]
05 05
> 00 ! > 0.0
-05 : i -05
| \
\ \ |
\ / /
1.0 -1.0
s cos(t+pi/3) sin(3°t) i s cos(t+pi/4) sin(3°t) )
T s -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15 Tls -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
X X
Lissajous—-Figuren Lissajous—-Figuren
15 1.5 T
1.0 10 |- q
05 - 05
> 00 > 00
0.5 1 -0.5
-1.0 4 10 4
s cos(11)sin(13) s : cos(@9)sin@1) | ——
-15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 -5 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
X X

Abb. 8.13.: Lissajous-Figuren. Die Figuren unterscheiden sich im Frequenz-
verhéaltnis und in den Phasen. Von oben links nach unten rechts:
Wh = Wy, 0 = 0°, wy = 2w,, 0 = 60°, 3w, = w,, d = 60°, 3w, = w,,
0 = 45°, 13wy, = 11w, 6 = 45° und 31w, = 29w,, 6 = 0°.
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8.1.5.2. Schwingungen gleicher Richtung und Frequenz, aber
unterschiedlicher Amplitude

Abb. 8.14.: Zeigerdiagramm. Links fiir zwei Zeiten, in der Mitte das Zeiger-
diagramm fiir zwei Schwingungen (rot) und (blau) mit der Summe
(grin) und rechts die Winkel.

Eine Schwingung x(t) = x cos(wt+0) kann durch einen Zeiger dargestellt werden.
Die Projektion dieses Zeigers auf die x-Achse ergibt das Schwingungsbild.

Wenn zwei Schwingungen unterschiedlicher AMPLITUDE und Phase, aber gleicher
FREQUENZ addiert werden, kann man die trigonometrischen Satze fiir schiefwink-
lige Dreiecke anwenden. So ist nach dem Cosinussatz (siehe (L.2.1))

A2 = A% + Ag — 2A1A2 COS(’/T - 52 + (51) (8180)

oder

A= /A2 + A3+ 24, A cos (6 + 6)) (8.1.81)
Der Sinussatz (siehe (L.1.1)) liefert

A - A - Aoy
sin(r — 6y +6,°  sin(6; — 3y’ sin(d — 0y)

(8.1.82)

Wenn wir die Zeit zur Berechnung so wahlen, dass §; = 0 ist, so ergibt sich

A
sind = fsinég
A = A2+ A34+24,4,c086, (8.1.83)

8.1.5.3. Schwingungen gleicher Richtung, aber leicht unterschiedlicher
Frequenz

Versuch 71: @ Versuch zur Vorlesung:
Schwebungen (Versuchskarte SW-100)
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Die Frequenzen der beiden Schwingungen sollen um Aw verschieden sein. Wir
setzen an

x1(t) = Ajcos(wt+ dy)
xo(t) = Asgcos((w+ Aw)t + ds) (8.1.84)

Die resultierende Schwingung ist

x(t) = x1(t) + 22(t) = Ay cos(wt + 01) + Az cos((w + Aw)t + d5) (8.1.85)

Wir rechnen nun wie folgt um

x(t) = Ajcos(wt+ 01)+ Agcos((wt + 01) + Awt + 09 — 01)
A; cos(wt + 61) + Ag cos(wt + 1) cos(Awt + 62 — d7)
— Ay sin(wt + 1) sin(Awt + 6 — 01)
= cos(wt 4 01) [A1 + Ay cos(Awt + dy — 6y)]
—Agsin(wt + 1) sin(Awt + d2 — 1) (8.1.86)

Dies entspricht einer Schwingung der FREQUENZ w mit einer aufmodulierten FRE-
QUENZ Aw. Wir nennen diese verhalten auch Schwebung. Transparenter wird die
Rechnung, wenn komplexe Zahlen verwendet werden. Anstelle von cos(wt + 0)
schreiben wir e/“**9 wobei wieder ¢ = \/—1 ist. Wir schreiben

Il(t) — Alei(wt+61)
To(t) = Agellhiw)tte) (8.1.87)

und weiter

Alei(wt+(51) + A2€i((wt+51)+AWt+62_5l)

Alei(thrél) + A2ei(wt+61)ei(Awt+62761)

pilwt+o1) {Al 4 Agei(Buwttdz—d) (8.1.88)

8.1.5.4. Fourierreihen *

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , Pp. 146])

Die obige Schwingung ist nicht nur durch den zeitlichen Verlauf, sondern auch
durch das Frequenzspektrum sowie das Phasenspektrum charakterisiert. Grundla-
ge fiir diese Aussage ist der mathematische Satz, dass sich jede periodische Funk-
tion f(t) = f(t +T) (FREQUENZ w = 27 /T als Fourierreihe

f(t) = i Ay, cos (kwt + 0y,) (8.1.89)
k=0
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schreiben lasst. Alternativ kann man auch

f(t) = % + i ay cos(kwt) + i by sin(kwt) (8.1.90)
k=1 k=1

Fir gerade Funktionen f(t) = f(—t) sind alle by = 0, fiir ungerade Funktionen
sind alle a; = 0.

Versuch 72: @ Versuch zur Vorlesung:
Fourier-Synthese (Versuchskarte SW-065)

Versuch 73: @ Versuch zur Vorlesung:
Fourier-Analyse 4 (Versuchskarte SW-101)

7
6 N
f\/\/\M
5 (\/\./W\m—-\/wvv&
NMWMNVM
e~
4, Y
Sa N A e Ry
T R———A
) /'\/\M I——
s P W N
e e N
1
—~ AT
0 4
/_\
0 1 2 3 4 5 6

—

Abb. 8.15.: Synthese einer Schwingung mit f() = % + § cos((2k—1)wt)/(2k—
k=1

1). Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch eine der Stufen-
nummer proportionale Verschiebung nach oben auseinander gezogen.
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Abb. 8.16.: Synthese einer Schwingung mit f(t) = % + %o: (—1)*tcos((2k —
k=1
1)wt)/(2k — 1)2. Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch
eine der Stufennummer proportionale Verschiebung nach oben aus-
einander gezogen.
9
8
7 (\
6 ” \\\\
= N
: 7 —— =
—~ \\V
. —]
1
2
0 1 2 3 4 5 6
t
Abb. 8.17.: Synthese einer Schwingung mit f(t) = % + § (=1)k L cos((2k —
k=1
1)wt)/(2k — 1). Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch
eine der Stufennummer proportionale Verschiebung nach oben aus-
einander gezogen.
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Abb. 8.18.: Synthese einer Schwingung mit f(tf) = % + io: (=1)*tcos((2k —
k=1

1)wt)/(2k — 1)*3. Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch
eine der Stufennummer proportionale Verschiebung nach oben aus-
einander gezogen.

60
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40 IAAANANAN N ANANANANAANANANNAN/S i V VNN
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Abb. 8.19.: Synthese einer Schwingung mit f(¢) = % + ioj (—1)*L cos((2k —
k=1

1)wt)/(2k — 1)Y/2. Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch
eine der Stufennummer proportionale Verschiebung nach oben aus-
einander gezogen.
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Abb. 8.20.: Synthese einer Schwingung mit f(t) = % + %o: (—1)*tcos((2k —
k=1

1)wt)/(2k — 1)¥/6. Die verschiedenen Stufen der Synthese sind durch
eine der Stufennummer proportionale Verschiebung nach oben aus-
einander gezogen.

Die folgenden Applets illustrieren die Fourieranalyse und -synthese

e horen synthetisierter Wellenformen

e Musik und Fouriersynthese

e Soundscapes

8.1.6. Gekoppelte Schwingungen

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik [Mes15, pp. 181])
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& d »
R
03) ¢ k ¢2 ¢
N = ¥
5 m% e mg cos(p2)
mg mg
mg sin(¢) mg sin(¢z)

Abb. 8.21.: Zwei mathematische PENDEL im Abstand d mit jeweils der Linge L
sind mit einer masselosen FEDER der Ruhelange d und der Feder-
konstante k gekoppelt.

Versuch 74: @ Versuch zur Vorlesung:
Gekoppelte Pendel (Versuchskarte SW-063)

Wenn das linke PENDEL um ¢; und das rechte PENDEL um ¢, ausgelenkt wird
(in beiden Féllen wird nach rechts positiv gezihlt), dann verédndert sich die Lénge
der FEDER um

Ad = { (sin ¢; — sin ¢o) = (P — ¢P2) (8.1.91)

fiir kleine Auslenkungen. Deshalb ist die KRAFT, die auf das linke PENDEL aus-

getlibt wird
FF71 = —kAd ~ —k’f(gﬁl — qbg) (8192)

Entsprechend ist die KRAFT auf das rechte PENDEL
FF72 = —k’(—Ad) ~ k’g(¢1 — ¢2) (8193)
Diese Kréfte entsprechen den DREHMOMENTEN

Mgy = (Fpy = —k(*(¢1 — o)
Mpy = (Fpy=k(*(¢1 — ¢2) (8.1.94)

Die durch die GRAVITATION hervorgerufenen Momente an den Pendeln sind

Mg: = —Lmgsing, = —Lmgp,
Mgs = —Lmgsingy = —Lmgeps (8.1.95)

Wir beachten, dass fiir eine PUNKTMASSE m an einem masselosen Faden der Lange
L das TRAGHEITSMOMENT [ = mL? ist und erhalten die linearisierte MOMEN-
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TENGLEICHUNG

Ipp=mL’¢ = —Lmgé — kl*(¢1 = 62)
Iy = mL*¢py = —Lmgopy + kl*(¢1 — o) (8.1.96)

Wir kénnen Gleichung (8.1.96) umschreiben

mL?¢, = —Lmgps — kl?¢y + kP’ = (—ng - M) b1 + ks
mL*Gy = +k(¢) + (—Lmges — k?) ¢

Wir teilen durch mZL? und schreiben in Matrizenform

b _9 _ Kt ket
( z; > - ( Lt _;TLQ’“; ) < z; ) (8.1.97)

Wir nehmen an, dass beide PENDEL mit der gleichen FREQUENZ w schwingen.
Wir setzen also an

P1(t) = ¢1 o™
Ga(t) = o't (8.1.98)

Eingesetzt in Gleichung (8.1.96) bekommen wir

k(2

iw g iw iw iwt i
WPt = — 0106 - —2(duee " ¢y 0ee”)
El L El mL2 El k)
Wir teilen durch e™!
2 _ 9 ke? is
—w P = —Zﬁbl,o - (@10 — P2,0€")

—wnoe® = — g, 0et® 4 ke (¢1.0 — Pa0e™) (8.1.100)

2,0 1 P20 2 \PLo 2,0 1

Wir stellen die Gleichung um und sortieren nach den beiden unbekannten ¢; o und
¢2,06i5-

g k02 k02 i
0 = [—wQ + I + mLQ] P10 — W%’Oe ’
kil kit -
0 = _Wgﬁl’o + [—W2 + % + mL2‘| ¢2’0615 (81101)
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Wir verwenden die folgenden Abkiirzungen

k02
A= -2+
R Ay
k02
B =
mL?
= ¢1,0
z = ¢goe? (8.1.102)

und miissen damit die Gleichung

0 = Ay— Bz
0 = —By+ Az (8.1.103)

l6sen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit B und die zweite mit A und
bekommen

0 = ABy-— B%*z
0 = —ABy+ A%z (8.1.104)

und addieren die Gleichungen. Damit wird
0= z(A* — B?) (8.1.105)

Damit diese Gleichung fiir alle y eine Losung ist, muss A? = B? sein. Diese Be-
stimmungsgleichung fiir w hat zwei Losungen

A, = B
Ay — -B (8.1.106)
oder
L g ke ke
Yt Tt T e
, g k2 2
N _ 8.1.107
Yt Tt 2 ( )

Wir vereinfachen diese beiden Gleichungen und 16sen nach w; auf

2 _ 9
LTI
s g k2, k¢
wy = 7 QmLZ = wi + 2mL2 (8.1.108)

Wenn wir y = ¢, als Vorgabe nehmen und die Gleichung z = %y l6sen, bekommen
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wir die AMPLITUDE des zweiten Pendels.

24,49 k2
& A U A
20,16 = e ®1,0
mL?

_9 1 9 4 k&
_ Lt It &
- k02 1,0

mL?
= ¢10
2.9 k02
boone'® = w2+L+mL2¢
2,0,2€ = 502 1,0
mL?
g ok g k0>
_ L 2mL2 + L + mL?2 ¢
- k02 1,0
mL?
= —0 (8.1.109)

Die beiden Losungen haben die folgenden Charakteristika

Losung 1 Esist ¢201 = ¢10 und 6; = 0. Die beiden PENDEL schwingen in Phase
mit der gleichen RESONANZFREQUENZ wie ein einzelnes PENDEL. Die FE-
DER wird nicht gedehnt. Ob sie vorhanden ist oder nicht, ist nicht relevant.

Losung 2 Es ist ¢202 = ¢10 und d; = 7. Die beiden PENDEL schwingen ge-
genphasig mit einer hoheren RESONANZFREQUENZ als die, die ein einzelnes
PENDEL hétte. Die FEDER wird periodisch gedehnt und gestaucht.

8.1.7. Verallgemeinerung: Fundamental- oder
Eigenschwingungen *

(Siehe D. Meschede, Gerthsen Physik | , pp. 181])

©
Versuch 75: @ Versuch zur Vorlesung:
Gekoppelte Stangenpendel (Versuchskarte SW-050)

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung der SCHWINGUNGSGLEICHUNG fiir
N gleich PENDEL aussieht, die jeweils vom i-ten zum ¢ + 1-ten PENDEL mit einer
masselosen FEDER mit der Federkonstante & gekoppelt sind. Fiir das erste PENDEL
mit ¢ = 1 gilt )

Ip1 = —Lmgedy — kl*(¢p1 — @) (8.1.110)

Die Bewegungsgleichung des letzten Pendels ist

IQ.SN = —ng¢N + k’gz(ng_l — QSN) (81111)

Dazwischen lauten die Bewegungsgleichungen fiir ein PENDEL 0 < 7 < N

Iéj = —Lmgp; — kl*(¢; — dji1) + kC(dj—1 — ¢;)
= —Lmgd; + kl*¢; 1 — 2kC¢; + kl?¢; 14 (8.1.112)
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k¢?

- und schreiben die

Wir dividieren durch I = mL? und setzen w§ = 4 und x =
Gleichung als Matrizengleichung

o W=k K -+ O 0 0 -~ 0 0 b1
o; | = 0 0 -+ K —w2—2k K --- 0 0 oy
by 0 0 --- 0 0 0 -+ Kk —W2—kK N
(8.1.113)
Wir setzen nun ¢; = ¢; oe™* und 16sen die obige Gleichung
0 W—wi—Kk Kk - 0 0 0 -+ 0 0 b10
01|= 0 0 -+ kK Ww—w2—=25 kK -+ 0 0 ®j.0
0 0 0 -~ 0 0 0 -+ Kk W —wi—kK ONO
(8.1.114)
Diese Gleichung hat dann eine Losung, wenn die DETERMINANTE
W—wi—Kk Kk - 0 0 0 -+ 0 0
0 0 kK w—wi—2k K 0 0 =0
0 0 - 0 0 0 -+ Kk W —wi—kK

(8.1.115)
Die Losung mit der tiefsten RESONANZFREQUENZ ist w = wy, bei der alle PEN-
DEL in Phase sind (bei allen anderen Bewegungsmoden ist neben der potentiellen
Energie der PENDEL auch in den Federn POTENTIELLE ENERGIE gespeichert, die
GESAMTENERGIE also fiir die gleich Auslenkung grosser.) Wenn wir diese Losung
einsetzen, bekommen wir die Gleichung

—Kk K 0 0 0 0 0
0 0 -+ kK =26 kK -~ 0 0 |=0 (8.1.116)
0 O 0O 0 0 K —K

Wenn man alle Zeilen dieser DETERMINANTE aufsummiert, bekommt man den
Null-Vektor. Deshalb ist die obige Determinantengleichung erfillt.

8.2. Wellen in einer Dimension

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 423]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 158])

Im vorherigen Kapitel wurde die Losung der SCHWINGUNGSGLEICHUNG fiir eine
grosse Zahl gekoppelter PENDEL betrachtet. Wenn bei einem solchen System ein
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dusseres PENDEL ausgelenkt wird, breitet sich die Storung zum anderen Ende aus.
Erst wenn dieser Einschwingvorgang abgeklungen ist, erhalten wir die mit den
Gleichungen aus dem vorherigen Kapitel berechneten Losungen. Die sich ausbrei-
tende Storung im Pendelsystem nennen wir eine WELLE.

Wellen kénnen sich in Medien (Schallwellen, Seilwellen) oder auch ohne Medien
(Licht, elektromagnetische Wellen) ausbreiten. Sie kénnen sich im RAUM ausbrei-
ten, also in drei Dimensionen, auf Platten, in zwei Dimensionen oder in Seilen
oder Glasfaserkabeln in einer DIMENSION. Wir betrachten den einfachen Fall ei-
ner WELLE in einer DIMENSION.

8.2.1. Wellenberge

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 424])

%H

IBIBNBS
T

Abb. 8.22.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende an der Wand eingespannt
ist

Versuch 76: @ Versuch zur Vorlesung:
Seilwellen (Versuchskarte SW-043)

Wir sahen, dass bei einer Schwingung die Anfangsbedingung zweiteilig war. Der
Ort und die GESCHWINDIGKEIT mussten vorgegeben werden. Genauso ist die
Randbedingung einer Seilwelle durch eine von zwei Grossen charakterisiert, dem
Ort und der GESCHWINDIGKEIT (erste Ableitung) oder eine hohere Ableitung.
Wenn das Seil fest eingespannt ist, wie in der obigen Abbildung, ist der Ort fest
und die zweite Ableitung (siehe auch den einseitig eingespannten Balken) frei. Der
Wellenberg wechselt sein Vorzeichen bei der Reflexion: wir sprechen von einem
PHASENSPRUNG.
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e e

Abb. 8.23.: Reflexion einer Seilwelle wenn das Ende lose befestigt ist.

Wenn das Seilende lose ist, ist der Ort frei, aber die GESCHWINDIGKEIT stellt
sich der Anregung entsprechend ein. Hier hat die AMPLITUDE der reflektierten
Seilwelle die gleiche Phase, es gibt keinen Phasensprung.

Analoge Effekte treten bei elektromagnetischen Wellen auf. je nach
Randbedingung tritt bei der Reflexion ein Phasensprung von 7 auf.

8.2.1.1. Transversal- und Longitudinalwellen

Die hier betrachteten Seilwellen sind Transversalwellen oder Querwellen, da die
Anregung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ist. Licht und Seilwellen gehéren zu
den Transversalwellen. Bei Longitudinalwellen oder Langswellen geht die Auslen-
kung der Teilchen in die Richtung der Ausbreitung. Das bekannteste Beispiel einer
Longitudinalwelle ist die Druckwelle bei einer Schallwelle.

N L

\“/i\\‘\ \ﬁ \)
L\

4—
die Welle bewegt sich nach links

Abb. 8.24.: Wasserwelle

Mischformen von transversal- und Longitudinalwellen existieren, so zum Beispiel
die oben dargestellte Wasserwelle. Ein einzelnes Wasserteilchen bewegt sich kreis-
formig (eine Folge der Energieerhaltung). Dabei ist die GESCHWINDIGKEIT der
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Teilchen am Wellenkamm nach rechts gerichtet, wenn die WELLE sich nach links
ausbreitet .

8.2.1.2. Reflexion und Uberlagerung oder Superposition

Wenn zwei Wellenberge mit entgegengesetzer Ausbreitungsrichtung sich treffen,
dann addieren sich bei einem linearen System die Amplituden.

Eine Storung auf einem Seil wird nicht nur am Ende reflektiert, sondern auch,
wenn die Eigenschaften des Seils sich &ndern. Wenn ein Seil ab einer bestimmten
Stelle weniger steif ist, ist ab der Stelle auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Storung anders. Ein Teil (im Gegensatz zur Reflexion am Ende) der WELLE wird
reflektiert. Dies ist analog zur Teilreflexion von Licht beim Ubergang von einem
Medium in das nachste.

Wir beobachten, dass die Form eines Wellenberges sich nicht dndert. Im beweg-
ten Bezugssystem x*,y* ist sie durch y* = y(z*) gegeben. Nun bewegt sich das
Maximum mit der GESCHWINDIGKEIT v. Wir kdnnen die Gleichungen der Galilei-
Transformation hinschreiben

*

y =Yy
r = "+t (8.2.1)

Deshalb kann man die Form des Seiles auch mit

y = y(z — vt) (8.2.2)
schreiben. Bewegt sich das Maximum nach links, lautet die Gleichung

y = y(x + vt) (8.2.3)

Das Uberlagerungsprinzip konnen sie mit einer Simulation austesten.

!Dies ist auch das Prinzip des Wanderwellenmotors, der hiufig, zum Beispiel auch in Kame-
ras, als Stellmotor eingesetzt wird.
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Abb. 8.25.: Uberlagerung zweier Wellen mit unterschiedlichen Amplituden und
gleichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu.

Wenn wie in der obigen Zeichnung die beiden Wellen den Gleichungen y = y;(z —
vt) und y = ya(x + vt) geniigen, ist die resultierende Wellenfunktion

y = yi(z — vt) + y2(z + vt) (8.2.4)
. 1
3
-
<o
1 [ 1
I
-2 1
L
-3 1
L
4 ! I | I S

-4 -2 0 2 4

Abb. 8.26.: Uberlagerung zweier Wellen mit gleichen Amplituden und unter-
schiedlichem Vorzeichen. Die Zeit nimmt von oben nach unten zu

Haben die beiden Wellenberge unterschiedliche Vorzeichen, so kénnen sie sich zu
gewissen Zeiten teilweise oder, bei gleicher AMPLITUDE, vollstandig ausloschen.
Obwohl in der Mitte nichts mehr von den Wellenbergen zu sehen ist, ist die In-
formation tiber ihre Form und GESCHWINDIGKEIT in der kinetischen Energie der
Seilstiicke gespeichert.
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Abb. 8.27.: Uberlagerung zweier sinusformiger Wellenberge mit unterschiedli-
chen Amplituden und gleichem Vorzeichen.

Das Uberlagerungsprinzip gilt auch fiir Wellen mit beliebiger Form, hier als Sinus-
welle dargestellt. Bei grossen Amplituden, also dann wenn das betrachtete
System nicht mehr linear ist, gilt das Uberlagerungs- oder Superpositi-
onsprinzip nicht.

8.2.2. Ausbreitungsgeschwindigkeit
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 429])

Abb. 8.28.: Krafteverhaltnisse an einem Wellenberg in einem sich mit dem Wel-
lenberg sich fortbewegenden KOORDINATENSYSTEM.

Wir betrachten ein Seilsegment der Linge As = rO. Auf dieses Segment wirken
an den Enden Kréfte F', die um den Winkel ©/2 nach unten gekippt sind. Die
KRAFT F' ist die Spannkraft am Seil. Das Seil bewegt sich in dieser Darstellung
mit der GESCHWINDIGKEIT v durch das Bild. Dabei bewegt sich das Seilsegment
auf einer Kreisbahn, ist also der Zentripetalbeschleunigung v?/r unterworfen. Das
KRAFTEGLEICHGEWICHT in radialer Richtung (nach unten) ist

> F,=2Fsin (2) ~2F (S) =Foe (8.2.5)
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Die Tragheitskrafte konnen aus der Massenbelegung p = pA des Seils berechnet
werden, dabei ist p die Dichte und A der Seilquerschnitt. Die M ASSE des Seilstiickes
ist

m = uAs = ur® = pAAs = pAr© (8.2.6)
Die durch die Seilspannung bewirkte KRAFT F' ist gleich der durch die Dynamik
gegebene Zentripetalkraft.

2 2 2

FO=m" = pur® v pAre v (8.2.7)
r r T

Dies Gleichung kann nach v aufgelost werden (wir verwenden die Seilspannung

o=F/A)
F o
= . |—= |= 8.2.8
VN T (8.2.8)

Dies ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Storung auf einem Seil
oder auf einer Saite.

Da in dieser Gleichung keine koordinatenabhéngigen Grossen vorhanden sind, gilt
sie auch fiir das ,,Ruhesystem” des Seils.
Ein Seil mit einer Massenbelegung von p = 0.02 k—rf und einer Seilspannkraft ' =

30 N ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v =, | O“Q(’)OQIL = 38.7m.

8.2.3. Harmonische Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 431])

v

Abb. 8.29.: Der Schnappschuss einer WELLE mit der Wellenldnge A.

In der PERIODENDAUER T bewegt sich die WELLE um eine WELLENLANGE A
vorwarts. Wenn wir die FREQUENZ v = 1/T einfiithren erhalten wir

v=p = 2 (8.2.9)

Wenn die Auslenkung sinusférmig ist, ist die Form der WELLE zu einer bestimmten
Zeit ty durch

y(x) = Asin(kz) (8.2.10)
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beschrieben. A ist die AMPLITUDE und k = 27“ die WELLENZAHL, oder wenn damit
auch die Ausbreitungsrichtung bezeichnet wird, den WELLENVEKTOR. Die Grosse
von k kann mit der folgenden Uberlegung berechnet werden: Die Sinusfunktion
ist mit 27 periodisch. Sie wiederholt sich aber auch mit jedem Vielfachen der
Wellenlédnge A. Also ist

k(xqy + X)) = kxy + 27 (8.2.11)
und daraus
27

A

Analog zu der Beschreibung der Wellenberge bemerken wir, dass die WELLE sich
mit der GESCHWINDIGKEIT v nach rechts bewegt. Wir transformieren also z —
T — vt.

kX = 27 = k (8.2.12)

y(z,t) = Asin (k(x — vt)) = Asin (kx — kvt) (8.2.13)
Wenn wir w = kv (Kreisfrequenz) setzen erhalten wir das Schlussresultat
y(x,t) = Asin (kx — wt) (8.2.14)

Die Wellengleichung

Wie schon frither berechnet, ist w = 27y = 2% Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
ist

w
= — 2.1
V= (8.2.15)

Die Wellengleichung kann auch

(z,t) = Asin [2 (I—t)] (8.2.16)

Y, t) = m T 2.

8.2.4. Energieiibertrag bei Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik [ , pp- 434])

Wenn wir ein kurzes Segment der Liange Az einer schwingenden WELLE betrach-
ten, dann fithrt dieses eine harmonische Schwingung aus. Wenn die Wellengleichung
y(x,t) = Asin(kx — wt) ist, dann ist die GESCHWINDIGKEIT v(z,t) = y(z,t) =
—Aw cos(kx — wt). Damit ist die KINETISCHE ENERGIE des Seilsegments beim
Nulldurchgang und damit auch die GESAMTENERGIE

1 1 1
AFE = iAmvz = iAmA2 ? = §A2w2uA:1: (8.2.17)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der WELLE sei v = Axz/At. Umgeformt Az =
vAt und eingesetzt bekommen wir

1
AE = §A2w2,uv WAV (8.2.18)

Wir dividieren durch At und bekommen die durch die WELLE transportierte Ener-
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329 8.2 Wellen in einer DIMENSION

gie pro Zeiteinheit, also die LEISTUNG?

AE 1
P === _pA%* 2.1
;= Gpdwy (8.2.19)

8.2.5. Superposition und Interferenz harmonischer Wellen

(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp. 435]) (Siehe D. Meschede,
Gerthsen Physik | , pp. 513])

Analog zu Schwingungen, deren Kombination oder Uberlagerung neue Bewegungs-
formen ergibt, konnen auch Wellen tiberlagert werden. Dies kann sehr schon an
den Wasserwellen hinter einer Hafeneinfahrt beobachtet werden.

A D /A
=N/

=(0.751

=111

S\ /
-\

L A
NS )N
\// 4 \}{ 9/

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6

®

Abb. 8.30.: INTERFERENZ zweier Wellen mit der gleichen AMPLITUDE und der
gleichen FREQUENZ und einer Phase, die von 0. .. 27 variiert.

Mathematisch setzen wir zwei Wellen an

yi1(z,t) = Asin(kzr — wt)
yo(z,t) = Asin(kx —wt +9) (8.2.20)

An einem bestimmten Ort ist die Differenz der Phasen durch
(kx —wty) — (kx —wty +9) = w(ty —ta) = =wWAt =9 (8.2.21)

gegeben und unabhéngig vom Ort. Zu einer bestimmten Zeit ist die Differenz der
Phasen durch

(kxy — wt) — (kxg —wt +0) = k(xy —x2) —0 = kAzx —§ (8.2.22)

gegeben, unabhéngig von der Zeit.

’Die Intensitit des Lichtes oder jeglicher Strahlung ist die LEISTUNG pro Fliche
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Wir wenden die Additionstheoreme fir die Winkelfunktionen an. Wir verwenden

sin(a) + sin(f) = 2 cos <O€5> sin (a ; 6) (8.2.23)

und erhalten

y(f]f,t) = yl(xat)+y2(xat)
= Asin (kx — wt) + Asin (kz — wt +0)

= 2Acos (g) sin <kx —wt + g)

(8.2.24)
Aus dieser Gleichung kann die folgende Tabelle abgeleitet werden.
Phase | resultierende Amplitude Interferenz
0 2A konstruktive
/2 V2A
T 0 destruktiv
3m/2 V2A
27 2A konstruktiv
Tab. 8.1.: Interferenz und Phase
8.2.5.1. Stehende Wellen
(Siehe P. A. Tipler und G. Mosca, Physik | , pp- 435]) (Siehe D. Meschede,

Gerthsen Physik | , pp. 513))

Wenn wir eine nach links laufende WELLE y; (2, t) = Asin(kx 4+ wt) und eine nach
rechts laufende WELLE yo = Asin(kz —wt+¢) zur INTERFERENZ kommen lassen,
erhalten wir

y($,t) = yl(x,t)—i—yg(x,t)
= Asin(kzr 4+ wt) + Asin(kz — wt + 6)

= 2Acos (wt — g) sin (lm + g) (8.2.25)
Die Summe der beiden Wellenfunktionen ist das Produkt zweier Terme

« ein zeitabhédngiger Teil,der fiir alle Orte gleich ist: cos (wt — g)

e cin ortsabhangiger Teil, der fiir alle Zeiten gleich ist: sin (k:x + g)
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331 8.2 Wellen in einer DIMENSION

Damit bilden sich rdumlich stehende Knotenlinien aus, wir haben eine stehende
Welle.

Wenn die Amplituden der beiden Wellen nicht gleich gross ist, dann
interferieren von der WELLE mit der grosseren AMPLITUDE nur die
Amplitudenteile, die gleich gross wie die AMPLITUDE der schwache-
ren WELLE sind.

Stehende Wellen als Resultat zweier gegenlaufender Wellen gibt es
in jedem Resonator, insbesondere in Laserresonatoren.
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A. Begriffe

Die Buchstaben der deutschen Sprache und diejenigen der griechischen Sprache
reichen nicht aus, um alle physikalischen und mathematischen Grossen mit ein-
deutigen Symbolen zu versehen. Manchmal erschliesst sich die Bedeutung eines
Symbols nur aus seinem Kontext.

Tab. A.1.: Bedeutung von Symbolen

Symbol Name

Wert, Bemerkungen

0

()

f/
f//

Q

Nullpunkt von Koordi-
natensystemen
Arithmetischer Mittel-
wert der Grosse x (siehe
Gleichung (2.1.15))
erste Ableitung nach der
Zeit

zweite Ableitung nach
der Zeit

erste Ableitung

zweite Ableitung
Additionszeichen
Subtraktionszeichen
Multiplikationszeichen
Divisionszeichen
Gleichheitszeichen
ungefahr gleich
proportional zu

Vektor

Skalare  Multiplikation
zweier Vektoren
Vektorprodukt — zweier
Vektoren

Lange der Strecke zwi-
schen A und B

(meistens nach x)

(meistens nach x)

in diesem Skript fett ge-
druckt
a-b

axb
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

Betrag einer Zahl, eines
Vektors oder einer kom-
plexen Zahl

das konjugiert Komplexe

von x
NG Quadratwurzel
Siehe auch bei den ein-
zelnen Buchstaben
A
Q@ ein Winkel 1 =rad
Q@ der erste Eulersche Win- 1 = rad
kel
a die  Winkelbeschleuni- 4 = %
gung
a Beschleunigungsvektor =
a Betrag des Beschleuni- 73 a=|al
gungsvektors
a eine unbestimmte Zahl
da Flichenelement m?
as Beschleunigungsvektor =
des Schwerpunktes
ar Beschleunigungsvektor =
zur Tragheitskraft
arccos(z) Arcuscosinus
arcsin(z) Arcussinus
arctan(z) Arcustangens
A ein Punkt
A eine Fliche m?
A Name eines Korpers
A Beobachter bei der Diskussion der
speziellen Relativitat
A Amplitude
B
15} ein Winkel 1 =rad
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

™ @

S

div

Ax

Az

der zweite FEulersche 1 = rad
Winkel
a1 e m2
Kompressibilitit ~
Vektor m
eine unbestimmte Zahl
eine Bahnkurve
Widerstandsbeiwert N - (%)n z.B. Luftwiderstand
(Stromung)
Koeffizient der geschwin- % = ]‘;—g
digkeitsproportionalen
Dampfung
ein Punkt
Name eines Korpers
Beobachter bei der Diskussion der
speziellen Relativitat
ein Winkel 1 =rad
der dritte FEulersche 1 = rad
Winkel
Cosinus
eine unbestimmte Zahl
die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.99792458 - 10°2
Konstante im Boyle- Nm
Mariotte-Gesetz
ein Punkt
Divergenz %
Phase 1=rad

Kleine Grosse in der Va-
riablen x

Abweichung der Grosse
r von einem Referenz-
wert

z.B.  Abweichung vom
arithmetischen Mittel-
wert
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

% Ableitung von f nach z

% partielle Ableitung von
f nach x

dx infinitesimale Anderung
der Grosse x

df totales Differential der af = > %diﬂi
Funktion f

d eine Lange m

desy effektiver Durchmesser m
eines Molekiils

D Winkelrichtgrosse ]Xa ]

E

€ Winkel 1 =rad

€ relative Dehnung 1

€B Bruchdehnung 1

n Scherviskositat %

e’ Exponentialfunktion

e ein (Koordinaten-
)Einheitsvektor

E der Elastizitatsmodul % heisst auch Young’s Mo-

dul

Ei ke Elastizitatstensor (4. %
Stufe)

E Energie J= m;kg (Joule

Eiin kinetische Energie J = ngkg Bjin = 3mv?

Epot potentielle Energie J = m;kg Ei=—[F -ds

Eivnen innere Energie J = ngkg (z.B. Wéarme, mechani-

sche Spannungen)

F

) eine der Koordinaten 1 =rad Winkel zwischen der
(,Langengrad“) bei Zy- Projektion von r auf
linderkoordinaten  und die zy-Ebene und der
Kugelkoordinaten x-Achse

) ein Winkel 1 =rad

336 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



337

Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

3 s 3 m2 E ot,Gravitation
das Gravitationspotenti- k—‘]g =T p(r) = —pentautation
al
Fluss %
ein Winkel 1=rad
Steigung der Weltlinie 1
Faktor der Lorentzkon- 1
traktion
Kraft N = msfg F=|F|
Kraftvektor N = 24 (Newton)
Corioliskraft N = msffg Fo = |F¢]|
Corioliskraftvektor N = msfg (Newton)
Kraftvektoren der &us- N = "¢ (Newton)
seren Kréfte bei einem
Teilchensystem
Kraftvektoren der inne- N = 3¢ (Newton)
ren Krafte bei einem
Teilchensystem
Kraftvektor der resultie- — dn (Newton)
renden dusseren Kraft
Kraftvektor der Damp- e (Newton)
fungskraft
Gewichtskraft N = msfg (Newton)
Gleitreibungskraft N =4 (Newton)
Haftreibungskraft N =24 (Newton)
Kraftvektor der Riick- e (Newton)
stosskraft
Rollreibungskraft N = msfg (Newton)
Tragheitskraft N =4 (Newton)
Volumenkraft e~ (Newton)
Gradient <
Zirkulation :
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

g Feldvektor des Gravita- 73
tionsfeldes
g Betrag des Feldvektors 73 g = 9.817% (dies gilt in
des Gravitationsfeldes Bodennéhe, sonst ist g
eine Variable!)
G Gebiet
Gravitationskonstante m;kg G = 6.6742 - 10_11%
G der Schubmodul oder %
der Torsionsmodul
H
h Hohe der Flissigkeits- m
sdule
I
i Integralzeichen
¢ Linienintegral  entlang
eines geschlossenen
Weges
i Laufindex 1€ Z
i die imagindre Einheit 1 i = y/—1 (Schreibweise
in der Mathematik und
in der Physik)
I Strom A (Ampere)
I Lichtstérke cd (candela)
1 Trégheitsmoment m? kg
| Trégheitstensor m? kg 3 x 3-Komponenten
Ig Tragheitsmoment  be- m?kg
ziiglich des Schwerpunk-
o tes
Iy Trigheitstensor m? kg
J
J Laufindex JjEZ
J die imaginédre Einheit 1 j = v/—1 (Schreibweise
in der Elektrotechnik)
7 Stromdichte 75295
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

K

K Kompressibilitit mWQ = 7’;;;2

k eine Konstante

k Laufindex ke’

k Federkonstante % = %

k Wellenzahl % oft verwenden Spek-
troskopiker die Einheit
em™t

k Wellenvektor < k= |k

L

A Wellenlange m

A Laplace-Operator # A = div grad

l Lange m

[ Lange m

In(x) natiirlicher Logarithmus

lim f(x) Limes (Grenzwert) von

z—0

f(z) wenn z gegen 0
geht
L Drehimpuls @
L, Drehimpuls  beziiglich mzkg
des Punktes 0

L Lange m

L Pendellange m

M

1 Massenbelegung  eines % pw=pA

Seils

1 Poissonzahl oder Quer- 1

kontraktionszahl

1 Reduzierte Masse kg

HGR Gleitreibungskoeffizient
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

MHR Haftreibungskoeffizient
HRR Rollreibungskoeffizient
m Masse kg (Kilogramm)
mo Ruhemasse kg (Kilogramm)
ms schwere Masse kg (Kilogramm)
my trage Masse kg (Kilogramm)
mg Masse der Erde kg mp = 5.98 - 10%*kg
My Masse des Mondes kg my = 7.3 - 10%2kg
M Metazentrum eines
schwimmenden Korpers
Drehmoment Nm = mzzkg M = %
M, Drehmoment beziiglich Nm = m;kg My = %
des Punktes 0
N
v Frequenz Hz = i
n Anzahl jeN
n Stoffmenge mol (Mol)
n Normaleneinheitsvektor
O
O(n) vernachldssigte ~ Terme
der Ordnung n
P
s Verhaltnis zwischen m = 3.141592653589793
Kreisumfang und
Durchmesser
P Impuls mskg p = muv
p Impulsvektor mskg p=muv
P Druck Pa = 5 (Pascal)
ke _ J
mS2 - m3
P ein Punkt
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

P Leistung W=1= ngkg (Watt)
Q
Q ein Punkt
Q Giite 1
Q Wiarme J = m;kg (Joule)
R
rot Rotation
p die Radius-Koordinate m
in Zylinderkoordinaten
p(r) die Massendichte g
P (1) die Massendichte kg
T Ortsvektor m
r Betrag des Ortsvektors —m
r die Radius-Koordinate m
in Kugelkoordinaten
Ty Ortsvektor des Schwer- m
punktes
TE Erdradius re = 6.38 - 10%m
Ty Radius des Mondes ry = 1.74-10%m
TEM Abstand Erde-Mond rev = 3.84-108m
R(s) Kriimmungsradius
Radius einer Kugel
R Erdradius R=rp=06.38-10n
Re Reynoldszahl
S
sin(ep) Sinus
> Summenzeichen
o Spannung
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

Os Oberflichenspannung %
OF Festigkeitsgrenze  oder %
Fliessgrenze
op Proportionalitatsgrenze %
os Streckgrenze %
Oy Standardabweichung
des Messwertes = (Siehe
Gleichung (2.1.17)
Ocp> Standardabweichung des
Mittelwertes < z > (Sie-
he Gleichung (2.1.18)
5 Strecke entlang einer m
Bahn
ds differentielle Léange ent- m
lang einer Bahn
S Schwerpunkt
S eine geschlossene Ober-
flache
T
0 eine der spharischen 1 =rad (Winkel — zwischen — z-
Koordinaten (,90°- Achse und )
Breitengrad*)
0 ein Winkel 1 =rad (Winkel —zwischen — z-
Achse und 7)
T Tangenteneinheitsvektor
T Scherspannung oder % = % (z.B. radioaktiver Zer-
Schubspannung fall)
T Zeitkonstante s (z.B. radioaktiver Zer-
fall)
T Zeit s (z.B. in Integralen)
7 Zeit s (z.B. in Integralen)
O Winkel 1=rad
t Zeit s (Sekunde)
to Zeit s (Sekunde)
tan(p)  Tangens
T Temperatur K (Kelvin)
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)

<

Vo

Us

S

8

Zo

<

Zeit s
Gesamtdauer S
Periodendauer S
Periodendauer s

Geschwindigkeitsvektor

Betrag des Geschwindig- ™ u = |ul
keitsvektors

Geschwindigkeitspotential %2

Betrag des Geschwindig- ™ v =|v|
keitsvektors

Geschwindigkeitsvektor

Anfangsgeschwindigkeit =

Geschwindigkeitsvektor

des Schwerpunktes

Winkelgeschwindigkeit % = % w=¢
Energiedichte der elasti- %

schen Deformation

Betrag des Geschwindig- ™ w = |w]
keitsvektors

Geschwindigkeitsvektor =

Arbeit J = m;kg (Joule)
Ortskoordinate bei kar- m (Meter)
tesischen Koordinaten

Ausgangsposition m

Ortskoordinate bei kar- m (Meter)

tesischen Koordinaten
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Tab. A.1.: (Konstanten: Fortsetzung)
Z
¢ Volumenviskositéat %
z Ortskoordinate bei kar- m (Meter)
tesischen  Koordinaten
und  Zylinderkoordina-
ten
z eine allgemeine komple-
xe Zahl
Tab. A.2.: Vorfaktoren von Einheiten
Symbol Multiplikator Name Bemerkungen
y 10724 = (1073)8 Yokto bedeutet acht | ]
z 10721 = (10%)7 Zepto bedeutet sieben | ]
a 10718 Atto bedeutet achtzehn
[ ]
f 1071° Femto bedeutet fiinfzehn
[ ]
p 10712 Piko bedeutet klein | ]
n 107 Nano bedeutet Zwerg | ]
n 106 Mikro bedeutet klein | ]
m 1073 Milli bedeutet  tausendster
[ ]
c 1072 Zenti bedeutet hundertster
[ ]
d 107t Dezi bedeutet zehnter
[ ]
da 10 Deka bedeutet zehn | ]
h 102 Hekto bedeutet hundert
[ ]
k 103 Kilo bedeutet tausend
[ ]
M 10° Mega bedeutet gross | ]
G 10° Giga bedeutet Riese | ]
T 1012 = (103)* Tera bedeutet viermal
[ ]
P 10 = (10%)° Peta bedeutet fiinf | ]
E 10" = (10%)8 Exa bedeutet sechs [ ]
Z 102 = (103%)7 Zetta bedeutet sieben | ]
Y 10% = (10%)8 Yotta bedeutet acht | ]
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Tab. A.3.: Griechische Buchstaben

Symbol Name Symbol Name

Q@ kleines Alpha

15} kleines Beta

vy kleines Gamma r grosses Gamma
) kleines Delta A grosses Delta

€ kleines Epsilon € kursives kleines Epsilon
¢ kleines Zeta

n kleines Eta

0 kleines Theta S} grosses Theta
) kursives kleines Theta

L kleines Jota

K kleines Kappa

A kleines Lambda A grosses Lambda
14 kleines Mii

v kleines Nii

19 kleines Xi = grosses Xi

0 kleines Omicron

s kleines Pi IT grosses Pi

w kursives kleines Pi

p kleines Rho 0 kursives kleines Rho
o kleines Sigma by grosses Sigma
S kursives kleines Sigma

T kleines Tau

v kleines Upsilon T grosses Upsilon
0] kleines Phi P grosses Phi

© kursives kleines Phi

X kleines Chi

VY kleines Psi v grosses Psi

w kleines Omega Q grosses Omega
F Digamma 3 Beth

J Gimel i Daleth

N Aleph
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B. Konstanten

Tab. B.1.: Konstanten

Werte Bemerkungen

h = 6.626 06896 - 1073* 2 Plancksches Wirkungsquantum
Ny =6.023-10% Avogadro-Konstante
k=1.3806504-10"% 2 Boltzmann-Konstante
e=1.602176487-107°C Elementarladung

to = 4w - 1077 NA~2 Permeabilitat des Vakuums
g0 = 8.854 18781 - 10712 NCI; Permittivitat des Vakuums
F =96 485.3399 % Faradaykonstante

gn = 9.806 65 ms 2 Normalfallbeschleunigung
G =6.6742-10"1 klgzg Gravitationskonstante

c= 299792458 = Lichtgeschwindigkeit

me = 0.510999 MeV /c? = 5.485799 -  Elektronenmasse

10~%u

m, = 0.9382721GeV/c*> = Protonenmasse

1.007276 5 u

m, = 0.9395654GeV/c? = Neutronenmasse

1.008 664 9 u

u=1.6605387-10"2"kg Atomare Masseneinheit

g = 9.274009 68(20) - 107 4 Bohrsches Magneton

mp = 5.9736 - 10*4 kg Masse der Erde

rg = 6371000m Erdradius

p=13kgm™> Dichte von Luft

1AU = 1.49557870 - 10" m Astronomische Einheit

1ly = 9.461- 10" m Lichtjahr

Treg = 864008 Sonnentag

Ni20,200 = 0.001 02 % Viskositéat des Wassers bei 20°

PH20,200 = 998.20 % Dichte des Wassers bei 20°







C. Einige notwendige
mathematische Verfahren

C.1. Ableitung

f(x)1

| > X
X0

Abb. C.1.: Berechnung der Ableitung

d.h. die Steigung einer Kurve oder die Anderung finden

) _ oy AT 1 ()

dx Az—0 Ax

Gesetze beim Ableiten:

(C.1.1)

(C.1.2)

(C.1.3)
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flz)  f'(=)

sin () cos ()
cos(x) —sin(x)
In(x 1

Tab. C.1.: Beispiele fiir Ableitungen

C.2. Integration

f(u)t

/

Uq Us

Abb. C.2.: Integration einer Funktion

Integrieren, d.h. Flache unter der Kurve oder den ,zuriickgelegten“Weg bestimmen
u2

/f(U)du:gi:Igloi)f@ﬁqu;ul)-(url“) (C.2.1)

n

ul

Die verwendeten Symbole sind nebenséchlich. Man kann mathema-
tische Operationen mit allen Symbolen durchfiihren, z.B. die Inte-
gration mit w.
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351 C.3 Ableitungen zur naherungsweisen Berechnung von Funktionswerten

f@) [ f(r)dr

tn —=t" wobein # —1
sin (t) —cos (t)

cos (t) sin ()

t et

In(t)

=

Tab. C.2.: Beispiele fiir Integrale

Gesetze der Integration
/(g () + h(x))dx = /g(:v) dx + /h(x) dx (C.2.2)

[@@) 1 @)dr=g@h@) - [ @h@d  (©23)

C.3. Ableitungen zur naherungsweisen Berechnung
von Funktionswerten

Eine allgemeine Funktion f(z), die geniigend oft stetig differenzierbar ist, soll in
der Ndhe des Wertes xy angendhert werden (Siehe auch die Ausfiihrungen iiber
Taylorreihen in E.3).
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N&herungen

15 7

10

05

-1.0

15k f1(X)=t(xg)+(df/dx){xq) " (x—Xq

o(X)=F; ()+(1/2) (0PH/dx?) (x§)* (x=Xo

| | | | f3(x)=f2(x)+(1/6)(g3f/dx3)(xq ((x-xp)°

-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
X

Abb. C.3.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(x) bei z = —7/4 mit dem
Grad 1, 2 und 3.

Abbildung C.3 zeigt, wie die Funktion cos(x) an der Stelle xy = —m/4 angenéhert
wird. Die Funktion und die ersten drei Ableitungen sind

f(z) = cos(x) dif(x) = —sin(z) (C.3.1)
d? d? .
=) (x) = — cos(x) =] () = sin(z)

In nullter Naherung wiirde man sagen, dass cos(z) = 1/v/2 + O(1) ist in der
Umgebung von zo = —n/4. Das Symbol O(1) bedeutet, dass Terme von x mit
dem Exponenten grosser oder gleich 1 vernachléssigt wurden.

In erster oder linearer Naherung hétten wir cos(z) = 1/v/2—1/v/2(z — (—7/4)) +
O(2) = 1/v2(1 — (z + 7/4))+O(2). Hier sind Terme mit dem Exponenten 2 oder
mehr vernachléssigt worden.

Die néchste Naherung, die 2., nimmt auch die quadratischen oder paraboloiden
Anteile mit. Hier wére cos(x) = 1/v/2—1/v2(z — (—7/4)) — 1/V2(x — (=7 /4))> +
OB)=1/V2(1— (z+7/4) — (z + 7r/4))2 + O(3).

Allgemein sind die verschiedenen Approximationen
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C.3 Ableitungen zur naherungsweisen Berechnung von Funktionswerten

f(xo + A:U) ~ fg(Al’) = f(xo) + O(l) (C.3.2)
d
flxo+ Az) = f1(Ax) = f(zo) + {l(;) Az + O(2)
T=x0
d d?
Fwo + Az) ~ fo(Az) = f(zo) + L @] Apy TS (f) Az? +0(3)
dx |p=z, dx .

- _ df (x) @ f(z) 2, @f(=) 3
f(zo + Az) = f3(Az) = f(x0) + el Ax + s . Az® + o . Az® +O(4)
Mit x = x¢ + Ax lauten die Gleichungen
f(x) = fo(x) = fzo) + O(1) (C.3.3)

df (z
f@) ~ i) = flao) + DD @ —a) 4 0()
T=x0
d d?
f@) =~ @) = flao)+ LB @+ HDL a0
7 P dz I
- _ df (x) d* f(z) 2, @f(@) 3
o= )= o + G| ma+ S| ma TP sl 40
oder allgemein
=1 & f(a) j
f(z) = 2 T d | (x — x0) (C.3.4)
J= r=1x0
Dabei ist j! = 1-2 ... 7 die FAKULTAT von j, Per Definition ist 0! = 1. Die
nullte-Ableitung ist einfach die Funktion selber.
Als Beispiel betrachten wir cos(x) an der Stelle xy = —m/4. Wir haben
1 df (x) 1
fomd) = = RS (©35)
P () 1 P () 1
dz? rx=—7/4 N \/i dz? rz=—7/4 N \/5
und
1
f(x) = fo(z) = 7 +0(1) (C.3.6)
1@~ fi(@) = f(-m/) + T (e +7/4) +O(2)
T lzg=—m/4
x 2 xX
§@) % fa(@) = f(-m /1) + LD @rrm+ DN @it o)
T lz=—m/4 x rz=—m/4
s~ i = inm+ L] e D @emap e (o -+ 7/0° +0(0)
r=—7/4 T r=—m/4 z z=—m/4

Diese Kurven werden in Abbildung C.3 gezeigt.
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N&herungen
15 : T T T
' Xp=T2
10 + : E
05 | } E
/
0.0 | A
— ;j\
Tl /0 ,
-10 / : i
l f(x) ——
s £4 (X)=F(xo)+(dlf/dx) (xg)*(X=xo) —— |
| o (X)=F; ()+(1/2)(0PH/dx%) (xg) *(x=Xg)2 ——
| fa(x) = fg(x)+(1/6)(d3f/dx3)(xq)*(x—xo)3
20 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

X

Abb. C.4.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(x) bei z = —7/2 mit dem
Grad 1, 2 und 3.

Abbildung C.4 zeigt die Approximation fiir xy = —m /2. Hier ist der Funktionswert
wie auch die zweite Ableitung null, so dass eine lineare Approximation resultiert.
Erst die dritte Ableitung ist wieder ungleich null.

N&herungen
15 . ‘
' Xo=0.0
1.0 !
05 | } E
0.0 - ‘
8 I
-05 : E
_10 : -
| f(x)
sk | £, (X)=F(xg)+(df/dX) (xg)*(X-Xo) —— _
L fa(X)=F (0+(1/2) (d2Hdx) (xg) (X-Xg)> ——
L fa(x) = fg(x)+(1/6)(d3f/dx3)(xq)*(x—x0 s
20 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
X

Abb. C.5.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(z) bei x = 0 mit dem
Grad 1, 2 und 3.

Abbildung C.5 zeigt die Approximationen bei xy = 0. Hier ist die erste und die
dritte Ableitung null, so dass nur die zweite tibrig bleibt.
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355 C.4 Vektoren

C.4. Vektoren

beschreiben Orte oder gerichtete Grossen

Y,

>
X

Abb. C.6.: Definition von Vektoren. r ist ein Ortsvektor, v der Geschwindig-
keitsvektor.

oo (3)-(3)

Die Ableitung nach der Zeit wird auch als

oo
Cdt

a+b=|a, |+ b | =| a,+by, (C.4.1)
b, b, d,+b,

Versuch 77: @ Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Polygon (Versuchskarte M-28)

geschrieben.
Addition:

Lange eines Vektors

la| = /a2 + b2 + a? (C.4.2)
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Einige notwendige mathematische Verfahren 356

Skalarprodukt
a-b=a.b, +a,b, +ab, =|al|b|-cos(ZLa,b) (C.4.3)

der Einheitsvektor e, ist ein Vektor der Lange 1, der in die z-Richtung zeigt.

Vektorprodukt
Ay b:c aybz - CLZby
axb=|a, | x| b | =] ab,—asb, (C.4.4)
b, b, agby — ayb,

C.4.1. Gesetze
Fiir die Orientierung der Vektoren gilt:

axbla (C.4.5)
axblb (C.4.6)
la x b] = |a||b] - sin (ZLa,b) (C.4.7)
C.4.1.1. Spatprodukt
a-(bxec)=b-(cxa)=-b-(axc) (C.4.8)

Das Spatprodukt berechnet das VOLUMEN des durch a, b, ¢ aufgespannten Spates.

C.4.1.2. Orthogonalitat zweier Vektoren testen

Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Die Projektion von a auf b, das heisst, die
Komponente von a in die Richtung von b ist

b b
ap = Qin Richtungb — @ * €p = @ - m =a- 6 (049)
In kartesischen Koordinaten heisst dies
0y = agzby + ayby, + ab, (C.4.10)

b3 + b2+ b2
Beispiel:

Sei a = (3,2,—2) und b = (—2,0,1). Dann ist

3-(-2)+2.0+(-2)-2 —6-4 10 5
JE2Rrrr22 o V8 22 V2

ap =

Beispiel:
Sei a = (3,2,—2) und b = (0,0,1). Dann ist
~3:0+2-0+(=2)-2 -2 5

02+ 02+ 12 \/T

Dis ist die z-Komponente von a.

ap
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D. Skalarprodukt und
Vektorprodukt in kartesischen
Koordinaten

Wir betrachten die zwei Vektoren

Uy ba:
a=| a, und b= b,
a. b.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b ist
a-b=a;b, +ayb, +a.b,
Das Vektorprodukt der beiden Vektoren ist
ayb, — a.b,
axb=1| ayb, —ayb,

azb, — a,b,






E. Differentiation und Integration

E.1. Differentiationsregeln

Einige Differentiationsregeln sind

Definition der Ableitung

Partielle Ableitung

Andere Schreibweise
Konstanter Faktor

Summenregel

Produktregel
Bruch

Kettenregel

logarithmische Ableitung

u=f(t)
u= f(x,y,z
u=f(t)

u= f(x), c = const

u:f<t)7 U:g(t)

¢t = 0 -
L LUFA0—f(
AtS0 At

Ou _
or
f(x“rAl‘,y,Z,...,t)—f(.l’7y,27...,t)

lim

Az—0 Az

dt dt dt
deu du
dz — Cdx
dutv) _ du dv
dt T odt + dt
duv

_ dv o du
=Ug TV

du dv
d (u) v U

df(g(t)) __ df(vdv _ df(vdg(t)
dt dv dt dv dt
dlnu __ ﬁ
dr ~— y

Tab. E.1.: Differentiationsregeln




Differentiation und Integration

360

E.2. Differentiation einfacher Funktionen

Funktion n-te Ableitung
™ m(m—1)(m—-2)...(m—n+ 1)zm"
bei ganzzahligem m und n und
m > n ist die n-te Ableitung null
Inz (-1t n—1D ™
log, (z) (~)n e e
eka: knekz
ak® (klna)" a**
sin(kx) k™ sin (/m; + %)
cos(kx) k™ cos (kx + %”)

Tab. E.2.: Ableitung einiger Funktionen

Beispiel:

y = (52 — 3w +2)%

soll differenziert werden. Wir verwenden die logarithmische Ableitung.

d
1 = 6z In(5z? — 2)  |—
n(y) = 6xIn(5z° — 3z + 2) |dx

d d
. (In(y)) = o (6:13‘ In(52* — 3z + 2)) lableiten, Produktregel rechts
T T

! dln(52% — 3 2
¥ _ 61n(52* — 3z + 2) + 62 n(5z p z+2) |Kettenregel ganz rechts
Y T
v N 1 d(5x? — 3z + 2)
= =6In(bzx"—3 2)+6
Yy n(5z T+2)+ $5x2—3$+2 dx
Y . 2
d 10x — 3
% — y’ — 6y 1n(5,’L‘2 — 3z + 2) -+ 6y.’175x2_x—3x_|_2 ‘y einsetzen
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361 E.3 Taylorreihe und Reihen

10z — 3
o 2 6z 2 2 _ 6z
y' = 6(bz® — 3z +2)* In(52° — 3x + 2) + 6(bz” — 3z + 2) Y
10z — 3
/o 2 6x 2
y = 6(5z° — 3z +2)** |In(bz” — 3x +2) + 52— 31 12
E.3. Taylorreihe und Reihen
Definition
r—a, r—a)?,, r—a) .
1) = fla) + )+ O ) D )
andere Schreibweise
Az, Ax)? , Az)* .
flo+ 2) = fa) + G2 @) + B iy 1+ B o)
Beispiel
f(x+ Az) = sin(z + Ax)
A Ax)?
= sin(z) + 1—‘3: cos(z) + ( 29'6) f(x) +
n(AT)?" n(Az)2r
+(—1) 2n)! sin(z) 4+ ...+ (—1) @n 1) cos(x) + ...
Spezialfall: z =0
: _ 1 5, 1 5 _ o (Az)?n
sin(Az) = Az 3!(Ax) + 3!(Ax) +...+(—1) @n 1) -
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362

E.4. Einige Reihen

Funktion Potenzreihe Konvergenz
(1+z)™ 1+ ma + ™2 % im“” QW 2 4. 2| < 1
. . Az (Ax)2 oy
sin(x + Ax) sin(x) + 57 cos(x) + =57 f"(x) + . .. |Az| < 0o
—i—(ﬁf)),n sin(z + %) +
cos(z + Az) | cos(z) — Azsin(x) — MQ;;)S(@ + Am3§!in(x) |Az| < oo
24 cos(z Az™ cos(z+%F
+A44!()_ + n(!+2):|:"
17 s
tan z x4 52+ Eab 4 gEaT + el lz] < %
T ZE3 15 I7
cot x %_[§+E+§E+ﬁ-”} 0<lz|<m
X x x2 $3 I‘4
e 1+ﬁ+§+§+ﬂ+... |$|<OO
ax _ ea?lna 1 + xllrlla + (:Bl;lla)2 + (xlgl!a)3 + (xlzla)4 4+ ’x‘ < 00
Inx 2[%—%;@“2 (a;+11) +... x>0
(z—1)*"
RRCTERy YR
Inx (x—l)—@%—@—i—... 0<ax<2
+(_1)n+1 (ac:ll)" + ...
2 —
Inx a1y 1 xx) n%(%l)Jr r>1
2 3 4
In(1+z) -5 +5 -7+ —-l<z<1
+( IDEaREE
arcsin T+ ;% + 1234’11; + 12“2’1%?75 + lz] <1
arccos 5= [:U + % + 123’115 + 12:1%1; +.. } lz] <1
arctan x—%%—%—...qt(—l)”gi:ﬁ lz] <1

Tab. E.3.: Reihenentwicklungen

362
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363 E.5 Ableitungen in drei Dimensionen

E.5. Ableitungen in drei Dimensionen

E.5.1. Gradient in kartesischen Koordinaten

Wenn wir eine Funktion y = f(x) als Hohenprofil in einer zweidimensionalen
Landschaft auffassen, dann ist
df (x)
dz

die Steigung dieses Profiles an der Stelle x. f(z) ist die Hohenangabe iiber einer
eindimensionalen Grundflache.

Wir koénnen eine Funktion f(z,y) als Hohenangabe iiber einer zweidimensionalen
Grundflache betrachten.

Q
| A"A’ (e -

I 40
I 60
I 30
I 100
Gradient [ 120
[ 140
[ 160
I 180

Abb. E.1.: Gradient als Richtung der stiarksten Steigung

Die Funktion Gradient berechnet die starkste Steigung einer Ho-
henlandschaft uber einer zweidimensionalen Ebene. Sie ist definiert:

of(z,y)

grad [ = | »/{%,

Jy

Eine skalare Funktion f(z,y, z) definiert eine ,,Hohenlandschaft“ iber einer dreidi-
mensionalen Grundflache. Sie kann nicht mit einfachen Mitteln visualisiert werden.
Hier ist die Definition
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Differentiation und Integration 364

Gradient einer skalaren Funktion f(z,y,2) von drei Varia-
blen

(2,9,2)
grad f = 0f (x.y,2)
(2,9,2)

Wieder ist es die Richtung des starksten Anstiegs.

E.5.2. Divergenz in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten eine Vektorfunktion

sen=( £

X x+dx

\ 4
X

Abb. E.2.: Vektorfeld mit Umrandung

Wenn wir die Umrandung betrachten, dann sehen wir, dass netto etwas aus ihr
herausfliesst. In die z-Richtung heisst das, dass

F,-dr = f.(x +dx,y) — fo(z,y)

fliesst.

In die y-Richtung miissen wir die schrig liegenden Vektoren aufteilen. Die x-
Komponente, f,(z,y) und f.(x,y + dy) ist parallel zur oberen und unteren Um-
randung. Sie tragt nichts zum Fluss bei. Also gilt auch fiir die y-Richtung

Fy-dy = fy(z,y +dy) — fy(z,y)

Die Grosse F' = F, + F,, nennen wir Divergenz oder Quellstérke. Sie ist also
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365 E.5 Ableitungen in drei Dimensionen

Divergenz oder Quellstarke in 2 Dimensionen

afr(% y) I 8fy<xv y)
ox oy

div f(z,y) =

Eine analoge Uberlegung kann man sich in drei Dimensionen machen. Die Vektor-

funktion ist dann
f:li (:C7 y7 Z) )

-f(l”y>z> = ( fy(x,y,z)
fo(x,y, 2)

Wir definieren

Divergenz einer Vektorfunktion f(z,y,z) in drei Dimensio-
nen

. awlﬁ,/,z 0 T, Y, 2 62x7 L2
div f(z,y,2) = f(ag;y ) | fy(ayy ) | f(azy )

E.5.3. Rotation in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten wieder eine zweidimensionale Vektorfunktion
folz,y)
xr,y) =
F(z,y) < £z, y)

y y+d;K\\\
N

X x+dx

N\ v

\ 4
X

Abb. E.3.: Drehung eines schwimmenden Klotzes, Rotation

Wir nehmen nun an, dass die durch f(x,y) definierten Stréomungen den recht-
eckigen schwimmenden Klotz beeinflussen. So wie die Vektoren gezeichnet sind,
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Differentiation und Integration 366

wird er sich drehen. Seine Drehachse zeigt aus der Zeichenebene heraus, also die
z-Richtung. Die Drehung hat etwas zu tun mit den Grossen

Ryd$ - fy(I +dx7y) - fy(‘ray)

und

Rxdy = - (f:r(ajay + dy) - fx(xay))

Um bei gleicher Drehrichtung (positiv ist im Gegenuhrzeigersinn) eine positive
Grosse zu haben, wird bei R, ein ,—* eingefiigt. Die Stérke der Drehung ist also

Rotation in zwei Dimensionen

ofy(a.y)  Ofule,y)

= ox oy

Fir eine dreidimensionale Vektorfunktion

fo(z,y,2)
f($ay7z) = fy(‘ray?'z)
fo(,y, 2)
kann man sich iiberlegen, dass die gleichen Uberlegungen wie fiir die xy-Ebene

auch fiir die zz-Ebene (Rotation um y) und die yz-Ebene (Rotation um z) gelten.
Wir definieren also

Rotation in drei Dimensionen

Of(xy,2)  Ofy(r,y,2)
Ay 0z

Ofe(wyy,2)  Of:(2,9,2)

0z Oz
Ofy(i"/ayaz) _ O fe(2,y,2)
oz Jy

Man kann sich die Berechnung gut merken mit

Gedankenstiitze fur Rotation

fo(z,y, 2)
fy(xa Y, Z)
f-(z,y,2)

SIS
X
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F. Rechnen mit Integralen

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 447])
Konstanter Faktor

/af(x)dx = a/f(a:)dx

Integral einer Summe oder Differenz

/[u(x) +u(z) —w(z)|de = /u(x)dx + /U(a:)dx — /w(m)dm

Substitutionsmethode

Sei y = ¢(x)
[ 1wy = [ flo@))¢'(@)da

Partielle Integration der Kettenregel der Differentiation
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F.1. Unbestimmte Integrale

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 445])
Funktion Integral
x" Jxdx = f;:rll n# —1
] [% —tnjal
sin(x) [sin(z)dz = — cos(x)
cos(z) [ cos(z)dz = sin(x)
tan(x) Jtan(z)dz = —In | cos(z)|
cot(x) [ cot(z)dz = In |sin(x)|
Cos%(ac) J cogf(x) = tan()
sin%(x) J sindér(x) = —cot(z)
ﬁ J a2dfm2 = Larctan £
e’ [etdr = e”
a® Ja*dx = %
Inx JInzdr =xlnx —x
sinh x J sinh xdx = cosh x
coshx J cosh xdx = sinh x
tanh x [tanh zdx = In| cosh z|
cothz [ cothzdxr = In | sinh z|
— [ am—
ﬁ Ik sin‘i‘éx = —cothzx
\/ﬁ J \/% = arcsin 7

Tab. F.1.: Unbestimmte Integrale
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Rechnen mit Integralen 370

F.1.1. Bestimmte Integrale und Integrale mit variabler oberer
Grenze

Wenn fir eine Funktion f(z) die Stammfunktion

F(r) = /f(x)dx e (F.1.1)

ist, haben bestimmte Integrale der Funktion f(x) die Form

a

Fly= / f(@)de = F(@)|° = F(b) — F(a) (F.1.2)

Der Name der Variablen im bestimmten Integral sind irrelevant

Fop= [ J@)de = [ ()¢ = [ [(E)i= = FE)I, = F(b)) ~ F(a)  (F.13)

Wir konnen nun die obere Grenze variabel machen. Wichtig ist, dass die Variable
im Integral eine andere Variable ist wie in der Grenze

[ £Qdc = FQF; = F(x) - F(@) (F.14)
Wenn F(z) nach z abgeleitet wird, erhalt man wieder f(z).
I e =L p@) -y = T = piay (F.15)

Wenn die Variable x die untere Grenze ist und die obere Grenze fest ist, b, dann
gilt

b

[ 1&g = FO)L, = F) - F(a) (F.1.6)

x

und

& r0dc= 2 E0) - Py = -0 = gy @)

Ist die obere Grenze eine Funktion g(x), gilt

J@)10dc = = (Flg(w) = Fla) = =220 = f(g(e) = (7.18)

a

dz

Dies ist nichts anderes als die Kettenregel der Differentiation (Siche Tabelle E.1).
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F.2. Berechnung von Linienintegralen

Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an | , Seite 214] an. Gegeben sei
ein Vektorfeld F'(r). Zu berechnen sei das Linienintegral

/ F(r)-dr
r1,b
zwischen den Punkten i und 7, entlang der Bahn . Wir nehmen an, dass die
Bahn b mit der Bahnldnge s parametrisiert sei, also durch 7(s) gegeben sei. Dann
ist F'(r) = F(r(s)) und der Tangenteneinheitsvektor ist

dr

TS5

Mit 7(s1) = r; und r(sg) = 79 ist das Linienintegral

[ F ) ar= [F(r(s)) - 7s)as (F.2.)
7r1,b S1

Das Linienelement ds wird aus der Kurvenlédnge s(¢) (¢ ein beliebiger Parameter)
in kartesischen Koordinaten so berechnet:

3@_] de\*(dy\' | (d=)? s | (de\? (=)
, dt dt dt dt — \ \dt dt dt
0
(F.2.2)
Ausgeschrieben ist dann das Linienintegral mit s; = s(¢1) und s(t) = s(t3) und

r(s(t))) = (x(s(1)), y(s(1)), =(s(t))"

T2 s(t2)
[ Fr)-ar = /F(r(s))-f(s)dz(tﬂdt

r1,b S(t1)

= om0 (B0 (E0)

s(t1)
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G. Umrechnungen zwischen
kartesischen, spharischen und
zylindrischen
Koordinatensystemen

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp- 218])
(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 667])
Definitionen

Kartesisches System
Vc = ‘/a:em + ‘/yey + ‘/262

Spharisches System
VS = V;GT + V¢6¢ + %69

Zylindrisches System
V,.=Ve +Vyey, + Ve,

Die Transformation zwischen den Koordinatensystemen lduft auf eine allgemeine
Drehung der Koordinaten im Raum hinaus.

Abb. G.1.: Definition der Koordinatensysteme. Links: kartesisches System. Mit-
te: Zylinderkoordinaten. Rechts: Kugelkoordinaten
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G.1. Vom kartesischen ins spharische System

V, = V,sinfcos ¢+ V,sinfsin¢ + V, cos (G.1.1)
Vo =V, cosfcos ¢+ V, cosfsin g — V, sin 0 (G.1.2)
Vy = —Vpsing + V, cos ¢ (G.1.3)

(G.1.4)

G.2. Vom spharischen ins kartesische System

Vy =V, sinf cos ¢ + Vycos cos ¢ — V,,sin ¢ ( )
Vy = V. sinfsin ¢ + Vj cos 0 sin ¢ + Vi cos ¢ (G.2.2)
V,=V,cos0 — Vysin6 ( )

(G.2.4)

G.3. Vom kartesischen ins zylindrische System

V, =Vycos¢+ V,sing (G.3.1)
Vy=—Vysing + V, cos ¢ (G.3.2)
V.=V, (G.3.3)

(G.3.4)
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G.4. Vom zylindrischen ins kartesische System

X

Abb. G.2.: Umrechnung der Koordinaten

Ve =V,cos¢ — Vysing (G.4.1)
Vy, = V,sin¢ + Vg cos ¢ (G.4.2)
V.=V, (G.4.3)

(G.4.4)

G.5. Vom spharischen ins zylindrische System

V, =V,sinf + Vycost (G.5.1)
Vo=V, (G.5.2)
V., =V,cos0 — Vpsinf (G.5.3)

(G.5.4)
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G.6. Vom zylindrischen ins spharische System

V., =V,sinf + V, cos b (G.6.1)
Vo =V,cos0 — V. sinb (G.6.2)
Vo=V, (G.6.3)

(G.6.4)
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H. Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen in
Kugelkoordinaten

Wir betrachten die Definition der Kugelkoordinaten

Abb. H.1.: Mitgefithrtes orthogonales Koordinatensystem und kartesisches Ko-
ordinatensystem

Gegeben sind einerseits die kartesischen Koordinaten x, y und z, andererseits die
Kugelkoordinaten r, ¢, und . Am Punkt P definieren wir ein mitgefiihrtes karte-
sisches Koordinatensystem. Seine Orientierung hangt also von der Zeit ab! Beide
Koordinatensysteme sind jeweils durch ein Tripel von Einheitsvektoren gegeben,
die jeweils gegenseitig orthogonal sind. Die Einheitsvektoren sind im kartesischen
System e,, e, und e, und im mitgefithrten kartesischen System e,, e, und eg.
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Abb. H.2.: Betrachtung in der zy-Ebene fiir e,

Wir betrachten zuerst die xy-Ebene. Die Projektion des Ortsvektors r auf diese
Ebene nennen wir p. Wir erhalten also die Beziehungen (Einheitsvektoren!)

ey = —sin(¢)e, + cos(d)e, (H.0.1)
p = cos(¢)e, +sin(¢)e, (H.0.2)
L4
e
€A o ey
. .

Abb. H.3.: Betrachtung in der pz-Ebene zur Bestimmung von e, und ey

Wir betrachten nun die Ebene gebildet aus den Vektoren p und e,. In dieser
Darstellung ist e, radial und ey zeigt in die Richtung der positiven #-Koordinate.
Dadurch ist auch e,, ey und e, in dieser Reihenfolge ein ortogonales Rechtssystem.
Aus der Abbildung liest man
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e, = cos(f)e, + sin(f)p (H.0.3)
= cos(f)e, + sin(f) (cos(p)e, + sin(¢)e,)
= sin(f) cos(¢)e, + sin() sin(¢)e, + cos(h)e.

ey = —sin(f)e, + cos(f)p (H.0.4)
= —sin(f)e, + cos(f) (cos(p)e, + sin(¢)e,)
= cos(f) cos(¢)e, + cos(f) sin(¢p)e, — sin(f)e,

Dabei merken wir uns, dass 6 und ¢ Funktionen der Zeit sind. Zusammenfassend
erhalten wir

e, = sin(f) cos(¢)e, + sin(f) sin(¢)e, + cos(f)e. (H.0.5)
ey = cos(f) cos(¢)e, + cos(f) sin(¢)e, — sin(f)e, (H.0.6)
e, = —sin(¢)e, + cos(¢)e, (H.0.7)

Wir wissen, dass e,, e, und e, ein orthogonales Koordinatensystem ist. Also ist
insbesondere 1 = e, -e, = e,-¢, =e;-e;und 0 =e,-e, =€, -€,, = e, -e,.
Wenn wir mit diesem Wissen e, - e,, eg - €9 und ey - €,4 sowie e, - €y, €y - €, und
e - e, berechnen, konnen wir zeigen, dass auch das Koordinatensystem e,, ey und
e ein orthogonales Koordinatensystem ist.

Wenn wir dieses Gleichungssystem nach e;, e, und e, auflosen, erhalten wir die
Umkehrrelationen

e, = sin(f) cos(¢)e, + cos(#) cos(p)eg — sin(p)e, (H.0.8)
e, = sin(f) sin(¢)e, + cos(f) sin(¢)eg + cos(p)e, (H.0.9)
e, = cos(f)e, —sin(f)ey (H.0.10)

Durch Riickeinsetzen kann man sich iiberzeugen, dass dies konsistente Formulie-
rungen sind.

H.1l. Geschwindigkeiten

Wir wissen, dass in kartesischen Koordinaten

X
r= (y) = re; +yey, + ze, (H.1.1)
z

der Ortsvektor ist. Die Geschwindigkeit ist dann

d ‘ T
o — cT: _ 3 = 5| = ie. + e, + ze. (H.1.2)
dz 3

dt
Wir verwenden die Beziehungen
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Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in Kugelkoordinaten 380

x = rsin(f) cos(¢) (H.1.3)
y = rsin(6) sin(¢) (H.1.4)
z = rcos(f) (H.1.5)

und leiten sie ab. Wir erhalten

i = 7sin(6) cos(¢) + 7 cos(8) cos(¢)d — rsin() sin(¢) (H.1.6)
3 = 7sin(f) sin(¢) + 7 cos(6) sin(p)d + rsin(8) cos(¢)¢ (H.1.7)
4 = 1 cos(f) — rsin(6)f (H.1.8)

Wir setzen in die Gleichung H.1.2 die Gleichungen H.0.8, H.0.9, H.0.10, H.1.6,
H.1.7 und H.1.8 ein und ordnen nach e,, ey und ey.

v =1e, + ye, + ze, (H.1.9)
=% [sin(6) cos(¢)e, + cos(f) cos(p)ey — sin(¢p)ey]
+ ¢ [sin(0) sin(¢)e, + cos(8) sin(¢p)ey + cos(p)ey)
+ % [cos(f)e, — sin(0)ey]
= [ sin(0) cos(¢) + ysin(0) sin(¢) + 2 cos(F)] e,
+ [ cos(f) cos(¢) + ycos(f) sin(p) — Zsin()] eq
+ [isin(9) + geos(@)] s

Der Ubersichtlichkeit halber berechnen wir nun die drei Komponenten e,, ey und
e4 getrennt. Wir beginnen mit e,.
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v, =i sin(0) cos(¢) + ysin(0) sin(¢) + 2 cos(0) (H.1.10)
= [7’" sin(0) cos(¢) 4 r cos(f) cos(¢) — rsin(6) sin(qﬁ)qﬂ sin(#) cos(¢)
+ [7’“ sin(f) sin(¢) 4 r cos(0) sin(¢)8 + r sin(6) COS(¢)§§} sin (@) sin(¢)
+ {7“ cos(f) —r sin(G)é] cos(0)
=7 [sir%(e) cos(¢) sin(f) cos(¢) + sin(0) sin(¢) sin(6) sin(¢) + cos(f) cos(6)]
+ rQ [cos () cos(¢) sin(#) cos(¢p) + cos(f) sin(¢) sin(f) sin(¢) — sin(6) cos(6)]
+ 7¢ [—sin(f) sin(¢) sin(#) cos(¢) + sin(6) cos(¢) sin(f) sin(¢)]
=7 {sinQ(é’) cos?(¢) + sin’(6) sin®(¢) + cos*(# }
+ 10 [COS(@) cos?(¢) sin(#) + cos(6) sin?(¢p) sin(#) — sin(6) cos(@)]
+ 7 [— sin?(6) sin(¢) cos(¢) + sin®(6) sin(¢) cos(¢ )}
=7 {sinQ(é’) (cos2(gz5) + sin2(¢)) + cos (9)}
+ 76 {cos(@) sin(#) [COSQ(¢) + sinz(gb)] — sin(#) COS(@)}
=7 {Sinz(ﬁ) + cosz(G)} + 1 [cos() sin(f) — sin(f) cos(6)]

=7

Wir fahren mit ey weiter.

vp =1 cos(f) cos(¢) + ¢ cos(#) sin(¢) — Zsin(6) (H.1.11)
= [7” sin(6) cos(¢p) + r cos() cos(¢)f — rsin(6) Sin(gb)qi.)] cos(#) cos(¢)
+ [7“ sin(6) sin(¢) + r cos() sin(¢)f + r sin(6) cos(qb)é} cos(#) sin(¢)
— [ cos(6) — rsin(0)] sin(0)
=7 [sin () cos(¢) cos(#) cos(p) + sin(f) sin(¢) cos() sin(¢p) — cos(f) sin(0)]
+ 78 [cos() cos(¢) cos(B) cos(¢) + cos(B) sin(¢p) cos(6) sin(¢) + sin(f) sin(8)]
+ 7¢ [—rsin(f) sin(¢) cos() cos(¢) + sin(6) cos(¢) cos(f) sin(p)]
=7 {sin(@) cos(6) COSQ(gb) + sin(6) cos(6) sin®(¢) — cos(#) sin(@)}
+ 76 {cos cos?(¢) + cos?(6) sin?(¢) + sinQ(G)}
+ r¢ [—rsin(f) sm(qﬁ) cos(f) cos(¢) + sin(0) sin(¢) cos(6) cos(p)]
=7 [sin(#) cos(#) — cos(@) sin(0)]
+70 {cos + sin? }
=rf

Wir schliessen mit eg.
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vy = — &sin(¢) + y cos(¢) (H.1.12)
=— [7’" sin(0) cos(¢) 4 r cos(6) cos(¢)f — rsin(6) sin(qﬁ)q'ﬁ} sin(¢)
+ [7” sin(6) sin(¢p) + r cos() sin(¢)f + r sin(6) COS(gb)d)} cos(¢)
=7 [— sin(#) cos(¢) sin(¢) + sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ 10 [— cos(0) cos(¢) sin(¢) + cos(6) sin(¢p) cos(¢)]
+ r¢ [sin(6) sin(¢) sin(¢) + sin(#) cos(¢) cos(¢)]
=r¢ {sin(&) sin®(¢) + sin(6) cosZ(gb)}
—rsin(6)¢

Zusammenfassend haben wir
vV =U,€, + Upey + V€ (H.1.13)

=re, + rfeg + rsin(f)de,

H.2. Beschleunigung

Die Beschleunigung ist in kartesischen Koordinaten

d’z -

d*r @z * . N .
&z 3
di?

Wir verwenden die Beziehungen

x =rsin(f) cos(¢) (H.2.2)
y =rsin(0) sin(¢) (H.2.3)
z =7 cos(0) (H.2.4)

und leiten sie zweimal ab. Wir erhalten aus

i =7 sin(f) cos(¢) + r cos(8) cos(¢) — rsin(8) sin(¢)d
3 =7 sin(6) sin(p) + r cos(#) sin(¢)8 + rsin(h) cos(¢)d
4 =7 cos(f) — rsin(0)d

die Gleichungen
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+ 7 cos(#) cos(¢)f — rsin(f) cos(¢)8? — 1 cos(8) sin(p)dh + 1 cos(8) cos(¢p)b

— 7sin(f) sin(¢)d — 7 cos(f) sin(@)pf — rsin(h) cos(¢)p* — rsin(f) sin(¢)
=7 sin () cos(¢)

+ 76 [cos(6) cos(¢) + cos(f) cos()]

+ 7¢ [— sin(f) sin(¢) — sin(6) sin(¢)]

+ r6? [— sin(0) cos(¢)]

+ rd0 [— cos(6) sin(@) — cos(f) sin(e)]

+ 70 [cos(6) cos(¢)]

+ r¢? [—sin() cos(¢)]

41— sin(8) sin(6)]
=i sin(f) cos(¢) + 270 cos(f) cos(¢p) — 27dsin(f) sin(p) — 762 sin(6) cos(¢)

— 2rdf cos(0) sin(¢) + 6 cos(h) cos(p) — r¢? sin(0) cos(¢) — rdsin(f) sin(ep)

i =i sin(0) cos(¢) + 7 cos() cos(¢)d — 7 sin(6) sin(¢p) ¢ (H.2.5)
)
)

und

§j =i sin(f) sin(p) + 7 cos(6) sin(¢)f + 7 sin(#) cos(d) (H.2.6)
+ 7 cos(0) sin(¢)f — rsin() sin(¢)0% 4 r cos(0) cos(¢)f¢ + 1 cos() sin(¢)d
+ 7sin(0) cos(¢)d + r cos(6) cos(¢)0é — rsin(6) sin(¢)d? + rsin(f) cos(¢)d
=7 sin(#) sin(¢)
+ 76 [cos(6) sin(¢) 4 cos(6) sin(¢)]
47 [sin(8) cos(6) + sin(8) cos(d)]
— 62 sin(0) sin(¢)
+ 70¢ [cos(f )cos(d)) + cos(0) cos(9)]
+ rcos(#) sin(¢)f
— r¢?sin(f) sin(¢ )
+ rsin(f) cos(¢)d
=i sin() sin(¢) + 270 cos(0) sin(¢) + 27¢sin(0) cos(¢) — ro? sin() sin(¢)
+ 2rf¢ cos(8) cos(¢) + 1 cos(8) sin(¢) — r¢? sin(6) sin(¢) + rdsin(8) cos(d)

cos(

sowie

% =i cos(f) — 7 sin(6)0 (H.2.7)
— 7sin(0)0 — r cos(0)6? — rsin(6)d
=i cos(f) — 2isin(0)f — r cos(#)d — rsin(6)f

Wir setzen in die Gleichung H.2.1 die Gleichungen H.0.8, H.0.9, H.0.10, H.2.5,
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H.2.6 und H.2.7 ein und ordnen nach e,, ey und ey.

a =ie, + je, + Ze, (H.2.8)
=7 [sin(6) cos(¢)e, + cos(8) cos(p)ey — sin(p)ey]
+ ¢ [sin(#) sin(¢p)e, + cos(#) sin(p)eg + cos(d)ey)
+ % [cos(0)e, — sin(f)ey]
= [#sin(f) cos(¢) + ysin(f) sin(¢) + 2 cos(0)] e,
+ [& cos(6) cos(¢) + i cos(#) sin(¢) — Zsin(f)] eq
+ [—isin(@) + § cos(9)] e

Der Ubersichtlichkeit halber berechnen wir nun die drei Komponenten e,, ey und
e4 getrennt. Wir beginnen mit e, .
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H.2 Beschleunigung

a, =

Zsin(#) cos(¢) + ysin(0) sin(p) + 2 cos(h) (H.2.9)

= {r sin(f) cos(p) + 270 cos() cos(¢) — 27 sin() sin(¢) — 762 sin(6) cos(p)

— 2r¢f cos(f) sin(¢) + r6 cos(6) cos(d) (H.2.10)
—r¢?sin(6) cos(¢) — rdsin(h) sin(gb)} sin () cos(¢)

+ [r sin(6) sin(¢p) + 270 cos() sin(¢) + 2r¢ sin() cos(¢)

— 762 sin(6) sin(¢) + 2rf¢ cos() cos(¢)

+r cos(0) sin(¢)0 — r¢? sin() sin(¢) + r¢ sin(f) cos(¢ )} sin(#) sin(¢)

+ [r cos(6) — 2r0sin(0) — 762 cos(0) — rd sin(@)} cos(0)

=7 [sin(#) cos(¢) sin () cos(¢) + sin(f) sin(¢) sin(6) sin(¢) + cos(f) cos(6)]

+ 270 [cos(6) cos(¢) sin(8) cos(@) + cos(f) sin(¢) sin(f) sin(¢) — sin(f) cos(H)]
+ 27 [— sin(6) sin(¢) sin(#) cos(¢) + sin(f) cos(¢) sin(f) sin(¢)]

+ 8% [— sin(8) cos(¢) sin(8) cos(¢) — sin(8) sin(¢) sin(8) sin(¢p) — cos(8) cos(6)]
+ 2rf¢ [— cos(0) sin(¢) sin(6) cos(¢) + cos(f) cos(¢) sin(8) sin(e)]

+ 16 [cos() cos(¢) sin(8) cos(¢) + cos(h) sin(p) sin() sin(¢) — sin() cos(6)]

+ r¢? [— sin() cos(¢) sin(0) cos(¢) — sin(8) sin(¢) sin(8) sin(¢)]

+ ¢ [— sin(f) sin(¢) sin(0) cos(¢) + sin(f) cos(¢) sin(f) sin(¢)]

=i [sin®(0) cos” () + sin® (0) sin® (@) + cos”(6)]

+ 270 |cos(0) sin(0) cos(¢) + cos(6) sin(6) sin*(¢) — sin(0) cos(0)]
+ 27¢) [— sin®() sin(¢) cos(¢) + sin?(#) cos(¢) Sin(¢)}

+10% [~ sin*(9) cos?(¢) — sin*(0) sin*(¢) — cos™(0)]

+ 76 [cos(6) sin(6) cos*(¢) + cos(0) sin(6) sin®(¢) — sin(6) cos(0) |
+ ¢ {— sin?(6) cos*(¢) — sin®(0 )st(gb)}

+7¢ {— sin’(0) sin(¢) cos(@) + sin®(6) cos(¢) sin(¢)]

=7 {Sin2(0) + 0082(9)]

und

+ 276 [cos(0) sin(#) — sin(8) cos(6)]
+ r6? { sin?(0) — cos (0)}
+ 76 [cos() sin(6) — sin(f) cos(6)]
+ 7“(;5 [ sin? 9)}

— 0% — rsin?(0)¢?
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ag =7 cos(0) cos(¢) + 7 cos(f) sin(¢) — Zsin(0) (H.2.11)
= [r sin(0) cos(¢) + 270 cos(f) cos(¢) — 27 sin(f) sin(¢p) — r6? sin(6) cos(¢)

—2r$f cos(0) sin(¢) + r cos(8) cos(¢) — rd? sin(8) cos(¢) — rdsin() sin(gf))} cos(0) cos(¢)
+ {7" sin(0) sin(¢) + 270 cos(0) sin(¢) + 2r¢ sin(f) cos(¢) — 762 sin(6) sin(¢)

+2r0¢ cos(0) cos(¢) + 0 cos(0) sin(¢) — r¢® sin(f) sin(¢) + rdsin(0) cos(<b)] cos () sin(o)
- [7“ cos(6) — 270sin(0) — 76 cos(h) — r6 sin(@)} sin(#)

=7 [sin(f) cos(¢) cos(#) cos(p) + sin(f) sin(¢) cos() sin(¢p) — cos(f) sin(6)]

+ 270 [cos(6) cos(¢) cos(8) cos(¢) + cos(8) sin(p) cos(8) sin(¢) + sin(8) sin(6)]
+ 27¢) [— sin(6) sin(¢) cos(0) cos(¢) + sin(f) cos(@) cos() sin(¢)]

+ r6? [— sin(0) cos(¢) cos() cos(¢p) — sin(f) sin(¢) cos(8) sin(¢) + cos(f) sin(6)]
+ 2rdf [~ cos(0) sin(¢) cos() cos(p) + cos(h) cos(¢) cos() sin(e)]

+ 1 [cos() cos(¢) cos(8) cos(¢) + cos(6) sin(¢p) cos() sin(¢) + sin(f) sin(6)]
+ 1r¢? [~ sin(0) cos(¢) cos(f) cos(¢) — sin(f) sin(¢) cos() sin(e)]

+ 1 [— sin(0) sin(¢p) cos() cos(@) + sin(8) cos(¢p) cos(h) sin(e)]

= [sm( ) cos(8) cos?(¢) + sin(f) cos(6) sin?(¢) — cos(6) Siﬂ(@)}

+ 210 {cos (0) cos®(¢) + cos?(0) sin(¢) + sinZ(G)]

+ r? [ sin(6) cos(8) cos?(¢) — sin(6) cos(6) sin?(p) + cos(h) sin(@)}

+ 76 [cos (0) cos®(¢) + cos*(0) sin®(¢p) + sin®(0 )}

+1¢” |~ sin(0) cos(6) cos*(¢) — sin(0) cos(6) sin ()|

=7 [sin(#) cos(#) — cos() sin(0)]

+ 210 {cos (0) + sin*(¢ )}

+ r6? [— sin(0) cos() + cos(0) sin(h)]

+ 76 [0052(9) sin?(6 )}

— 1¢? [sin(f) cos(h)]

=270 + rf — rsin(f) cos(6) P>

386

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



387 H.2 Beschleunigung

und schliesslich

ag = — &sin(¢) + i cos(¢) (H.2.12)
=— [r sin(0) cos(¢) 4 276 cos(8) cos(¢) — 2r¢ sin(f) sin(¢) — 762 sin(#) cos(p)
—2r¢0 cos(0) sin(¢) + 16 cos() cos(¢) — r¢? sin(0) cos(¢) — r¢ sin(h) sin(gb)} sin(¢)
+ [r sin(6) sin(¢) + 270 cos() sin(¢) + 2 sin(#) cos(¢) — 62 sin(6) sin(¢p)
+2rf¢ cos(0) cos(¢) + 0 cos(8) sin(¢) — r¢?® sin(6) sin(¢) + rdsin() cos(cb)] cos(o)
=7 [— sin(0) cos(¢) sin(¢) + sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ 270 [~ cos(6) cos() sin(¢) + cos(8) sin(p) cos()]
+ 27¢ [sin(6) sin(¢) sin(¢) + sin(6) cos(¢) cos()]
+ 767 [sin(f) cos(¢) sin(¢) — sin(8) sin(¢) cos(¢)]
+ 2r¢0 [cos(0) sin(¢) sin(¢) + cos() cos(@) cos(¢)]
+ 70 [~ cos(8) cos(¢) sin(¢) + cos(6) sin(p) cos(¢)]
+ ¢ [sin(8) cos(¢) sin(¢) — sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ ¢ [sin(0) sin(¢) sin(¢) + sin(6) cos(¢) cos(¢)]
=+ 27¢) [sin(ﬁ) sin?(¢) + sin(6) COSQ(QD)]
+ 2r¢f [cos(@) sin®(¢) + cos(f) cos*(¢
+7¢ [sin(@) sin®(¢) + sin(6) cos2(¢)}
— + 27 sin() + 2r¢f cos(h) + rdsin(0)
= [rgb + 27'“@5} sin(6) 4 2r¢f cos(h)

n
n

)]

Zusammenfassend haben wir

a =a,e, + apey + ayey (H.2.13)
= [r S sinQ(G)gz'Sz} e,
+ [27;9' + 76 — rsin(6) cos(@)gz'ﬂ ep
- [(T(b - 27’¢) sin() + 2r¢f COS(@)} ey

H.2.1. Interpretation

Wir teilen die Beschleunigung in drei Komponenten auf
a=a,+a,+a. (H.2.14)

Dies ist in der angegebenen Reihenfolge die Parallelbeschleunigung, die den Be-
trag der Geschwindigkeit erhoht, die Zentripetalbeschleunigung und die Coriolis-
Beschleunigung.
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Im Einzelnen haben wir

a, = e, + riey + rsin()pe, (H.2.15)
a,=-r [92 + sinz(e)qﬂ e, — rsin(f) cos()d’eq (H.2.16)
a, = 2rfeq + 2 [#sin(6) + rf cos() | de, (H.2.17)
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|I. Berechnungen in ebenen
schiefwinkligen Dreiecken

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 146])

Abb. I.1.: DREIECK

halber Dreiecksumfang s = “tbtc

Radius des Umkreises R = - & = -t _— _¢

2sina 2sin 8 2sinvy

(s—a)(s—b)(s

Radius des Inkreises r = =9 — stan 2tan 2 tan 2 = 4Rsin 222
s 2 2 2 222

Flacheninhalt S = absiny = 2R?sin asin fsiny = rs =
\/s(s —a)(s—=b)(s—c¢)

Sinussatz -& = - c —92R

sin o sin 8 = siny
R ist der Umkreisradius

Projektionssatz ¢ = acos 3 + bcosa

Kosinussatz oder Satz des Pythagoras im schiefwinkligen Dreieck ¢ = a® +
b? — 2abcos vy

Mollweidsche Gleichungen (a + b)sin 1 = ccos (O‘T_ﬂ>

(a—b)cos? = csin (L;B) 2

tan &8
Tangenssatz 20 = " 2
a—b tan &=£

2

Halbwinkelsatz tan & = /(=200

s(s—a)
Tangensformeln tana = asinf_ __ _asiny
c—acos 8 b—acosy
Beziehungen fiir halbe Winkel sin § = %
cos & — 4/56=a)

2 be
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(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp. 148))
gegeben Formeln
1 Seite und 2 Winkel i ~
o _ asinf _ asiny 1 .

1. (a, 0, B) y=rm—a—[F,b="""c="1 5= jabsiny
2 Seiten und der ein- | tan %52 = Z—;Z cot2 2 =71 o und B werden

2. | geschlossene Winkel | aus o 4+ 8 und o — 3 berechnet. ¢ = “Sfjl—n;, S =
(CZ, ba ’7) %G/b sin Y

2 Seiten und der einer

sin g = b“% Fir a > b ist 8 < 7 und eindeu-
tig bestimmt. Fiir a < b sind die folgenden Félle

moglich:

1. 3 hat fir bsin a < a zwei Werte 5 = m— 1

3. | von ihnen gegentiberlie- . o\ e L
gende Winkel (a,b, o) 2. (3 hat genau einen Wert (7) fiir bsina = a
3. Fir bsina > a ist es unmoglich, ein DREI-

ECK zu konstruieren.
’yzﬂ—a—ﬁc:‘;i—no?’ S = Zabsin~y

_ (s—a)(s—b)(s—c) t [ B _
4. | 3 Seiten (a, b, c) " \/ s e T a7

tand = ", S =1s= \/S<S —a)(s—0b)(s—c)

Tab. I.1.: Formeln fiir schiefwinklige ebene Dreiecke

390 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN




J. Berechnung der Ableitung in
rotierenden Bezugssystemen

Dieser Text bezieht sich auf den Abschnitt 5.2.3. Hier wird ein Beispiel gerechnet.
Der Maple Quelltext ist:

with(LinearAlgebra):
with(VectorCalculus):

with(tensor):

SetCoordinates( ’cartesian’[x,y,z] ):

AA := Matrix (3,3, [[cos(omegaz*t), sin(omegaz*t),0],
[-sin(omegaz*t) ,cos(omegaz*t),0],

[0,0,111);
AAinv := MatrixInverse(AA);
omega := <0,0,omegaz>;
s := <R¥cos(3*%omegaz*t),R*sin(3*omegaz*t) ,rz>;

sp := convert(MatrixVectorMultiply(AA,s),arctrig);
resl :=diff(s,t);

CrossProduct (omega,s) ;

trl :=diff(sp,t);

tr2 := simplify(MatrixVectorMultiply(AAinv,trl));
res2 := tr2+CrossProduct (omega,s);

rr :=simplify(res2-resl);

YV VVVVVVVVVVVVVV VYV VYVYVYV

Der Mathematica-Quelltext ist
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cos(twz)  sin(twz) 0
AA = | —sin(twz) cos(twz) 0
0 0 1
AAinv = Simplify[MatrixPower[AA, —1]]
Simplify[AAinv.AA]
w={0,0,wz}
s = {x(0), (1) Ea(1)}
sp=AA.s
Os
resl = 5
Ccp=wXxs
. ... |Osp
trl = Simplify [at]

tr2 = Simplify[AAinv.trl]
res2 = cp + tr2
IT = res2 — resl

res3falsch = Simplify[cp + trl]

Hier ist angenommen worden, dass der Rotationsvektor w entlang der z-Richtung
des Koordinatensystems angeordnet ist. Dann transformiert die Matrix AA einen
Vektor aus dem Laborsystem in das rotierende Bezugssystem. A Ainv transformiert
zuriick. s ist der zeitabhangige Ortsvektor. sp ist der Ortsvektor transformiert in
das rotierende Bezugssystem. trl ist die Ableitung von sp im rotierenden Bezugs-
system tr2 ist trl zurticktransformiert in das Laborsystem.

Gleichung (5.2.14) gilt dann, wenn die Ableitung im rotierenden Bezugssystem
zuriick nach dem Laborsystem transformiert ist.

cos(wyt) sin(w.t) 0
AA = | —sin(w,t) cos(w,t) 0 | =A
0 0 1

cos(w;t) —sin(w.t) 0
AAlInv = | sin(w.,t) cos(w.t) 0 | =A""
1

0 0
R cos(3w,t) fa(t)
s = | Rsin(3w.t) allgemein: s=|f,(t)
Tz f2(1)

Nach der Transformation ins rotierende Bezugssystem erhélt man

R cos(2w,t) cos(w;t) fx(t) + sin(w,t) f, (t)
sp=| Rsin(2w,t) allgemein: s' = [ cos(w.,t) f,, (t) — sin(w,t) fo(1)
T Iz (t>
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Die Ableitungen im Laborsystem sind

d
p — sin(3w,t) d arfa(t)
d;; = 3w, R ( cos(ngt) allgemein: j: = | &/fu(0)

und im rotierenden Bezugssystem (gestrichenes Bezugssystem)

s — sin(2w,t)
i 2w, R | cos(2w,t)
dt 0

allgemein:
s/ ( cos(w,t )%f (t) + sin(wzt)%fy(t) -
— t t
dt

t
= | —sin(w.t) 2 f.(

dtJ T

i f=(t)

Zurucktransformiert ins Laborsystem mit A~ 1 erhalt man

— sin(3w,t) W, fy(
gj =2w,R | cos(3w,t) allgemein: 0s =|-
0

Das Kreuzprodukt ist

w. fa(t)
0 0
und
% +wXs
ot
— sin(3w,t) — sin(3w,t) — sin(3w,t)
=2w,R [ cos(3w,t) | +w.R| cos(3w.t) 3w,R | cos(3w.t) | =
0 0 0
allgemein:

s+ y
— twxs=
ot

wa fy(t) + 4 fa(t) —w:fy(t)
= [ —wa o) + G fy() | + | wafult) | =
aif-(t) 0

so dass sowohl im Spezialfall wie auch allgemein gilt

SIEESI[RSIES

(t)

ds @jo
a ot T 9rd

gilt. Ware dst

nicht ins Laborsystem zuriicktransformiert worden, hatte man

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_

— sin(3w,t) —w, fy(t)
wXxs=w,R| cos(3w,t) allgemein: wXs§=

LOY 4
fy(t)) = df
I

w; sin(w;) fz(t) + w. cos(w.t) f, (t)
) + cos(w.t) L f, (1) — w, cos(w,) [+ () — w. sin(w,t) f, (1)

ds

dt

dt

393
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S
— +w XS

ot
afx (t) cos(tw,) — w, fo(t) sin(tw,) + f
= | =4 f(t)sin(tw.) + fo(t)w.(1 — cos(th))
i f=(t)

t)si

4 f,(t) cos(tw,) — w, f, (t) sin(tw,)

n(tw,) + w, f,(t)(cos(tw,) — 1) )

(J.0.1)

erhalten, was nicht das Resultat im Laborsystem ist.

Wenn mit Vektoren in der Darstellung eines Koordinatensystems
gerechnet wird, miissen alle Vektoren im gleichen Koordinatensystem
dargestellt werden!
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K. Rechnen mit Vektoren

K.1. Vektoridentitaten

(Siehe I. N. Bronstein u. a., Taschenbuch der Mathematik | , pp- 190])

Im Folgenden sind a, b, ¢ und f Vektoren oder vektorielle Funktionen, a, b, ¢ und
f ihre Léngen, k eine Zahl und ¢(r) eine skalare Funktion. Die Komponenten der
Vektoren in kartesischen Koordinaten sind

Qy
a = Gy
ay

Fiir die anderen Vektoren werden die Komponenten analog geschrieben.

K.1.1. Produkte mit Vektoren

Skalarprodukt
k=a-b=ayb, +ayb,+a.b.=abcos(Z(a,b)) (K.1.1)
Vektorprodukt
ayb, — a.b,
c=axb=| ab, —a,b, la X b| =absin (£ (a,b)) (K.1.2)
azb, — ayb,

Vertauschung der Reihenfolge (Kommutationsgesetze)

a-b=b-a (K.1.3)
axb=-bxa (K.1.4)

Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn

a-b=0 (K.1.5)

Sie sind kollinear, wenn
axb=0 (K.1.6)

Doppeltes Vektorprodukt

ax(bxec)=(a-c)b—(a-b)c (K.1.7)
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Spatprodukt oder gemischtes Produkt

(axb)-c=(bxc)-a

=(cxa)-b
—(bxa)-c
—(ecxb)-a
= (

axc)-b

= azbyc, + ayb.c, + abyc, — (abyc, + azb.cy + aybyc.) (K.1.8)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn

(@xb)-c=0 (K.1.9)
Lagrangesche Identitét
(@xb)-(cxf)=(a-c)(b-f)—(a-f)(b-c) (K.1.10)
Vierfaches Vektorprodukt
(@xb)x(exd) =((axb) fle—((axb)-c)f (K.1.11)

K.1.2. Ableiten von Vektoren

Ableiten eines Vektors

dag :
N A o
o=l | =] d |2 a K.1.12

Ableitung eines Produktes

jt (p(H)a(t)) = ‘;fa + gpjt (K.1.13)

Ableitung des Skalarproduktes
Ci(a-b):m-b+a-db (K.1.14)

Ableitung des Vektorproduktes

d da db
pr (a xb) = = xb+a x g (K.1.15)
Ableitung eines Vektors mit konstantem Betrag. Hier ist a - @ = a? = const. Aus
Gleichung (K.1.14) folgt
da®> d da da da da
- —Z(a-a)=—. — = — . —1 K.1.1
= ~ale V=g ate =g = gto (KL
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397 K.1 Vektoridentitaten

Taylorentwicklung einer Vektorfunktion

da 2 d*a ™ d"a
t =a(t — — e+ — K.1.1
a(t+71) a,()—l—Tdtt—i-2 dt2t+ +n! dt”t+ ( 7)
K.1.3. Vektorableitungen bei Skalarfeldern
Ableitung eines skalaren Feldes nach einer Richtung
9or) _ iy £ T 2€) = (1) (K.1.18)
oc e—0 €

Ableitung %“%e(r) in Richtung des Einheitsvektors e. in Richtung von ¢

dp(r)
de,

op(r
Ode

= || (K.1.19)

Richtungsableitung einer skalaren Funktion im Vergleich zur Richtung mit dem
starksten Abfall (Einheitsvektor n)

dp(r) _ 9p(r)
de. ~ om cos (Lec,n) (K.1.20)

K.1.4. Vektorableitungen bei Vektorfeldern

Ableitung eines Vektorfeldes a nach einer Richtung

da(r) _ lim a(r+ec)—a(r) (K.1.21)
oc e—0 €
Ableitung %L,EZ) in Richtung des Einheitsvektors e, in Richtung von ¢
da(r da(r)
e |c| e (K.1.22)
Richtungsableitung einer Vektorfunktion
0
c;(cr) =(c- grad )a (K.1.23)
1
:§(rot (axc)+ grad (c-a)+c-diva—a-dive
—c x rot a —a X rot c)
Gradient eines Produktes
grad (p1p2) = ¢1 grad ¢, + ps grad ¢ (K.1.24)
Kettenregel beim Gradienten
dgﬁl
grad ¢; (p2) = —— grad ¢, (K.1.25)

dg&z

©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 397



Rechnen mit Vektoren 398

Gradient eines Skalarproduktes
grad (a-b)=(a-grad )b+ (b- grad Ja+a x rot b+ b x rot a (K.1.26)

Gradient eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor

r
grad (r-k) =k (K.1.27)

Divergenz eines Produktes
div (pa) = ¢ diva+ agrad ¢ (K.1.28)

Divergenz eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor
r

div (r-k) = r’?’f (K.1.29)
Divergenz eines Vektorproduktes
div (axb)=b-rota—a-rotb (K.1.30)
Rotation eines Produktes
rot (pa) =¢rot a+ grad ¢ x a (K.1.31)

Divergenz eines Vektorproduktes
rot (axb)=(b-grad )a— (a- grad )b+ adivb—bdiv a (K.1.32)

Rotation eines Potentialfeldes

rot (grad ¢) =0 Vo (K.1.33)
Divergenz einer Rotation
div (rota) =0 Va (K.1.34)
Rotation einer Rotation
rot (rot a) = grad (div a) — div (grad a) (K.1.35)
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L. Rechenregeln fir
Winkelfunktionen

Eine ausfiihrliche Auflistung finden Sie in I. N. Bronstein u.a. Taschenbuch der
Mathematik | | in den entsprechenden Kapiteln.

L.1. Sinus

In einem beliebigen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und den Seiten gegeniiber-
liegenden Winkeln «, f und v (in gleicher Reihenfolge) gilt der Sinussatz
a b c
= = =2R L.1.1
sin(a)  sin(B)  sin(y) ( )

wobei R der Umkreisradius ist (siche auch I) Additionstheorem

sin(a + ) = sin(a) cos(f) % cos(a) sin(p) (L.1.2)
Halber Winkel

sin (‘;) _ ﬁ (1 = cos(a)) (L.1.3)

Addition zweier Sinus

(L.1.4)

. a+p a—f . .
sin(a)isin(ﬁ):{ QSm( >COS§ 2 ;, fir +;

2
2 cos (£ sin
2

L.2. Cosinus

In einem beliebigen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und den Seiten gegeniiber-
liegenden Winkeln «, § und v (in gleicher Reihenfolge) gilt der Cosinussatz

> = a®> +b* — 2abcos(y) und zyklisch (L.2.1)
Additionstheorem

cos(a £ 3) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(p) (L.2.2)
Halber Winkel

cos (g) = \/; (14 cos(a)) (L.2.3)

Addition zweier Cosinus
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(L.2.4)

L.3. Tangens

In einem beliebigen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und den Seiten gegentiber-
liegenden Winkeln «, # und v (in gleicher Reihenfolge) gilt der Tangenssatz

a+b_tan(LJ2rﬂ)

= und zvklisch L.3.1

Additionstheorem

tan(a + 8) = ;*j;t(g (j;;j‘;fg) (1.3.2)

Halber Winkel

a\ |1—cos(a) 1—cos(a)  sin(a)
tan <2> ~ \1+cos(a)  sin(a) 1+ cos(a) (L.3.3)

Addition zweier Tangens

~ sin(axp)  sin(a) cos(B) £ cos(a) sin(3)
tan(a) £ tan(f) = cos(a) cos(B) cos(a) cos(f3) (L-34)
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M. Drehungen

M.1. Drehmatrizen

Eine Drehung um die 2-Achse beschrieben durch den Vektor e, = (1,0,0)" um
den Winkel o wird durch die Matrix

1 0 0

R.(a) =10 cos(a) —sin(a) (M.1.1)
0 sin(a) cos(a)

die Transformation ausgefithrt. Fir eine Drehung um die y-Achse beschrieben

durch den Vektor e, = (0,1,0)" um den Winkel 8 wird durch die Matrix

(Cos(ﬁ) 0 sin(ﬁ))
0 1 0

—sin(8) 0 cos(f)

die Transformation ausgefiihrt. Schliesslich wird eine Drehung um die y-Achse
beschrieben durch den Vektor e, = (0,0, 1)T um den Winkel v wird durch die
Matrix

Ry(B) = (M.1.2)

cos(y) —sin(y) 0
R.(y) = | sin(y) cos(y) O (M.1.3)
0 0 1

ausgefiihrt.
Der Vektor r = (z,y, z)T soll um den Winkel a um die x-Achse gedreht werden.
Dies wird mit der Operation

1 0 0 x x
r' =R,(a)r = (O cos(a) sin(a)) (y) = (ycos(a) - zsin(&)) (M.1.4)

0 sin(a) cos(w) ysin(a) + z cos(a)

bewerkstelligt. Im Allgemeinen wird eine Drehung durch die Multiplikation des
Vektors von links mit einer Matrix beschrieben.

Die Drehung zurtick wird (antisymmetrische reelle Matrix mit der Determinante 1)
wird durch die inverse Matrix oder die transponierte Matrix beschrieben Alternativ
kann man auch a durch —a« ersetzen.

1 0 0
R.(—a) =RL(a) =R ! (a) = (O cos(a) sin(a)) (M.1.5)
0 —sin(a) cos(a)

Eine Drehung um einen beliebigen Vektor 7o = (Za, Y, 2a)’ mit 22 442 + 22 = 1
wird durch
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R(za vearza)T (@) =

x2 + cos(a) (y?I + zi) —ZaYa c0s(@) + TaYa — za sin(a) —Taza cos(a) + Taza + Ya sin(a)
—ZaYa cos(@) + TaYa + 2o sin(a) cos(a) (xi + zg) +y2 —Zq sin(a) — Yaza cos(a) + Yaza
—Zaza cos() + TaZa — Yo sin(a) ZTa sin(a) — Yyaza cos(@) + Ya za cos(a) (a:i + yg) + zg
(M.1.6)
beschrieben| |. Die Drehung ist bei positivem « rechtshiandig beziiglich der

Richtung von r, (Der Daumen zeigt in die Richtung von r,, die Finger geben die
Drehrichtung).

M.2. Drehung von Vektoren und Matrizen (oder
Tensoren)

Sei R, () die Drehmatrix. Dann ist der aus r hervorgegangene um die Achse e,
und den Winkel o gedrehte Vektor

r =R, (a)r (M.2.1)

Ein Beispiel dafiir ist in (M.1.4) gezeigt.

Die aus der Matrix

A:m: A:vy Azz
A= Ayz Ayy Ayz
Az:v Azy Azz

hervorgegangene um die Achse e, und den Winkel o gedrehte Matrix ist

A" =R, (a)ARL (o). (M.2.2)

Die Drehung zuriick ist dann

Rea(—oz)A'ReTa(—oz) = Rza(oz)A'Rea(oz) =R’ (a)R., (0)AR? ()R, (a) = A

’ ’ (M.2.3)
Wenn wir als Beispiel die Matrix
a b 0
A=|-b ¢ 0
0 0 d

T
um e, = (ﬁ’ 0, —ﬁ) drehen, erhalten wir
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A :R(l/\/i,o,—l/f T(Q)ARzi/fo 1/\/)T(O‘) (M.2.4)
:R(1/\/§,0,—1/f r(a)AR 1/\/0 1/\/)T —a)
5(cos(a) 4+ 1) SH\‘/(;) (cos(a

sin(a)

= —= cos(a)

a
(cos(a) — 1) % %cos O 0 d

sm(a)

N—= N

(cos(a) +1) =) Licog(a

: V2 o2
Sm(;) COS(O{) Sl

S(cos(ar) — 1) —Sir\l/(g) 5( cos(

(cos(a) + 1) Sirjg) 2(cos(a )

— — Sl%l) c?s(a) -2 \}

(cos(a) — 1) 5”\1/(;) (cos(a) +

sa(cos(a) + 1) + bsil}%a) bcos(a) ;a) sa(cos(a) — 1) + “L\/g“)

eoivta) — Ih(cos(a) +1) 2=l :.CCOS(a) esite) — Lp(cos(a) — 1)
3d(cos(a) — 1) e 1d(cos(a) + 1)

) 00
=1 (—ﬂsin(&)(cos(a)(a —2c+d) +a—d) — 2b(cos(a) + 1)) 00
— 2 sin(a) (sin(a)(a —2c+d)+ 2\/§b> 00
2 <2b(cos(a) +1) — v/2sin(a)(cos(a)(a — 2c 4+ d) +a — d)) 0
s(a+ d) sin®(«) + ccos?(a) 0
3 (—ﬂsin(a)(cos( J(a—2c+d) —a+d)— 2b(cos(a 0
0 —1sin(a) (sin(a)(a — 2c+ d) — 2/2b)
0 % (Qb(cos(a) 1) — v/2sin(a)(cos(a)(a — 2¢ + d —a —|— d
0 % (cos(a)((a+ d)cos(a) — 2a+ 2d) + a+ 2csin®(a

o O O o O O

M.3. Allgemeine Drehung mit Eulerwinkeln

Das KOORDINATENSYSTEM e,, €,, €, geht durch drei Drehungen aus dem KOOR-
DINATENSYSTEM e}, e, e; hervor.

T Y Tz
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Abb. M.1.: Definition der Eulerschen Winkel

Die Eulerschen Winkel sind
1. Drehung um e} : «
2. Drehung um 0A : 8
3. Drehung um e} : v

Dabei 0A steht senkrecht zur Ebene aufgespannt durch e, und e?.
Die Reihenfolge der Drehungen ist

1. Drehung: Bringe e’ senkrecht zu e, (In der Abbildung M.1 zeigen die Kreise
die Ebenen senkrecht zu e} und senkrecht zu e, Die Schnittlinie der beiden
Kreise ist 0A.

2. Drehung: Bringe z-Achse in richtige Lage

3. Drehung: Bringe x,y-Achsen in die richtige Lage.
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N. Hinweise und Links

N.1. Literaturhinweise

Voraussetzung fiir diese Vorlesung sind die Kenntnisse, die Sie am Gymnasium
erlangt haben. Ich stiitze mich dabei auf die Bildungsstandards des Landes Baden-
Wiirttemberg fiir Physik

(https://elearning.uni-ulm.de/repository.php?ref id=4148&cmd=sendfile) und fiir
Mathematik

(https://elearning.uni-ulm.de /repository.php?ref id=4148&cmd=sendfile).

Als Begleitliteratur zur Vorlesung kénnen die Lehrbiicher Gerthsen Physik von D.
Meschede | |, Bergmann, Schifer, Mechanik, Akustik, Warme von K. Luders
und G. von Oppen | |, Physik von P. A. Tipler und G. Mosca | ] und
Physik von D. C. Giancoli | | verwendet werden. Als leichtere Einfiihrung kann
das Buch Physik von D. Halliday; R. Resnick und J. Walker | ] dienen.
Zur Mathematik sind Mathematical Methods for Physicists von G. B. Arfken und
H. J. Weber | | und das Internetskript Moderne Physik mit Maple von M.
Komma | | zu empfehlen. Mathematische Probleme und Formeln sind sehr
schon in Taschenbuch der Mathematik von I. N. Bronstein u. a. | | zusam-
mengefasst.

Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als Einsteigerliteratur) kann auch
Repetitorium der Physik von F. Kneubiihl | | empfohlen werden.

Das hier vorliegende Skript gibt es auch als PDF-Datei.

Die Geschichte der Physik ist in Kulturgeschichte der Physik von K. Simonyi
[ | hervorragend dargestellt.

Eine wunderbare Website zum Aufarbeiten Thres Wissens ist Hyperphysics von R.
Nave. Erganzend gibt es vom gleichen Autor auch Hypermath.

In diesem Skript werden alle Vektoren fett gedruckt, d.h r» = 7. Begriffe aus dem
Index werden kursiv gedruckt.


https://elearning.uni-ulm.de/repository.php?ref_id=4148&cmd=sendfile
https://elearning.uni-ulm.de/repository.php?ref_id=4148&cmd=sendfile
http://www.mikomma.de/fh/modphys.pdf
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hmat.html#hmath
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Ableitung, 349-350
Bezugssystem
rotierend, 391-394
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lokal, 273-275
total, 273-275
Ableitung von Vektoren, 396-398

Ableitung:Naherungslosungen, 351-354

Abstandsmass
relativistisch, 185
Addition
Geschwindigkeiten, 163-165
Additionstheoreme
Winkelfunktionen, 399-400
Adhaésionskréfte, 266
Aditionstheoreme
cos, 399-400
sin, 399
cos, 400
Aquivalenz
Masse-Energie, 170-171
Aggregatszustand, 247
d’Alembert
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306, 308, 309, 311, 320, 323,
325, 328-331
Anelastisches Verhalten, 245-246
Anziehung, 99
Ardometer, 254-255
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90, 106, 170, 229, 230, 237, 251,
261, 262, 283
Beschleunigung, 34-35
Druck, 251
geschlossener Weg, 59-60
Wegunabhéangigkeit, 60
Arbeitsvermogen, 61-63
Armbrust

Riickstoss, 90
Atmosphére

Hoéhe, 256-257
Atmosphéarendruck, 256-257
Auftrieb, 252-253
Ausbreitungsgeschwindigkeit, 326-327
Auswuchten, 210
Avogadrozahl, 19

Bahn
Satelliten, 121-123
Bahnbewegung, 53-54
eben, 54-56
Benetzung, 264269
Bernoulli-Gleichung, 283
Beschleunigte Bezugssysteme
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Beschleunigung, 17, 29-30, 44, 46, 48,
50, 53, 76, 90, 120, 121, 127,
128, 132, 165-167, 172, 274,
290, 291, 304
eindimensional, 29-30
Massenmittelpunkt, 80
Messung, 165-166
relativistisch, 171-176
Beschleunigungsarbeit, 34-35
Beschreibung
Stromung, 269-272
Bewegte Masse, 166—169
Bewegtes Bezugssystem
Einheit, 180181
Bewegung
Freihetsgrade, 195
gerade, 27-30
gewichtsbedingt, 120-121
Kugelkoordinaten, 45-50
Massenpunkt, 27-30
Punktmasse, 27-30
Raum, 41-56
um Gleichgewichtspunkt, 299-300
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rotierend, 130
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Erde, 138-144
gleichformig, 129-135

Biegung, 239-243
Boltzmannkonstante, 18
Boyle-Mariotte
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Brownsche Bewegung, 260
Bruchdehnung, 246

Céasium, 18

cgs

cgs-

System, 20
System, 20

Coriolis-Kraft, 76
Coriolisbeschleunigung, 132
Corioliskraft, 129, 134, 135
Cosinus, 399-400

Cos,

399-400

d’Alembert

Prinzip, 128-129

Dampfbildung, 285
Definition

Lange, 19
Zeit, 19

Deformierbare Medien, 233287
Dehnung, 235-237
Dehnungsmodul

Elastizitatsmodul, 236

Determinante, 321
Dichte, 189
Differentiation, 359-366

einfache Funktionen, 360-361
Regeln, 359-360

Differentiationsreglen, 359-360
Dimension, 31, 94, 281, 321, 322
Divergenz, 271, 364-365
Dopplereftekt, 159

relativistisch, 159-163

Draht

Verdrillung, 238-239
Drall; 98-99
Drallsatz, 98, 198, 208-210, 227
Drehbewegung

Vektorcharakter, 94-95
Drehimpuls, 98-99, 206-208, 210, 214

Kinematik, 214-218

Kreisel, 214-218

Starrer Rotator, 206—208
Drehmatrizen, 401-402
Drehmoment, 95-98, 196, 197, 199, 208~

210, 227, 235, 239, 240, 254,
297, 317

Rotator, 210
Drehratensensor, 135
Drehschwingungen, 210-212
Drehung

Matrix, 402-403

starrer Korper, 191-195

Tensor, 402-403

Vektor, 402-403
Drehungen, 401-404
Dreieck, 152, 158, 389, 390

schiefwinklig, 389-390
Druck, 249-251, 280, 287

Gas, 255

Potential, 258-259

Wirkung, 249-250
Druckarbeit, 251
Druckgradient, 287
Durchschnittsgeschwindigkeit

eindimensional, 28-29
Dyname, 197-198, 209
Dynamik, 67-76

Grundgesetz, 71

BEigenschwingung, 320-321
Einheit auf Achse, 180-181
Einheiten, 17-26
Einheitensysteme, 17-20
Einstein

Theorie, 147154
Elastische Konstanten

Beziehungen, 244-245
Elastizitatsmodul, 236
Elastomechanik, 233246
elektrischer Strom, 19
Elektrostatik, 272
Elementarladung, 18
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Ellipsoid
Poinsot, 225, 226
empirisch, 31
Energie
gesamt, 36, 63, 123, 171, 292, 293,
321, 328
kinetisch, 34-35, 57, 64, 82-83, 123,
170, 173, 200-203, 206, 214—
218, 228, 281, 292, 293, 328
potentiell, 35, 57-59, 61-63, 292,
293, 295, 296, 321
Kraft, 39, 66-67
linear, 36
Massenverteilung, 80-81
Energie-Masse-Aquivalenz, 170171
Energietibertrag
Wellen, 328-329
Energiebilanz
Harmonische Schwingung, 292-293
Energieerhaltung
mechanisches System, 35-36, 63—
64
Erde
rotierendes Bezugssystem, 138-144
Erhaltung
Impuls, 78
Erhaltungsgrossen, 5667
eindimensional, 31-39
Erhaltungssétze, 5667
eindimensional, 31-39
Erzwungene Schwingung, 303-309
ESP
Elektronisches Stabilitats-Programm,
135
Eulersche Winkel, 191-195, 403—404

Fahrplan, 28, 30, 53, 187
Fakultat, 353
Feder, 58, 70, 71, 292, 295, 296, 303,
317, 320
Masse
Schwerefeld, 294-296
Federkonstante, 241
Federpendel, 303
Fehlerfortpflanzung, 21-26
Feld
Gravitation, 103, 112, 247, 293
Feldkraft, 61, 62, 106
Feldlinie, 106

Feldlinien, 58-59
Festigkeitsgrenze, 241, 246
Finiten Elemente Rechnung, 233
Fléachentragheitsmoment, 241
Fliissigkeit, 247, 253-255, 265, 266, 275,
276, 282
benetzend, 264269
Bewegungsgleichung, 282
ideal
Stromung, 283-285
Oberflache
Gestalt, 248-249
Fliissigkeiten, 247-259
Flaschenzug, 229
Fluchtgeschwindigkeit, 123
Fluss, 270-272
Foucault
Pendel, 140
Foucault-Pendel, 140
Fourierreihen, 312-316
Freie Oberflache, 263-264
Freiheitsgrad
Bewegung, 195
Frequenz, 161, 187, 290, 291, 308, 311,
312, 318, 327, 329
Resonanz, 309
Fundamentalschwingung, 320-321

Giite, 301-303
Galilei-Transformation
Vergleich Lorentz-Transformation,
185-186
Galileitransformation, 126
Gasdruck, 255
Gase, 247-259
Gedampfte Schwingung, 300-303
erzwungen, 303-309
Gekoppelte Schwingungen, 316-320
Geometrie, 281
Gesamtenergie, 36, 63, 123, 171, 292,
293, 321, 328
Geschwindigkeit, 17, 21, 23, 29, 34,
43-45, 47, 50, 53, 55, 71, 72,
82, 89, 134, 144, 145, 148-152,
154, 156, 159, 163-170, 172,
173, 186, 200, 213, 247, 269,
276, 281, 291, 292, 300, 322—
326, 328
Addition, 163-165
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Ausbreitung, 326-327
Durchschnitt
eindimensional, 28-29
Massenmittelpunkt, 79
momentan, 28, 29
eindimensional, 2829
Raum, 43-44
relativistisch, 172
Stromung, 75-76
Gesetz
Boyle-Mariotte, 255
Kepler, 99-100
Navier-Stokes, 282
Newton
2,71
3, 70-71
4, 67-70
Gestalt
Fliissigkeitsoberflache, 248-249
Gewicht, 119-121
Gewichtsbedingte Bewegung, 120121
Gezeiten, 140-144
Gleichférmig rotierendes Bezugssystem,
129-135
Gleichgewicht, 39
Krafte, 37, 65, 69, 262, 265, 300,
326
Gleichgewichtspunkt
Bewegung, 299-300
Gleichzeitigkeit, 151-154
Gleitreibung, 38
Grossen
physikalisch, 17-26
Gradient, 363364
Druck, 287
Graviation, 272
Gravitation, 58, 62, 99-123, 143, 259,
283, 295, 296, 317
Ensemble von Massenpunkten, 109—
110
Kugel, 112-119
Gravitationsfeld, 103, 112, 247, 293
Massenpunkt, 103-106
Potentielle Energie, 106-109
Gravitationsgesetz
Newton, 100-119
Gravitationskraft, 259
Grenzschicht, 281

Prandtl, 281-282
grosse Halbachse, 101
Grundgesetz

Dynamik, 71

Hohe
Atmosphére, 256-257
Halbachse
gross, 101
Harmonische Schwingungen, 289-300
Energiebilanz, 292-293
Kreisbewegung, 291-292
Harmonische Wellen, 327-328
harmonischen Schwingung, 294
Haupttragheitsmomente, 215
Helmholtzsche Wirbelsatze, 287
Herpolhoide, 226
Hydraulische Presse, 250-251

Ideale Fliissigkeit
Stromung, 283-285
Impuls, 32, 34, 56, 71, 170, 173
Massenmittelpunkt, 79
Impulserhaltung, 56, 78
Inertialsystem, 33, 71
Innere Reibung, 276
Integrale
bestimmt, 370
Rechenverfahren, 367
unbestimmt, 369-370
variable obere Grenze, 370
Integralform
Kraftgesetz, 72-73
Integration, 350-351, 359-366
Interferenz, 329, 330
harmonische Wellen, 329-331
Internationales System (SI), 18-20

Korper

Kippung, 211-212
Kapilaritat, 264-269
Kartesische Koordinaten, 357, 373-376
Kavitation, 285
Kepler

3. Gesetz, 100, 101
Keplersche Gesetze, 99-100
Kinematik, 27-39

Bahn im Raum, 51-56

Drei Dimensionen, 41-56
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Kreisel, 212-213
Starrer Rotator, 199-200
Kinetische Energie, 34-35, 57, 64, 82—
83,123,170, 173, 200-203, 206,
214-218, 228, 281, 292, 328
Kreisel, 214-218
kinetische Energie, 34
Kippung
Korper, 211-212
Klassische Relativitat
beschleunigt, 127144
Inertialsystem, 125-126
Widerspriiche, 144-147
Knautschzone, 73
Kohésionskrafte, 260, 266
Kollisionen, 82
Komplexe Zahlen, 48-50
Kompressibilitat, 237
isotherm, 255
Kompression, 235-237
Kompressionsmodul, 237
Konservative Kraftfelder, 59-63
Konstanten
elastisch
Beziehungen, 244-245
Konstruktion
Poinsot, 219-227
Kontaktzeit, 73

Kontinuierliche Massenverteilung, 110—

112
Kontinuitéatsgleichung, 274-275
Koordinaten
kartesich, 357, 373-376
spharisch, 373-376
zylindrisch, 373-376
Koordinatensystem, 63, 79, 80, 126,
138, 139, 141, 149, 155, 177,
185, 191, 192, 199, 207, 215,
218, 326, 403
Kraftefreier Kreisel, 218227
Kraftegleichgewicht, 37, 65, 69, 262,
265, 300, 326
Kréaftepaare, 196-197
Kraft, 17, 35, 39, 57, 68-71, 73, 74, 76,
77,106,127, 170-175, 196-198,
231, 234, 236, 238, 240, 248,
249, 252, 253, 258, 262, 276,
289, 296, 299, 303, 317, 326,

327
Bezugssystem
beschleunigt, 76
Coriolis, 76
eindimensional, 32—-33
Gesetz
Integralform, 72-73
konstante Masse, 33
Kreisel, 227-228
Parallelogramm, 67-70
potentielle Energie, 39, 6667
starrer Korper, 195-196
Kraft-Distanz-Kurve, 299
Kraftfeld
homogen, 189
Kraftfelder, 57-58
konservativ, 59-63
Wirbelfreiheit, 61
Kraftgesetz
Integralform, 72-73
Kreisbahn, 101
Kreisbewegung, 4648
Harmonische Schwingung, 291-292
komplexe Zahlen, 48-50
Kreisel, 212-228
Energie
kinetisch, 214-218
Kinematik, 212-213
kraftefrei, 218-227
Kraft, 227-228
Kreisfrequenz, 290, 328
Kugel
Gravitation, 112-119
Oberflachenintegral, 108-109
Stromung, 280
Kugelkoordinaten
Bewegung, 45-50

Lange
Definition, 19
Langenkontraktion, 154-156
Laborsystem, 131, 190
Laminare Stromung, 277-282
Leistung, 36-38, 64-66, 300, 329
Lichtgerade, 152
Lichtgeschwindigkeit, 18
Lichtstarke, 19
physiologisch, 20
Linear
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potentielle Energie, 36
Linienintegral, 371
Lissajous-Figuren, 310
Loch

Stromung, 284-285
Lokale Ableitung, 273-275
Longitudinalwellen, 323-324
Lorentz-Transformation, 176185

3 Raumdimensionen, 181-182

Drehung, 183-184

Vergleich Galilei-Transformation,

185-186
Luftwiderstand, 37

Manometer, 283-284
Mariotte’sche Flasche, 285
Maschinen
mechanisch, 228-231
Mass
relativistisch, 150-151
Masse, 17-20, 27, 34, 39, 70, 71, 75,
78, 82, 89, 90, 101, 109, 110,
112, 113, 115, 117, 119-121,
128, 166-171, 173, 174, 189,
205, 252, 255, 289, 291, 295,
296, 303, 327
bewegt, 166169
Feder
Schwerefeld, 294-296
Punkt, 27, 41
schwer, 121
trag, 121
Masse-Energie- Aquivalenz, 170171
Massenmittelpunkt, 78-81, 189-190
Massenmittelpunktes, 79

Massenmittelpunktsbeschleunigung, 80

Massenmittelpunktsimpuls, 79
Massenmittelpunktssystem, 190
2 Massen, 81-82
Massenpunkt
Gravitationsfeld, 103-106
Potentielle Energie, 106-109
Massenpunkte, 27, 41
Ensemble
Gravitation, 109-110
Realisierung, 27, 41
Massentragheitsmoment, 200
Starrer Rotator, 200-205
Massenverteilung

kontinuierlich, 110-112
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Materie, 20
Messen, 20-26
Messung
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Newton, 101
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2, 71, 90
3, 70-71
4, 67-70
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Newtonsche Gesetze, 33
1. Gesetz, 33
2. Gesetz, 33
3. Gesetz, 33
Nutation, 219, 225, 227

Oberflache

Flissigkeit, 248-249

frei, 263-264
Oberflachenintegral, 110

Kugel, 108-109
Oberflachenspannung, 260-269
Ort, 148

Parallelogramm
Kraft, 67-70
Parameterdarstellung, 294
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Torsion, 298-299
Periodendauer 7', 327
Phasenbild, 294
Phasensprung, 322
Physikalisches Pendel, 297-298
physiologische Lichtstarke, 20
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Poinsot
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Konstruktion, 219-227
Poisson-Zahl, 235, 236
Polhoide, 226
Potential
Druck, 258-259
Potentielle Energie, 35, 57-59, 61-63,
292, 293, 295, 296, 321
Kraft, 39, 6667
Massenverteilung, 80-81
Prazession, 227-228
Prandtl-Grenzschicht, 281-282
Prandtlsches Staurohr, 284
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hydraulisch, 250-251
Prinzip
d’Alembert, 128-129
Produkte mit Vektoren, 395-396
Punktereignis, 148-149
Punktmasse, 27, 41, 296, 317
Bewegung, 27-30

Quecksilber, 266

Riickdatierung, 149-150
Riickstoss, 90-93
Armbrust, 90
Rakete, 90-93
Raketengleichung, 92-93
Raum, 41, 42, 86, 89, 184, 185, 213,
322
raumartig, 151
Reaktionsprinzip, 70-71
Rechenregeln
cos, 399-400

sin, 399
cos, 400
Winkelfunktionen, 399-400
Rechnen mit Vektoren, 395-398
reduzierte Masse, 85
Reflexion, 324-326
Reibung, 73-75
innere, 276
Reihen, 361-363
Fourier, 312-316
Relativistische Beschleunigung, 171-
176
Relativistischer Dopplereffekt, 159-163
Relativistisches Mass, 150-151
Relativitat, 125-187
klassisch
beschleunigt, 127-144
Inertialsystem, 125-126
Widerspriiche, 144-147
Relativitatstheorie, 144—187
Resonanzfrequenz, 300, 308, 309, 320,
321
Reynoldszahl, 281, 282
Rohr
Stromung, 279-280
Rotation, 365-366
Rotator, 199, 209, 210, 215
Drehmoment, 210
starr, 199-212
Drehimpuls, 206-208
Kinematik, 199-200
Massentragheitsmoment, 200-205
Tréagheitsmoment, 200-205
Rotierendes Bezugssystem
Erde, 138144
gleichformig, 129-135

Satelliten, 121-123
Bahn, 121-123
Satz
Steiner, 201-205
Scherung, 237-238
Scherviskositat, 276, 282
Schiefwinkliges Dreieck, 389-390
Schub, 91
Schwebung, 311-312
Schwere Masse, 121
Schweredruck, 251-255
Schwerefeld
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Feder-Masse, 294-296
Pendel, 296-299
Schwerkraft, 100, 198-199
Schwerpunkt, 189-190
Schwerpunktssystem, 190
Schwimmen, 253-254
Schwingung
Uberlagerung, 309-316
gedampft, 300-303
erzwungen, 303-309
gekoppelt, 316-320
Schwingungen, 289-321
harmonisch, 289-300
Energiebilanz, 292-293
Kreisbewegung, 291-292
Schwingungsgleichung, 292, 297, 299,
302, 320, 321
SI
Internationales System, 18-20
Sinus, 399
sin, 399
Skalarprodukt, 357
Sonne, 99, 146
Spalt, 278
Stromung, 278-279
Spannung, 236
Spezielle Relativitatstheorie, 144-187
Spharische Koordinaten, 373-376
Stosse, 83-93
Ebene, 85-88
ungleiche Massen, 87-88
Gerade, 83-85
Raum, 89
Stabilitat, 39
Standardabweichung
Messwert, 22
Mittelwert, 22
Starrer Korper, 189-231
Definition, 189
Drehung, 191-195
Grundbegriffe, 189-195
Kraft, 195-196
Statik, 195-199
Starrer Rotator, 199-212
Drehimpuls, 206—-208
Kinematik, 199-200
Massentragheitsmoment, 200
TMassentragheitsmoment, 205

Tréagheitsmoment, 200-205
Statik starrer Korper, 195-199
Stationédre Stromung, 275
Staurohr

Prandtl, 284
Stehende Wellen, 330-331
Steiner

Satz, 201-205
Stoss

eine Dimension, 31-32
Stromung, 144, 145, 269, 271, 272, 275,

277, 278, 280, 281, 283

ideale Fliissigkeit, 283285

Kugel, 280

laminar, 277-282

Loch, 284-285

Rohr, 279-280

Spalt, 278-279

stationar, 275
Stromungen, 269-287

Beschreibung, 269-272
Stromungsgeschwindigkeit, 75-76
Stromungswiderstand, 285-287
Strom

elektrisch, 19
Superposition, 324-326

harmonische Wellen, 329-331
System

mechanisch, 35-36, 63-64

Tangens, 400

cos, 400

Tangente, 28, 29

Taylorreihe, 299, 361-362

Teilchensysteme, 77-83

Teilchenzahl, 20

Temperatur, 20

Theorie

FEinstein, 147-154

Tintenfisch, 90-93

Torsionspendel, 298-299

Torsionswaage, 102

Totale Ableitung, 273-275

Trage Masse, 121

Tragheitsbeschleunigung, 132

Tragheitsellipsoid, 217-218

Trégheitskréfte, 127128, 137

Tréagheitsmoment, 96, 200-202, 212,
216, 297-299, 317
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Starrer Rotator, 200-205
Transformation
Galilei, 126, 185
Lorentz, 176-185
3 Raumdimensionen, 181182
Drehung, 183184
Transformationsgesetze, 129
Transformationsmatrix, 195
Transversalwellen, 323-324

Uberlagerung, 324-326
Schwingung, 309-316
gleiche Richtung, 311
Schwebung, 311-312
unterschiedliche Richtungen, 310
Uhrenvergleich, 157-159
Umrechnung
kartesisch zu spharisch, 374
kartesisch zu zylindrisch, 374
sphérisch zu kartesisch, 374
spharisch zu zylindrisch, 375
zylindrisch zu kartesisch, 375
zylindrisch zu spharisch, 376

Vektorcharakter
Drehbewegung, 94-95
Vektoren, 355-356
Ableitung, 396-398
Vektorprodukt, 395-396
Vektoridentitaten, 395
Vektorprodukt, 357, 395-396
Verdrillung
Draht, 238-239
Vergleich
Galilei-Transformation und Lorentz-
Transformation, 185—186
Uhr, 157-159
Verhalten
anelastisch, 245-246
Vierdimensionale Lorentz-Transformation,
181-182
Viererabstand, 185
Vierervektor, 185
Volumen, 236, 250, 255, 258, 270, 274,
356
Volumenstrom, 280
Volumenviskositat, 282

Weg

geschlossen
Arbeit, 59-60
Wegunabhéngigkeit
Arbeit, 60
Welle, 322, 324, 327, 328, 330, 331
Wellen
Uberlagerung, 324-326
eindimensional, 321-331
Energieiibertrag, 328-329
harmonisch, 327-328
Interferenz, 329-331
Superposition, 329-331
longitudinal, 323-324
Reflexion, 324-326
stehend, 330-331
Superposition, 324-326
transversal, 323-324
Wellenberge, 322-326
Wellenlange A, 327
Wellenvektor, 328
Wellenzahl, 328
Widerspriiche
klassische Relativitat, 144—-147
Widerstand
Stromung, 285287
Windkanal, 282
Winkel
Euler, 191-195, 403—-404
Winkelbeschleunigung, 94, 299
Winkelfunktionen
Additionstheoreme, 399-400
Rechenregeln, 399-400
Winkelgeschwindigkeit, 47, 50, 93, 129,
199, 200, 215
Wirbelfaden, 287
Wirbelfreiheit
konservative Kraftfelder, 61
Wirbelsatze
Helmholtz, 287
Wirkung
Druck, 249-250

Young’s Modulus, 236

Zeit, 29, 148

Definition, 19
zeitartig, 151
Zeitkonstante, 301
Zentralbewegung, 93-99
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Zentrifugalbeschleunigung, 132

Zentrifugalkraft, 129, 134, 139, 142,
143

Zentripetalbeschleunigung, 133

Zentripetalkraft, 100

Zirkulation, 287

Zwillingsparadoxon, 186187

Zylinderkoordinaten, 373-376

438 ©2005-2024 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN



	Einleitung
	Lizenzinformationen
	Dank
	Fakultative Abschnitte

	Einführung
	Physikalische Grössen und Einheiten
	Einheitensysteme
	Internationales System (SI)

	Naurkonstanten und die Grössen der SI-Einheiten
	cgs-System

	Messen
	Messunsicherheit
	Fehlerfortpflanzung



	Mechanik in einer Dimension
	Kinematik
	Massenpunkte
	Realisierung

	Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden
	Durchschnitts- und Momentangeschwindigkeit in einer Dimension
	Beschleunigung in einer Dimension


	Erhaltungssätze und Erhaltungsgrössen in einer Dimension
	Stoss in einer Dimension

	Kräfte und Newtonsche Gesetze in einer Dimension
	Newtonsche Gesetze in einer Dimension für konstante Massen

	Mechanische Arbeit in einer Dimension
	Beschleunigungsarbeit oder kinetische Energie
	Potentielle Energie
	Energieerhaltung mechanischer Systeme in einer Dimension
	Eindimensionaler Spezialfall: Epot linear in x

	Arbeit und Leistung
	Potentielle Energie und Kräfte
	Gleichgewicht und Stabilität



	Mechanik in drei Dimensionen
	Kinematik in drei Dimensionen
	Massenpunkte im Raum
	Bewegung im Raum
	Geschwindigkeit
	Beschleunigung
	Bewegung in Kugelkoordinaten *
	Kinematik bezogen auf die Bahn des Massenpunktes *


	Erhaltungssätze und Erhaltungsgrössen
	Impulserhaltung
	Kinetische Energie
	Potentielle Energie
	Kraftfelder
	Feldlinien

	Konservative Kraftfelder
	Arbeit auf einem geschlossenen Weg
	Unabhängigkeit der Arbeit vom Weg
	Wirbelfreiheit konservativer Kraftfelder *
	Potentielle Energie und Arbeitsvermögen

	Energieerhaltung mechanischer Systeme *
	Arbeit und Leistung *
	Potentielle Energie und Kräfte

	Dynamik
	Das Prinzip vom Parallelogramm der Kräfte
	Das Reaktionsprinzip
	Grundgesetz der Dynamik
	Integralform des Kraftgesetzes
	Reibung
	Strömungsgeschwindigkeit *
	Kräfte in beschleunigten Bezugssystemen *

	Teilchensysteme
	Impulserhaltung
	Massenmittelpunkt
	Impuls des Massenmittelpunktes
	Beschleunigung des Massenmittelpunktes
	Potentielle Energie einer Massenverteilung im Erdgravitationsfeld

	Massenmittelpunktssystem (2 Massen)
	Kinetische Energie

	Stösse
	Linearer Stoss im Massenmittelpunktssystem
	Stösse in der Ebene
	Ebene Stösse bei ungleichen Massen

	Stösse im Raum
	Raketen oder Tintenfische
	Rückstoss einer Armbrust
	Schub
	Raketengleichung


	Zentralbewegung
	Winkelgeschwindigkeit
	Winkelbeschleunigung
	Vektorcharakter der Drehbewegung
	Drehmoment
	Drall, Drehimpuls

	Gravitation
	Die Keplerschen Gesetze
	Newtonsche Gravitationsgesetz
	Gravitationsfeld eines Massenpunktes
	Potentielle Energie des Gravitationsfeldes eines Massenpunktes
	Gravitation eines Ensembles von Massenpunkten
	Kontinuierliche Massenverteilung *
	Gravitationsfeld einer Kugel

	Gewicht
	Gewichtsbedingte Bewegung

	Schwere und träge Masse
	Satelliten und Ähnliches


	Relativität
	Klassische Relativität gleichförmig bewegter Bezugssysteme
	Galileitransformation

	Klassische Relativität beschleunigter Bezugssysteme
	Trägheitskräfte
	Das Prinzip von d'Alembert
	Gleichförmig rotierende Bezugssysteme
	Drehratensensor mit Corioliskräften

	Allgemeines beschleunigtes und rotierendes Bezugssystem
	Die Erde als rotierendes Bezugssystem
	Anwendung: Foucault-Pendel
	Anwendung: Gezeiten *


	Spezielle Relativitätstheorie
	Widersprüche zur klassischen Relativität
	Theorie von Einstein
	Punktereignisse
	Rückdatierung
	Relativistisches Mass
	Gleichzeitigkeit

	Längenkontraktion
	Uhrenvergleich
	Der relativistische Dopplereffekt
	Addition von Geschwindigkeiten
	Messung von Beschleunigungen
	Bewegte Masse
	Masse-Energie-Äquivalenz
	Relativistisches Kraftgesetz *
	Lorentz-Transformation
	Einheitslängen auf gegeneinander bewegten Inertialsystemen
	Lorentz-Transformation in drei Raumdimensionen *
	Lorentz-Transformation als Drehung *
	Relativistisches Abstandsmass

	Lorentz- und Galilei-Transformation
	Das Zwillingsparadoxon


	Mechanik starrer Körper
	Grundbegriffe
	Definition
	Masse und Dichte
	Massenmittelpunkt und Schwerpunkt
	Drehungen des starren Körpers
	Eulersche Winkel *

	Freiheitsgrade der Bewegungen

	Statik des starren Körpers
	Kräfte am starren Körper
	Kräftepaare
	Dyname
	Schwerkraft

	Der starre Rotator
	Kinematik
	Massenträgheitsmoment
	Satz von Steiner

	Drehimpuls
	Drallsatz
	Anwendung: Auswuchten von Autorädern *
	Wirkung eines Drehmomentes auf den Rotator

	Bewegungen mit Drehungen
	Kippen eines Körpers


	Kreisel
	Kinematik des Kreisels
	Drehimpuls und Kinetische Energie
	Kinetische Energie des Kreisels
	Trägheitsellipsoid

	Kräftefreier Kreisel
	Poinsotsche Konstruktion *

	Der Kreisel unter dem Einfluss von Kräften
	Präzession


	Mechanische Maschinen

	Mechanik deformierbarer Medien
	Elastomechanik
	Dehnung und Kompression
	Scherung
	Verdrillung eines Drahtes
	Biegung
	Beziehung zwischen den elastischen Konstanten
	Anelastisches Verhalten

	Flüssigkeiten und Gase
	Aggregatszustände
	Gestalt von Flüssigkeitsoberflächen
	Druck
	Wirkung auf Körper
	Hydraulische Presse
	Druckarbeit

	Schweredruck
	Auftrieb
	Schwimmen
	Aräometer

	Gasdruck *
	Atmosphärendruck
	Höhe der Atmosphäre bei konstanter Dichte *

	Druck als Potential *

	Oberflächenspannung
	Anwendung: Kraft eines Flüssigkeitsfilms
	Freie Oberflächen
	Benetzende Flüssigkeiten, Kapilarität
	Adhäsions-und Kohäsionskräfte


	Strömungen
	Beschreibung von Strömungen
	Fluss

	Lokale und totale Ableitungen *
	Kontinuitätsgleichung

	Innere Reibung
	Laminare Strömung
	Strömung durch einen Spalt *
	Rohrströmung
	Druck und Volumenstrom
	Strömung um Kugeln
	Prandtl-Grenzschicht

	Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit *
	Strömung idealer Flüssigkeiten
	Anwendung

	Strömungswiderstand *
	Druck und Druckgradient *

	Helmholtzsche Wirbelsätze *


	Schwingungen und eindimensionale Wellen
	Schwingungen
	Harmonische Schwingungen
	Harmonische Schwingungen und Kreisbewegung
	Energiebilanz bei harmonischen Schwingungen

	Phasenbild
	Feder-Masse-System im Schwerefeld
	Pendel im Schwerefeld
	Bewegung in der Nähe von Gleichgewichtspunkten

	Gedämpfte Schwingung
	Güte des schwingungsfähigen Systems

	Erzwungene (gedämpfte) Schwingung und Resonanz
	Überlagerung von Schwingungen
	Schwingungen in unterschiedliche Richtungen
	Schwingungen gleicher Richtung und Frequenz, aber unterschiedlicher Amplitude
	Schwingungen gleicher Richtung, aber leicht unterschiedlicher Frequenz
	Fourierreihen *

	Gekoppelte Schwingungen
	Verallgemeinerung: Fundamental- oder Eigenschwingungen *

	Wellen in einer Dimension
	Wellenberge
	Transversal- und Longitudinalwellen
	Reflexion und Überlagerung oder Superposition

	Ausbreitungsgeschwindigkeit
	Harmonische Wellen
	Energieübertrag bei Wellen
	Superposition und Interferenz harmonischer Wellen
	Stehende Wellen



	Begriffe
	Konstanten
	Einige notwendige mathematische Verfahren
	Ableitung
	Integration
	Ableitungen zur näherungsweisen Berechnung von Funktionswerten
	Vektoren
	Gesetze
	Spatprodukt
	Orthogonalität zweier Vektoren testen



	Skalarprodukt und Vektorprodukt in kartesischen Koordinaten
	Differentiation und Integration
	Differentiationsregeln
	Differentiation einfacher Funktionen
	Taylorreihe und Reihen
	Einige Reihen
	Ableitungen in drei Dimensionen
	Gradient in kartesischen Koordinaten
	Divergenz in kartesischen Koordinaten
	Rotation in kartesischen Koordinaten


	Rechnen mit Integralen
	Unbestimmte Integrale
	Bestimmte Integrale und Integrale mit variabler oberer Grenze

	Berechnung von Linienintegralen

	Umrechnung zwischen Koordinatensystemen
	Vom kartesischen ins sphärische System
	Vom sphärischen ins kartesische System
	Vom kartesischen ins zylindrische System
	Vom zylindrischen ins kartesische System
	Vom sphärischen ins zylindrische System
	Vom zylindrischen ins sphärische System

	Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in Kugelkoordinaten
	Geschwindigkeiten
	Beschleunigung
	Interpretation


	Berechnungen in ebenen schiefwinkligen Dreiecken
	Berechnung der Ableitung in rotierenden Bezugssystemen
	Rechnen mit Vektoren
	Vektoridentitäten
	Produkte mit Vektoren
	Ableiten von Vektoren
	Vektorableitungen bei Skalarfeldern
	Vektorableitungen bei Vektorfeldern


	Rechenregeln für Winkelfunktionen
	Sinus
	Cosinus
	Tangens

	Drehungen
	Drehmatrizen
	Drehung von Vektoren und Matrizen (oder Tensoren)
	Allgemeine Drehung mit Eulerwinkeln

	Hinweise und Links
	Literaturhinweise

	Liste der Experimente
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Personenregister
	Abkürzungen
	Referenzen
	Stichwortverzeichnis

