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1. Einleitung

1.1. Lizenzinformationen

Diese Skript wird unter der Creative Commons Lizenz CC-BY-SA 4.0 veroffent-
licht. Dies heisst,

e Sie diirfen das Werk ganz oder in Teilen in allen denkbaren Formaten wei-
terverwenden, vervielfaltigen und weiterverbreiten

o das Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verdndern und darauf wei-
tere Werke aufbauen,

sofern Sie

e den Namen der Verfassers dieses Werkes sowie deren Institution, die Uni-
versitdt Ulm, nennen und angemessene Rechte- und Urheberrechtsangaben
machen, einen Link zur Lizenz beifiigen und angeben, ob Sie Anderungen
vorgenommen haben. Dabei darf nicht der Eindruck entstehen, die Verfasser
oder die Universitdt Ulm wiirden Sie oder Thre Nutzung unterstiitzen.

e Wenn Sie Dieses Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verédndern
und darauf weitere Werke aufbauen, diirfen Sie ihre Beitrdge nur unter der
gleichen Lizenz wie dieses Werk wie dieses Original verbreiten.

Sie diirfen insbesondere keine weiteren Einschrankungen einsetzen und auch kei-
ne technischen Verfahren wie z.B. DRM verwenden, die anderen Nutzern etwas
untersagt oder daran hindert, das abgeleitete Werk nach dieser Lizenz zu nutzen.
Der Lizenzgeber kann diese Freiheiten nicht widerrufen solange Sie sich an die
Lizenzbedingungen halten.

Eine detaillierte Erkldrung finden Sie unter
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen /e-learning /blog/article /was-sind-eigentlich-
cc-lizenzen.html

oder unter

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

oder unter

https://creativecommons.org/licenses /by-sa/4.0/deed.de

H©

Die CC-Icons und -Buttons und Wurden unter

der Lizenz CC BY von http://creativecommons.org/about/downloads veréffent-
licht.

Der Aufbau dieser Vorlesung richtet sich nach dem studienbegleitenden
Praktikum zur Optik. Wir beginnen deshalb mit der geometrischen Optik, oh-
ne eine Ableitung der Gesetze aus der Wellennatur des Lichtes. Die Gesetze der



http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
creativecommons.org
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geometrischen Optik werden im folgenden Kapitel aus der Wellennatur des Lichtes
abgeleitet. Dies fithrt zu der Diskussion von Interferenz und Beugung.

Als Ergédnzung zur Vorlesung mochte ich auf eine wunderbare Website zum Auf-
arbeiten Thres Wissens ist Hyperphysics von R. Nave hinweisen. Erganzend gibt
es vom gleichen Autor auch Hypermath. Das Programm Winlens ist ein wunder-
bares Spielzeug, um auch grossere optische Aufbauten schnell und interaktiv zu
berechnen. Die Firma Melles Griot hat auf ihren Webseiten ein lingeres Tutorium.

1.2. Literaturhinweise

Die Vorlesung orientiert sich an den Werken von Tipler| ], Physik, und Gerthsen/Vogel|
Physik. Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als Einsteigerliteratur) kann

auch Kneubiihls| | "Repetitorium der Physik” empfohlen werden. Speziell fur

die Optik sind die Biicher von Demtréder | |, Hecht] | und Perez| ].
Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schén im Bronstein| ] zu-
sammengefasst.

8 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hmat.html#hmath
http://www.linos-photonics.de/de/softwarefr.html
http://www.mellesgriot.com/products/optics/opticaltutorial.asp

2. Zusammenfassung
Elektrizitatslehre

2.1. Maxwellgleichungen

(Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | , pp- 251))

Alle optischen Phdnomene konnen mit den Maxwellgleichungen berechnet werden.

div D = pg I (2.1.1a)
0B
t E=——— II 2.1.1b
ro > (2.1.1b)
div B=10 IT1 (2.1.1c)
D
rot H:i+88t IV (2.1.1d)

Hier ist E das elektrische Feld, D die dielektrische Verschiebung, H das magne-
tische Feld, B die magnetische Induktion, ¢ die mikroskopische Stromdichte und
pe die Ladungsdichte.

Weiter benotigen wir das Kraftgesetz

F=q (E+vxB) (2.1.2)
und die Kontinuitéatsgleichung

8pel
ot

divi=—

(2.1.3)

Die angegebenen Maxwellgleichungen gelten fiir alle Medien, auch mit tensoriellen
Eigenschaften. Dort benttigt man die beiden Materialgleichungen

D =¢ecFE (2.1.4a)
B = uuoH (2.1.4b)

um das elektrische Feld und die dielektrische Verschiebung, bzw. das magnetische
Feld und die magnetische Induktion miteinander zu verkniipfen, wobei ¢ (relati-
ve Permittivitdt) und p (relative Permeabilitdt) Tensoren sein konnen. gy ist die
Permittivitat des Vakuums, po die Permeabilitat des Vakuums.
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Die Integralformulierung der Maxwellgleichungen lauten

([ D da=[{[ patr)av | (2.1.5a)

A(V) 1%
)

j{E-ds:—aI B - da 11 (2.1.5b)

S A(S)
H B - da =0 III (2.1.5¢)
A(V)

. oD
7{H ds= [ <z+ at> da v (2.1.5d)
S A(S)

Die Integralformulierung des Kontinuitédtsgesetzes lautet

{[ - da=- fﬂ jtpe, % (2.1.6)

A(V)

2.2. Wellengleichung

Aus den Maxwellgleichungen folgen Wellengleichungen. Fiir das Vakuum erhélt
man

2
a@f =*AE (2.2.1)
oder
’B
57 = ¢ AB (2.2.2)

In jedem Inertialsystem im Vakuum ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
1

c= ~3-10® m/s 2.2.3
VHoEo / ( )

In Medien ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit entsprechend

1 1
Cm = = e
v HHoEE0 Ve

wobei p die relative Permeabilitat und e die relative Permittivitat ist.
Alle Funktionen (skalar, vektoriell oder tensoriell), die nur von einer skalaren Va-
riablen

(2.2.4)

u=k r—wt (2.2.5)

abhéngen losen die Wellengleichung, wenn sie gentigend oft stetig differenzierbar
sind.
Damit konnen wir sagen: Jede Funktion E(u) mit u = k - r — wt ist eine Losung

10 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



11 2.3 Die Fresnelschen Formeln

der Wellengleichung

2
CQAE(U(T,t)) = %E(u(r,t}), (2.2.6)
sofern w
c= — 2.2.7
] (2.2.7)
gilt.

Aus den Gleichungen Maxwellgleichungen kann die Orientierung von k, E und B
berechnet werden.

kx E=wB (2.2.8)

k, E und B bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges Dreibein. Die drei
Vektoren stehen paarweise rechtwinklig aufeinander.
Aus der Wellengleichung fiir B, bekommen wir die Beziehung

w
kxB=-"F. (2.2.9)

Diese Beziehung (2.2.9) ist aber unter Verwendung von (2.2.7) identisch mit (2.2.8).
Betragsmassig haben wir im Vakuum weiter die Beziehung

|E| =c|B|. (2.2.10)

2.3. Die Fresnelschen Formeln

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 190]) (Siehe Gerthsen, Physik [MesO6, pp. 539])

Bl W) %

Abbildung 2.1.: Das gleiche Gebdude mit Polarisationsfilter aufgenommen. Die
Achse des Polarisationsfilters wurde dabei um 90° gedreht. Links
sind die Reflexionen im Glas kaum zu erkennen, rechts ist dafiir
der Kontrast des Himmels schwécher.

Die beiden Aufnahmen in Abbildung 2.1 wurden mit dem Polarisationsfilter in
zwei um 90° gedrehten Stellungen aufgenommen. Links wird durch den Polarisa-
tor das diffus gestreute Licht mit der falschen Polarisation unterdriickt. Links ist
die Spiegelung des linken Gebéaudes im rechten nicht sichtbar, Die Fensterfront
ist hell. Rechts ist das linke Gebédude dunkel. Das bedeutet, dass das gespiegelte
Licht polarisiert ist. Die im folgenden abgeleiteten Fresnelschen Formeln erklé-

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)v-sa | 11



Zusammenfassung Elektrizitatslehre 12

ren dieses Phdnomen, aber auch die Spiegelung an Metallen. Sie beschreiben die
Wechselwirkung von elektromagnetischen Wellen mit Grenzflachen jeder Art.

allsebene)

Abbildung 2.2.: Definition der s-Polarisation und der p-Polarisation

Die Reflexion und die Brechung von elektromagnetischen Wellen werden durch
die Maxwellschen Gleichungen und die daraus abgeleiteten Randbedingungen be-
stimmt. Die resultierenden Beziehungen fiir die Amplituden und die Intensitaten
werden die Fresnelschen Formeln genannt. Zur Berechnung verwenden die Defini-
tionen

e Der einfallende und der reflektierte Strahl elektromagnetischer Wellen defi-
niert die Einfallsebene. Diese ist senkrecht zur Grenzfliche der beiden Medi-
en.

o Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene senkrecht zur Finfall-
sebene liegt, heissen s-polarisiert. Die Polarisationsebene gibt die Richtung
des elektrischen Feldes an.

o Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene parallel zur Finfall-
sebene liegt, heissen p-polarisiert.

o Fiir die Intensitdt der elektromagnetischen Wellen in nichtmagnetischen Me-
dien gilt I oc \/2E?, wobei € = n? ist.

« Genauer gilt fiir die Intensitét: I = 1 %EQ = %ECEQ fir sinusformige
Wellen mit der Amplitude F.

Wir betrachten eine Welle E., die aus dem Medium mit p; und e; auf eine ebe-
ne Grenzfliche zum Medium mit po und e, fallt. Neben der einfallenden Welle
existierten eine reflektierte und eine transmittierte elektromagnetische Welle

Ee _ @eei(ke * r—wet)
Er _ @rei(k:r C r—wrttor)

E, = €'k " rmedten) (2.3.1)
Gegeben sind €., i1, €1, fio, €2, ke und w, (|ke|). An den Grenzflachen gilt

o Die tangentiale Komponente von FE ist stetig.

12 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |



13 2.3 Die Fresnelschen Formeln

e Die tangentiale Komponente von H ist stetig.

Sei e,, der Normaleneinheitsvektor auf die Grenzfliche. Der resultierende Vektor
des Kreuzproduktes von E, mit e, liegt senkrecht zu e, und damit in der Grenz-
flache der beiden Medien. Um den Tangentialvektor in die urspriingliche Richtung
zuriick zu drehebn, wenden wir nochmals ein Kreuzprodukt mit e, an. Unab-
hingig von der Richtung von E. bekommt man mit dieser Operation immer die
Komponente von E. tangential zur Grenzfliche

Ee,tangential =e, X E.xe, (232)

Mit der gleichen Methode kann man auch die Komponenten der Vektoren E, und
E,; in der Grenzflache berechnen. Die Bedingung der Stetigkeit der Tangentialkom-
ponente des elektrischen Feldes kann dann mit den Kreuzprodukten so geschrieben
werden

e, xE.xe,+e,x E,xe,=e,x FE,xe, (2.3.3)

Die Gleichung besagt, dass die Summe der Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldes im Medium 1 (einfallende und reflektierte Welle) gleich der Tangenti-
alkomponente der transmittierten Welle ist. Fiir alle Zeiten und alle Orte auf der
Grenzflache gilt

ei(ke C r—wet) _ ei(kr Cr—wrttpr)

in der Grenzflache

in der Grenzflache

— ei(kt T r—wit+pg)

in der Grenzflache (234>
wobei r nach Definition ein Vektor in der Grenzfliche ist, also mit e, - r = 0.
Damit Gleichung (2.3.4) zu allen Zeiten an einem beliebigen Punkt gilt, miissen
die Kreisfrequenzen gleich sein

We = Wy = Wy (2.3.5)

Weiter muss dann gelten: Die Gleichung (2.3.4) muss fiir alle Zeiten und alle Orte
auf der Grenzfliche gelten. Deshalb gilt

ke ) r’in der Grenzfliche — kT Tt 90r|

=k - r+¢

in der Grenzflache

(2.3.6)

in der Grenzflache

T zeigt auf einen Punkt in der Grenzfliche. Da der Ursprung des Koordinatensys-
tems nicht in der Grenzflache liegen muss, ist  im Allgemeinen nicht parallel zur
Grenzflache. Aus der ersten Gleichung in (2.3.6) folgt

((ke - kr) ' r)in der Grenzfliche — Pr (237)

Eine Gleichung vom Typ a - r = w beschreibt eine Ebene. Die Endpunkte von
T liegen in der Ebene mit dem Normalenvektor a. w gibt die Verschiebung zum
Nullpunkt an. Gleichung (2.3.7) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht
zu k. — k, liegt. Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass = in

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 13



Zusammenfassung Elektrizitatslehre 14

der Grenzfliche mit dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k., — k..
Weiter sind beide Wellen im gleichen Medium 1, das heisst |k.| = k. = |k,| = k..
Wir koénnen also schreiben

e, X (ke —k,)=0 (2.3.8)
Mit Betrégen geschrieben heisst dies

k.sina =k,.sinff = sina=sinff = a=p0 (2.3.9)

Dabei ist o der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k. und 5 der Winkel zwischen der Oberflaichennormale e,
und dem Wellenvektor der reflektierten Welle k...

Das Reflexionsgesetz besagt, dass
a=[ (2.3.10)

(Einfallswinkel=Ausfallswinkel )
Aus Gleichung (2.3.6) folgt weiter

((ke - kt) ’ T)Grenzﬂéche = ¥t (2311)

Gleichung (2.3.7) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht zu k. — k; liegt.
Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass r in der Grenzfliche mit
dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k. — k;. Wir kénnen also
schreiben

e, x (ke—ky) =0 (2.3.12)

Mit Betragen geschrieben heisst dies
kesina = k;siny (2.3.13)

Dabei ist o der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k. und v der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,
und dem Wellenvektor der transmittierten Welle k;. Aus der Wellengleichung folgt

1
—=—— (2.3.14)

w
ki v/ Hilto€i€o
Da w, = w, = w; ist, kann Gleichung (2.3.13) auch als

Y sina = ﬂsin’y (2.3.15)
Ce Ct

oder
Vg1 o Sin o = /llafloEEg SINY = (/i€ Sin v = \/luggq siny (2.3.16)
Mit der Definition (2.2.4) (n = /u€) bekommt man auch
ny sin(a) = ngsin(y) (2.3.17)

Dies ist das Brechungsgesetz nach Snellius.
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15 2.3 Die Fresnelschen Formeln

Schliesslich kénnen wir noch eine Beziehung der Tangentialkomponenten aller Fel-
der erhalten. Analog zur Gleichung (2.3.3) kénnen wir die Tangentialkomponenten
der Wellenvektoren angeben:

ke,tangential =e, X ke X €p (2318&)
kr,tangential =€p X kr X €y (2318b)
kt,tcmgential =€, X kt X €p (2318C>

Wir subtrahieren Gleichung (2.3.18a) von Gleichung (2.3.18b), beziehungsweise
von Gleichung (2.3.18c¢).

Setzen wir mit Gleichung (2.3.8) fur k, — k. = I',.e, und k_k. = T';.e,, erhalten
wir

kr,mngential - ke,tangential =€, X (kr - ke) X €n =€ X Freen X ey = 0 (23193>

kt,tangential - ke,tangential =€, X (kt - ke) X e, =e,X Fteen X ep = 0 (2319b)

Die Tangentialkomponenten der Wellenvektoren der einfallenden, reflektierten und
gebrochenen Wellen sind gleich.

ke,tangential - kr,tangential = kt,tangential (2320)

Die Anderung der Ausbreitungsrichtung bei Reflexion und Brechung stammt al-
leine von den Komponenten der Wellenvektoren, die parallel zum Normalenvektor
der Grenzflache liegen.

2.3.1. s-Polarisation

Zur Berechnung der Amplitude der reflektierten und transmittierten Wellen mit
einer allgemeinen Polarisation verwenden wir zwei orthogonale Polarisationsrich-
tungen, die s-Polarisation und die p-Polarisation. Jeder Polarisationszustand kann
als Linearkombination der s-Polarisation und der p-Polarisation geschrieben wer-
den.

Wir beginnen die Rechnungen fiir elektromagnetische Wellen mit einer Polarisation
senkrecht zur Einfallsebene (s-Polarisation).

Wenn in den beiden angrenzenden Medien die Dielektrizititskonstanten €, und €9
sind, dann muss der Pointingvektor (Energiestrom) senkrecht zur Grenzfliche an
der Grenzfliche kontinuierlich sein, also

1
f1fo (@ﬁ — (Ef) cosa = = | 20
Hatto

1
— &2 cos 7y 2.3.21
2\ oo i ( )

wobei a und v die Winkel zur Oberflichennormalen e, sind, €. ist die Ampli-
tude der E-Feldkomponente der einfallenden elektromagnetischen Welle parallel
zur Oberfliche (s-Polarisation), €, die Amplitude der reflektierten und €, die der
gebrochenen elektromagnetischen Welle.

Die Komponente von E parallel zur Oberfliche muss stetig sein, also ist nach
Gleichung (2.3.3)
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Zusammenfassung Elektrizitétslehre 16

€. + G, = G (2.3.22)

Aus der Kombination der Gleichungen (2.3.21) und (2.3.22) erhalten wir die Fres-
nelschen Gleichungen fiir die s-Polarisation.

1/81 cosa — /=2 cosy
€, i~ (2.3.23a)
1/ Lcosa + %cosv

2./5 cosw
B

¢ = ¢, B - (2.3.23b)
’/I cos« + 1y COS7Y
Mit den Brechungsindizes ny = /u161 und ny = /pses erhélt man
M cosa — ™2 cos vy
¢ =C, Zi Zi (2.3.24a)
uy COsa + s COS7Y
2™ cos a
€ = €. = = (2.3.24b)
g COS Q@ + 1y COS7Y
Nach dem Brechungsgesetz ist
Sln’}/ 181 E1l2 E1l2 _ &Sin’}/
sin « [2gs H1E2 H1€2 1SN
Wir setzen dies ein und erhalten
pa sy €. — €,)cosa = €, cosy
{11 sin
¢ — ¢, i ¢ i
( )cosozsmv: ¢ COS 7y sin «v (2.3.25)
H1 H2

Wir setzen €, + €, = €, ein und bekommen die Fresnelsche Formeln fir die s-
Polarisation

1 1
- siny(a) cos v — - sin a cos y(«

€, = @ﬁl,() b ) (2.3.26a)
o siny(a) cosa + - sina cos y(a)

l sin () cos «

@t: @e 1

- siny(a )cosoz+ - sinacosy(a)

(2.3.26b)

Dabei ist

Vg SIna = (/9 siny

Fiir nichtmagnetische Materialien kénnen die Fresnelgleichungen fiir die s-Polarisation
umgeschrieben werden
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17 2.3 Die Fresnelschen Formeln

G siny(«a) cos av — sin a cos y(«)
" “siny(a) cos a + sin o cos y(a)
G, M (2.3.27a)
“sin(a +y(a))
G, — ¢ 2siny(a) cos o

“sin y(a) cos a + sin a cos y(a)

2siny(«) cos «
— g2 2.3.27h
sin(a + y(«)) ( )

Dabei ist

Versina = (/egsiny

e Wenn o > 7, wenn also die elektromagnetische Welle aus dem schnelleren
Medium auf das langsamere Medium trifft, haben €, und €, unterschiedliche
Vorzeichen: es tritt ein Phasensprung um = bei der Reflexion auf.

o Bei der Reflezion am schnelleren Medium « < « ist sin(a — ) negativ und
€, positiv. Es gibt keinen Phasensprung bei der Reflexion. Dies erklart zum
Beispiel, warum Seifenlamellen in Reflexion schwarz werden, wenn die Dicke
gegen null geht.

e Die Gesetze fiir die Intensitdt bekommt man durch quadrieren und unter
Berticksichtigung der relativen Dielektrizitdtszahl ; und der relativen ma-
gnetischen Permeabilitat pi;.

e Bei fast senkrechtem Einfall bekommt man €, ~ —@e% ~ —@e%

2sin~y ~ 2n1
- - =~
€ sin a+sin vy €no+ny

e und fiir die Transmission ¢; ~ —€

Die Fresnelsche Formeln fiir die Intensitat bei der s-Polarisation fir nichtmagne-
tische Materialien lauten

I =1 [sin 7 (a) cos a — sin av cos y(a)]?
" “[siny(a) cos o + sin o cos y(a))?
_ sin®(a —7(a))

~ Usin?(a+ ()
I - ny 4sin? y(a) cos? «

ny © sin?(a + y(a))

(2.3.284)

(2.3.28b)

Wir haben die einfallende Intensitat I, = ny 500@2 als Referenz verwendet. Deshalb
erscheint der Vorfaktor Zf fir I;. Im Medium mlt dem Brechungsindex nsy wird die
Energie mit einer anderen Geschwindigkeit transportiert als im Medium mit dem
Brechungsindex nq. Ist ny grosser als n;. so ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
kleiner und /5 muss grosser werden.
Bei fast senkrechtem Einfall erhalten wir

« fiir die Reflexion I, ~ I (—M)Z ~ I (M)Z

sin a-+sin 7y no+ni

no 4sin2'y ~ 4dning
ni(siny+sina)? = “0(ny4n)2-

e und die Transmission I; =~ I
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Zusammenfassung Elektrizitétslehre 18

2.3.2. p-Polarisation

oo/ Eg.
n Erv ........... ;
PN A N
< 7 r g
y
n

Abbildung 2.3.: Stetigkeitsbedingungen fiir elektromagnetische Wellen mit p-
Polarisation. Die dicken Vektoren stellen die k-Vektoren dar (rot
fiir die einfallende elektromagnetische Welle, fiir die reflek-
tierte und blau fir die gebrochene elektromagnetische Welle.).
Die E-Vektoren sind gestrichelt gezeichnet, ihre Projektion auf
die Grenzflache diinn.

Bei p-polarisierten elektromagnetischen Wellen ist die Bedingung fiir die Stetigkeit
der Parallelkomponente von E durch

(€, — €,)cosa = €, cosy (2.3.29)

gegeben. Weiter gilt immer noch die Beziehung fiir den Poynting-Vektor (Energie-

erhaltung)
\ /i (@z - G"?) cos o = \/g@f CoS 7y (2.3.30)
M1 H2

Wir teilen die beiden Gleichungen und 16sen das Gleichungssystem und erhalten
die Fresnelsche Formeln (p-Polarisation):

JE2cosa— /= cosy
€, =G, \/if “21 (2.3.31a)
sy COS7Y + 1y COSQ

2. /5 cos
M1

G =G (2.3.31D)

e £92 €1
== COS (¥ COS
V pe + K1 v

Fiir nichtmagnetische Materialien vereinfachen sie sich unter Verwendung der Bre-
chungsindizes zu
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19 2.3 Die Fresnelschen Formeln

Ng COS (¥ — MNq COS Y (2.3.32a)

e
71 COS Y + Mg COS &
211 cos «

(2.3.32b)

e
N9 COS (v + 111 COS 7Y

Bei senkrechtem Einfall gilt cos @ ~ cosy ~ 1 und damit

o fiir die Reflexion €, ~ € 22

2n1

e und fiir die Transmission ¢; ~ €, —

Dass das Vorzeichen von €, anders ist als bei der s-Polarisation hangt mit der
Definition der lokalen Koordinatensystem der reflektierten Wellen zusammen und
ist kein Wiederspruch.

Die Brechungsindizes n; und ns kénnen mit dem Snelliusschen Gesetz n sina =
ng siny eliminiert werden

. tanfa —y(a)] .
6 = G )] (2.3.33a)
B 2siny(«) cos a
e =C “sin[a + y(a)] cos[a — y(a)] (23.33)

Die Fresnelschen Formeln fiir die Intensitét bei nichtmagnetischen Materialien lau-
ten

tan®[o — y(av)]
“tan?[a + y()]
o 4sin? y(a) cos? a
Ie= ny e sin?[a + ()] cos?[a — ()] (2.3.34b)

I, = (2.3.34a)

Wir haben die einfallende Intensitat I, = n; %(‘fg als Referenz verwendet. Deshalb
erscheint der Vorfaktor Z—j fur 1.
Bei senkrechtem Einfall erhalten wir

2
« fiir die Reflexion I, ~ I (M>

n2+ni

. . 4n?
e und die Transmission I; = [0% (mf;ly =1 (nﬁ”ﬁgfﬂ.

2.3.3. Grenzfall des senkrechten Einfalles

Im Grenzfall @ — 0 stimmen die Resultate fiir die s- und p-Polarisation tiberein.
In diesem Falle ist

£ n ﬁ _ n% — 2n1n9 %2— n% n 4ning . n% + 2nyny %2— n% _ 1 (2.3.35)
I, 1. (n1 + no) (n1 + no) (n1 + n2)

also ganz klar die Energie erhalten. Der Faktor ny/n; ist notwendig dazu.
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Zusammenfassung Elektrizitétslehre 20

2.3.4. Brewster-Winkel

Wenn bei der p-Polarisation in der Gleichung (2.3.33) fiir €, der Nenner a+~v(«) =
7/2 ist, divergiert er. Wir erhalten also €,(a = 7/2 — v(a)) = 0. Dies ist der
Brewster- Winkel. Beim Brewsterwinkel gegeben durch a + v(«) = 7/2 ist €, ,, fiir
die p-Polarisation gleich null. Die elektromagnetische Welle ist s-polarisiert!

Mit dem Snelliusschen Brechungsgesetz folgt

O Brewster = arctan (@> (2.3.36)

SEE

Abbildung 2.4.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Links ist der Analysa-
tor so gestellt, dass dass das an der Wasseroberfliche reflektierte
Licht durchgelassen wird. Rechts die gleiche Szene, aber der Ana-
lysator blockt das an der Wasserfliache reflektierte Licht.
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21 2.3 Die Fresnelschen Formeln

Abbildung 2.5.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Die beiden Bilder aus
Abbildung 2.4 sind hier iibereinandergelegt.Die Trennlinie lauft
entlang des Baumstammes.

Abbildung 2.6.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Linkes und rech-
tes Bild wurden mit zwei Stellungen des Polarisationsfilters
aufgenommen.
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Zusammenfassung Elektrizitatslehre 22

2.3.5. Beispielkurven fiir die Fresnelformeln

Fresnel-Formeln: E-Feld, n’>n Fresnel-Formeln: |, n’>n

X1 R R R T s S

w 0 -
205 [ Bp ——
Eip
: Er.s o
1 i Et.s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Abbildung 2.7.: Verlauf der Amplitude des elektrischen Feldes (links) und der In-
tensitat(rechts) fiir p- und s-Polarisation, wenn elektromagneti-
sche Wellen aus dem schnelleren Medium (n; = 1) in das lang-
samere (ny = 1.5) eintreten. Die Intensitit ist mit I = n;E>
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.

Fresnel-Formeln: E-Feld, n’<n Fresnel-Formeln: I n’<n

Abbildung 2.8.: Verlauf der Amplitude des elektrischen Feldes (links) und der In-
tensitat(rechts) fiir p- und s-Polarisation, wenn elektromagne-
tische Wellen aus dem langsameren (n; = 1.5) Medium in das
schnellere (n, = 1) eintreten. Die Intensitit ist mit I = n;E>
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.

2.3.6. Evaneszente Wellen

(Siehe Hecht, Optik [ , pp- 193,196])

Aus den letzten Abbildungen ist ersichtlich, dass, wenn elektromagnetische Wellen
aus dem langsameren Medium (n;) in das schnellere ny < ny eintreten, es Winkel
gibt ((n1/n2) sina = siny > 1), fur die es keine reelle Losung der Fresnelschen For-
meln gibt. Die Losung ist dann in die z-Richtung rein imaginér. Dies heisst, dass
auch die z-Komponente des k-Vektor der elektromagnetischen Welle im schnelle-
ren Medium imaginir wird. Darum wird aus e**:* mit k, = ix, der exponentielle
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23 2.3 Die Fresnelschen Formeln

Dampfungsfaktor e™##*, wobei k, vom Einfallswinkel abhéngt. Die elektromagne-
tischen Wellen aus dem langsameren Medium koénnen sich im schnelleren Medium
also nicht weiter in die z-Richtung bewegen: Wegen der Energieerhaltung ist die
Reflexion perfekt.

Eine kurze Rechnung zeigt,

dass im Falle der Totalreflexion (n;sin(a) > no und damit n3 — n?sin?(a) < 0)
der Betrag von ki senkrecht

kt senkrecht = £ kpac \/n% sin?(a) — n3 = ik, (2.3.37)
ist. Die physikalisch sinnvolle Losung fiir einen unendlich ausgedehnten Halbraum
mit dem Brechungsindex ns ist die exponentiell abfallende Losung

E(r,t) = (‘Jtei<kt’*“"ge””“l Creet) gz (2.3.38)

Die resultierende Welle im Medium 2 hat dann die zeitgemittelte Intensitat

I(z,2) = Iye "> (2.3.39)
Wir erhalten also fiir die Intensitit einen exponentiellen Abfall mit einer Abfall-
lange

1 1
fo = - = Dvae (2.3.40)

2k 4m \/n% sin?(a) — n?
Wenn eine Welle mit der Vakuumwellenlédnge \,,. = 500 nm und dem Einfallswin-

kel & = 57/12 = 75° von einem Medium mit dem Brechungsindex n; = 1.55 in
Luft ny = 1 ibertritt, ist A\g = 35.71 nm.
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3. Interferenz und Beugung

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 562]) (Siehe Hecht, Optik [ , pp. 649]) (Siehe
Pérez, Optik | , pp. 327]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 348]) (Siehe Tipler,
Physik | , pp. 1109])

3.1. Vorbemerkungen und Motivation

Soweit bekannt ist, war der polnische Naturphilosoph Witelo aus Liegnitz bei Bres-
lau/Schlesien (geboren um 1230, gestorben zwischen 1275 und 1314) der erste
Forscher, der bemerkte, dass Lichtstrahlen nicht unendlich diinn werden konnen
(Bemerkung im Buch von John Freely | : ]). Diese experimentelle Be-
obachtung ist der erste bekannte experimentelle Hinweis auf die Wellennatur des
Lichtes | : .

Dieses Kapitel beruht auf den in der Elektrizitatslehre abgeleiteten Wellenglei-
chungen (2.2.1) oder (2.2.2)

PE 0’B
52— C AE oder 5
In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften von Licht, die auf der Wellennatur,
also auf (2.2.1) oder (2.2.2), beruhen, diskutiert werden. Alle Lésungen héngen
von einem skalaren parameter ab, der in den Gleichungen (2.2.6) und (2.2.7) ein-

gefithrten Phase.

=2AB

Wir setzen also

o(r,t) =u(r,t) =k - r—wt (3.1.1)

Dabei ist in kartesischen Koordinaten k = (k, k), kz)T der Wellenvektor und r =
(z,y,2)" der Beobachtungsort. Der Wellenvektor ergibt sich aus |k| = 27/ aus
der Wellenlédnge A, die Kreisfrequenz w = 27v = 27/T aus der Frequenz v oder
aus der Periodendauer 7' = 1/v.

Damit sind zum Beispiel

Schreibweise mit komplexen Zahlen

A(p(r)) =A(p(r)) = Apexp (i (k - r —wt)) skalare Welle  (3.1.2a)
E(p(r)) = E(¢(r)) = Egexp (i (k - r—wt))  vektorielle Welle  (3.1.2b)
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Schreibweise mit reellen Zahlen

A(p(r)) = A(p(r)) = Agcos (k - r — wt) skalare Welle  (3.1.2c)
E (p(r)) = E(¢(r)) = Egcos (k - r— wt) vektorielle Welle  (3.1.2d)

Versuch zur Vorlesung:
Wellenmaschine (Versuchskarte SW-077)

Abbildung 3.1.: Interferenz zweier Kreiswellen im Riffelsee auf der Riffelalp.

Abbildung 3.1 zeigt die Interferenz von Kreiswellen auf der Wasseroberfléche.
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27 3.1 Vorbemerkungen und Motivation

Abbildung 3.2.: Detail aus Abbildung 3.1. Die griine Linie liegt im Bereich, in
dem zwei Wellen interferieren.

Interferenz zweier Wellen

Abbildung 3.3.: Interferenz zweier Wellen mit der gleichen Amplitude und der
gleichen Frequenz und einer Phase, die von 0. .. 27 variiert.

Abbildung 3.3 zeigt schematisch, wie solche Wellen entlang der griinen Linie in
Abbildung 3.2 interferieren konnten.

Zur Beschreibung diese in der Wellenwanne und im Riffelsee beobachteten Interfe-
renz setzen wir zwei Wellen an, wobei wir hier nur die z-Komponente und skalare
Amplituden betrachten

Aj(x,t) = Argexp (i (kx — wt))
As(z,t) = Agpexp (i (kx — wt + 9)) (3.1.3)

Die Phase der beiden Wellen unterscheidet sich dabei um ¢, der Phasendifferenz.
Wie immer ist nur der Real- oder der Imaginérteil messbar.

An einem bestimmten Ort zu verschiedenen Zeiten t; und ¢, ist die Differenz der
Phasen durch

(kr — wty) — (kx —wity +9) = w(ty —ty) = =wAt = ¢ (3.1.4)
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gegeben und unabhéngig vom Ort. Zu einer bestimmten Zeit und an verschiedenen
Orten x; und z, ist die Differenz der Phasen durch

(kzy — wt) — (kxg —wt +0) = k(xy —x9) —0 = kAzx —§ (3.1.5)

gegeben, unabhéngig von der Zeit.

Beobachten kénnen wir nur die Summe der beiden Wellen, also

Aj(x,t) + As(x,t) =A1pexp (i (kx — wt)) + Aspexp (i (kx — wt + 0))
(3.1.6a)

mit AI,O = AO + AA und A270 = AO — AA

=Ap [exp (i (kx — wt)) + exp (i (kx —wt +0))] (3.1.6b)
+ AAlexp (i (kx — wt)) — exp (i (kx — wt + 0))]

Nur reelle Grossen sind messbar

R(Aq(x,t) + Az(x,t)) =Ag [cos (kx — wt) + cos (kx — wt + 0))] (3.1.6¢)
+ AAlcos (kx — wt) — cos (kx — wt + 0)]

Wir wenden die Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen an. Wir verwenden

a— a+p
cos(a) 4 cos(ff) = 2 cos ( 5 ) cos ( 5 > (3.1.7a)
. (a=pBY\ . fa+P
cos(a) — cos(ff) = —2sin <2> sin ( 5 ) (3.1.7b)
und erhalten
Az, t) =A;(z,t) + As(z, 1) (3.1.8)

=4 [cos (kz — wt) + cos (kx — wt + 9))]
+ AAlexp (i (kx — wt)) —exp (i (kz — wt +9))]

=2A, cos (g) COS (k:c —wt + g) + 2AAsin <g> sin (k;:c —wt + g)

Wenn beide Wellen die gleiche Amplitude haben Aus dieser Gleichung kann bei
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29 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

gleichen Amplituden (AA = 0) die folgende Tabelle abgeleitet werden.

Phase | resultierende Amplitude Interferenz
0 2A, konstruktiv
/2 V24,
s 0 destruktiv
3m/2 V24,
2T 2A, konstruktiv

Tabelle 3.1.: Interferenz und Phasendifferenz

Wenn AA > 0 ist, fehlt der Fall der kompletten destruktiven Interferenz.

2

3.2. Phasendifferenz und Kohiarenz <
(Siehe Hecht, Optik [ , Pp- 570]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 367]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp- 1109]) (Siehe Gerthsen, Physik [ , pp. 514])

Wir betrachten Wellen, die sich auf verschiedenen Wegen ausbreiten und die un-
terschiedliche Abstédnde zu einer Quelle haben.

Zwei Wellen heissen kohérent, wenn sie, bis auf eine Phase, die
gleiche Zeitabhéngigkeit haben.

Versuch zur Vorlesung:
Kohérenz (Versuchskarte O-051)

Die Kohérenz von Wellen ist nur im Idealfall iiberall und zu jeder Zeit gegeben.

Koharenzzeit Jede Quelle hat ein beschrénktes Phasengedachtnis. Dies bedeu-
tet, dass die Wellenziige, die vor einer Zeit grosser als die Kohérenzzeit 7
emittiert wurden, keine definierte Phasenbezichung mehr haben. Der Pha-
senunterschied wird eine stochastische Grosse.

Kohdérenzlange Die Kohérenzzeit 7 kann in eine Koharenzlange L umgerechnet
werden. Ist der Weglangenunterschied grosser als L, gibt es keine Kohérenz
mehr.

Hat eine Quelle (ein geddmpfter harmonischer Oszillator) eine Bandbreite Av,
dann ist die Kohérenzzeit 7~ Av™' und L = c7 ~ & .

Ist die Lichtquelle ausgedehnt (Breite b), dann gibt es nur im Winkelbereich o < ﬁ
eine koharente Uberlagerung.

Die Intensitdt muss verschieden berechnet werden, je nachdem ob die beiden Wel-

lenziige mit den Amplituden E; und E5 kohédrent oder nicht sind.
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bei kohdrenten Wellenziigen [(z,t) = %1/257% (Ey(2,t) + Eo(x,t))?

bei inkohdrenten Wellenziigen [(z,t) = § /=0 [E1(v,1)* + Ea(,t)’]

Bei koharenten Wellen mit dem Phasenunterschied ¢ und den Amplituden E; und
E, ist die resultierende Amplitude

E(m)t) — Elei(kx—‘ﬂt) + E26i(kr—wt+6(gj))
— El (ei(kx_“’t) + 6i(k‘z—wt+6(x))> + (E2 _ El)ei(ka}—wt+5(x))
= Eeithee) (1 + ew(@) + (By — Ey)eith—wt+o() (3.2.1)

3.2.1. Stehende Wellen

(Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 431]) (Siehe Pérez, Optik [P¢r06, pp. 293]) (Siehe
Tipler, Physik [TMO4, pp. 435]) (Siehe Gerthsen, Physik [Mes06, pp. 513])
Wenn wir eine nach links laufende Welle A;(z,t) = Agexp (i(kx 4+ wt)) und eine
nach rechts laufende Welle Ay = Agexp (i(kx — wt + 0)) mit gleicher Amplitude
zur Interferenz kommen lassen, erhalten wir

Az, t) = Ay(x,t) + As(x, t)
= Agexp (i(kz + wt)) + Agexp (i(kx — wt +6))
= Agexp (i(kz + §/2)) [exp (i(wt — §/2)) + exp (—i(wt — §/2))]

= 2Ag exp (i(kx + 6/2)) 2 (i(wt —6/2)) —|—2exp (—i(wt — 6/2))

= 2Ap exp (z (k:x + g)) Ccos (wt — g) (3.2.2)

Die Summe der beiden Wellenfunktionen ist das Produkt zweier Terme

 ein zeitabhédngiger Teil, der fiir alle Orte gleich ist: cos (wt — %)

« ein ortsabhéngiger Teil, der fiir alle Zeiten gleich ist: exp (z (kx + %))

Damit bilden sich rdumlich stehende Knotenlinien aus, wir haben eine stehende
Welle.

Wenn die Amplituden der beiden Wellen nicht gleich gross ist, dann
interferieren von der Welle mit der grosseren Amplitude nur die Am-
plitudenteile, die gleich gross wie die Amplitude der schwacheren Wel-
le sind.

Stehende Wellen als Resultat zweier gegenlaufiger Wellen gibt es in
jedem Resonator, insbesondere in Laserresonatoren.

30 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



31 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

3.2.2. Mach-Zehnder-Interferometer

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 663]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 365])

In Gleichung (3.2.2) zeigt sich, dass bei einem optischen Aufbau, der effektiv nur
von einer Ortskoordinate abhéngt, die zeitlich gemittelte Amplitude nur von der
Phase § abhingt. Das heisst, dass es reicht, die Phasen zu untersuchen! Beach-
ten Sie, in Gleichung (3.2.2) wurde die Phase § nur einem Weg zugeordnet, die
zeitgemittelte Amplitude hangt aber von cos(d/2) ab.

Quelle

X N N
etektion

=2

Abbildung 3.4.: Aufbau des Mach-Zehnder-Interferometers.

Abbildung 3.4 zeigt den schematischen Aufbau eines Mach-Zehnder-Interferometers.

Licht aus der Quelle trifft auf den halbdurchléassigen Spiegel S; und spaltet sich in
die zwei Wege s; und s, auf. Der Weg s; lauft vom Spiegel S; iiber S3 nach Sy,
der Weg s vom Spiegel Sy tiber Sy nach S5. Am Spiegel S; werden die Lichtwellen
vereinigt und gelangen interferierend auf den Detektor.

Die relative Phase des Lichtes fiir die beiden Wege s; und s, kann aus dem Bre-
chungsindexverlauf entlang der Wege berechnet werden. Die Geschwindigkeit ist
durch ¢(s) = ¢o/n(s) gegeben. Dann ist

Sa

ti = /1ds _ 1 n;(s)ds (3.2.3)

c(s) Co

Sq 51,84

Die Phasendifferenz von Licht mit der Vakuumwellenlange Ay und damit der Fre-
quenz w = 27v = 27cy/ g ist

S.
d=w(ty —t1) = 2mco L / na(s)ds — = ni(s)ds

A
0 “ S1,52 0 51,81
Sy Sy
2
:)\—W /ng(s)ds— / ni(s)ds| (3.2.4)
0 51,52 51,81

Die beobachtete zeitgemittelte Amplitude am Ort x = 0 (kann willkiirlich gewéhlt
werden!) ist nach Gleichung (3.2.2) mit E(§) = E;(z,t) + Es(z,t), beide mit
gleichen Amplituden |E|
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1,592 51,81
S4 Sy
= 41, cos )7\T0 / na(s)ds — / ni(s)ds (3.2.5)
1,52 S1,s81

wobei Iy = 1 < 4 /;Z(E)Ef(o,t)>t — 1 2B ist.

Das heisst, dass das Ausgangssignal des Mach-Zehnder-Interferometers nicht nur
von der geometrischen Weglangendifferenz, sondern auch von Unterschieden der
Brechungsindizes abhéangt. Das Licht lduft in beiden Armen mit einer definierten
Richtung. Das heisst, dass der Ausgang des Mach-Zehnder-Interferometers abhéan-
gig zum Beispiel von der Fliessrichtung eines Mediums mit dem Brechungsindex n
ist. Mach-Zehnder-Interferometer werden kaum zur Distanzmessung aber oftmals
zur Messung von Brechungsindexdifferenzen verwendet.

3.2.3. Das Michelson-Interferometer

(Siehe Hecht, Optik [ , Pp- 596]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 360]) (Siehe
Tipler, Physik | , pp. 1114))

Versuch zur Vorlesung:
Michelson-Interferometer (Versuchskarte O-031)
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Kompensationsplatte
Strahlteile

">
N5

e
Detekfor

SN N

Abbildung 3.5.: Bild des Michelson-Interferometers aus der Vorlesungssammlung
mit eingezeichnetem Strahlengang.

T beweglicher Spiegel

{2
fester Spiegel

Strahlteiler| /

Quelle 4

Kompensatorplatte

Abbildung 3.6.: Schematische Zeichnung des Aufbaus eines Michelson-
Interferometers aus Abb. 3.5.

Beim Michelson-Interferometer wird Licht durch einen Strahlteiler in zwei Licht-
wege aufgespalten. Der Weg vom Strahlteiler zum festen Spiegel sei /1, der zum
beweglichen ¢5. Analog zum Mach-Zehnder-Interferometer (sieche Abschnitt 3.2.2)
kann die Phase wie folgt geschrieben werden:
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- /nQ(s)ds — /nl(s)ds (3.2.6)

@2 Zl

Die Phase hangt also sowohl vom Weglangenunterschied wie auch von Unterschie-
den im Brechungsindex ab. Anders als beim Mach-Zehnder-Interferometer wird
jeder Weg zweimal und zwar gegenlaufig durchlaufen. Bewegungseffekte mitteln
sich so in erster Naherung heraus.

Der gesamte Weglédngenunterschied ist bei konstantem n;(s) = ny durch A¢ =
2(ly — £1) gegeben. Immer wenn Af ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlan-
ge A ist, tritt konstruktive Interferenz auf. Wird der bewegliche Spiegel um \/4
verschoben, &dndert sich A¢ um \/2, dann haben wir destruktive Interferenz.
Wenn wir das Interferometer am Ausgang mit einer Intensitdt von I betreiben und
wenn wir eine Intensitdtsanderung von Al noch messen konnen, dann kénnen wir
die mogliche Distanzauflosung in nichtmagnetischen Medien wie folgt berechnen:

1 Jeeg o o0 5 o 22) 5 x
[(a:):§ mE cos” | 5 = Iy cos 2>‘ = Iy cos (271’)\) (3.2.7)

oder umgeschrieben

I,
I(x) = 50 [1 + cos (4%?)} (3.2.8)
Die Ableitung dieser Gleichung ist
di(z)  2nly | x
I = Ty sin (47r)\> (3.2.9)

Die maximale Steigung, also die hochste Empfindlichkeit betrégt

dl(z) 27l
— 3.2.10
Wir konnen also die Distanz
AT AT
Ax = %@) = 27”_0)\ (3.2.11)

noch bestimmen. Dazu muss die Position (die Phase) so gelegt werden, dass der
Sinus extremal ist:

o 27+ 1 .
4n% - ];w, jEZ (3.2.12)

Wir bekommen so den Arbeitspunkt 87z, = (25 + 1)7A oder
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35 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

27 +1
8
Maxima der Intensitdt am Ausgang liegen aber bei

Top(j) = N jEZ (3.2.13)

Tz = %/\, jeZ (3.2.14)
und die Minima bei
2 +1
Toim = ‘7:A, ez (3.2.15)

Wenn zum Beispiel A = 500 nm ist und A/l = 0.01 ist, liegt der erste optimale
Arbeitspunkt bei x = 67.5 nm und die mogliche Auflésung betrédgt Az = 0.8 nm.
Das Michelson-Interferometer wird haufig zur Messung von Distanzen verwendet.

Bei besserem Signal-Rauschverhaltnis, konnen kleinere Langenédnderungen bestimmt

werden. Wenn ein Signal-Rausch- Verhdltnis von etwa 10712 erreicht wird, kénnen
Gravitationswellen detektiert werden.

3.2.4. Sagnac-Interferometer

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 701])
\ ﬁehrichtung ﬁehrichtung
0 0
R ~R
Quelle « N
Quelle . Pp(tg+ At)
Pa(to) *Ip,
@ /PA(tO) a /Ps(to) Pl + At)a Pp(to)
Detektion
4 \ Detektjon

Abbildung 3.7.: Sagnac-Interferometer. Rechts nach einer Laufzeit.

Beim Sagnac Interferometer lduft das Licht links- und rechts herum und interfe-
riert dann. Die Lichtwege sind identisch, das Verschieben eines Spiegels erzeugt
kein Signal. Wenn man das Sagnac-Interferometer jedoch mit der Kreisfrequenz €2
dreht, dann sind die Umlaufzeiten mit und gegen die Drehrichtung unterschied-
lich. Die Behauptung ist, dass der Laufzeitunterschied zwischen der links- und der
rechtslaufigen Welle

4A

At = Lrechts — Liinks = TQ (3216>
C

ist. Dabei ist €2 die Winkelfrequenz, mit der das Interferometer rotiert, A die vom
Licht eingeschlossene Fléche (in Abbildung 3.7 die Flache des Dreieckes) und ¢ die
Vakuumlichtgeschwindigkeit. Sagnac-Interferometer werden heute als Gyroskope
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verwendet. Sie messen zum Beispiel die Drehraten von Flugzeugen und werden so
zur magnetfeldunabhéngigen Navigation herangezogen.
Wir betrachten ein Interferometer aus n Seiten. Die Flache des n-Ecks is n-,mal
die Flache eines einzelnen Dreiecks, und dessen Fliche Ap = ah/2. Beim n-Eck
ist die Hohe h = Rcos (m/n) und die Grundlinie @ = 2R sin (7/n). Damit ist

n 27

A(n) =nAp = 5 sin <n> R? (3.2.17)

Wir brauchen nun die Strecke Pa(to)Pg(to + At). Diese ist die Grundlinie in einem
gleichschenkligen Dreieck mit dem Spitzenwinkel

2
ag = % + QA . (3.2.18)

Mit + konnen beide Falle gleichzeitig behandelt werden. Wir brauchen noch den
Winkel an der Grundlinie (zweimal der gleiche Winkel 54

1 T 7w  QAty

5i:§(ﬂ_aﬁ:):§_ﬁ:|: 5 (3.2.19)

Mit dem Sinussatz fiir beliebige Dreiecke bekommen wir die Lange der Grundlinie

l~ R
sin(a4) a sin(f4)
0y R
— = 3.2.20
sin (2% + QAti> sin (g —z QA2ti> ( )

sin (2% + QAti>

=h cos (% + QAti>

=R (2 sin <7T> + QAL cos (W>) +O(AH)  (3.2.21)
n n
Die Zeit Aty ist sowohl die Laufzeit von Pa(ty) nach Pg(ty + AtL) wie auch die

Zeit, in der sich das Interferometer dreht. Wir haben also die Gleichungen
l
A== (2 sin (”) + QAL cos (W)) (3.2.22)
c c n n
welche gelten wenn || < MT}&I gilt. Die Losungen sind
2R sin (%)

Aty = “ Fsteos (2) (3.2.23)

Damit ist der Laufzeitunterschied (und daraus kann die Phase berechnet werden)

2nR*Q sin (%)

Ateine Seite — At—i— — At = 2 — R20)2 cos? (2%)

(3.2.24)

Auch dieser Ausdruck kann entwickelt werden wenn [Q] < z;; ist. Wir erhalten
die linearisierte Gleichung,
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37 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

2nR? sin (%’T)
At = nAteine soite = 51 (3.2.25)
c
und, wennn wir die Flache A(n) des n-Ecks einsetzen
4A
At = g”)Q (3.2.26)
¢

Diese Gleichung miisste eigentlich mit der allgemeinen Relativitatstheorie herge-
leitet werden. Fiir langsame Drehungen ist das Resultat jedoch korrekt. Bei einem
kreisformigen Sagnac-Interferometer (z.B. mit whispering gallery modes) ist

4 R2 4A reis
_ I o MK
c? c?

At Q

genau so gross. Mit ¢ = As/At folgt

4A 4A
As = N\ =cAt = (n)Q:N: (n)

c cA
Beispiel: Mit Q = 27 s7!, A(n) = 0.01 m? und A = 632 nm (HeNe-Laser) erhalt
man N = 0.00132648 Dies ist eine kleine Zahl, kann aber mit Modulationstechni-
ken problemlos gemessen werden.

Q (3.2.27)

3.2.5. Das Fabry-Perot-Interferometer

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 670]) (Siehe Pérez, Optik | , Pp- 399]) (Siehe
Hecht, Optik | , pp. 678])

Aus den Fresnelschen Gleichungen sind die Transmissionskoeffizienten fiir Ampli-
tuden fiir die beiden Polarisationsrichtungen p und s bekannt. Wir setzen nach den
Gleichungen (2.3.27) und (2.3.33) konnen wir winkel- und polarisationsabhingige
Transmissions- und Reflexionskoeffizienten definieren.

Fiir die Reflexion haben wir

_sinfa=y(a)) o isati :
. taﬁfi‘f“ﬂgf‘”’ s-Polarisation (2.3.27); (3.2.28)
m, p-Polarisation (2.3.33) .
Analog schreiben wir fiir die Transmission
2siny(a) cosa . . .
_ m, s-Polarisation (2327)7 99
t iesnloen -Polarisation (2.3.33) (3:2.29)
Sin[a—i—’y(a)] Cos[a—'y(a)] y P .O. .

Im Weiteren sind mit ¢ und r immer diese Koeffizienten aus den Fresnelschen
Formeln gemeint.

Versuch zur Vorlesung:
Interferenz an diinnen Schichten als Beispiel fiir das Fabry-Perot-Interferometer
(Versuchskarte O-085)
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Abbildung 3.8.: Stokessche Behandlung von Reflexion und Brechung (nach Hecht
[ )

Wir nehmen an, dass eine Welle mit der Amplitude |€;|, die vom oberen Medium
her auf die Grenzflache auftritt, mit dem Faktor r reflektiert wird, sowie mit dem
Faktor t gebrochen wird. Die Amplitude der gebrochenen Welle ist dann ¢ €y,
die der reflektierten Welle 7 |€y;|. Das Fermatsche Prinzip bedeutet, dass auch
die zeitumgekehrte Situation eine physikalisch realisierbare ist. Also ist auch die
Strahlfithrung im Teilbild (b) oben eine realisierbare Situation. Dabei miissen wir
uns klar machen, dass sowohl die einfallende Welle mit der Amplitude r |€g;| und
diejenige mit t|€y,| eine reflektierte und eine transmittierte, gebrochene Welle
erzeugen. Dabei ist fiir die Welle, die von unten kommt der Reflexionsfaktor 7’
und der Transmissionsfaktor ¢. Die Situation in (c) ist nur dann dquivalent zu der
in (b), wenn gilt

€os| = t(a)t'(B) |€os| + 7(a)r(c) €0l (3.2.30a)
0 =t(a)r'(B) |€ui| + t(a)r(a) | €yl (3.2.30b)

Damit erhalt man eine Verkniipfung der Reflexions- und Brechungskoeffizienten
fiir den Ubergang vom Medium 1 in das Medium 2 und umgekehrt. Dabei sind o
und S die jeweiligen Einfallswinkel, die durch das Snelliussche Gesetz verkniipft
sind.

t@)t(B) =1 —1*(a) (3.2.31a)
r'(B) = —r(a) (3.2.31b)

Diese beiden Gleichungen heissen die Stokeschen Relationen. Die zweite Gleichung
zeigt, dass wenn r fiir die Reflexion am dichteren Medium steht, bei der es nach den
Fresnelschen Formeln einen Phasensprung von 7 gibt, dass dann bei der Reflexion
am optisch diinneren Medium kein Phasensprung auftritt.
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Abbildung 3.9.:  Strahlengang bei einem Fabry-Perot-Etalon (nach Hecht
[ |). Dabei ist in der Zeichnung |Ey;| = |€o;| gesetzt worden.

Wir betrachten nun die Reflexion an einem FE'talon, also einer Glasplatte mit dem
Brechungsindex ng mit planparallelen Oberflaichen. Im Aussenraum sei auf beiden
Seiten n = 1. Die Abbildung zeigt die reflektierten und gebrochenen Strahlen,
wobei die Konvention der Gleichung (3.2.31) verwendet wurde. Die reflektierten
Strahlen interferieren in dem weit entfernten Punkt P, die transmittierten Strahlen
im weit entfernten Punkt P’

€, U

€, U

Abbildung 3.10.: Strahlengang bei einem Fabry-Perot-Etalon (nach Pérez | ,
p. 392])

Fir das transmittierte Licht ist der Wegléngenunterschied durch den Unterschied
der optischen Wege UV und UXW, A = UXW — UV der relevante Unterschied.
Die Strecke UXW ist im Medium mit dem Brechungsindex ng, im Glas. Der
optische Weg ist dann

UXWZQTLG

cos 3’
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Weiter ist die Strecke UV durch UW sin a gegeben. Weiter ist aber auch UW =
2d tan 3, eine rein geometrische Uberlegung, die keine optischen Wege beinhaltet.
Zusammen bekommen wir

UV = UW sina = 2d tan B sin a
Damit ist A fur ein Etalon der Dicke d

A=UXW —-UV

2d
=2ng — 2dtan Bsina = né (

I .
1—- smﬁsma)
cos cos f3

na
mit sin = sina/ng (Brechungsgesetz)

— 2dne (1 — gin? 6)

cos f3
A =2ngdcos 8 (3.2.32)

Der Gangunterschied fiir die Reflexion A kann aus dem Gangunterschied fiir die
Transmission abgeleitet werden, wobei ein Phasensprung von 7 beriicksichtigt wer-
den muss. Wir haben mit ZUX = UXW und ZY = UV

A
A= 5t 2nedcos B (3.2.33)

Bei den Strahlen, die in P interferieren, ist die Anzahl der inneren Reflexionen
ungerade. Fiir den Spezialfall des senkrechten Einfalls, oder bei senkrechter Pola-
risation, ergeben die Reflexionen keine Phasendnderung. Wenn A = m ist, haben
in P alle Wellen die gleiche Phase, ausser der ersten, deren Phase wegen ' = —r
um 7 dndert. Also ist die reflektierte Amplitude

€0, | =7 |€0i] + (t/T/t |€oi| + ¢t |€o| + 777t | €gi] + .. ) (3.2.34)

Da A = mA und damit die innere Phasenverschiebung 0 ist, ersetzen wir ’ mit —r
und erhalten

(€0 = (il [r—trt (1472 + 7 +..)] (3.2.35)

Diese geometrische Reihe konvergiert bei r? < 1 gegen 1/(1 — r?), so dass wir

t'rt tt
€0, | = € [7” - 1_7,2] = |Cu| 7 (1 1z r2> (3.2.36)

Nach den Stokeschen Relationen ist t#/ = 1 — r? und damit die reflektierte Ampli-
tude bei senkrechtem Einfall

€| =0 (3.2.37)

Also wird im Falle A = mA = 2ngdcos 8 oder dcos 3 = % alles Licht transmit-
tiert.
Der zweite Spezialfall ist A = (m + %) A). Dann sind die relativen Phasen be-
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nachbarter Wellen, unter der Berticksichtigung dass v’ = —r und dass die innere
Phase 7 ist, die Phasenverschiebung 7, ausser bei den ersten beiden Wellen, die
gleichphasig sind. Wir erhalten fiir die skalare Amplitude

|(g0'r’| =T |(902| + t/T’t |(902| - t,T’3t ‘@Oz| + t,T5t |(g01| - ... (3238)

oder

€, | = |€os] r[1+t’t (1—7~2+r2—...)} (3.2.39)

Die Reihe in der Klammer konvergiert gegen 1/(1 + r?). Wir erhalten also

t't
€or| = |€oi| 7 [1 + W] (3.2.40)

Mit t't = 1 — r? erhalten wir

14+r24+1—12 or

1—17r2
= el s
1+7r 1+7r

€or| = |€0s| 7 ll + 1+r2] = |€o| 7

(3.2.41)

Damit wird die reflektierte Intensitdt maximal, ndmlich

I = L 2 O T 2|%"|2 (3.2.42)
Pho 2 ppo (1 +7r2)" 2

Den allgemeinen Fall kann man berechnen, indem man die durch die einfallen-
de Welle Eo(t) = €™t angeregten reflektierten Teilwellen aufschreibt, wobei
zwischen zwei Teilwellen die Phasenverschiebung ¢ = koA ist. Wir betrachten ei-
ne definierte Polarisationsrichtung s oder p, so dass wir betragsméssig schreiben
kénnen

Ey(t) = |€y| re™t (3.2.43)
) = |€y| t'r't @)

Ea(t) = |Gy /7%t =20

Eyn(t) = |Gy /77t =39

ENr(t) _ |&Oz’ tl’]“l(2N_3)t 6'L'(u.ztf(Nfl)é)

Die resultierende Welle ist die Summe aller Teilwellen

Er = E~1r + EZT -+ E37. + E47« + ... (3244)

Eingesetzt erhalten wir die Summe

E, = |@y| re™t+ €| t'r't @19 4| €yl #y3¢ iwt=20) 4 €| /7"t '@t 30)
(3.2.45)
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Zusammengefasst kann diese so umgeschrieben werden

ENT _ |(20Z| 6iwt {T + t/T/te—ié [1 + T/26—i6 + r/46—z‘(26) + r/6€—i(3(5) + .. }} (3246)

= |Cyle™! {r +t'r'te™™ {1 + (r'Qe_i‘s)l + (r’Qe_i‘;)z + (T’Qe_i‘s)s +.. ]}

Fiir |r?e7%| < 1 konvergiert die geometrische Reihe. Wir erhalten
- i t/rlte—’i(s
Er = ’@01‘ e t |f“ + 1—7“’26_Z5] (3247)
Mit den Stokeschen Relationen ' = —r und t't = 1 — 72 bekommen wir
- ot r(l—r?)e ™) _ it [T(L =€)
E?“ = |(201| e |j° — W = |(207,| e W (3248)
Die reflektierte optische Intensitét ist I, = % %ETE;* und somit
2 —i i
I eeo |€oil 2 (1—e ‘5)(1 —et 5)‘ 1 2r2(1 — cos ) (3.2.49)
Ly 2 (1 —r2e=9) (1 — r2et®) (L+74) —2r2cosé
Mit einer analogen Ableitung berechnet man die transmittierte Intensitat
1 — 2\2
| = (1-r) (3.2.50)

“(1+1%) —2r2coso

da das transmittierte Licht sich im gleichen Medium wie das einfallende Licht sich
bewegt. Mit cosd = 1 — 2sin?(§/2) werden I; und I,

2r 1% i 2
> | sin“(d/2
I = 1, ) ; ©72) (3.2.51)
1+ 2] sin?(5/2)
-[t - Iz 1

14 [13’;2]251112(5/2)

Wir haben dabei angenommen, dass keine Energie absorbiert wird'. Dann ist [; =
I; + I,.. Ein Maximum in der Transmission erhalt man, wenn der Nenner moglichst
klein, das heisst, dass in Gleichung (3.2.50) cosd = 1 ist. Dann ist

=, (3.2.52)

und

L (3.2.53)

Umgekehrt ist die Transmission minimal, wenn der Nenner bei [; maximal ist, also
wenn in Gleichung (3.2.50) cosd = —1 ist

!Dies ist bei metallbedampften Spiegeln nicht der Fall.
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43 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

(1—r?)?
Ll =1 3.2.54
t’mzn (1 +T2)2 ( )
und
4 2
Ll =L (3.2.55)

max i(l +7,2)2

Es hat sich eingebiirgert, dass Fabry-Perot-Interferometer mit der Kennzahl Fi-
nessefaktor charakterisiert werden:

F= <1i2>2 (3.2.56)

Dann gilt fiir die Intensitatsverhaltnisse

I, Fsin?(6/2)

— 2.

L, ~ 11 Fsin2(3/2) (3:2.57)
1, 1

I, 1+ Fsin%(§/2)

wobei die Funktion [1 + Fsin2(6/2)]" = A(0) auch Airy-Funktion genannt wird?.

2Achtung! Es gibt mehrere Definitionen der Airy-Funktion.
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Transmission Fabry-Perot-Etalon

£
foo)

/I

02 [ R R T R

0

Abbildung 3.11.: Transmission durch ein Fabry-Perot-Etalon in Abhéngigkeit
von der Finesse F. Von oben nach unten sind die Transmis-
sionskurven fiir ' =1, F =2, F =4, FF =8, FF =16, I' = 32,
F =64, F =128 und F' = 256 dargestellt.

Reflexion Fabry-Perot-Etalon

T LS

/)

Abbildung 3.12.: Reflexion an einem Fabry-Perot-Etalon in Abhéngigkeit von der
Finesse F. Von unten nach oben sind die Reflexionskurven fiir
F=1,F=2F=4F=8 F=16, F =32, F =64, FF =128
und F' = 256 dargestellt.

Die Halbwertsbreite der Transmissionskurven ist durch

1 L 1
— === 3.2.58
2 [z 1+ FSiH2((51/2/2) ( )
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45 3.2 Phasendifferenz und Koharenz

gegeben. Daraus folgt
1
019 = 2arcsin | —= 3.2.59
v () 5259
Das Verhaltnis des Abstandes benachbarter Maxima zu der Halbwertsbreite heisst
Finesse und ist

mVF
2

Die einfachsten Fabry-Perot-Spektrometer haben ein F =~ 30. Werte von F =~
1000 sind an der Grenze des technisch machbaren. Wenn bei dem Fabry-Perot-
Spektrometer Absorption vorhanden ist, miissen kompliziertere Gleichungen, die
Sie zum Beispiel in Hecht | , 617] finden, verwendet werden.

F:

(3.2.60)

3.2.6. Beugungsmuster bei Interferometern

Die Wellenfronten in Interferometern sind nicht eben sondern in erster Naherung
sphérisch. Jedes Interferometer hat eine endliche Ausdehnung. Licht wird deshalb
an den Bauteilen des Interferometers gebeugt. Seine Flachen gleicher Phase sind
also gekriimmt. Dies wird im Kapitel 7.3 iiber Gausssche Strahlen noch weiter
ausgefiihrt.

Abbildung 3.13.: Geometrie zur Berechnung der Ringmuster in Interferometern

Wir haben nach Abbildung 3.13 mit r? = 22 + %2 in der xy-Ebene

2

T T
21(r) = R —r? = Ry = Ry (1 - 2R1> — R, = —3E (3.2.61a)

7,2 7,2
z(r) = \VR3 =12 — Ry = Ry (1 — 2R2> — R =—5p (3.2.61b)
A r? /1 1
Az(r) = %5(7”) = 2(r) — 21 (r) = B <R1 — R2> (3.2.61c)

Gleichung (3.2.61¢) zeigt, dass die Phase der durch die Interferenz resultierenden
Welle proportional zu r? ist.
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Abbildung 3.14.: Simulation der Interferenzringe nach (3.2.61c¢) mit Ry /A = 50,
Ra/A = 100

Abbildung 3.14 zeigt eine Simulation dieser Ringe.

——————— Ry
———————— ,/’/ Ry
- _‘_:E:_— ___________________ = ar L L ________
~~~~~~~~~~ optische Achse - -~
B ~\~\\‘"- -
Abbildung 3.15.:  Geometrie zur Berechnung der Streifenmuster in
Interferometern

Oftmals sind die Strahlen seitlich versetzt. Abbildung 3.15 zeigt die neue Geome-
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47 3.3 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

trie. Dies fiithrt zu

= R}~ (z—Ax)2— 42— R, (3.2.62a)
- ((z —Az)? ¢
=~ Rl (]_ 2R1 2R1 Rl
_ (r —Az)* ¢ %_(:Jc2+y2) +xAx
2R, 2R, 2R, Ry
= VR — (z+ Az)? — 2 — Ry (3.2.62b)
- (r + Ax)? y?
~ R, (1 o) h,
:_(x—l—Ax)2_ y? %_(a,ﬂ—l—yz)_xAx
2Ry 2Ry 2R, Ry
A
AZ(JZ, y) = _6('1:7 y) = Z2(x7 y) - Zl(xv y) (3262C)

2

1 1 9 9 (1 >
- = — 4 ) Azr -
(R1 R2> (x —|—y)—|— R1+R2 T X

Gleichung (3.2.62c¢) zeigt, dass das Muster aus Ringen aus Gleichung (3.2.61¢) mit
einer linearen Phase iiberlagert wird.

|

o o
—T 7T

I
o
—T—

|

L . I L I I
-10 -5 0 5! 10

Abbildung 3.16.: Simulation der Interferenzringe nach (3.2.62¢) mit Ry /A = 50,
Ry /A =100 und Az/X\ = 10.

Dies fiihrt, wie in Abbildung 3.16 gezeigt zu streifenférmigen gekriimmten Inter-
ferenzmustern.
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2

3.3. Wellen in 2 und mehr Dimensionen <

(Siehe Gerthsen, Physik | , pp. 160]) (Siehe Hecht, Optik | , pp. 41])

Versuch zur Vorlesung:
Wellenwanne (Versuchskarte O-021)

Die Wellenfunktion fiir eine zeitunabhéangige Welle in zwei oder drei Dimensionen
wird wie

U(z,t) = Uo(x) exp [iu(z, t)] = To(x) exp i (k(z) - = — wt)] (3.3.1)

fiir eine longitudinale Welle und

Az, t) = V() exp [iu(x, )] = Wo(x) exp [i (k(x) - = — wt)] (3.3.2)

fir transversale Wellen. (x) ist ein Vektor, der auch komplexe Komponenten ha-
ben kann (Die komplexen Komponenten geben die Phasen an.). Der Vektor, der
aus dem Betrag der einzelnen Komponenten gebildet wird, gibt die Schwingungs-
richtung der Welle an. Fiir eine transversale Welle gilt

Ax) - k(z) =0 (3.3.3)

3.3.1. Ebene Wellen

Abbildung 3.17.: Bild einer ebenen Welle

Eine ebene Welle entsteht aus der allgemeinen Losung der Wellengleichung da-
durch, dass die Amplitude und der Wellenvektor k nicht vom Ort abhéngen. Eine
ebene Transversalwelle ist durch

A(z,t) =Uyexp[i(k - ©—wt)], (3.3.4)
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49 3.3 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

eine Longitudinalwelle durch

U(x,t) =Yoexpli(k - x —wt)]. (3.3.5)

gegeben.

Die Ausbreitungsrichtung ebener Wellen ist durch den Wellenvektor k gegeben.
Eine Vektor gezeichnet parallel zu k kann so die Ausbreitungsrichtung anzeigen.
Bei ebenen Lichtwellen spricht man dann von Lichtstrahlen.

Achtung!

Mathematisch streng muss eine ebene Welle eine unendliche
Ausdehnung haben. Sie beginnt und endet nur im Unendlichen.

Alle ,ebenen Wellen“ und alle ,Lichtstrahlen“ sind nur mehr oder
weniger gute Approximationen der physikalisch nicht realisierbaren
Mathematik.

3.3.2. Kugelwellen
(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 48, 710]) (Siehe Pérez, Optik [Pér06, pp. 287))

Versuch zur Vorlesung:
Wellenwanne (Versuchskarte O-021)

Eine weitere héufig vorkommende Form von Wellen sind die Kugelwellen. Auch
sie sind eine Losung der aus den Maxwellgleichungen abgeleiteten Wellengleichung
(2.2.1), aber in Kugelkoordinaten. Wir verwenden den Laplace-Operator in Ku-
gelkoordinaten aus Gleichung (B.7.12)

1 (18°A(r,0,6)  9A(r,0,0)\ . 9*A(r,0,9)
AT’Q’d’A(r’e’@:r(r o e )T o

i Lestt) (sn0) 22000 1 oA P AL

r or T

Wir interessieren uns hier zuerst nur fiir kugelsymmetrische Losungen, also Losun-
gen, die nicht von # und ¢ abhéngen. Alle Ableitungen nach # und ¢ sind dann
null. Der Laplace-Operator hat fiir kugelsymmmetrische Probleme die Form

C20A(r) | OA(r) 1 0 [ ,0A(r)
Damit ist die Wellengleichung
o1 0 [ ,0E(rt)\  O°E(rt)
2or \'  or o (3:3.7)
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Gleichung (3.3.7) ist in Wirklichkeit drei Gleichungen. Diese Gleichungen kénnen
durch einen Separationsansatz gelost werden (siehe z.B. Biicher zur Atomphysik).
Wir nehmen eine Koordinate und raten, dass die Amplitude

Ay
Alrt) = = eilhr=wt) (3.3.8)

eine Losung ist. Eingesetzt erhalten wir

10 (,0A 0% Ay
2 0 i(kr—wt 0 i(kr—wt
o ( Byt )> e (3:3.92)
10 A Ao\ —i Agw 0
2 2 0 0 i(kr—wt) | _ 0 (kr—wt)
- 1k = .3.9b
Cr28r(r< 2 o > ) r ot (3-3.9b)
1 0 . i(kr—wt —1 Aow 0 i(kr—wt
AO C 7287 ((—1 + Zkf T) (& ( )> - r ae ( ) (339C)
1 T—W _Z 2A w2 % r—w
Ao CQﬁ (( ik +ik+ik*r ) ik t)) = ()roe (hrmet) (3.3.9d)
21.2 2
AR ey _ A (3:3.9¢)
r r
C:i% (3.3.9f)

Wenn die Bedingung in Gleichung (3.3.9f) erfiillt ist, ist Gleichung (3.3.8) eine Lo-
sung eine Losung der Wellengleichung (3.3.7) in Kugelkoordinaten fiir kugelsym-
metrische Probleme. Fir eine auslaufende Welle ist ¢ = w/k, fir eine einlaufende
Welle ist ¢ = —w/k.

Alternativ hitten wir die Amplitudenabhingigkeit durch folgende Uberlegung er-
halten konnen:

o Wir denken uns eine Kugeloberfliche um die Quelle, wobei die Quelle im
Mittelpunkt der Kugel sein soll.

o Der Energiefluss pro Zeit, die Leistung, die durch die gesamte Kugeloberfla-
che fliesst ist konstant, unabhéngig vom Radius der Kugel.

 Damit diese Gleichung fiir alle r gilt muss A(r) = Ap™ sein.
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100 T T T 10 B N\ T
1 COAKX) H
7BsE I(x) i
< 50F g
O L L L 01 i I R A A |
2.5 5 7.5 10 0.1 1
r r

10

Abbildung 3.18.: Amplitude und Intensitdt einer Kugelwelle in Abhéngigkeit der
Distanz r von der Quelle. Links eine lineare, rechts eine loga-

rithmische Darstellung.

Bei einer Kugelwelle ist
o die Amplitude: A(r) = Ay™

o die Intensitdt I(r) = ]Ofé

Versuch zur Vorlesung:

Moire-Modell der Interferenz von Kugelwellen (Versuchskarte O-019)

3.3.3. Fourier-Transformation

Eine beliebige in der Zeit periodische Funktion f(t) (mit der Periode T' = 27 /w),
die gentigend oft stetig differenzierbar ist, kann durch Sinus- und Cosinusfunktio-

nen dargestellt werden [ , D 808f].

f(t) = %o iaj cos(jwt) + ibj sin(jwt)

2 3 =1
J= J=
Wir konnen a; und b; wie folgt ausdriicken | , D 808i]:
o 7
aj—f/f(t)cos(jwt)dt jeN
0
5 7
b, = T/f(t) sin (juwt) dt jeN
0

(3.3.10)

(3.3.11a)

(3.3.11D)

Mit komplexen Funktionen und komplexen Koeffizienten lauten die Gleichungen
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(3.3.10)
= Y cjexp(i - jwt) (3.3.12)
j=—o00
und (3.3.11)
L7
¢ = T/f(t) exp (—i - jwt)dt JjEZ (3.3.13)

0

Auf dem Einheitskreis z = exp(if) entspricht dies der Entwicklung von

= i dijexp (i - j0) (3.3.14)

j=—o0

in eine Laurent-Reihe | , D 809].

Eine Erweiterung der Laurent-Reihen ist die Fourier-Transformation fiir beliebige
gentigend oft stetig differenzierbare komplexwertige Funktionen eines komplexen
Arguments | , p 846ff]:

1

/f exp (iwt) dt (3.3.15)
27r .

sowie die Riicktransformation

£(6) \/ﬁ / W) exp (—iwt) dw (3.3.16)

Die Literatur ist nicht eindeutig, wie der Faktor (27)~! verteilt wird. So schreibt
zum Beispiel | , p 839] fir die Transformation

[e.e]

- / F(t) exp (iwt) dt (3.3.17)

sowie fur die Rucktransformation

[e.o]

/ F(w) exp (—iwt) dw. (3.3.18)

—00

1

f(t):%

Hecht hat dabei noch die Konvention verwendet, dass grosse Buchstaben die Fou-
riertransformierte beschreiben.

Anstelle der Integrale wird oft auch F fiir die Transformation und F~! fiir die
Riicktransformation verwendet, also in der Hechtschen Notation

Gw) = F(g(t)) g(t) = F 7 (G(w)) (3.3.19)

Wiirden wir in Gleichung (3.3.15) ¢ durch ¢t = af ersetzen, hiitten wir also auch
dt = adt und
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53 3.3 Wellen in 2 und mehr Dimensionen

g(w) = \/_ / f(at) exp Zwat) adt (3.3.20)

Nun sieht nattirlich Gleichung (3.3.20) nicht mehr wie die Definition der Fourier-
transformation aus. Wir koénnen dies beheben, indem wir nun mit @ = aw rechnen
und den zusétzlichen Faktor a weglassen. Dann haben wir

g(w) = \/% / f(at)exp uut) dt (3.3.21)

In der Hechtschen Notation folgt jetzt aus G(w) = F (g(t)) dass fiir eine gestreckte
Achse t/a die Fouriertransformation

F (f (Z)) = aG(aw) (3.3.22)

ist.
In 2 Dimensionen, wichtig fiir die Optik lauten die Gleichungen mit » = (z,y)”
und R = (u,v)T

F(R) = F(u,v) = 2171—/ / f(z,y) exp (i(zu + yv)) dzdy (3.3.23a)
- ;ﬂ jf F(r)exp (ir - R)dr (3.3.23b)
f(r)= flz,y) = ;ﬂ_/ _/ F(u,v)exp (—i(zu+ yv)) dudv (3.3.23¢)
_ ;ﬂ [[ P(R)exp(—ir - R)aR (3.3.23d)

R2

Dabei wurden zwei Konventionen verwendet:

1. Funktionen in unserem Raum werden mit kleinen Buchstaben, Funktionen
im Raum der transformierten Funktionen mit den entsprechenden grossen
Buchstaben bezeichnet.

2. Die Koordinaten des transformierten Raumes (z,y) werden mit (u,v) be-
zeichnet.

In drei Dimensionen lauten die Fourier-Transformationen mit » = (z,y, z)* und

k= (ky, by, )T

F(k 273)3 ffff r)exp (ir - k)dr (3.3.24a)

fr) 27r1)3/2 IH F(k)exp (—ir - R)dk (3.3.24b)
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|§é 3.4. Das Fresnel-Huygenssche Prinzip
N
(Siehe Hecht, Optik | , pp. 163, 650]) (Siehe Pérez, Optik | , Pp. 328])
(Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1028])
Die Beugung von Wellen an einem Objekt kann mit dem Prinzip von Fresnel-
Huygens erklart werden.
Dieses Prinzip kann mit Hilfe von sphéarischen Wellen (3.3.8) und der Fourier-
Transformation (3.3.23) motiviert werden. Wir betrachten das elektrische Feld
einer elektromagnetischen Welle in einer Ebene, praktischerweise mit z = 0. Die
komplexe Amplitude (ein Weg, die Phase mit zu beriicksichtigen) ist in dieser Ebe-
ne ortsabhangig. Der Mittelpunkt der Kugelwelle wird dabei nach rq verschoben.

EQ(’I"())
[ro — 7|

E(r,ro,t) = exp (i (k|ro —r| — wt)) (3.4.1)

Die resultierende Welle kann als Summe von einzelwellen, oder im kontinuierlichen
Falle als Integral geschrieben werden.

ﬂ xp (i (k [ro — 7| — wt)) drg (3.4.22)
Ebene ‘
Das Integral hédngt nicht von ¢ ab
E(r,t) = exp (—iwt) jj ]7‘ exp (ik|rog — r|) drg (3.4.2b)
0~

Ebene

In Komponenten haben wir 7 = (z,y, 2)T und 7o = (z¢,y0,0)”. Wir setzen p =
(P, pys p2)T = (x — 20,y — Yo, 2)". Mit der neuen Variablen p und dp, = —dzy und
dp, = —dyo und dry = (—dzo)(—dyo) = dp lautet das Integral:

E(r,t) = exp (—iwt) Jf eXp (ikp) dp (3.4.3)

Ebene

Weit weg von der Ebene z = 0 kann man schreiben, dass p ~ p, ist. Wir konnen
dann schreiben

exp (—iwt)

E(r,t) ~ j Eo(p) exp (ikp) dp (3.4.4)

Po Ebene

Aus dieser Gleichung folgt, die komplexe Amplitude einer elektromagnetischen
Welle, die in einer Ebene bekannt ist, ndherungsweise als Fouriertransformation
beschrieben werden kann. Genauere Analysen (spéater) sind die Kirchhoff-Theorie,
die Fraunhofer-Theorie und die Fresnel-Theorie.

Andererseits kann, wenn vom Integral zuriick zu einer Summe gegangen wird,
und die 1/p-Abhéngigkeit vernachlassigt wird, das Fresnel-Huygenssche Prinzip
formuliert werden.
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55 3.4 Das Fresnel-Huygenssche Prinzip

Das Fresnel-Huygenssche Prinzip
Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront ist Ausgangspunkt einer
neuen kugelférmigen Elementarwelle, die die gleiche Ausbreitungs-
geschwindigkeit und Frequenz wie die urspriingliche Welle hat. Die
Einhiillende aller Elementarwellen ergibt die Wellenfront zu einem
spateren Zeitpunkt.

Man nimmt eine Momentaufnahme des Wellenbildes eines bestimmten Wellenber-
ges und nimmt jeden Punkt auf diesem Wellenberg als Ausgangspunkt einer neuen
Kreiswelle (Kugelwelle in 3 Dimensionen).

Abbildung 3.19.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 5 Kreiswellen
auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 9 Kreiswellen.

Abbildung 3.20.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 17 Kreiswellen
auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 33 Kreiswellen.
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Abbildung 3.21.: Huygenssches Prinzip. Links die Interferenz von 65 Kreiswellen
auf einer horizontalen Linie, die 4 mal so lang ist wie die Bild-
kante. Rechts das gleiche mit 129 Kreiswellen.

Die Beugung an einem Spalt kann so verstanden werden, dass nicht mehr Kreis-
wellen aus einem grossen Bereich, sondern nur noch Kreiswellen aus dem Spalt
zum neuen Wellenbild beitragen.

R
—————

—
e —
—..
—
.

Abbildung 3.22.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Spalt. Links
die Interferenz von 5 Kreiswellen auf einer horizontalen Linie im
Spalt. Rechts das gleiche mit 9 Kreiswellen.
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57 3.4 Das Fresnel-Huygenssche Prinzip

Abbildung 3.23.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Spalt. Links
das Interferenzmuster bei einer Spaltbreite von 1 Wellenldnge,
rechts von 3 Wellenlangen.

Abbildung 3.24.: Huygenssches Prinzip. Interferenzmuster an einem Gitter. Die
im Bild sichtbare Drehung riihrt daher, dass nur eine endliche
Anzahl von Gitterschlitzen beriicksichtigt wurde.

3.4.1. Interferenz von Kugelwellen

Nach dem Fresnel-Huygensschen Prinzip interferieren Kugelwellen. Bei grossem p
(siehe auch Gleichung (3.4.4)) und achsnahen Positionen ist

(02 + py)
p= P2+ (p2+pl)~p. (1 + Ty ~ P, (3.4.5)

Situationen, bei denen Gleichung (3.4.5) gilt, heissen parazial, die Ndherung also
paraxiale Niherung.
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A __dsing

Abbildung 3.25.: Interferenz zweier Wellen aus A und B

Die Interferenz von Kugelwellen kann bei etwa gleichen Amplituden nach Abbil-
dung 3.25 berechnet werden. Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass der Weglan-
genunterschied von A nach P und von B nach P Al = dsin ¢ ist. Aus Gleichung
(3.2.1) wissen wir, dass konstruktive Interferenz auftritt, wenn

A
sin g = % n=0, +1, £2, ... (3.4.6)

ist. In der parazialen Niherung (kleine @) gilt auch

Y= i n=0, £1, £2, ... (3.4.7)
Interferenzminima treten bei

(n+1/2)A

y n==+1, £2, ... (3.4.8)

sinp =
oder, in der parazialen Niherung (kleine ¢), bei

_ (n+1/2))

y n==+1, +2, ... (3.4.9)

Die Lage der Interferenzextrema hangen von der Wellenldnge ab.

L%é 3.5. Interferenzmuster an einem Doppelspalt

(Siehe Hecht, Optik [ , pp- 572]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 358]) (Siehe

Tipler, Physik | , pp. 1116])

Versuch zur Vorlesung:
Beugung am Doppelspalt (Versuchskarte O-123)
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59 3.5 Interferenzmuster an einem Doppelspalt

* dsin®

Abbildung 3.26.: Strahlengang bei einem Doppelspalt

Aus den Interferenzbedingungen wissen wir, dass wir

konstruktive Interferenz (helle Streifen) bei

dsin ©® = mA m=0,£1,£2,... (3.5.1)

destruktive Interferenz (dunkle Streifen) bei

1
dsin © = (m—|—2>)\ m=0,+1,+2,... (3.5.2)

haben. Wir berechnen nun den Verlauf der Intensitit.
Am Punkt P ist die Phasendifferenz

§= 2;\Td sin © (3.5.3)

Der m-te helle Streifen hat von der Achse den Abstand v,,. Nach der Skizze ist
der Winkel dann durch

tan © = mi (3.5.4)

gegeben. Wir verwenden, dass fiir kleine Winkel © gilt: tan © ~ sin © ~ ©. Damit
folgt

dsin® ~ dtan © = dmi ~ mA (3.5.5)
Der m-te helle Streifen liegt also bei

M

Y mg (3.5.6)
Der Abstand zweier Streifen ist
).V

Wenn wir die Amplituden der Felder verwenden (die elektrischen Felder F), konnen
wir sagen, dass die beiden Felder E; = |€y;| sin(wt) und Fy = |€;| sin(wt + §) am
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Punkt P interferieren.
E = E; + Ey = |€y| sin(wt) + | €y sin(wt + ) (3.5.8)

Mit sin a + sin 3 = 2 cos (#) sin (#)

bekommt man

) )
E=2 |G"Oz| COSs (E) sin (Cdt + 5) (359)
Die Intensitdt ist dann
) o
I= 4n% |€y;|” cos? <§> = 2negc | €y cos? <§> (3.5.10)
wobei n der Brechungsindex des Mediums ist. Mit dsin © ~ yd/¢ wird die Phase
2 21 yd
5= Tﬂdsin@ ~ 7“’7 (3.5.11)
und mit Jo = "¢ | €|
o [ Tyd
I(y) ~ 41, cos BY3 (3.5.12)

Abbildung 3.27.: Beugung an einem Doppelspalt. Links ist d = 3\, in der Mitte
d = 10X und rechts d = 30\ (rechts ist der gezeigte Bildaus-
schnitt grosser).

Die Interferenz an einem Doppelspalt hangt von der Polarisationsrichtung ab.

Versuch zur Vorlesung:
Interferenz mit Polarisation (Versuchskarte AT-051)
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3.6 Vektoraddition von harmonischen Wellen

3.6. Vektoraddition von harmonischen Wellen

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 420]) (Siche Tipler, Physik | , pp. 1120))
Wir betrachten zwei Wellen

B, = Fy sin (wt) Ey = Eysin (wt) + 6)

(3.6.1)

Beide Schwingungen haben die gleiche Frequenz: die Zeiger der Schwingung be-
halten ihre relative Stellung und rotieren gemeinsam. Die Summe muss sein

Ey + Ey = By sin (wt) + Eysin (wt) 4+ 6) = E' = E'sin (wt + ')

(3.6.2)

Wir legen die ”1”-Achse so, dass der Vektor F; entlang dieser Achse ist. Die Kom-
ponenten von £, sind entlang der "1”-Achse Ey; = Ejcosd und entlang der "2”-
Achse Ey9 = Eysind. Damit sind die Komponenten

Ell = El + EQ cos 0

E's = [Eysiné (3.6.3)
Damit ist
E' = \E?+F,?= \/(E1 + By cos6)? + (Eysin )2 (3.6.4)
oder
E' = \JE2 + 26, By cos 6 + E3 (3.6.5)
Die Phase ist
E Eysind
tand’ = —2 = 2500 (3.6.6)
E'v By + Eycosé
A
Abbildung 3.28.: Grafische Darstellung der Vektoraddition
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3.7. Interferenzmuster bei drei und mehr IE é
aquidistanten Quellen A=
(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 609]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1122))

Versuch zur Vorlesung:
Interferenz am Glimmerplattchen (Versuchskarte )

P
y
S4
d ©
d| S2 Y
S3
Abbildung 3.29.: Interferenz von drei Quellen
Die folgenden drei paraxialen Wellen interferieren im Punkt P.
E, = |€ylsin(wt)
E2 = |(201| sin(wt + 5)
Die Phasendifferenz ist, wie bei zwei Quellen®
2md 2myd
5= % $in © ~ % (3.7.2)

Fir © = 0 sind alle drei Wellen in Phase. Wir haben ein Maximum. Das erste
Nebenmaximum entsteht, wenn § = 27/3 ist, und nicht bei 6 = 7 wie bei zwei
interferierenden Wellen. Der Winkel © des ersten Nebenmaximums ist also grosser.

Eo
Eo
E E
Eo Eo

Abbildung 3.30.: Vektordiagramm fiir die Interferenz von drei Wellen (links) und
vier Wellen (rechts).

Die Maxima liegen wieder bei

dsin ©® = mA m=0,£1,+2 (3.7.3)

35inO ~ tan® ~ O
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63 3.8 Interferenz an diinnen Schichten

Die Maxima sind scharfer und intensiver als bei einer Welle.

25
201

151

Abbildung 3.32.: Interferenzmuster fiir zwei bis sieben sowie 20 Punktquellen,
normiert

3.8. Interferenz an diinnen Schichten

(Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1111]) Interferenzmuster an diinnen planparal-
lelen Schichten wurden im Abschnitt 3.2.5 behandelt.
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Abbildung 3.33.: Interferenz an diinnen Schichten

Die folgende Zusammenfassung beruht auf den Gleichungen (3.2.51). Wir betrach-
ten eine diinne Schicht der Dicke A mit dem Brechungsindez n in Luft (np,p = 1.
Dabei nehmen wir an, dass das Licht fast senkrecht auf die Grenzfliche auftritt.
Die Phase des Strahls 1, der an der oberen Grenzflache reflektiert wird, wird bei der
Reflexion um 7 gedreht. Der Strahl 2, der an der unteren Grenzfliche reflektiert
wird, unterliegt keinem Phasensprung. In der diinnen Schicht ist die Wellenldnge
kleiner, \' = A/n. Wir miissen fiir die Interferenz den Weg in der Schicht doppelt
zahlen. Zusétzlich muss die Phase des zweiten interferierenden Lichtstrahls an der
Luft (griin eingezeichnet) berticksichtigt werden. Die Phase bei senkrechtem Ein-
fall ist durch den Laufzeitunterschied At = % = % im Glas gegeben. Deshalb
kann man auch mit dem optischen Weg

¢ =2nA (3.8.1)

rechnen. Bei schriagem Einfall (Winkel © zur Normalen) muss mit dem Brechungs-
gesetz gerechnet werden:

sin(©) = nsin(0’)
Dann ist der zurtickgelegte Weg

2A

l,(©) = (@) (3.8.2)

da ja das Brechungsgesetz gelten muss. Weiter Brauchen wir auch ¢;. Hier haben
wir

(1(©) = asin(O) (3.8.3)

a kann mit © berechnet werden
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65 3.8 Interferenz an diinnen Schichten

a = 2A tan(©’) (3.8.4)

Weiter gibt es bei der Reflexion an der oberen Grenzfliche einen Phasensprung
von 7, den wir mit der Addition von A\/2 einbringen.

Insgesamt haben wir also unter Berticksichtigung des optischen Weges n/fy im Glas

A 2nA ] A

Al = TLEQ - 81 + 5 = m - CLSII’l(@) + 5 (385&)
_ 2nA n A, n—sin(@®)sin(®) A
= s 2A tan(©") sin(0) + 5= 2A cos(O) t35 (3.8.5b)

o N o 2 . N
_ oA sin(©’) sin(O) N A A" nsin(©’) sin(©) N A (3.8.50)
1 — sin?(©’) 2 \/n2 — n?sin?(©) 2
i =nsin(©’ 2 _ gin?
i(©)nain(®) o) W ZSO) A o) i@+ 2 (3.8.54)
n? —sin?(@) 2 2
Damit erhalten wir
2AVn?2 —sin?@ =m\ m=0,1,2.3,... (3.8.6a)

destruktive Interferenz
1
2A n2—sin2@:<m—|—2)>\ m=0,1,2,3,... (3.8.6Db)

konstruktive Interferenz

Versuch zur Vorlesung:
Newtonsche Ringe (Versuchskarte O-017)
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Abbildung 3.34.: Querschnitt durch eine Linse auf einem Glaspléttchen, bei dem
Newtonsche Ringe auftreten.

Bei einer schwachen Krimmung einer Linse, die auf einer ebenen Glasplatte liegt
(Siehe Abbildung 3.34), kann der Luftspalt lokal wie eine planparallele Schicht
behandelt werden. Dann treten in dem sehr kleinen Luftspalt, beleuchtet mit mo-
nochromatischem Licht, das senkrecht auf die Platten fillt, wegen der Interferenz
die Newtonschen Ringe auf. Wieder tritt ein Phasensprung von 7 bei der Reflexion
an der unteren Platte auf. Auch hier gelten die Gleichungen (3.8.6a) und (3.8.6b);

//

Abbildung 3.35.: Simulation Newtonscher Ringe (rechts mit einem Fehler).

Bei diinnen Schichten mit einem niedrigen Brechungsindex zwischen zwei Schichten
mit einem hoheren Brechungsindex tritt Ausloschung fir die Reflexion auf. Damit
konnen reflexmindernde Schichten erzeugt werden.
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N\ 7 \

N 7B\ 7

Abbildung 3.36.: Simulation Newtonscher Ringe bei weissem Licht (rechts mit
einem Fehler).

Abbildung 3.37.: Weisslichtinterferenz an der Blende eines Objektivs. Abgebildet
ist ein defokussierter Wassertropfen.

In der oben stehenden Abbildung 3.36 werden die Newtonschen Ringe bei weissem
Licht durch die Uberlagerung dreier Ringsysteme mit rotem Licht (A = 6/5),
grinem (A = 1) und blauem Licht (A = 4/5) simuliert. Es treten nun farbige
Ringe auf. Abbildung 3.37 zeigt eine Messung mit einer Kamera. Gezeigt sind
Weisslichtinterferenzen an der Blendendffnung.

3.9. Beugungsmuster an einem Einzelspalt

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 650,663]) (Siehe Tipler, Physik [TMO4, pp. 1125])
(Siehe Pérez, Optik [P¢r96, pp. 341))

In diesem Abschnitt wird die Beugung an einem Einzelspalt ndherungsweise be-
rechnet. Dabei verwenden wir die Methode, Phasen und Amplituden in der kom-
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plexen Ebene aufzuaddieren.

Versuch zur Vorlesung:
Beugung am Einzelspalt (Versuchskarte O-050)

Abbildung 3.38.: Berechnung des Beugungsmusters an einem Einzelspalt.

Wir definieren den Winkel © genau so wie in der Zeichnung

3.9.1. Berechnung der Intensitadtsverteilung

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 663]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1127))

Wir betrachten N 4 1 punktférmige Lichtquellen in einem Spalt der Breite a. Ihr
Abstand ist d = a/N. Der Phasenunterschied zwischen zwei Lichtquellen in die
Richtung O ist

§= 2—7Td sin © (3.9.1)

R
—

—

Abbildung 3.39.: Definition der Grossen. Rechts ist die Berechnung der Amplitude
gezeigt.

Der gesamte Phasenunterschied ist
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69 3.9 Beugungsmuster an einem FEinzelspalt

ol N2
= kz::l dsm@ = N%asm@ (3.9.2)
oder
2
o = Tﬂ-a sin © (3.9.3)

Wie héngt nun die Amplitude von ® ab?
Die Amplitude |€y;| resultiert aus der Addition von N + 1 Einzelamplituden E.
Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass

d
|€o;| = 2rsin <2> (3.9.4)
Fir den Winkel © = 0 ist F,., = E(® = 0) = N - E. Die Amplituden der

einzelnen Quellen sind unabhéngig von der Beobachtungsrichtung. Deshalb ist
auch die Bogenladnge E,,,., = N - E = r®. Wir losen nach r auf und setzen ein.

Emaz . @ Ema$ . @
|€o;| =2 o S <2> = —5 sin <2> (3.9.5)
2

Wenn wir berticksichtigen, dass I = % , /<2 E? ist und wir [y = % i E2 setzen,
0 2 maz

[=1 ( CEQ)) (3.9.6)

Wenn wir & einsetzen, bekommen wir

I=1 (SWMG)> (3.9.7)

erhalten wir fur die Intensitdt

1 1
0.8 [ 0.8
0.61 [ 0.61
0.47 [ 0.4
0.2+ 0.2+
0- I \‘/’ “‘\ SN — o4 7777,,,,,77/’/\;“ \‘\//7\\,/,,,,7777
15 1 05 0 05 1 15 i) ) 0 1 2
Theta y

Abbildung 3.40.: Beugungsmuster als Funktion des Ablenkwinkels und, rechts, als
Funktion des Abstandes von der optischen Achse.

Wir kénnen mit ©(y) = arctan ¥ das Beugungsmuster fiir einen ebenen Schirm
berechnen. Soll das Beugungsmuster in Funktion von © betrachtet werden, muss
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es mit einer Sammellinse (Schirm im Brennpunkt) betrachtet werden.

i\

0.2 il
|

[NAN

AR
N ‘ w‘/,x,:\_i

O :
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
y

/

Abbildung 3.41.: Beugungsmuster als Funktion der Spaltbreite. Links kontinuier-
lich und rechts fiir die Breiten a = 0.1, 0.3, 1, 3, 10

Die Lage der Beugungsmaxima und -minima ist gegeben durch ®/2 = km, k =
+1,42,... fir die Minima und ®/2 = (k+ 1/2)7, k = £1,+2... sowie ® = 0 fiir
die Maxima.

@max = 0
@maa:,n ~ arcsin (M) keN
@maxﬁn ~ arcsin (%) keN
Ominn = arcsin () keZ (3.9.8)

a

Die Amplitude in den Nebenmaxima ©,,4,, bekommt man durch Ableitung und
auf Null setzen. Ungefdhr liegen diese Maxima in der Mitte zwischen den Minima.
Die Amplitude ist dort ungefahr

sin((k+1/2)7) €y

Erazn = |€Co; ~ E=0,£1,£2,... (3.9.9
n = 1Goi (k+1/2)m (k+1/2)m (3:9.9)
Damit gilt fiir die Intensitaten der Nebenmaxima
Iy
Izn = = kE=0,£1,£2,... (3.9.10)
[(k+1/2)7]
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3.9 Beugungsmuster an einem FEinzelspalt

d/2 Art Amplitude bezogen auf I
0 Maximum 1
+7 Minimum 0
~ +37/2 | Maximum R gz
+27 Minimum 0
~ +57/2 | Maximum R 5o
~ +77/2 | Maximum ~ 45%
~ +97/2 | Maximum ~ 81{ >

Tabelle 3.2.: Lage der Minima und Maxima

Die genaue Lage der Extrema kann man durch

0= 2 [Sm@/”] _ @2 cos(®/2) (SHB) g gy

00| B2 P2 o3

oder vereinfacht fur ® # 0

o= (3 [pes(£) 20 (3)

bestimmt werden. Nullstellen gibt es fiir sin (®/2) = 0 und fir  cos (%) —2sin (%) =
0 oder

(3.9.12)

b =2k
Losung von ¢ = 2tan(®/2)

k €Z\{0} Nullstellen oder Minima

Maxima  (3.9.13)

Dies folgt aus der Analyse der zweiten Ableitung

9 [sin(®/2)]*  2((9* - 6) cos(®) — 4@ sin(P) + 6)
P2 l ®/2 ] B P4
= (92 — 6) cos(®) — 40 sin(®) + 6 (3.9.14)

Fir & = 2kr mit k£ € Z\{0} ist die zweite Ableitung positiv, es sind also Minima.
Die anderen Losungen miissen also Maxima sein.

Fiir grosse Beugungsordnungen |k| — oo geht die Lage der Maxima gegen ¢ =
(2k — 1)m. In der Néhe der optischen Achse sind sie verschoben.
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3.10. Interferenz- und Beugungsmuster beim
Doppelspalt

3.10.1. Fouriertransformation und Faltung

Die im Abschnitt 3.3.3 vorgestellte Fouriertransformation ist eine lineare Trans-
formation (siehe z.B. [ , ]). Hier soll die Faltung diskutiert werden.
Dazu tiberlegen wir, wie hoch die Gesamtenergie von Licht ist, das von einer be-
grenzten Leuchte mit konstanter Intensitdt durch einen Spalt geschickt wird, wobei
die Leuchte am Spalt vorbei bewegt wird.

Beobachter (Auge)

Li(y)

\ Spalt

a_

| Y

>
I -~

0 X1 sz

Abbildung 3.42.: Prinzip einer Faltung

Abbildung 3.42 zeigt das Prinzip einer Faltung. Wenn die Leuchte ganz vom Spalt
abgedeckt wird, ist die Intensitat I; = 0. Wenn die Leuchte teilweise vom Spalt
abgedeckt wird, hangt die Intensitat /; von der Position ab. Ist die Leuchte im
Spalt, ist die Intensitat I; wieder konstant.

y
-4 -2 0 2 4 6 8
5 lox-y) —— 1 5
— liy) ——
0 0
5 L.y=5 Spalt | I — | -5
y=4
<10 =3 | L -10~
y=2 |
—15 fpyemd 1 -15
y=0 ]
~20 pey=ot I -20
y=-2
_25 -25
-4 -2 0 2 4 6 8

Abbildung 3.43.: Faltung einer Rechteckfunktion an einem Spalt

Abbildung 3.43 zeigt ein gerechnetes Beispiel. Die rote rechteckférmige Kurve I
wird am Spalt vorbeigeschoben. Die blaue Kurve I zeigt das Resultat. Formal
wird eine Faltung in einer Dimension durch die Integralgleichung

9(y) = \/1274 f(x)h(y — x)de = h* f (3.10.1)
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beschrieben (Siehe | , p865]). * ist das Operationszeichen fur eine Faltung.
Hecht | , p 859] schreibt

/ fl@)h(y —2)de = f@h (3.10.2)

Der Unterschied rithrt wieder von der Verteilung des Faktors 1/(27) her. Beachten
Sie auch, dass bei Hecht ® das Operatorzeichen fiir eine Faltung ist.

Faltungen konnen besonders effizient tiber die Fouriertransformation berechnet
werden:

Fah= \/127 [ F@)hty — 2)da (3.10.32)

:\/E_W/f(x)(m/ff exp ( z’k:(y—m))dk) v (3.10.3b)

:\/12_W/f(:1:) (\/% / H(E)exp ( iky)exp(z’k‘x)dk) dzx (3.10.3c)

Integrationsreihenfolge wechseln

:\/12_7 / H(k) (\/_ / f(z)exp (tkx) d:v) exp (—iky) dk (3.10.3d)

_ \/127 [ HOF () exp (—iky) dk (3.10.3¢)

mit dem Operator F

f*h=F 1 (HKk)FE)) (3.10.3f)
F(fxh)=F(f(x)) - F(h(z)) (3.10.3g)

Die Fouriertransformation einer Faltung zweier Funktionen ist das
Produkt der Fouriertransformationen der beiden Funktionen.

3.10.2. Fouriertransformation und Diracsche Deltafunktion

Die Diracsche Deltafunktion nach Gleichung (B.8.3) hat eine besonders einfache
Fouriertransformation

F (0(x — z0)) T / d(z — xo) exp (ikx) dx = \/12_7r exp (ikxg)  (3.10.4)
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Das Resultat ist also eine Funktion mit konstanter komplexer Amplitude. Umge-
kehrt ist die Fouriertransformation einer konstanten Funktion eine Dirac-Delta-
Funktion

F (exp (i¢)) exp (i¢) exp (ikx) dz = exp (i¢) V2md(k) (3.10.5)

=

Die Interpretation dieser Gleichungen zum Beispiel fiir Schall ist: ein extrem kurzer
Knall enthélt alle Schallfrequenzen.

2

o 3.10.3. Diskussion der Interferenz beim Doppelspalt
(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 670]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp- 1130])

Versuch zur Vorlesung:
Beugung am Doppelspalt (Versuchskarte O-123)

Perfekte Spalte, also Spalte mit verschwindender Breite konnen iiber Dirac-Deltafunktionen
(B.8.3) modelliert werden. Ein Beugungsobjekt mit mehreren gleichabstandigen
identischen Spalten kann als Faltung

1. der Beugungsfunktion des Einzelspaltes

2. der Multiplikation mit einer unendlichen Summe von Diracpulsen an den
Orten der Spalte

3. und alles gefaltet mit der Beugungsfunktion des Spaltes mit der Breite des
Objektes.

Dies kann auch so formuliert werden:

Bei Doppelspalten oder bei Gittern mit /N Linien setzt sich das
Beugungsmuster aus dem Muster des Einzelspaltes multipliziert mit
dem Beugungsmuster des Gitters zusammen.

Da die charakteristische Lange des Einzelspaltes kleiner ist als die Gitterperiode,
ist das Beugungsmuster des Einzelspaltes breiter als das des Gitters. Die Beu-
gungsfunktion des Einzelspaltes gibt die Umhiillende des Beugungsmusters.

Wir hatten fiir das Beugungsmuster des Doppelspalts mit linienformigen Spalten

I = 41, cos® (g) (3.10.6)

wenn wir n = 1 setzen. Das gesamte Beugungsmuster ist dann durch

sin (2 ?
1(©) =4I, ((2)) cos’ <5(@>> (3.10.7)

2(©) 2
2
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wobei ®(0) = Zasin® und §(6) = 2Tdsin© sind mit a der Spaltbreite und d
dem Abstand der beiden Spalte. Wir kénnen nun noch mit ©(y) = arctan ¥ das
Beugungsmuster fiir einen ebenen Schirm berechnen.

1 B 2-facher Spalt
J /\ \ Einzelspalt -—--—

08 Lofdod
;

.l
f
0.6 A \‘ L[}

I(y)

0.4 - “(}\

0.2 : l ‘

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.44.: Beugung an einem Doppelspalt mit dem Spaltabstand d = 6
und der Spaltbreite a = 2.

1 g 5-facher Spalt

Einzelspalt -— - —

06 fl

I(y)

al
0.4 = “ il\

0.2

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.45.: Beugung an einem 5-fach Spalt mit dem Spaltabstand d = 6
und der Spaltbreite a = 2

3.11. Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung @é

AN

(Siehe Hecht, Optik | , pp- 650, 710]) (Siehe Tipler, Physik | , pp- 1131])
(Siehe Sommerfeld, Theoretische Physik Band IV, Optik | , pp- 206])

Hier wird die Diskussion des Fresnel-Huygensschen Prinzips (siehe Abschnitt 3.4)
wieder aufgenommen. Bei der damaligen Betrachtung wurde angenommen, dass
sich der Abstand zwischen einem Punkt in der Quellebene und einem Punkt in
der Beobachtungsebene kaum dndert (siche Gleichung (3.4.4)).
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x’I X

d/o I

Abbildung 3.46.: Berechnung der Fresnelbeugung an einer Halbebene.

Bei der Beugung interferiert Licht von Kugelwellen aus allen Punkten mit den
Koordinaten 2’ im Beobachtungspunkt mit der Koordinate x. Fiir eine einzelne
Teilwelle ist der Weg

s= /D2 + (x —a')? (3.11.1)
Entsprechend ist die komplexe Amplitude am Punkt x gegeben durch

Do
s(x, ')

®(z,2) = el 2ms(@al)/A (3.11.2)

Die Amplitude am Punkt z ist dann nach Fresnel-Huygens

42 P - ,

o(z) = / 0__i " 2ms(ea)/A gy (3.11.3)
—d/2 s(z,a")

da wir Kugelwellen haben. Diese Gleichung kann numerisch gelost werden. Es

existieren die folgenden Naherungen:

1. die Fresnelsche Naherung, die s bis zur zweiten Ordnung in 2’ approximiert
(sieche Abschnitt 3.11.1) und die

2. die Fraunhofersche Naherung, die s bis zur ersten Ordnung in z’ approxi-
miert, also letztlich eine Fouriertransformation ist (siche Abschnitt 3.11.3).

Bei beiden Néaherungen wird nur das rein imagindre Argument der der Exponen-
tialfunktion approximiert. Der Faktor 1/s wird beide Male konstant gesetzt, das
heisst, die Amplitudenvariation wegen der unterschidlichen Distanzen wird ver-
nachléssigt.

=

3.11.1. Fresnelsche Naherung

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 710]) (Siehe Sommerfeld, Theoretische Physik
Band IV, Optik | , Pp. 206])
Wir betrachten nur Orte, bei denen |z — 2/| < D sind. Dann ist
2
s~ D4 BTN (3.11.4)

2D
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77 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

und 1/s &~ 1/D. Das heisst auch, dass die Phase ist proportional zu (z — 2’)%.
Unser Integral wird dann

@0 d/2 .. / @0 d/2 .. ’ 2

() = —2 e 27s(z,x )/)\dl'/ _ =0 e 27 [D+(z' —x) /2D])\d£[)/ 3.11.5

(®) D J-djz D J-as2 ( )
und

q)(:v) _ q)O/d/Q et T 2mD/A i 2W($’—x)2/(2DA)d$/
D J-d/2
_ %ei © 27D/ /d/2 el 27r(x’—x)2/(2D/\)dx/ (3.11.6)
D —d/2
Mit der Variablentransformation £ = 2’ — z und damit den Grenzen &, = —d/2—=z

und &, = d/2 — x wird das Integral zu

b, .. o .,
Cb(f) _ 5061 27rD/>\/ ol 27r§2/(2D)\)d£ (3‘11‘7)
Das verbleibende Integral féj el 2mE%/2DM ¢ kann als Summe und Differenz der
Fresnelschen Integrale geschrieben werden. Wir verwenden, dass ¢’* = cosa +
1 sin v ist.

/;O el 2 2DAge — /;o (COS (27?52/(2D/\)) + isin (2#52/(21))\))) d¢
e €2\ . [ e
= )., (cos (DA) + isin <2D)\>> d¢ (3.11.8)

Dieses Integral, nach Real- und Imaginéarteil aufgetrennt und normiert ergibt die
Fresnelschen Integrale

Clw) = /Ow Cos (;TT2> dr
S(w) = /Ow sin <g72> dr (3.11.9)

Die Funktion ®(z) kann als Differenz zweier Fresnelscher Integrale geschrieben
werden

Oz) = K[C(d/2-x) k)—C((-d/2—-=x) k)]
Vi K[S((d/2—1) k) —S((—d/2—2) - k)] (3.11.10)

wobei K eine von der Intensitat abhangige Konstante ist.
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1.0
05- 1
2 00
0p)} | i
_05" 1
_10 | | | | | | | | |
21.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0

C(w)

Abbildung 3.47.: Die Cornu-Spirale. Aufgetragen ist die parametrische Kurve
(C(w), S(w)) mit —oo < w < oo. Die linke untere Spirale ent-
spricht w = —oo, die rechte obere Spirale w = oo.

Die durch F(w) = C(w) + iS(w) definierte Ortskurve ist die Cornu-Spirale. Dies
e-Funktion beschreibt eine ldngentreue Abbildung der reellen Achse w auf die
komplexe C', S-Ebene. Mit dieser Konstruktion kann auf einfachem graphischem
Wege das Beugungsmuster konstruiert werden. Dazu zeichnet man vom Ortspunkt
der unteren Integrationsgrenze zum Ortspunkt der oberen Integrationsgrenze eine
Linie. Deren Lénge gibt die Amplitude, deren Winkel zur reellen Achse die Phase.
Damit kann das Fresnel-Beugungsbild eines Spalts berechnet werden.
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79 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

Spalt
10— S
0.5 |
2 00
wn
-0.5- |
e S
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
C(w)

Abbildung 3.48.: Cornu-Spirale mit einem Spalt der Breite 1.0 = wy — wy, hier
von wy; = 0.3 bis wy = 1.3.

Spalt: Breite 1 Spalt: Breite 1
1.0¢ 8 1.0r
0.8 08¢
0.6 0.6}
= =
w =
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0f : 0.0
-5 0 5 -5 0 5
X X

Abbildung 3.49.: Fresnelsches Beugungsmuster an einem Spalt der Breite 1. Links
die Amplitude und rechts die Intensitdt, die einzige direkt beob-
achtbare Grosse.

Wenn man die untere Integrationsgrenze nach —oo gehen lasst und bei der obe-
ren Integrationsgrenze d gegen Null gehen lasst, bekommt man das Beugungs-
bild an einer Kante. Wir tragen nun die Strecke vom Zentrum der linken Spirale
(F(—00) = —1/2(1414)) aus zum Ortspunkt korrespondierend zu x ab. Wir sehen,
dass im Schattenbereich (bis der bewegliche Ortspunkt 0, 0 erreicht) die Amplitude
monoton zunimmt. Dann beginnt eine Oszillation, die als die Interferenzmuster im
hellen Bereich beobachtet werden kann.
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Abbildung 3.50 zeigt eine ausgewéhlte Position in der Cornu-Spirale. Ersichtlich ist
in der Abbildung und in Abbildung 3.51, dass bei einer einfallenden Intensitét mit
dem Betrage 2 das transmittierte Licht an gewissen Orten eine hohere Intensitéit
hat

Kante
1.0 ‘ ;
0.5- y
E 007
@ L
-0.5+ y
0L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
C(w)
Abbildung 3.50.: Cornu-Spirale fiir eine Kante. Die Linie geht von w; = —o0
nach wy = 1.06.
_Kante ~ _Kante
15} ] 25
2.0
1.0
= - 15
w =
1.0}
0.5
0.5)
0.0 00— 8
-5 0 5 -5 0 5
X X

Abbildung 3.51.: Fresnelsches Beugungsmuster an einer Halbebene. Links die Am-
plitude und rechts die Intensitdt, die einzige direkt beobachtbare

Grosse.
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3.11.2. Prinzip von Babinet

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 817])

Jacques Babinet hat im 19. Jahrhundert beobachtet, dass die Beugungsmuster
komplementéarer Beugungsobjekte identisch sind. Abbildung 3.52 zeigt ein Beispiel
komplementarer Beugungsobjekte.

Abbildung 3.52.: Zwei komplementare Beugungsobjekte zur Illustration von Ba-
binets Prinzip.

Anhand der Cornu-Spirale in Abbildung 3.47 kann nach Hecht | , p. 817] das
Babinetsche Prinzip verstanden werden.

Ohne Objekt

10—

0.5

0.0

S(w)

Qo e
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

C(w)

Abbildung 3.53.: Ohne beugendes Objekt erstreckt sich die Phase in der Cornu-
Spirale von —(141)/2 bis (14 1)/2.

Abbildung 3.53 zeigt die Amplitude und Phase ohne Beugungsobjekt. Bei einem
Spalt bekommen wir eine Situation wie in Abbildung 3.48.
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Spalt
1.0 e
0.5-
2 00 -
%) I -
-0.5)
-1.0 P I SN P T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

C(w)

Abbildung 3.54.: Phase in der Cornu-Spirale fiir w; = —1.4 und wy = 0.6, also
w = 2.

Abbildung 3.54 zeigt die Phase bei einem Spalt. Die Beugung an der linken Kante
und an der rechten Kante des komplementiren Streifens mit gleicher Breite wie
die Spaltbreite kann wie in Abbildung 3.50 dargestellt werden.

10
0.5-
\
1
\
2 00
wn L
_0.57 @
R S
210 -0.5 0.0 0.5 1.0

C(w)

Abbildung 3.55.: Beugung an den beiden Kanten einer Linie mit der Breite w = 2
und den Werten w = —1.4 (links) und w = 0.6 (rechts).

Die einzelnen Linien in den Abbildungen 3.53 bis 3.55 stellen Amplitude und Phase
des elektrischen Feldes dar. Das Babinetsche Prinzip besagt nun, dass die elektri-
schen Felder nach der Beugung an einem Spalt summiert mit den elektrischen
Feldern nach der Beugung an einem Streifen das elektrische Feld ohne Beugungs-
objekt geben miissen.

82 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



83 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

Vergleich

1.0—————

0.5

0.0

S(w)

Qo b
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Cw)

Abbildung 3.56.: Illustration des Babinetschen Prinzips anhand der Beugung an
einem Spalt (Abb. 3.54) addiert zur Beugung an einem Streifen
(Abb. 3.55). Diskussion nach Hecht [ , p- 817].

In der Abbildung 3.56 (nach Hecht [ , p. 817]) wird gezeigt, dass der E-
Feldvektor der ungestorten Lichtwelle (schwarz) die Summe aus den E-Feldern der
Beugung am Spalt (magenta) und der Beugung an den zwei Kanten des Streifens
(griin und blau) ist.

3.11.3. Fraunhofer-Beugung

Die Gleichung (3.11.4) kann weiter vereinfacht werden, wenn |2'| << |z| ist. Dann
bekommen wir

2_92x - o x? T

~ . p— /
s~ D+ 5D —D—|—2D o (3.11.11)
und 1/s ~ 1/D. Nun ist die optische Distanz s eine lineare Funktion von z’.
Die Approximation gilt nur, wenn das Beugungsobjekt klein gegen die Distanz zu
Objekt und der Grosse des Beugungsmusters ist. Diese Fernfeld-Approximation
nennt man die Fraunhofer-Ndaherung.
Das heisst, dass die Phase proportional zu C' 4 ' ist. Unser Integral wird dann

22

. % / ei : 27rs(m,:v’)/>\dx/ _ % / ei ’ 2”[D+ﬁf%xlp‘dxl (31112)

P(z) = =
(=) D J-ds2 D J-ds2

D J-a2
Oy i - (2r 22 d/2
- e @n/) [P+ 15 /_d/2 exp [—z' : g’;x’} dz' (3.11.13)

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 83



Interferenz und Beugung 84

Wiirde das Integral von —oo nach +oo laufen, hiatten wir eine Fouriertransforma-
tion.

Um aus Gleichung (3.11.13) ein Integral iber R zu machen, brauchen wir eine
Fensterfunktion. Die Heaviside-©-Funktion erlaubt dies. Sie berechnet sich aus
der Delta-Funktion iiber

o(z) = / 5(y)dy (3.11.14)

—0o0

Die Fensterfunktion oder Spaltfunktion gg(z) kann dann aus der Subtraktion zwei-
er verschobener ©-Funktionen erzeugt werden:

gs(z) =0O(x +d/2) — O(x —d/2) (3.11.15)
Gleichung (3.11.13) wird mit Gleichung (3.11.15) umgeschrieben:

Dy i - (or 22 0
O(z) = 506 @n/2) [DJFQD} / gs(z') exp [—i . %x' dz’ (3.11.16a)
. 2
_ Cf)oez (2m/N) [DJFE} Ffl (QS(«%'I)) (31116b)

Damit ist klar, dass die Fraunhofer-Naherung fiir das Amplituden-Beugungsmuster
eines Spaltes die inverse Fouriertransformation (Riucktransformation) der Spalt-
funktion multipliziert mit einem Phasenfaktor ist. Die inverse Fouriertransforma-
tion der Spaltfunktion ist

: dx
_ , 2 dsin (Topy d . dz
F ' (gs(2)) = \/;2 W(dim) = msmc <7T2D>\> (3.11.17)

2DX

Dabei ist sinc(z) = % eine iibliche Kurzschreibweise.

Die Amplitude ® hier ist zum Beispiel das elektrische Feld F. Dann ist die beob-
achtbare Intensitat wie im Abschnitt 2.3 gegeben.

1
[=- )2pp = "Cpp (3.11.18)
2\ o 2

Wir bekommen also fiir das Beugungsmuster der Intensitat beim Einzelspalte in
der Fraunhofer-Naherung

() =15 (Eog' e [D*éﬂ) (Eog' Gy [D*?E])*

2u \ D D
d | dz \\°
(\/% S1inc (WQD\)) (311193)
neQe Eg d? 9 dx
= — — .11.19b
2 D227 ¢ \"2DA (3.11.19D)
d? d A2 d
:]OW sinc? <7T2Dx)\> = IO@ [1 — COS (Dz\xﬂ (3.11.19c¢)
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85 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

3.11.4. Vergleich @é
—

N
(Siehe Pérez, Optik [P¢r96, pp. 327))

Die bis jetzt besprochenen Beugungseffekte haben die folgenden Eigenschaften:

Fraunhofersche Beugung

1. Ebene Wellen fallen so auf einen Spalt, dass ihre Strahlen senk-
recht auf ihn treffen. Damit sind die Amplituden und die Phasen
der nach dem Huygensschen Prinzip emittierten Wellen gleich.

2. Das Beugungsbild wird auf einem weit entfernten Schirm be-
obachtet. Die von Punktquellen ausgehenden Strahlen treffen
ungefahr parallel auf den Schirm.

Ist eine der obigen Bedingungen nicht erfiillt, spricht man von Fresnelscher Beu-
gung. Eine andere Formulierung der Bedingungen der Fraunhoferschen Beugung
ist

1. Der Abstand R von der Quelle zum Beugungsobjekt ist sehr viel
grosser als die charakteristische Lange d des Beugungsobjekts.

2. Der Abstand R’ vom Beobachter zum Beugungsobjekt ist sehr
viel grosser als die charakteristische Lange d des Beugungsob-

jekts.
Spaltbreite 0.5 Spaltbreite 1

0.25] ‘ 1 1.0 ‘

0.20 0.8f

0.15 0.6
Z Z

0.10f 1 0.4

0.05 0.2

0.00f — 0.0

-5 0 5 -5 0 5

Abbildung 3.57.: Verglei(?h der Fresnelbeugung (rot) mit der Fraunhoferbeugung
(schwarz) fiir Spaltweiten von 0.5 und 1.
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Spaltbreite 2 Spaltbreite 3
3.0 z.j
25
2.0
2.0F
— 15
x =3
Z .5 =
1.0f
1.0
) _—AJ tk\’\,\____; ) »\/\J \/\A
0.0 0.0
-5 0 5 -5 0 5

Abbildung 3.58.: Vergleiéh der Fresnelbeugung (rot) mit der Fraunhoferbeugung
(schwarz) fiir Spaltweiten von 2 und 3.

Spaltbreite 4 Spaltbreite 5

3.0 ‘

|
2.5

2.0f
2.0

5 1.5 ’_25 15 ‘

1.0 1.0

0.5 05

0.0 0.0 A’J L\*

_‘5 0 é —‘5 0 é
Abbildung 3.59.: Vergleicxzh der Fresnelbeugung (rot) mit der Fraunhoferbeugung
(schwarz) fur Spaltweiten von 4 und 5.

Spaltbreite 10 Spaltbreite 100
3.0F \ ‘
25
250
20f
20
2 15_ ] \_’)?, 15
1.0 1.0
0.0 ‘ | ‘ i 0.0

-5 0 5 =50 0 50

Abbildung 3.60.: Vergleicxzh der Fresnelbeugung (rot) mit der Fraunhoferbeugung
(schwarz) fur Spaltweiten von 10 und 100. Beachten Sie die ge-
anderte x-Achse bei der Spaltbreite 100.

Sehr schon ist aus den Abbildungen zu ersehen, dass sich die transmittierte Inten-
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87 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

sitat bei sehr breiten Spalten wie aus der geometrischen Optik erwartet verhélt.
Das Uberschwingen an den Kanten in Abbildung 3.60 ist auch von Fouriertrans-
formationen bekannt. Es heisst Gibbs-Phdnomen und entsteht immer, wenn bei
Integraltransformationen (Fourier oder eben die Wellentheorie der Beugung) die
Bedingung der beliebig oft stetigen Differenzierbarkeit verletzt ist.

3.11.5. Kirchhoffsche Beugungstheorie

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 819])

Wenn die Polarisation der Lichtwelle nicht relevant ist, kann die vektorielle Wel-
lengleichung, wie sie aus den Maxwellgleichungen abgeleitet wird, als skalare Wel-
lengleichung geschrieben werden. Beim Fresnel-Huygenschen Prinzip wir die an-
regende Welle in eine unendliche Anzahl von Punktstorungen aufgeteilt. Diese
punktféormigen Anregungen beinhalten nun alle rdumlichen Frequenzen.

Der alternative Ansatz von Kirchhoff analysiert die in der Anregung und dem
Beugungshindernis vorhandenen Frequenzen und berechnet so das Beugungsmus-
ter iiber eine Fourieranalyse.

Kirchhoff betrachtet skalare monochromatische Wellen | , p. 820], | ].
Diese haben die Form

E(r,t) = E,(r)exp (—iwt) “=° E,(r) exp (—ik ct) (3.11.20)

und sind die Losung der skalaren Form der vektoriellen Wellengleichung (2.2.1).
Wird Gleichung (3.11.20) eingesetzt, ergibt sich die rein rdumliche partielle Diffe-
rentialgleichung

AE.(r) = —K*E,(r) (3.11.21)

Gleichung (3.11.21) wird in der Literatur Helmholtz-Gleichung genannt. Nach
Hecht [ , pp. 1041-1042] kann die Gleichung mit dem zweiten Greenschen
Satz gelost werden. Nach | , pp. 58-60] beruht dies auf dem Gaussschen Satz

JJ v da=[f] avvav=[[fv- v (311.22)
A V(4) V(A)

mit einer geschlossenen Oberfliche A. Weiter werden die Identitéten fiir Vektora-
bleitungen

V - (uVv) =uV - Vo+ (Vu) - (Vv) =ulAv+ (Vu) - (Vv) (3.11.23a)
div (ugrad v) = udiv grad v + (grad u) - (grad v)
V - (vWVWu) =0V - Vu+ (Vo) - (Vu) =vAu+ (Vv) - (Vu) (3.11.23b)
)

(
div (vgrad u) = vdiv grad v + (grad u) - (grad v)

Die Differenz der beiden Gleichungen eliminiert das Skalarprodukt der Gradienten

V - (uVv) =V - (vVu) = ulAv —vAu (3.11.24)
div (ugrad v) — div (vgrad u) = uAv — vAu
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oder in Integralform

fff (udv —vAu)dV = ‘IIAI (div (ugrad v) — div (vgrad u))dV

V(A) (A4)
Gauss ff (ugrad v —vgrad u) - dA (3.11.25)
A

Nach Hecht | , p- 1041] nimmt man nun an, dass v und v die Helmholtzglei-
chung (3.11.21) 16sen, dass also Au = —k?u und Av = —k?v ist. Dann ist die linke
Seite von Gleichung (3.11.25) null, also haben wir

If (ugrad v—vgrad u) - dA =0 (3.11.26)
A

Abbildung 3.61.: Geometrie zur Herleitung des Kirchhoffschen Integralsatzes
(Adaptiert aus | , bp. 819 ff]).

Danach wird u = E,(r) gesetzt und v als Kugelwelle um den Nullpunkt

ik
o= SR UETE) (3.11.27)

rp
Dabei ist r, = r — 7o der Vektor eines Beobachtungspunktes vom Punkt P und
rp der dazugehorige Abstand. P soll innerhalb der geschlossenen Flache A liegen.

In Kugelkoordinaten ist

. 1
grad v = grad (exp(zk‘rp)> = (—2 + Zk) exp (ikrp) e, (3.11.28)
rp p rp

e, zeigt von P weg nach aussen. Wir subtrahieren also eine kleine Kugelfléiche A
mit dem Kugelmittelpunkt bei P von A und schliessen so die Divergenz aus. Dann
lassen wir A — 0 gehen. Auf der Kugeloberfliche U lautet der Gradient

grad FE,.(rp) = ;Er(rp) (3.11.29)
P

88 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |



89 3.11 Fraunhofersche und Fresnelsche Beugung

Damit wird der Integrand von Gleichung (3.11.26) innerhalb der kleinen Kugel U

grad E,.(rp) (3.11.30a)

rp

rp

E,(rp)grad (exp (ik rp)> _exp (ikrp)

exp (ikrp) O

—E,(rp) <_1 + & ) exp (ikp) €y — E.(rp)  (3.11.30b)

rp rp rp an
1 , 0 :
=— | —Ex(rp) +ikrp E.(rp) —rp=—E.(rp) | exp (ikrp) (3.11.30c¢)
TP orp

Dieser Integrand soll iiber eine Kugelfliche A mit dem Radius rp integriert wer-
den. Alle Vektoren sind weiter radial, so dass fiir eine beliebige, gutartige Funk-
tion H sie Bezichung H - dA = Hr%dS) geschrieben werden kann, wobei df) ein
Raumwinkelelement ist. Im Grenzfall A — 0 oder rp — 0 nimmt FE,(rp) einen
konstanten Wert an, nédmlich den Wert E, p am Ort des Punktes P. Weiter geht
exp (ikrp) in diesem Falle gegen 1. Die Terme mit rp gehen nach Null.

Wir haben also

0= lim [Jf ugrad v —vgrad u) - dA

7p—0
- jf (ugrad v — vgrad u) - dA] (3.11.31a)
o
= lim jf ( (rp) grad (exp (ik TP)) _ &P (ikrp) grad Er(rp)> - dA
7p—0 rp Tp

—JI ( ’I"p +Z]€TPE(TP)—TP 0 r(’Fp))GXp(ik’fp) dA]
a’f‘p
(3.11.31b)
If( (rp) grad <exp (ik TP)) _ =P (ikrp) grad Er<7’p)> - dA
X rp rp
- Jim, H —E,p)dQ (3.11.31c)
exp (ikrp) exp (ikrp)
—jj -(rp) grad — grad E,.(rp)| - dA
rp rp
hm Ar E, p (3.11.31d)
T'p*)

1 exp (ikrp) .
E.p =1 [Jf — grad E.(rp) - dA

— [[ EB.(rp) grad <W> : dA] (3.11.32)

rp

Mit rp = r — ro kann der Kirchhoffsche Integralsatz so geschrieben werden:
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90

| k| —
E(ro) =— [[ =2 ik Ir =70D) oad () - a4
A J ]

r — 7|

1 exp (ik |r — 7rol)
— M&f E,.(r)grad ( P ) - dA

|r — 7|

(3.11.33)

Der Kirchhoffsche Integralsatz besagt, dass die skalare Amplitude des elektrischen
Feldes aus dem Feld auf einer Integrationsfliche berechnet werden kann.

Abbildung 3.62.: Sizze der Geometrie der Kirchhoff-Theorie (Adaptiert aus

[ , pp. 819 ff]).

Im Weitern betrachtet man jetzt nach Hecht | , p- 820] eine ungestorte Kugel-
welle, die von einem Punkt S mit dem Ortsvektor rg ausgeht. Dann wird p = r—rg

gesetzt die Funktion E,.(p,t) = E.(p,t)

E,(p.1) = By (p) exp (~iwot) = [EW] exp (—icot)

angesetzt. Weiter setzen wir

da = e,da
e — B
" p

(3.11.34)

(3.11.35a
(3.11.35b

(3.11.35¢

)
)
)
(3.11.35d)
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und verwenden

erad (exp (’Lkrp)> _ MOi (exp (zkrp)>
Tp ory Tp
= e, (ikr,— 1) eXp(qffrp) (3.11.35¢)
p
grad E,(p) = epa 5 () =e,(ikp—1) %Zp) (3.11.35f)
p p

Wenn nun wie in der makroskopischen Optik A < p = |r —rg| und A < r, =
|r — 7| ist, wenn also die Ausdehnungen der Objekte gross gegen die Wellenlan-
ge sind, konnen die quadratischen Terme vernachléssigt werden und Gleichung
(3.11.33) lautet dann mit k£ = 27 /A dann:

B Eoz ffexp (tk(Jr —rs| + |r —10]))

2|r —rg||r — 7o

e, (e..0—e,)dA (3.11.36)

Gleichung (3.11.36) gilt nicht fiir die Nanooptik, die Wechselwirkung zwischen
Nanoteilchen und auch nicht fiir Mikrowellen.

Hecht | , D- 824] schliesst aus Gleichung (3.11.36), dass das Fresnel-Huygenssche
Prinzip direkt aus der skalaren Wellengleichung hergeleitet werden kann. Er gibt
an, dass bei dieser Herleitung aus der Wellengleichung ein zuséatzlicher Phasen-
faktor /2 entsteht, der in der normalen Ableitung fehlt. Dieser Phasenfaktor ist
dann wichtig, wenn die gebeugte Welle mit einer Referenzwelle interferieren soll.

3.12. Beugungsgitter und Spektrographen |§é

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 696]) (Siehe Pérez, Optik | , pp. 429]) (Siehe
Tipler, Physik | , pp. 1135])

Yh

Versuch zur Vorlesung:
Beugungsgitter (Versuchskarte O-025)
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Abbildung 3.63.: Lichtdurchgang durch ein Gitter mit der Gitterkonstante g.

Beugungsgitter haben Spaltabstande g in der Gréssenordnung von etwa 1um. Licht
wird um den Winkel ©, gegeben durch

gsin® = mA (3.12.1)

abgelenkt. m heisst die Beugungsordnung. Wenn man eine monochromatische
Lichtquelle beobachtet, stellt man fest, dass ein einzelnes Beugungsmaximum be-
obachtet wird. Man spricht von einer Spektrallinie.

Spektrum 1. Ordnung Die Menge der Spektrallinien, deren Beugungsbilder zu
m = 1 gehoren.

Spektrum 2. Ordnung Die Menge der Spektrallinien, deren Beugungsbilder zu
m = 1 gehoren.

Entsprechendes gilt fiir die hoheren Ordnungen.
Das Auflosungsvermdgen eines Gitters ist als die Zahl A/|A\| definiert, wobei |A\]|
die kleinste, noch trennbare Wellenlangendifferenz ist. Damit ist

A
A = —— =
[AA]
Das Auflosungsvermogen ist proportional zur Zahl der beleuchteten Spalte N.

Zum Beispiel braucht man, um die zwei Na-Linien bei 589 nm und bei 589.59 nm
aufzulosen,

mN (3.12.2)

_ 589 nm
~589.59 nm — 589 nm

~ 998

3.12.1. Blaze-Gitter
(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 700])
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93 3.12 Beugungsgitter und Spektrographen

Abbildung 3.64.: Blaze-Gitter in Reflexion

Bei einem Beugungsgitter, bei dem alle Flachen senkrecht auf der einfallenden
Strahlung stehen, wird der Hauptteil der Energie in die 0. Ordnung gebeugt. Fiir
spektroskopische Zwecke ist das sinnlos, da die Wellenzerlegung bei Ordnungen
grosser als null auftritt. Deshalb haben moderne Gitter eine bestimmte Oberfla-
chenform (,,blaze“), wie in der Abbildung gezeigt. Dadurch wird die Reflezion, die
die meiste Energie enthélt, zu hoheren Ordnungen verschoben.

Aus der Abbildung geht hervor, dass der reflektierte Strahl mit der Einfallsrichtung
den Winkel 2¢ bildet, da ja © = ¢ gilt. Dieser Winkel soll einer bestimmten
Ordnung m der Interferenz entsprechen. Also muss gelten:

sin 2¢ = mA (3.12.3)

oder

o= ;arcsin (mA/g) (3.12.4)

Versuch zur Vorlesung:
Auflosung eines Gitters (Versuchskarte O-124)

3.12.2. Hologramme e
(Siehe Hecht, Optik | , pp- 925]) (Siehe Tipler, Physik | , pp. 1137])
(Siehe Gerthsen, Physik [ , pp- 526])

Versuch zur Vorlesung:
Herstellung von Hologrammen (Versuchskarte O-070)

Versuch zur Vorlesung:
Hologramm einer Elektrolokomotive (Versuchskarte O-014)

Versuch zur Vorlesung:
Hologramm eines Baggers (Versuchskarte O-069)
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Die Holographie speichert die Phaseninformation eines Lichtfeldes in einer fotogra-
fischen Schicht. Sie wurde von Dennis Gabor 1947 zum ersten Male beschrieben.
Um die Phaseninformation aufzuzeichnen ist es notwendig, die Interferenz des auf-
zuzeichnenden Lichtfeldes mit einem Referenzlichtfeld aufzuzeichnen.

Spiegel

Objekt

Fotoplatte

X

Abbildung 3.65.: Aufzeichnung eines Hologramms

Bei der Aufzeichnung des Hologramms wird eine moglichst monochromatische
Lichtquelle, also zum Beispiel ein Laser auf zwei Pfade aufgeteilt.Der eine Pfad
beleuchtet das Objekt, dessen gestreutes Licht mit der Amplitude |€y;| die Foto-
platte beleuchtet. Der zweite Strahl wird tiiber ein Spiegelsystem als Referenzstrahl
E'p auf die Fotoplatte gebracht, deren Ebene mit ¥ 5 bezeichnet wird und die iden-
tisch mit der Ebene z = 0, also der xy-Ebene ist. Auf dem Hologramm wird die
Intensitatsverteilung I(z,y) resultierend aus der Interferenz von Ep und |€,| in
eine dazu proportionale Schwarzung umgewandelt.

Beohachter

Er

virtuelles Bild,

reelles Bild

Hologramm

Abbildung 3.66.: Auslesen eines Hologramms

Das Hologramm in der X p-Ebene wird anschliessend mit monochromatischem
Licht der gleichen Wellenlénge, F'r beleuchtet. Es entstehen drei Strahlen, ndmlich
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95 3.12 Beugungsgitter und Spektrographen

den ungebeugten Strahl Dieser Strahl hat zwar eine geringere Intensitdt, kann
aber so nicht ausgewertet werden.

einen gebeugten Strahl mit negativer Phase Dieser Strahl erzeugt das reelle Bild,
das aber dem Betrachter tiefenverkehrt erscheint.

einem gebeugten Strahl mit positiver Phase Dieser Strahl, mit einer Kamera
aufgenommen, erzeugt auf der Bildebene der Kamera ein Intensitatsmuster,
wie wenn der Gegenstand noch vorhanden wére. Dieses tiefenrichtige Bild
heisst virtuelles Bild.

Objekt Fotoplatte

Abbildung 3.67.: Schematischer Aufbau von Hologrammen

Die Berechnung dieser Effekte beginnt mit dem Referenzstrahl Ep

Egp(x,y) = Eop cos|wt + ¢(z,y)] (3.12.5)

Dabei ist ¢(z,y) die ortlich variierende Phase, da Ep nicht senkrecht auf ¥ fallt.
Bei einer ebenen Welle, die mit dem Winkel © zur Senkrechten auf die Hologram-
mebene fallt ware

o(z,y) = 2;1: sin©® = kxsin© (3.12.6)

Die vom Objekt gestreute Welle ist

|€o;| (z,y) = Eoo(x,y) cos|wt + ¢o(x,y)] (3.12.7)

wobei sowohl Eyg(z,y) und ¢o(z,y) komplizierte Funktionen des Ortes sind. Die
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Intensitat in der Hologrammebene Y. ist durch

1 €€

1@9) =5\ [ (Bl y) + €l (@.9))7), (3.12.82)
1 Jeeq /o 9
=5\ e <EOB cos” (wt + ¢(z,y)) (3.12.8b)

+E2(2,y) cos® (wt + ¢o(a, y))>T

2
_; \/i <E§B (cos (2wt +2¢(xz, y)) = 1) (3.12.8¢)

w (COS (¢($, y) — ¢o($, y)) —+ cos (Zwt + ¢($7 y) + (bO(a:a y)))

2
E2
—|—00(2x’y) (cos (2wt + 2¢0(x,y)) — 1)>
T
1 [eeo By 1 [e20 Eg(w,y) (3.12.84)
2Vppo 20 2\ ppo 2
1 Jegg
+ 5 — EopEoo(z,y) cos (o(z,y) — do(z,y))
Ko

gegeben®. Durch die Mittelung tiber ¢ fallen alle Integrale iiber lineare Winkelfunk-
tionen weg.

Der Kontrast, gegeben durch v = (I naz — Lmin)/(Imaz + Lmin) ist

2Lk Lo
V= ———— 3.12.9
E§p + Eg ( )

Die Schwérzung der holografische Emulsion soll proportional zu I(x, y) sein. Indem
wir mit der Rekonstruktionswelle

Egr(z,y) = Eyr cos (wt + ¢(z,y)) (3.12.10)

das Hologramm beleuchten, erhalten wir eine Amplitudenverteilung gerade hinter
dem Hologramm proportional zu I(x,y)Er(x,y). Ohne konstante Faktoren ist das

“Wir haben dabei cos?(z) = 1 (cos(2z) — 1) und cos(z) cos(y) = % (cos(z — y) + cos(z + y))
verwendet.
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97 3.13 Beugung und Auflésung

Resultat unter Verwendung des rechentrick aus Gleichung (3.12.8d)

2 2
Er(e,y) (EZE + BypE(a, ) cos (6(z,y) — ol y>>) (3.12.11a)
- Eog cos (wt + ¢(x,y))

_ Eor (Egp + Eg(,y)) cos (wt + ¢(, y)) (3.12.11b)
: 12,

+ EorEopEoo(7,y) cos (¢(x,y) — ¢o(z,y)) cos (wt + ¢(x,y))
_ Eor (Efp + Ey(@,y)) cos (wt + ¢(x, y))

/ (3.12.11c)
. EOREOBQEooCc, Y cos (6(z,5) — do(z,y) — (wt + 6z, 1))
n EOREOBQEOO(””’ Y cos (d(x,y) — dolz,y) + (Wt + ¢(z,y)))

_ Eor (Egp J; Ego(,9) o (wt + ¢(z, 1)) (3.12.11d)
. EOREOBfOO(:”’ Y cos (wt + dolz,9))
n EOREOBQEOO@ Y cos (wt + 2¢(z,y) — ¢olz,y))

Wie oben diskutiert existieren drei Terme.
« 1 (B35 + E3)(z,y)) Eor: die amplitudenmodulierte Rekonstruktionswelle

o sEorEopEo(z,y) cos|wt + 2¢(z, y)—do(x, y)]: Die tiefenverkehrte Welle mit
negativer Phase, die das reelle Bild erzeugt.

« sEorEopEoo(z,y) coslwt + ¢o(z,y)]: Die rekonstruierte Welle.

Durch den schriagen Einfall der Referenz- und der Rekonstruktionswelle werden
virtuelles und reelles Bild getrennt.

Hologramme mit ebenen Wellen als Referenz- und Rekonstruktionswellen haben ei-
ne beschrankte Auflésung. Dies ist ersichtlich bei der Betrachtung des Hologramms
einer punktformigen Quelle. Die Interferenz zwischen einer ebenen Welle und einer
Kugelwelle ergibt das gleiche Muster wie das Beugungsmuster an einer kreisformi-
gen Offnung. Dort und auch hier nimmt der Abstand der Beugungsmaxima nach
aussen ab. Indem das Hologramm mit Licht etwa der gleichen Kriimmung wie
die Objektwelle beleuchtet wird kann diese Abnahme vermieden werden (Fourier-
Holographie).

Neben den besprochenen flichigen Hologrammen gibt es auch Volumenhologram-
me. Dort wird ein dreidimensionales Beugungsgitter analog zu einem Kristall er-
zeugt. Diese Hologramme konnen auch mit weissem Licht beleuchtet werden.

Durch die Uberlagerung zweier Hologramme kénnen interferometrische Messungen
der Verschiebung von Objekten im pm-Bereich durchgefithrt werden.
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3.13. Beugung und Auflésung

(Siehe Hecht, Optik | , PP- 327, 694, 703]) (Siehe Tipler, Physik | , PP-
1132]) (Siehe Pérez, Optik | , pp. 488])

Versuch zur Vorlesung:
Auflosungsvermogen eines Mikroskops (Versuchskarte O-001)

Wir verwenden die Tatsache, dass optische Systeme in den einfachsten Fallen li-
neare Systeme sind und verwenden die in Abschnitt 3.3.3 eingefiihrte Fouriertrans-
formation, hier aber in zwei Dimensionen. Wenn f(z,y) und g(z, y) Intensitétsver-
teilungen senkrecht zur optischen Achse sind, und f die Ausgangsverteilung und
g die Bildverteilung ist, schreibt man fiir die Abbildung

fla,y) = g(z,y) (3.13.1)
Die Abbildung ist linear, das heisst, wenn f; — g1 und fo — go ist, ist

ar - fitax - fa—ar - gita g (3.13.2)

Wir nennen f (u,v) die Fouriertransformation von f(z,y). Im Zusammenhang mit
der Fourieroptik ist die Bezeichnung f(w) = F(u) iblich, also keine Grossbuch-
staben wie oftmals verwendet. Es gilt

o) =[] Fwes e

flu,v) = Jff(:p,y)e_%i[“””y]dxdy (3.13.3)

Wir schreiben = (z,y) und u = (u, v) Die Fouriertransformation lasst sich dann
kompakt schreiben als

f@) = [ fwer " du
flu) = jff(a:)e’%i[“'m]dw (3.13.4)

3.13.1. Impulsantwort und Faltungssatz
(Siehe Hecht, Optik [ , Pp. 765])

Versuch zur Vorlesung:
Fourier-Transformation (Versuchskarte O-067)

Ein Lichtfleck an der Position &’ der Eingangsebene erzeugt eine Intensitatsvertei-
lung in der Ausgangsebene, die sowohl vom Beobachtungspunkt & wie auch von
' abhangt. Die Impulsantwort ist

hz,z') (3.13.5)
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99 3.13 Beugung und Auflésung

Ein optisches System ist translationsinvariant, wenn

h(z,2') = h(x — 2') (3.13.6)

gilt. Bei einem kontinuierlichen linearen optischen System gilt zwischen der Bilde-
bene und der Eingangsebene die Beziehung

g(x) = / / F(@)h(z — &')dz' = f(z)* h(z) (3.13.7)

Dies ist das Faltungstheorem (Siehe auch Gleichung (3.10.3)) aus der Fourieroptik.
Im Fourierraum wird aus einer Faltung eine Multiplikation, also

G(w) = h(u) f(w) (3.13.8)

Wenn die optische Ubertragung kohdrent verlduft, dann verwendet man die oben
definierte kohirente Ubertragungsfunktion, die Amplituden verkniipft. Ist die Uber-
tragung nicht kohdrent, muss man mit Intensitaten rechnen.

1

X

A X0

A

do d,
Blende

Abbildung 3.68.: Berechnung der Beugung an einer Offnung

Das entstehende Beugungsbild eines Punktes ist das Fraunhofersche Beugungs-
muster der Blendenoffnung. Die inkohérente Impulsantwort wird

2

jf P(a, y’)eﬁm(%Jr%) dx'dy (3.13.9)

1
Hy(z,y) = )\sz

Dies bedeutet, dass Hy proportional zum Betragsquadrat der Fouriertransforma-
tion der Pupillenfunktion P ist.

Fiir eine kreisférmige Offnung ist die Pupillenfunktion

1 far »" < D/2

ronN
P(x',y") = { 0 const (3.13.10)

wobei D den Durchmesser der Offnung und ' = /22 4+ y'? den Radius darstellt.

Die Rechnung ist in Polarkoordinaten einfacher.
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,,J — .T/2 + y/2
/
©' = arctan (y/) (3.13.11)
x
sowie in der Bildebene
ro= yJz?+y?
© = arctan (y) (3.13.12)
x
Mit pp, = r/(Adp) bekommt man
N D/2 r2m o, , o
P(pb) _ / / 6—2mpbr (cos ®’ cos O+sin ©' sin e)T/dTIdGI
0 0
D/2 o - .
- / rdr’ { / ¢~ 2ripor’ cos(® ‘@)d@’} (3.13.13)
0 0
Dabei ist die Grosse
]_ 271— . ! !
Jo(2mpnr’) = o / ¢~ 2mipur’ cos(6/=0) gy (3.13.14)
m Jo

die sogenannte Besselfunktion nullter Ordnung. Die Fouriertransformation einer
runden Pupille wird also

» D/2 / / /
P(py) = /0 217’ Jo(2mpypr’)dr

L™ (@)
= 2705/0 wdo(w)dw

7TbD

p
= Tpgjl(ﬂ'/)bD)

D
= 2—J1(7prD) (3.13.15)
Pb

Ji(a) = [ wJp(w)dw ist die Besselfunktion erster Ordnung. Mit r = Adppp, © und
S = wD?/4, der Pupillenfliiche, bekommt man fiir die komplexe Amplitude

A

o) = Py =5 |2

mpp D

(3.13.16)

10 = Kl = ks [Pl

7prD
Die Intensitaten als Funktion von X = p,D sind

X 0 122 1.63 233 268 3.33
2/,(zX)/(xzX)]?|1 0 0017 0 0004 0
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101

Airy—Funktion

25 3

Abbildung 3.69.: Die Beugung an einer ringférmigen Apertur.

Bei der Beugungsfigur an einer kreisférmigen Offnung mit dem Durchmesser d ist

das erste Minimum bei sin © = 1.22%.

PEE—— Y R —
Blende
Durchm. d

zwei inkoharente
Punktquellen
Abbildung 3.70.: Abbildung zweier punktférmiger, inkoharenter Quellen durch ei-

ne Blende mit der Offnung d.

1.22)/d

Bei dem sogenannten kritischen Winkel a, der durch

sin g = 1.222 (3.13.17)

gegeben ist, fillt das Minimum der einen Beugungsfigur gerade auf das Maximum
der anderen. Das obige Kriterium wird das Rayleighsche Auflosungskriterium ge-

nannt.

101
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Abbildung 3.71.: Form der Intensitit bei der Uberlagerung zweier inkohérenter
Punktquellen. Der Abstand variiert von 0.6 (rot) bis 1.6 (blau)
in Schritten von 0.1.

Diese Abbildung zeigt, dass die Definition des Auflésungsvermdgens an das mogli-
che Signal-Rausch-Verhdltnis gebunden ist. Mit modernen Detektoren mit 16 Bit
Auflosung sind deshalb leicht bessere Grenzen der Auflosung moglich.

Abbildung 3.72.: Querschnitt zweier inkoharenter Punktquellen als Funktion des
Abstandes (links) und Bild der Intensitétsverteilung bei einem
Abstand von 1.

Wenn das zu untersuchende Objekt in ein Medium mit dem Brechungsindex n
eingebettet ist, dann verbessert sich die Auflésung auf sinayx = 1.22%, da in
diesem Medium die Wellenldnge ja X' = \/n ist.
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4. Geometrische Optik und
Wellenoptik

4.1. Reflexion

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 153]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 20]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp- 1030])

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)

—>

e Luft
/ ‘ / CAt

\_P ' Glas

Abbildung 4.1.: Geometrie der Reflexion

Wir betrachten eine Welle, die sich mit dem Wellenvektor k sich auf die Grenzfla-
che Luft-Glas hin bewegt. Eingezeichnet ist rot der Wellenberg, der durch B’ zur
Zeit t geht. Dieser Wellenberg beriihrt die Grenzfliche in B. An beiden orten wird
eine Huygenssche Elementarwelle (Siehe Abschnitt 3.4) ausgelost. nach der Zeit At
hat der Wellenberg, der zur Zeit ¢t durch B’ ging, A erreicht. Nach dem Huygens-
schen Prinzip (Siehe Abschnitt 3.4) hat auch die in B’ startende Elementarwelle
A erreicht. Die Elementarwelle aus B ist nun bei A’. Da wir keine Annahme iiber
Zeiten und Abstdnde gemacht haben, muss diese Elementarwelle Teil eines kon-
struktiv tiberlagernden Systems von Elementarwellen sein, die eine zweite ebene
Welle mit dem Wellenvektor k' erzeugen. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
die beiden Elementarwellen gleich ist, da die Verbindungsstrecken B’A und BA’
gleich lang sind und beide Teile eines rechtwinkligen Dreiecks sind, miissen alle
Winkel gleich sein. Deshalb ist der Neigungswinkel von k" zur Senkrechten gleich
dem Neigungswinkel von k zur Senkrechten. Es folgt das Reflexionsgesetz

Bei der Reflexion gilt:
Einfallswinkel=Ausfallswinkel
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In einem Medium bewegt sich Licht langsamer: die Lichtwelle regt die gebundenen
Elektronen zum Schwingen an. Diese erzeugen Huygenssche Elementarwellen (Sie-
he Abschnitt 3.4), aber mit einer Phasenverschiebung oder, in anderen Worten,
einer Zeitverzogerung. Dies bedeutet, dass Licht sich langsamer ausbreitet. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht im Medium ist

= 4.1.1
Cn = (4.1.1)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n der Brechungsindex des Medi-
ums ist'. Die Brechzahl n gibt an, um wieviel langsamer Licht in einem Medium
ist als im Vakuum. Die Intensitdt ist gegeben durch

1
[=- S0 g2 T (4.1.2)
2\ ppo 2

wenn E das elektrische Feld, d.h. die Amplitude der Lichtwelle ist. ¢ = 8.8542 - 1071242
ist die Dielektrische Feldkonstante und ¢ = 2.9979 - 108% die Lichtgeschwindig-

keit im Vakuum. Der Vorfaktor % kommt von der Mittelung iiber viele Wellen her.
Gleichung (4.1.2) kann auch so geschrieben werden:

A

I =nE* 13272 - 10_3V (4.1.3)

Bei senkrechtem Einfall ist die Intensitat des reflektierten Lichtes (ohne Beweis)
I—(”l_”2)21 (4.1.4)

~\ny +ny ‘ o

Dabei sind n; und ns die Brechzahlen der beiden Medien und I, die einfallende
Intensitdt. Bei ny = 1 (Luft) und ny = 1.33 (Wasser) ist 1/y = 0.02. Fir ny = 1.5
(Glas) ist I/l = 0.04 und fir ny = 2.5 (etwa Diamant) ist /I, = 0.18. Bei
ny = 3.5 ist /1y = 0.31!

Bei zwei Medien mit unterschiedlichen Brechzahlen heisst dasjenige
das optisch dichtere Medium, dessen Brechzahl grosser ist.

Ii%.é 4.2. Brechung

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 166]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 20]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp. 1032])

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)

'Es ist auch n = /¢, wobei € die relative Dielektrizitétszahl bei der Frequenz des Lichtes ist
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Da jede Huygenssche Elementarwelle eine periodische Schwingung mit einer gege-
benen Frequenz v darstellt, dndert sich die Frequenz beim Ubergang von einem
Medium in das zweite nicht. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢, = ¢/n kleiner
ist, gilt fir die Wellenlange

c/n A

C
Ap = =2 =2 42.1
14 14 n ( )

In einem Medium mit einer Brechzahl n > 1 ist die Wellenldnge kleiner. So hat
rotes Licht A = 600 nm in Glas die Wellenldnge \,, = 400 nm.

T Luft

n1

X ?/é,;m Glas
N
=

Abbildung 4.2.: Geometrie der Brechung

Wir betrachten nun den Weg, den das Licht im Inneren eines Mediums zuriicklegt.
Wir beriticksichtigen, dass die Geschwindigkeit im Medium um den Brechungsindez
n kleiner ist. Aus dem rechtwinkligen Dreieck wissen wir, dass

ABsing = AB
ABsing' — BA (4.2.2)
Weiter ist
cAt
AB = —
ni
BA = QM (4.2.3)
U
Also gilt
cAt cAt

= 4.2.4
nising  ngsin ¢’ ( )

Wir kiirzen mit ¢At und setzen ¢ = ¢; und ¢’ = ¢ und erhalten das Snelliussche
Brechungsgesetz.

Brechungsgesetz
N1 sin ¢ = no Sin P (4.2.5)
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Bei diesem Gesetz gibt es nur dann immer eine Losung, wenn n; < ng ist. Sonst
gibt es den Winkel der Totalreflexion. Wenn der vom optisch dichteren Medium
einfallende Lichtstrahl gegen die Grenzflaichennormale den Winkel ¢,,; hat und der
Winkel des resultierenden Lichtstrahls gegen die Grenzflichennormale im optisch
diinneren Medium 7/2 ist, hat das Brechungsgesetz gerade noch eine reelle Losung.

Otor = arcsin (Zl) mit n; < na (4.2.6)
2

Fiir Winkel, die grosser als ¢4 sind, wird Licht aus dem optisch diinneren Medium
total reflektiert. Die Reflexion geschieht in einer Tiefe von etwa 100nm innerhalb
des optisch diinneren Mediums.

4.2.1. Totalreflexion

(Siehe Hecht, Optik | , pp- 191]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 21]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp. 1035]) (Siehe Gerthsen, Physik | , Dp. 485])

Versuch zur Vorlesung:
Brechung und Reflexion (Versuchskarte O-068)

Versuch zur Vorlesung:
Wasserstrahl als Lichtleiter (Versuchskarte O-072)

n1

W

Totalreflexion

Abbildung 4.3.: Transport von Licht in einer Stufenindexfaser

Wenn Licht mit einem Winkel nahe der Achse der optischen Faser in diese ein-
gekoppelt wird, dann wird das Licht mit Totalreflezion transportiert. Nur Licht,
das innerhalb des Akzeptanzwinkels den Faserkern trifft, wird weiter transpor-
tiert. Wenn die Faser gekriimmt wird, dann verlésst ein Teil des Lichtes die Faser:
Kriimmungen in der Faser erhohen die Verluste.

Wenn der Faserkern den Durchmesser d hat, ist der effektive Weg vom Winkel o
gegen die Achse abhéngig. Die Hypothenuse ist £y = d/sin« lang, der direkte
Weg wire ¢ = d/ tan a. Die relative Langenénderung ist

ly d tana sino 1 1,
14 sinae d tana  cosa 2

(4.2.7)
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107 4.3 Das Fermatsche Prinzip

Die Laufzeit héngt also davon ab, wie das Licht durch eine Glasfaser lauft. Zu-
satzlich tritt Dispersion (Siehe Abschnitt 6.6) auf. bei allen Glasern ist

Nblau = Ngrim > Ngelb > Nyot (428)

Deshalb ist die Laufzeit fiir die verschiedenen Farben auch unterschiedlich. Da
CMedium = C/MMedium 1St ist auch

Chlau < Cyrin < Cgelb < Crot (429>

4.3. Das Fermatsche Prinzip

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 166]) (Siehe Pérez, Optik [P¢r96, pp. 13]) (Siehe
Tipler, Physik [T)MO4, pp. 1042])

Eine alternative Art, die Ausbreitung von Licht zu beschreiben, ist das Fermatsche
Prinzip. Es ist eines der vielen Extremalprinzipien, wie zum Beispiel auch die

Wirkung in der theoretischen Mechanik. Alle diese Prinzipien beruhen auf der
Variationsrechnung [AW95, pp 952-991]

Der Weg, den das Licht nimmt, um von einem Punkt zu einem
anderen zu gelangen, ist stets so, dass die benotigte Zeit minimal ist.

Die genauere Formulierung lautet:

Der Weg, den das Licht nimmt, um von einem Punkt zu einem
anderen zu gelangen, ist stets so, dass die Zeit, die das Licht bendtigt,
invariant gegen kleine Anderungen des Weges ist.

Mathematisch lautet das Fermatsche Prinzip: Die Zeit

t= 7n(s)ds = 17n(s)ds (4.3.1)

C C
S1 S1

hat fiir jeden realisierten Lichtweg beziiglich einer Variation des Weges einen Ex-
tremalwert. Bei zwei- oder mehrmals stetig differenzierbaren Funktionen folgt auch
der strengere Satz.

Wenn man den Weg nicht kennt, kann man Testfunktionen s(r) verwenden. Die-
jenige, die die kiirzeste Zeit ergibt, ist die wahrscheinlichste.

4.3.1. Reflexion

(Siehe Tipler, Physik [TN 04, pp. 1042])
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Abbildung 4.4.: Begriindung des Reflexionsgesetzes mit dem Fermatschen Prinzip

Ein Beispiel fiir das Fermatsche Prinzip ist die Reflexion. In der obigen Zeichnung
ist A’ das an der Grenzflache gespiegelte Bild von A. In dem Dreieck A’BP ist
die Summe der Seitenldngen A’P und PB grosser als die Seitenlange A’B. Da
die Konstruktion mit A’ eine Hilfskonstruktion ist und wir iiberall die gleiche
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ haben, ist die direkte Verbindung A’B die kiirzeste
Strecke zwischen den beiden Punkten. Damit ist aber das Gesetz Einfallswinkel =
Ausfallswinkel gezeigt.

4.3.2. Brechung
(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 166]) (Siehe Tipler, Physik [TM04, pp. 1043))

i »l
g

e a

Abbildung 4.5.: Anwendung des Fermatschen Prinzips auf die Berechnung des
Brechungsgesetzes

Zur Berechnung des Brechungsgesetzes nehmen wir an, dass das Licht von S (ge-
geben) tiber 0 (verschiebbar, Koordinate x) nach P (gegeben) sich ausbreitet. Die
Zeit, um von S nach P ist

tsp = lso + top (4.3.2)
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Diese Zeit soll extremal sein, das heisst

Otsp
=0 4.3.3
9 (4.3.3)
Nun ist
S0 0P
tsp = + — (4.3.4)
U1 V2

Nach der obigen Skizze ist

S0 = /22 + h? (4.3.5)
0P = \/(a—x)2+ 13
Also ist
otsp 1 1 1 1
O=—=——+——"20— — - 2(a—«x 4.3.6
ox 2vy [ 12 + h% 209 /(a _ 33)2 + hg ( ) ( )
x (a — x)

v /22 +h3 vay/(a— )%+ h3

Die Betrachtung der in der Skizze auftretenden Dreiecke zeigt, dass

T

sina = ———— (4.3.7)
Vaz+ h?
(a — )

(a — x)? + h}

sin § =

ist. Mit v; = ¢/ny und vy = ¢/ny erhalten wir das Brechungsgesetz nach Snellius

nysina = ngsin 3 (4.3.8)

4.3.3. Das Fermatsche Prinzip und die Interferenz

(Siehe Kénzig, Mechanik und Wellenlehre [ , Pp- 253])

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 109



Geometrische Optik und Wellenoptik 110

Abbildung 4.6.: Der kiirzeste Weg AC'B und nahe benachbarte Wege haben fast
gleiche Langen. Im Gegensatz dazu sind andert sich bei den l&n-
geren Wegen ADB und AEB die Lange schnell.

Vom Punkte A soll Licht zum Punkte C' gelangen. Es gibt viele mogliche We-
ge. nach dem Fermatschen Prinzip folgt Licht dem Weg, der sich am wenigsten
in der optischen Lange® von seinen benachbarten Wegen unterscheidet. Wenn die
Weglangenfunktion stetig differenzierbar ist, ist dies auch der kiirzeste Weg. Wir
berechnen nun die Phase einer Welle, die entlang eines beliebigen Weges sich aus-
breitet, wobei w ein Parameter ist, der die moglichen Wege beschreibt.

Man nimmt an, dass alle Amplituden gleich sind und erhélt

Apty= > Aeithsimet) (4.3.9)
alle Wege j
— Ae—z’wt Z eiij

alle Wege j

Die verbleibende Summation wird auf graphischem Wege in der komplexen Ebe-
ne durchgefiihrt. Die im Punkte B beobachtete Intensitdt ist das Resultat der
Interferenz aller méglichen Wege.

2Das ist die Linge, die mit dem Brechungsindex gewichtet ist.
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Imaginarteil

-4 | | | -2 | | | 0 | | | 2
Realteil
Abbildung 4.7.: Diese Darstellung zeigt grafisch die Summenbildung zur Berech-

nung der Interferenz fiir alle moglichen Wege. Die einzelnen Am-
plituden werden aufsummiert. Rot ist das Resultat dargestellt.

In dieser Abbildung tragen nur die Wege in der Nahe des kiirzesten Weges zur
konstruktiven Interferenz bei. Nur dort ist die Ableitung der Wegldnge gegen den
Parameter w null: Alle Summanden interferieren konstruktiv. Die Wege tiber D
und E adndern die Lange schnell mit w. Sie bilden die beiden Spiralen auf der
linken und auf der rechten Seite und tragen nichts zur Summe bei. Wir konnen
das Fermatsche Prinzip auch so formulieren:

Die Intensitit des Lichtes in B ausgehend von der Quelle A ist
gegeben durch die Interferenz der Lichtstrahlen auf allen moglichen
Wegen. Dabei interferieren alle Lichtstrahlen destruktiv, mit Aus-
nahme derjenigen, die wir bei der Lichtausbreitung beobachten.

In der Quantenelektrodynamik werden Prozesse durch das Aufsum-

mieren aller moglichen Feynmanschen Diagramme berechnet. Nur
wenige Diagramme tragen zum Resultat wesentliches bei, die ande-
ren sind Korrekturen hoherer Ordnung. Die Summe Feynmanschen
Diagramme ist nichts anderes als das Fermatsche Prinzip angewandt
auf die Quantenelektrodynamik.

4.4. Polarisation

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 475]) (Siehe Tipler, Physik [TM04, pp. 1044])

Versuch zur Vorlesung: Polarisiertes Licht: Polarisator und Analysator

Die aus den Maxwellgleichungen abgeleiteten Wellengleichung (2.2.6) hat als Lo-
sung transversale elektromagnetische Wellen. Licht ist eine elektromagnetische
Welle, schwingt also transversal und hat deshalb als reine Welle auch eine Po-
larisationsrichtung. Das elektrische und das magnetische Feld schwingen senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung. Aus der Wellengleichung fiir das elektrische Feld und
damit auch fiir Licht folgt als Losung E(x,t) = Eo(x) exp(i(k(x) - £—wt)). sowie
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die Bedingung
E, k=0. (4.4.1)

Wenn wir nun, ohne Einschrénkung der Allgemeinheit, die Ausbreitungsrichtung
der Welle in die x-Richtung legen, dann sind

o der Wellenvektor k = (k;0;0)

« und die Amplitude Ey = (0; Ey; E,)

Diese Wahl erfiillt die Bedingung der Transversalitat.

Es gibt zwei mogliche orthogonale Orientierungen von E| sowie die
daraus folgenden Linearkombinationen. Die Richtung, in die E zeigt
ist die Polarisationsrichtung.

4.4.1. Polarisation durch Absorption (Dichroismus)

(Siehe Pérez, Optik | , pp- 323]) (Siehe Hecht, Optik | , pp. 487]) (Siehe
Tipler, Physik | , Pp. 1044))

Versuch zur Vorlesung: Polarisiertes Licht: Polarisator und Analysator

A
E-Feld ——E-Feld—
Absorption keine Absorption

Abbildung 4.8.: Polarisation durch Absorption in einem Drahtpolarisator

Wenn das elektrische Feld einer Mikrowellen entlang eines Drahtes zeigt, kann
dieses Feld im Draht Ladungen bewegen und so Energie abgeben. Die Intensitdt
der Welle und damit die die Absorption hingen von der Polarisation ab.

Ebenso gibt es Molekiile mit Doppelbindungen zwischen den Kohlenstoffatomen,
bei denen m-Elektronen beweglich sind, die wie Drahte wirken. Werden diese Mo-
lekiile orientiert zu einer Folie gemacht, so erhalt man eine polarisierende Folie.
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passiert blockiert
: (I
12—

Polarisator Analysator
passiert
teilweise

I %\Lénge ;/2

passiert

Polarisator Analysator

Abbildung 4.9.: Licht durch einen Polarisator und einen Analysator mit gekreuz-
ten Polarisationsrichtungen. Darunter die gleiche Anordnung,
aber der Analysator ist nun um 7/4 gedreht.

Bei einer Anordnung von Analysator und Polarisator polarisiert der Polarisator
das Licht. Der Analysator ldasst nur die Projektion des E-Feldes auf seine Durch-
lassachse durch. Fiir die Amplitude gilt

E = Eycosf (4.4.2)

wobei 6 der Winkel zwischen den Polarisationsrichtungen von Polarisator und
Analysator ist. Da die Intensitdt durch I = %EQ ist und somit proportional zum
Quadrat der Amplitude I oc E?, gilt fiir die Intensitt

I =1Iycos?0 (4.4.3)

(Gesetz von Malus). Wenn zwischen gekreuzten Polarisatoren und Analysatoren
eine optisch aktive Substanz eingebracht wird, kann mit dieser Anordnung die
Grosse der optischen Aktivitit gemessen werden®.

3Die Analyse von Spannungen in Bauteilen nachgebildet mit Plexiglas war eine wichtige An-
wendung (heute gibt es Programme zur Finite-Elemente-Analyse)
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Abbildung 4.10.: Dichroismus in einem NaV OyMn-Kristall (geziichtet von A.
Lentz, fotographiert von M. Pietralla).

4.4.2. Polarisation durch Streuung

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 507]) (Siehe Tipler, Physik [TMO04, pp. 1046))

Versuch zur Vorlesung:
Sonnenuntergang (Versuchskarte 0-042)

Abbildung 4.11.: Polarisation durch Streuung an einem Teilchen

Aus den Losungen der Wellengleichung (2.2.6) folgt, dass Licht eine Transversale
Welle ist. Wenn Licht von links auf ein streuendes Teilchen (z.B. ein Wassertropf-
chen) féllt, dann kann nur die Komponente des E-Feldes, die auch senkrecht zur
Streurichtung steht, eine Lichtwelle anregen. Die dazu senkrechte Komponente
wiirde eine propagierende, longitudinal polarisierte Welle erzeugen. Propagieren-
de, longitudinale Lichtwellen stehen aber im Widerspruch zu den Maxwellschen
Gleichungen und treten deshalb nicht auf.
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4.4.3. Polarisation durch Reflexion

(Siehe Hecht, Optik | , Pp- 509]) (Siehe Pérez, Optik | , Pp- 320]) (Siehe
Tipler, Physik | , pp. 1047])

Versuch zur Vorlesung:
Spiegelanalysator (Versuchskarte O-115)

Der Brewsterwinkel ist eine Konsequenz der Stetigkeitsbedingungen elektrischer
Felder, Gleichungen (2.3.27) und (2.3.28) fir die s-Polarisation, beziehungsweise
(2.3.33) und (2.3.28)

vand

Glas
n2

G2

Abbildung 4.12.: Winkel bei der Reflexion unter dem Brewster- Winkel.

Wenn Licht in ein dichteres Medium eindringt und es zur Reflexion (Siehe Ab-
schnitt 4.1) und zur Brechung kommt gelten zwei Gesetze

 Einfallswinkel = Ausfallswinkel (Impulserhaltung fiir die zur Grenzfliche
tangentiale Komponenten des Lichtes)

o Das Gesetz von Snellius nsin0p = nq sin 6,

Wenn nun der Winkel zwischen dem gebrochenen Licht und dem reflektierten
Licht 7/2 ist, haben wir wieder die Situation wie bei der Streuung: im reflek-
tierten Licht kann keine Lichtwelle angeregt werden, deren Polarisationsrichtung
(E!) in der durch den einfallenden und gebrochenen Lichtstrahl definierten Ein-
fallsebene liegt. Das heisst, der reflektierte Strahl ist vollkommen polarisiert mit
der Polarisationsebene senkrecht zur Finfallsebene. Der Winkel 6p heisst nach sei-
nem Entdecker Brewster-Winkel. Eine Betrachtung der Winkel in der Abbildung
ergibt, dass 0p + 0y = 7/2 ist. Damit wird der Brewster- Winkel

nsinfp = nysinfy = nysin(n/2 — 0p) = ny cosbp (4.4.4)
und damit
tanfp = -2 (4.4.5)
n
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Fiir Glas (ny = 1.5) gegen Luft (n = 1) ist 0p = arctan(1.5) = 0.31287 = 56.31°.
Der Brewster-Winkel wird zum Beispiel beim Resonator von Gaslasern angewandt
um die Polarisationsrichtung zu definieren.

4.4.4. Polarisation durch Doppelbrechung

(Siehe Hecht, Optik [ , Pp- 492]) (Siehe Pérez, Optik | , Pp- 322]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp- 1048))

Doppelbrechung ist eine Konsequenz der Maxwellgleichungen bei anisotropen op-
tischen Medien, Medien also bei denen die relative Permittivitdt und/oder die
relative Permeabilitéit tensorielle Eigenschaften haben.

Versuch zur Vorlesung:
Doppelbrechung (Versuchskarte O-005)

Viele Materialien haben isotrope optische Eigenschaften. Analog zu den elastome-
chanischen Eigenschaften von isotropen Materialien, die durch den Elastizitéts-
modul E beschrieben werden, werden isotrope optische Materialien durch eine
Brechzahl n = €2 beschrieben. Die mechanischen Eigenschaften anisotroper Mate-
rialien werden durch Tensoren beschrieben. Analog werden optische Eigenschaften
anisotroper Medien durch Tensoren € oder n beschrieben. Die Mathematik sagt,
dass solche Tensoren in einem Hauptachsensystem nur Komponenten auf ihren
Hauptdiagonalen haben. Fiir den Brechungsindezr heisst dies, dass nicht einer, n
sondern drei Indizes ny, no, und nz angegeben werden miissen.

Material Anwendung
Differenz-Interferenz-Kontrast-
Kalkspat Objektive
Quarz
Fliissigkristalle Anzeigen ...
Plexiglas unter mechanischer
Spannungsuntersuchung
Spannung
USW.

Tabelle 4.1.: Doppelbrechende Materialien
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Polaritatsrichtung

schnelle Achse

N
langsame Achse ‘L lain®
n “gross” /"\ n “klein

Abbildung 4.13.: Wirkungsweise eines A/4-Pléttchens oder eines \/2-Plattchens

Bei einem \/4- oder einem \/2-Pléattchen wird die Polarisationsrichtung des einfal-
lenden Lichtes so gewéahlt, dass sie /4 zu den beiden Hauptachsen mit ngepnen <
Niangsam 18t. Dann wird die eine Welle wie in der unten stehenden Zeichnung gezeigt,
langsamer propagiert als die andere (die rote). Es entsteht eine Phasenverschiebe-
ung, die bei A/4-Plittchen gerade eine viertel Wellenlange ausmacht. Das Licht ist
dann zirkular polarisiert.

schnell

v langsam

N N X
(>"V /

Abbildung 4.14.: Wellen in einem A/4-Plattchen

Ist der Gangunterschied /2, wie in der oben stehenden Zeichnung, dann wird die
Polarisationsrichtung um 7/2 gedreht.

Wir beschreiben koharentes Licht durch die Gleichung

E(x,t) = Eye'® " ==t=9) (4.4.6)

wobei Eq - k = 0 ist (Transversalitiat) und Eq die Polarisationsrichtung angibt. ¢
ist die Phase, die die Anfangsbedungung am Ort 0 und zur Zeit 0 angibt.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir k = (k;0;0) setzen. Dann ist
E, = (0; E,; E,) die moéglichen Polarisationsrichtungen. Der Vektor des elektri-
schen Feldes hat also nur Komponenten in die y- und die z-Richtung.

Unser dichroitisches Pléttchen habe die schnelle Achse (Brechungsindex ny) ent-
lang ¢ und die langsame Achse (Brechungsindex ny) entlang 2z’ und die Dicke /.
Die z-Achse sollen iibereinstimmen. Das gestrichene Koordinatensystem sei um
den Winkel o gegen das ungestrichene verdreht. Dann ist
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=z
y' = ycos(a) — zsin(a)
2/ = ysin(a) + z cos(a) (4.4.7)

Fiir Licht mit einer beliebigen Polarisation und einer Ausbreitung entlang der x-
Achse muss das elektrische Feld auf das gestrichene Koordinatensystem projiziert
werden. Am Anfang des Plattchens sei zudem die Phase ¢ = 0. Wir bekommen
dann

E, = FE,cosa— E,sina
E,=E,sina+ E,cosa (4.4.8)

Die Feldkomponente mit der Polarisation F,, breitet sich mit der Geschwindigkeit
¢1 = ¢/ny aus, die Polarisation F,, mit der Geschwindigkeit ¢y = ¢/ny. Damit sind
die Wellenlingen der Polarisation entlang ¢/ A} = \/n; = 2% = 27

- = 7= und entlang z
ni 1
Ao =A/ng = k% = % Fir die k gilt dann

k’l = nlk

Die Laufzeit durch ein Plattchen der Dicke ¢ ist dann t; = ¢/c¢; = fng/c und
ty = l/cy = lny/c. Wir betrachten zu einer feststehenden Zeit (praktischerweise
t = 0) das Wellenmuster. Am Ausgang des Pléattchens haben wir

E /(& 0) — Eyleikﬂ _ Ey,einﬂcﬁ

Y

E.(,0) = Ee*t = B ek (4.4.10)

Der Phasenunterschied der beiden Wellen ist die Differenz der Argumente der
Exponentialfunktion, also ¢(¢)(ny — ny)kf Wir kénnen also auch schreiben

Ey’ (6, 0) — Eyleimké
E.(€,0) = E,emkteio®) (4.4.11)

Wenn wir den gemeinsamen Faktor abspalten, dann wird die z’-Komponente gegen
der y/-Komponente um ¢(¢) phasenverschoben. Diese neuen Polarisationen miissen
wir auf das z,y, z-Koordinatensystem mit

:x,

=y cos(a) + 2’ sin(a)
= —y'sin(a) + 2’ cos(a) (4.4.12)

ISEEENSINE S
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projizieren. Damit ist

E,¢)\ ([ cosa sina
E.(¢) )]  \ —sina cosa
[ cosa  sina E,
~ \ —sina cosa E,e®)
G2 g E,
) ( o _eoor )| B (4.4.13)

B cosa  sSin« eie(0)/2 0 cos —Ssin« E,
|\ —sina cosa 0 —ei?0)/2 sina cosa E,

Ausmultipliziert erhalt man fiir die Matrix

cosa  sSin«
—sina  cos o

/2 cos? o + e /2 gin2 o sin av cos (7?02 — 719(0)/2
sin o cos a(e?0/2 — e71¢(0)/2)  ie(0)/2 gin? o 4 7 0/2 cos? o (4.4.14)

oder (nur fir die Matrix)

6iqﬁ(ﬁ)/Q 1+cos2a 4 €7i¢(€)/2 1—cos 2« sin 2« (eigb(f)/Z _ 67i¢(£)/2)
sin22a (zi¢(€)/2 _ 67i¢(£)/2)2 eiqﬁ(@)/%l—cgs 2a + e—i0(0)/2 1+cgs 2a (44 15)

Wir vereinfachen und erhalten die Matrix

iB(0)/2  o—id(0)/2 . i9(0)/2_o—id()/2 . i6(0)/2_—id(0)/2

( % + i cos 20 ——5—— isin 2o ———=4—-—"
. ib(0)/2 _—id(0)/2 cid(O)/2  g—id(0)/2 . ib(0)/2_o—id(0)/2
7 S1n 204# T 7 COS 204#

(4.4.16)
und erhalten

( B,(0) ) )
E(0) )
< cos(p()/2) + icos2asin(¢p(l)/2) isin 2asin(¢(¢)/2) >
isin 2asin(¢(0)/2) cos(¢p(€)/2) — icos2asin(¢(l)/2)
E
E,
[2)
(4.4.17)

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass o = 7/4 und ¢(¢) = /2 ist. Die obige

Matrix wird dann
E,
> ( P ) (4.4.18)

—
&
N N
=SS
~
Il
—
Sl
Sl

oder
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< g”gg ) - 55 ( 1 i ) < gy ) (4.4.19)

Eine Lichtwelle, die nur in y-Richtung polarisiert ist, wird zu einer Welle, die sowohl
in die y wie auch in die z-Richtung polarisiert ist, aber mit einem Phasenfaktor
von 7 /2. Die Wellengleichung ist dann

E,(x,t) = E, cos(kx — wt)
E.(z,t) = E, cos(kx — wt — /2) = E, sin(kx — wt) (4.4.20)

Diese Art Wellen heisst zirkular polarisierte Welle. Es gibt zwei Arten von Wellen,
mit rechtslaufigem und linkslaufigem Drehsinn. Ein dichroitisches Objekt, dass die
obigen Eigenschaften hat, heisst A/4-Plattchen.

schnell

¥ langsam

(> /

Abbildung 4.15.: Wellen in einem A/2-Plattchen

Der zweite wichtige Spezialfall ist & = 7/4 und ¢(¢) = 7. Die obige Matrix wird

dann
( gy% ) N ( (2 é ) ( gy ) (4.4.21)

Licht mit einer Polarisationsrichtung in y-Richtung wird in Licht mit einer Pola-
risationsrichtung z tberfithrt. Eine solche Anordnung heisst A/2-Plattchen. Zwei
A/4-Pléttchen hintereinander geschaltet haben die gleiche Wirkung. Anwendung:
optisches Lesesystem in CDs.

s 4.4.5. Beschreibung der Polarisation

(Siehe Pérez, Optik | , pp. 310-319])
Wir wollen in diesem Abschnitt mogliche Darstellungen des Polarisationszustandes

des Lichtes beschreiben. Die Darstellung in diesm Abschnitt und den folgenden
Unterabschnitten folgt Perez | ].

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass Licht sich
entlang der z-Achse in einem kartesischen Koordinatensystem ausbreitet. Licht
wird dann durch
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121 4.4 Polarisation

E(z,t) = E (x,t)+ E,(z,t)
= E, e, cos (kyz —wt —¢,) + E, g€, cos (k.o —wt — ¢,) (4.4.22)

mit &, dem Wellenvektor der Welle mit einem elektrischen Feld in die y-Richtung.
k., ist analog definiert. Durch eine Verschiebung der Zeitachse kann erreicht werden,
dass ¢, = 0 ist. Nur die Differenz der der Phasen ¢ = ¢, — ¢, = —¢, ist relevant.
Gleichung (4.4.22) lautet dann

E(z,t) = E,(x,t)+ E,(z,t)
= E, e, cos (kyz — wt) + E, ge, cos (k,x —wt + ¢) (4.4.23)

Mit dem Additionstheorem cos(a + ) = cos avcos § — sin acsin 3 erhalten wir

E(z,t) = Ey(x,t) + E.(z,t)
= Ey o€y [cos (kyz) cos (wt) + sin (k) sin (wt)]
+ E. pe. [cos (k.x) cos (wt — ¢) + sin (k.x) sin (wt — ¢)] (4.4.24)

Wir konnen die Welle aus Gleichung (4.4.24) an irgend einem Ort untersuchen,
z.B. bei x = 0. Dann lautet Gleichung (4.4.24)

E(0,t) = E,(0,t) + E,(0,t) = E,oe,cos(wt) + E,pe, cos (wt — ¢) (4.4.25)

Gleichung (4.4.25) beschreibt eine Ellipse. Die folgende Abbildung 4.16 zeigt ver-
schiedene Kurven als Funktion der Phasenverschiebung ¢.

Polarisationsellipse
15 .

@=0.007

N ¢=0.33m

1.0 4 N @=0.50m

/ / K\ @=067m

0.5 / / / x @=1.001t
/

EN 0.0 /
] ’ / /l
¥

-15 :
-15 -1.0 -0.5 0.0 O. 1.0 15
E./a.u.
Abbildung 4.16.: Gezeigt wird die Abhéngigkeit von der Phase ¢. Die Werte sind

w=1,E,,=08und E,, =1.2.

-0.5

-1.0

S

Im Laborsystem ist die Ellipse durch
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E,(t) = E,qcos (wt) E.(t) = E.cos (wt — ¢) (4.4.26)
und

E,(t) E.(t) _ ,

Eyo cos (wt) By cos (wt) cos (¢) + sin (wt) sin (¢) (4.4.27)

beschrieben, wobei ein Additionstheorem fiir den cos angewandt wurde. Wir setzen
cos(wt) in die zweite Gleichung ein und erhalten

E.(t) _ E,(t) cos (¢) + /1 — cos? (wt) sin (¢)

EZ,O Ey,O
E E2(t
= Eyy(f)) cos (¢) + |1 — Egjj(,o) sin (¢) (4.4.28)
E.(t)  E,®) B Ej(t)
B éy,o cos (@) = |1 — B2, sin (¢)

und

(E;(? — EEyy(tO) cos (¢))2 = (1 — EE%Z)) sin? (¢) (4.4.29)

Wird die Gleichung (4.4.29) neu geordnet, bekommen wir

EX(t) | E5(t) E.(t) Ey(t) E;(t)
2 L2 cos? (¢) — 2L L cos (@) = sin” (¢) — —4— sin® (¢) (4.4.30)
Ez2,0 Eio Ez70 Ey,O E;U
Ey(t)  E2(t) L E.(t) Ey(t)
i’ 2t — 2L cos (@) = sin® (@) (4.4.31)
E EZ, E.o Eyo
Nach Bronstein | , p- 212, Kurven 2. Ordnung] kann bei einer Kurve vom

Typ az? + 2bxy + cy? = f der Typ der Kegelschnittkurve bestimmt werden, wenn
die folgenden Kennzahlen berechnet werden:

a b O 0 b
A=1lb ¢ 0 0= b S=a+c (4.4.32)
00 —f “

berechnet werden. Fir A # 0, 6 > 0 und A - S < 0 beschreibt die Kurve eine
Ellipse. Wir haben mit den Koeffizienten aus Gleichung (4.4.31)
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123 4.4 Polarisation

E% Ecos%i)) 0
o0 v,0E2,0 ind
A = cos(qS) % 0 = —M (4433)
Ey,0E:0 EZo E; oEZ
0 0 —sin?(¢) o
1 cos(¢) . 9
E? Eyo0E:0 Sin ((b)
5 — y,0 Y, ’ = —— (4434)
cos(¢) 1
Byoboo 2, Eg,oEzz,o
1 1
gL (4.4.35)
Ejo  EZg

Da alle Koeffizienten reell sind, haben wie fiir ¢ # 7n, n € Z die Beziehungen
A<Ooder A#0,6>0und S - A <O.

Ausser fir ¢ # mn, n € 7Z beschreibt das allgemeine elektrische Feld E(t) ei-
ne Ellipse. Das heisst, dass es moglich ist, diese Ellipse auf ihre Hauptachse zu
transformieren. Eine Ellipse wird in ihrem Hauptachsensystem durch

EY Ej _

Sty =1 (4.4.36)

beschrieben, wobei a die Lange der grossen Hauptachse und b die Lénge der kleinen
Hauptachse ist, also mit |b/a| < 1. Das Vorzeichen von ¢ gibt den Drehsinn des
elektrischen Feldes.

Fir ¢ = mn, n € Z haben wir lineare Polarisation, das heisst nach (4.4.31)

Ey1) | B2 B EB(t) <Ey<t> Ez<t>>2
EZ,O Eg,o Ez,O Ey,O
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N

/Al \Ii,o
a ,// P ’/’
L lp .Y
4’, S / //

Abbildung 4.17.: Koordinatensysteme zur Berechnung der elliptischen Polarisa-
tion. Das Laborsystem wird mit kleinen (roten) Buchstaben be-
zeichnet, das Eigensystem der Ellipse mit grossen (schwarzen)
Buchstaben. Die weiteren Variablen werden im Text erklart.

Im Folgenden wollen wir die Darstellung der vom elektrischen Feld abgefahre-
nen Ellipse in ihrem Hauptachsensystem und im Laborsystem vergleichen. Das
Laborsystem wird durch die Einheitsvektoren e, und e, aufgespannt, das Haupt-
achsensystem durch ey und eyz. In den beiden Systemen lauten die Gleichungen
fir die Ellipse (siehe auch Abbildung 4.17)

E,(t) = E,ocos (wt) Ey(t) = acos (wt + ¢a) (4.4.38)
E.(t) = E,cos (wt + ¢) Ez(t) = bcos (wt + ¢pa + ¢) (4.4.39)
FErabor(t) = Ey(t)e, + E.(t)e,  Eps(t) = Ey(t)ey + Ez(t)ey (4.4.40)

mit e, - e, = 0 und ey - ez = 0. Die Intensitat, gemittelt iiber die Zeit ist

o = (K |Brar >|2> - K% [ B, + Ea(e) a
w [/
K%/ (B,( (%) dt
K%/ ( 2o cos” (wt) + EZ cos® (wt+¢))dt
- K% (Ejo7T E%Z) = 12{ (B2, + E2,) (4.4.41)
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125 4.4 Polarisation

]HS = <K |EHS = 2 / ey + Ez< ) ) dt

- K% /OQW (Ey(t)2 + EZ(t)Q) dt

27 Jw
— K / (a2 cos? (wt) + b* cos? (wt + qb)) dt
2m
— i 27T X _ 5 2 2
=Ko <a ~+b w) =3 (a® +0?) (4.4.42)

Dabei ist K eine (vom Einheitensystem abhéngige) Konstante.
Also haben wir die Beziehung
21

= a’+ b = E2 + E2, (4.4.43)

Im Hauptachsensystem lautet die Ellipsengleichung

ES(t) | EZ()
1= 2 + 2 (4.4.44)
Diese transformieren wir jetzt in das Laborsystem mit der Drehmatrixz
[ cos(y) sin(v)
A= (_ sin(e))  cos(1)) (4.4.45)

Damit haben wir die Beziehungen

(B)=4(2)= () 20) ()
~ {5 2 B,

Wir setzen nun Gleichung (4.4.46) in Gleichung (4.4.44) ein und erhalten

E? COS2<¢) 2E,E, sin(v) cos(v) N E? sin? (1)

a? a? a?
EZsin®*(¢))  2E,E.sin(¢) cos(y))  E?cos?(1

Wir fassen &hnliche Terme in Gleichung (4.4.47) zusammen und konnen diese
Gleichung so mit Gleichung (4.4.31) vergleichen

E? cos®(v) N E?sin? (1) N E? sin®(y) N E? cos* (1)

a? a2 12 72
+2E,E, sin(y) cos() (;2 — le) —1 (4.4.48)

E2(¢ E2(¢ B.(4) B, (t |
b%( 0) Jzz’;o) —2 E( : 5 ) cos (¢) = sin® (¢) (4.4.49)

2,0
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Der Vergleich der Gleichungen (4.4.48) und (4.4.49) ergibt die Beziehungen

1 cos?()  sin?(v)
; 2, —
Koeffizient von E: B, | @ + B (4.4.50)
, 1 sin?(¢))  cos?(v)
Koeffizient von E?: B s’ () ==t p (4.4.51)
1 1
Koeflizient von E,FE.: sinz(cc;SO)Sé@OE Nl cos(1) sin(v)) (a2 - I)2> (4.4.52)
y,0 8z,

Die Addition von Gleichungen (4.4.50) und (4.4.51) ergibt

7E§,0 + —Eio = sin” (¢) (cos (v) + sin (w)) <a2 + 172)
1 1
—— + = 212 2 2 219
sin? (9) = 0 = “f (fy’oth’g) - (4.4.53)
a? + b2 Ey,OEz,O ((l +b ) Ey,OEz,O

wobei Gleichung (4.4.43) verwendet wurde. Weiter erhalten wir aus Gleichung
(4.4.53) mit Gleichung (4.4.43)

+ab= E,oE,osin (¢) (4.4.54)
+ab b b E,oE,si
2? == 2a 2::t = se ,20ISIH(¢)
Ey OEZ()SID (qb) EZO S ((b) <4 4 55)
3 4.
ES,OES,O 1+ 530
y,0

Wir definieren nun die Winkel (siche Abbildung 4.17) mit Hilfe der Amplituden

E.o b
t == t =t 4.4.56
an (7) By an () == - (4.4.56)
Weiter verwenden wir die Identitat | ]
2t 2 sin o 2i
Y Zema . ZARCTE i (2a) (4.4.57)
l+tana 14 322 sin a + cos? a
und erhalten mit der Gleichung (4.4.55) multipliziert mit 2
2t 2t
) 20 (o)
1+tan®(n) 1+ tan®(y)
sin (2n) = sin (2v) sin (¢) (4.4.58)

Eine weitere Beziehung gewinnen wir aus Gleichung (4.4.52) (mit sin(2«) = 2 sin « cos «)
und Gleichung (4.4.54)

126 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



127 4.4 Polarisation

cos(9) _ 1 sin (20) b — a? _cos (¢) EyoFE-o
S () E, 0B 2 aZb? aZb?
2 E,F,
sin (24) = Coséf)_ o (4.4.59)

Wir suchen ¢(E, o, E. o, ¢). Dazu miissen noch a und b? eliminiert werden. Wir
haben

21 2 _ 2
= 2la* =D
aQ—bQZ%(cﬂ 62> :7a2 g
% Ka*+b
o2 —Z—z_gl—tanz(n)
CK14+% K 1+tan®(n)
T, a2
= f(COS (n) — sin (7})) = 7 cos (27m) (4.4.60)

Andererseits folgt aus der Definition von v und mit sin? o = tan? a/(1 + tan® )

Eyosin(7) = E.cos (7)
1
= E,osin®(y) = E,gsin () cos (7) = §Ez70 sin (2)

sin (2) 2Eypsin® () 2B, tan®(v) 2By, E52
E. o E.o 1+ tan (7) E.o 14+ Egz
2F,  E? 2E,0E,
_ y2,0 20 = y0=20 (4.4.61)
E., (E%O + Ez,O) K

Weiter ist mit den Gleichungen (4.4.58) und (4.4.61)

21 21 I
2 12 : : :
a®— b= 7 ¢os (2n) = e \/1—sin?(2n) = oY% \/1 — sin? (2) sin? (¢)

21 2E,0F.0\" . 2 .
- K \l L— <yg[> sin® (¢) = 2 e ol2sin® (¢)
K

2
- \/<E§0 * EEO) —AE] E2sin® (¢) (4.4.62)

Damit lautet Gleichung (4.4.59)
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2 E, o E, E, o E,
sin (Qw) — COS (?) 52,0 ,0 _ IQCOS (gb) y,0 ,0
@ 1o — EjoEZosin’ (¢)
_ 2cos (¢) EyoE. (4.4.63)
- : 4.
\/ (B2 + E2y) — 4E2E2sin® (¢)
und mit Gleichung (4.4.43)
cos? (¢) £ o EZ
cos (2¢) = /1 —sin® (2¢)) = |1 — 5 R
7wz — By oLz osin (®)
I2 2 12 l(EQ +E2>2— 2 2
o K2 Ey,OEz,O . 4 y,0 z,0 v,0~2,0
= 2 B - P)
i = EjoB2osin (6) N\ 1 (B2, + B2))" — E2,E2,sin? (9)
| Eyo +2B7 B2 + Efy — 4B B2
(E2y+ E2,)" — 4E2,E2,sin? (9)
2
_ (30 — E20)
(E2y+ E2,)" — 4E2,E2,sin (9)
— Eg; — P (4.4.64)
\/(Eio -+ Eio) — 4EZ70E§70 Sin2 (¢)
Aus den Gleichungen (4.4.63) und (4.4.64) bekommen wir
2cos (¢) EyoE.
tan (2¢) = — (4.4.65)
Ejo— EZg

Damit sind alle Parameter in der Abbildung 4.17 bestimmt.

2

Ao 4.4.5.1. Poincaré-Kugel

(Siehe Pérez, Optik [ , pp. 316-317])

Wir haben eine Lichtwelle, die durch das elektrische Feld £, ; entlang der y-Achse,
E, o entlang der z-Achse und durch die Phase ¢ bestimmt ist. Da die y-und z-Achse
orthogonal sind, kann man fiir die Gesamtintensitéit nach (4.4.41) auch schreiben

KE?, KE2, K
[=1I,+1, = 2%“ +—5 0 — 5 (EZo+ E2,) (4.4.66)

Dies ist der erste von drei Parametern nach Poincaré | , Kapitel 12]. Als zwei-
ten Parameter verwendet Poincaré den Winkel ¢ = Z(e,, ey ), also die Drehung der
Ellipse. Der dritte Parameter ist tan(n) = +b/a, also das Verhéltnis der Haupt-
achsen des vom elektrischen Felde beschriebenen Ellipsoids. Wegen [b/a| < 1 ist
auch |n| < /4.
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129 4.4 Polarisation

Q

Abbildung 4.18.: Darstellung des Polarisationszustandes auf der Poincaré-Kugel

[Poi92].

Poincaré hat deshalb die folgenden drei Parameter definiert (siehe auch Abbildung
1.18):

Q) = I cos (2n) cos (2¢) (4.4.67a)
U = I cos (2n)sin (2¢) (4.4.67b)
V = Isin (27) (4.4.67c)

Die Definitionsbereiche der Winkel sind 0 < ¢ < 7 (die Ellipse ist symmetrisch
um die grosse Hauptachse) und —7/4 < n < 7/4. Damit spannen die Gleichungen
(4.4.67) eine Kugel auf.

Jeder Polarisationszustand zu einer Welle mit der Intensitdt I wird durch einen
Punkt auf oder innerhalb der Kugel reprasentiert.

Weiter gilt:

[=/Q2+ U2+ V2 (4.4.68)

Welche Zustéinde gibt es auf der Poincaré-Kugel? Dazu schreiben wir mit Gleichung
(4.4.66) die Gleichungen fiir sin(2¢)) (4.4.63), fur cos((2¢) (4.4.64) sowie fiir sin(2n)
(4.4.58) und cos(2n) auf die Variablen I, I, und ¢ um. Wir brauchen dazu noch
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Gleichung (4.4.56) und den ersten Teil von Gleichung (4.4.58).

Ez,()

_ 2 tan (n) 2Ey 2E,0E. 24\/1,1.
sin (29) = T~ (2 = —5 =E2y°E2 =7 (4.4.69)
+ tan® (1) 1+ 252 w0 T £yo y T 1z
y,0
24/1,1I,
sin (2n) = sin (27) sin (¢) = T sin (¢) (4.4.69b)
y z

-2 _ %SHIQ
cos (o) = /1 s (21) = Jl_ e o

Y

Uy + L) =4l Lsin? (6) /(L — L)* + 41,1 cos? (¢)

_ = 4.4.69
I, + 1. I, +1. (4.4.65c)
n (20) 2 cos (¢) Ey0E. 2cos () \/ 1yl
sin = -
(B4 B2) —aB2 B2 gsint (9) V(T + )" = AL, s (6)
2cos (@) /1,1,
= (@) Vv (4.4.69d)
VU = L) + 41,1 cos? (¢)
E2, — E? I, - L
cos (21) = y’s %0 — 2y —
\/ (E2o+ E2y) — 4E2,E2sin? (¢) VI + 1) = 41,1 sin? ()
I, —1
= Lz (4.4.69¢)
VI, — L) + 41,1 cos? (¢)
Setzen wir (4.4.69) in (4.4.67) ein, erhalten wir
Q=1,- 1L (4.4.70a)
U=2,/I,1,cos(¢) (4.4.70b)
V =2,/1,1,sin(¢) (4.4.70c)
Polarisation I, I, ) Vektor (Q,U,V)/I
Linear in y I 0 0 (1,0,0)
Linear in 2 0 I 0 (—1,0,0)
Linear 45° ]/2 ]/2 0 (0, 1, 0)
Linear —45° I/2|1/2 |7 (0,—1,0)
Zirkular links | [ I /2 (0,0,1)
Zirkular rechts | I I —m/2 | (0,0,-1)

Tabelle 4.2.: Ausgewahlte Zustinde auf der Poincaré-Kugel.
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131 4.4 Polarisation

4.4.5.2. Stokes-Parameter Is

g

S
(Siehe Pérez, Optik [P¢ér96, pp. 316-317])

Die Grossen ), U und V einer vollstindig polarisierten monochromatischen Licht-
welle konnen durch die Messung mit verschiedenen Polarisatorstellungen bestimmt
werden.

,
) Mxy/ ‘E/ N

Lichtquelle Analysator ~Detektor

Abbildung 4.19.: Messung der Stokes-Parameter.

Wie Abbildung 4.19 zeigt braucht man zur Messung der Stokes-Parameter einen
drehbaren Analysator, eine drehbahre Verzogerungsplatte, bevorzugt eine \/4-
Platte und einen Detektor. Sei o der Winkel der Polarisationsebene des Analy-
sators zur y-Achse, 5 der Winkel der \/4-Platte zur y-Achse. Wir messen nun die
Intensitédten bei o« = 0 und 3 = 0, also Iy, bei a = 7/4 und 3 = 0, also I 40, bei
a=m/4und = 7/4, also I;/s /s, bei @« = 7/2 und B =0, also Is0, @ = 37/4
oder, was dquivalent ist bei & = —7/4 und 3 = 0, also I_, /4 und schliesslich bei
a=—r/4und f=7/4, also I_rs /4.

Wir setzen die Welle als

i @
2

E,(t) = E, o E.(t) = E.ge ' (4.4.71)
wobei angenommen wurde, dass die Welle monochromatisch sei. ¢ gibt die relative
Verzogerung der z-Komponente im Vergleich zur y-Komponente an.

Wir verwenden fiir das A/4-Pléttchen (¢ = 7/2) die Gleichung (4.4.27). Eine um
den Winkel § gedrehte Verzogerungsplatte wirkt auf die komplexen Wellen in die
y- und die z-Richtung wie

Ez,/ _ [cos (%) + i cos(2) sin (%) isin(20) sin (%) E,
E isin(2/3) sin (%) Ccos (%) — i cos(2/3) sin (%) E.
(4.4.72)
Ein Polarisator im Winkel a erzeugt eine Welle mit dem FE-Feld
|E| (o) = E"(a,t) = E; cos(a) 4 E. sin() (4.4.73)

wobei £, und E, komplexe Amplituden sind. Es ergibt sich dann nach einer Rech-
nung (siehe Abschnitt A.1 im Anhang)
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K
a=70 5:0 IOO—2
T K
= — :O Iﬂ_ = —
Q 9 5 /2,0 5
T K
= — =0 I = —
«Q 4 B /4,0 1
L L
2 2
T K
= —— =0 I_. = —
«Q 4 5 /4,0 1
& I
2 2
T K
= - = 4 7r /4 =
a 4 B 7T/ /4,7 /4 1
& I
2 2
T K
= = 4 ]771' /4 =
Q 4 & 7T/ /4,7 /4 1
]7y I
2 2

Die Stokes-Parameter I, @), U und V' bekommen wir nun mit

I'=1,+1 =1+ Irp0
Q = [y — I, = Io,o - [71'/2,0

U=2\/1,1.cos(¢) = Injsnia— I njaxa
V=2 \/I,1.sin(¢) =1_r/10— Ir/ap

L1, sin (¢)

1,1, sin (¢)

1,1, cos (o)

(4.4.74)

(4.4.75)
20— 2E,0E. ¢ Sin(¢))
(4.4.76)
+ E20 + 2Ey,OEz,0 Sln(gb))
(4.4.77)
(4.4.78)

—2E,0E,, cos(gb))

JE cos (¢)

(4.4.79)

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, durch die Messung der Intensititen bei ver-
schiedenen Polarisationsrichtungen den Polarisationszustand zu bestimmen (siehe

z. B. Hecht | ] oder Born und Wolf | 1)
Miller 1948 | | schlug vor, die Stokes-Parameter als Vektoren zu schreiben,
also
I
_ | @
S = e (4.4.84)
v
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133 4.4 Polarisation

Damit werden ausgewéhlte Polarisationen (siche auch Tabelle 4.2) geschrieben:

Polarisation Stokes-Vektor || Polarisation Stokes-Vektor
1
-1
0
0

—_

Linear in y Linear in z

—_

Linear 45° Linear —45°

Zirkular links Zirkular rechts

—_ O O O, O OO
|
—_

—1
Tabelle 4.3.: Stokes-Vektoren fiir ausgewahlte Polarisationszustéinde.

Schliesslich verwendet man noch die Definition fir den

Polarisationsgrad

. VQ?+U? + V2

; (4.4.85)

Die Polarisation von Licht und deren Modifikation durch A/4 und \/2-Platten wird
héufig mit Stokes-Vektoren und Miller-Matrizen beschrieben | , Abschnitt
9.5].

Die Messung des Polarisationszustandes Abbildung 4.19 fiir teilpolarisiertes Licht
kann mit Miillermatrizen und Stokes-Vektoren berechnet werden. Dies ist im An-
hang, Absatz A.2 beschrieben. Miillermatrizen werden im Unterabschnitt 4.4.6
besprochen.

4.4.5.3. Beschreibung der Polarisation durch Jones-Vektoren und
Jones-Matrizen

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 544]) (Siehe Pérez, Optik | , pp. 317-319))
Die Anderung der Polarisation von koharentem Licht beim Durchgang durch Pola-
risatoren oder doppelbrechende Materialien kann mit Jones-Vektoren und Jones-
Matrizen beschrieben werden. Jones-Vektoren und Jones-Matrizen sind eine Ver-
allgemeinerung der obigen Rechnung. Formal lauft dies darauf hinaus, dass wir
den Ausgangszustand als Vektor beschreiben und auf ihn die Operatoren der po-
larisationséndernden Objekte anwenden.

Aus der Darstellung im vorhergehenden Kapitel geht hervor, dass nur die y- und
die z-Richtung die Polarisation beschreiben. Wir kénnen also Zweiervektoren ver-
wenden. Weiter soll die Phase der Welle als komplexe Zahl dargestellt werden.
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Schliesslich normieren wir die Lénge des Vektors auf 1. Eine Welle polarisiert in

die y-Richtung wird also durch den Vektor

A, — ( ; ) (4.4.86)
dargestellt. Rechtszirkular polarisiertes Licht wird durch
1 1
A — _ 4.4.87
=) e
beschrieben.
Jones-Vektoren Beschreibung
A, = ( (1) ) Linear polarisiert in y-Richtung
A, = ( (1) ) Linear polarisiert in z-Richtung
Ar = % ( _12 ) Rechtshandig zirkular polarisiert
A, = % < 1 ) Linkshéndig zirkular polarisiert

Polarisationen in andere Richtungen kénnen durch die Anwendung von Drehma-
trizen berechnet werden. Die Drehung aus dem Koordinatensystem g, z nach ¢/, 2/

wird durch

y' = ycos(a) — zsin(a)
2" = ysin(a) + z cos() (4.4.88)

beschrieben. Die Drehmatriz lautet also

( cos(@) — sin(a) ) (4.4.89)

R (o) = sin(a)  cos(«)

Ein um den Winkel « zu y-Achse linear polarisierter Strahl wird durch

A(a) = R(a)A, ( Z?r?((g)) ) (4.4.90)

beschrieben. Ein linearer Polarisator in y-Richtung wird durch

P, - ( - ) (4.4.91)

beschrieben. Die Wirkung eines um den Winkel o gedrehten Polarisators kann
berechnet man, indem man das Koordinatensystem um —a dreht, den Polarisator

in der y-Ebene anwendet und mit « zurtickdreht.
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135 4.4 Polarisation

P(a) = R(a)P,R(—0) | (4.4.92)
(Gt (] 8>(f:f§<;> )
(ol e ) (o )

_ ( cos*(a) - cos(a)sin(a) ) (4.4.93)

cos(a) sin(«) sin?(a)

a)
)
)
)

Die Jones-Matrix des linearen Polarisators in die z-Richtung lautet also

:Pwmy:<82> (4.4.94)

Die zirkulare Polarisation wird durch die beiden homogenen Polarisatoren Pz und
P, erzeugt.

1/ 1 i
PR_2<_i1> (4.4.95)

1(1 —i
Pﬁ_z(@ 1)

Das \/4-Plattchen mit der schnellen Achse entlang der y-Richtung wird durch

i 1 0 1 ~(1 0
Pyuy=e /4<0 _i>:\/§(1+l)<0 —i) (4.4.96)

Mit der Gleichung (4.4.17) hatten wir ein schrig stehendes \/4-Plattchen berech-
net. Die Gleichung ist aber allgemeiner: sie beschreibt ein Verzogerungselement
von ¢ gedreht um « zur y-Achse.

PVZ(OZ, Cb) =

< cos(p(£)/2) + icos2asin(¢(f)/2) isin 2asin(¢(0)/2) >
isin 2asin(¢(¢)/2) cos(¢p(f)/2) — icos2asin(¢(l)/2)
(4.4.97)

Das Verzogerungselement mit der schnellen Achse parallel zur y-Achse ist durch

ei®/2 0
PVZ,y - 0 e_iqg/g (4498)

gegeben. Die folgende Tabelle zeigt aus Gleichung (4.4.97) berechenbaren Elemen-
te.
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Jones-Matrix Bedeutung
Py = €™/ < L0 > A\/4-Plattchen mit der schnellen
’ 0 —i .
Achse in y
Py, = e™* — 0 A\/4-Plittchen mit der schnellen
’ 0 1 )
Achse in z
Pyi(a) = R(a)Py/ayR(—0) A/4-Plattchen mit der schnellen

Achse gedreht um « beziiglich y

P2y = PrjayPirjay A/2-Plattchen mit der schnellen

B ( i 0 )
0 — Achse in y
Py2. =Pxrja.Prj. = < _OZ (2 ) A/2-Plattchen mit der schnellen
Achse in z
P)2(a) = R(a)Pyj2 R(—0) A/2-Plattchen mit der schnellen

Achse gedreht um « beziiglich y
Wenn ein Lichtstrahl mit der Polarisation A durch die Objekte Ty, Ts,..., T,
geht, ist die resultierende Welle

AEnde == TnTnfl o T2T1A (4499)

Mit den oben angegebenen Polarisations- und Rotationsmatrizen kénnen die meis-
ten Polarisationsprobleme berechnet werden.

4.4.6. Zusammenhang zwischen Jones-Matrizen und
Miiller-Matrizen

Jones- und Miiller-Matrizen sind miteinander verwandt. Die Darstellung in diesem
Abschnitt folgt | ] sowie auch | , , , , ,

|. Wir haben im Abschnitt tiber Jones-Matrizen gesehen, dass die Wirkung
eines den Polarisationszustand verdndernden optischen Bauelements durch Ma-
trizenmultiplikationen beschrieben werden kann. Analog dazu kann allgemein ge-
schrieben werden, dass ein Bauelement, das den Stokes-Vektor S5 in den Stokes-
Vektor S5 uberfithrt, durch eine Miiller-Matrix beschrieben ist.

I, My My Mg My I
QZ M21 M22 M23 M24 Ql
S, =MS; ode = ' ' ' ' 4.4.100
2 vooder i = My Mys My My | |n | (44100
Vo My Myo Mys Mya Vi

Zum Beispiel sind nach Tabelle 4.2 die Stokes-Vektoren fiir Licht mit der Intensitat
I und vollstandiger Polarisation in die y- oder die z-Richtung gegeben durch

I I
S, = é und S, = _OI (4.4.101)
0 0

Ein \/2-Plattchen mit der schnellen Achse 45° verkippt zur y-Achse bewirkt diese
Transformation. Eine minimale Miillermatrix (die die zirkuldren und £45°-Anteile
vernachléssigt) wére dann
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M) 4574 =

o O O
oOKR OO
< O OO

(4.4.102)

Die z und y kénnen nicht aus unserer Bedingung abgeleitet werden. Eine genauere

Rechnung zeigt, dass z = 1 und y = —1 ist.

Die Umrechnung einer Jones-Matrix P (bei |
trix M geht nach |

mit

| folgendermassen:

M=APRP)A!

OO = =

] J genannt) in eine Miillerma-

(4.4.103)

(4.4.104)

® ist das Kronecker-Matrix-Produkt oder das dussere Produkt (Siehe Anhang

Abschnitt B.9).

Durch Anwendung dieser Transformation erhalten wir die Miillermatrizen

Bedeutung

o O O

A/4-Plattchen mit der schnellen
Achse in y

OO = OO0 OO

A/4-Plattchen mit der schnellen
Achse in 2

A/4-Pléattchen mit der schnellen
Achse gedreht um « beziiglich y

S O O =

A/4-Plattchen mit der schnellen
Achse 7/4 zur y Achse

Miiller-Matrix
1
0
0
1
0
M}\/4 z O
0
M)\/4<Oé) =
M)\/4,7r/4 =
M)\ /4,—r/s =

SO = O oo OO

o O

A/4-Pléattchen mit der schnellen
Achse —7/4 zur y Achse
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Miiller-Matrix Bedeutung
10 0 0
01 0 O . :
My /2,y = 00 -1 0 A/2-Plattchen mit der schnellen
00 0 -1 Achse in y
10 0 0
01 0 O . :
M, /2. = 00 -1 0 A/2-Pléattchen mit der schnellen
00 0 -1 Achse in z
1 0 0 0
M, 2(cr) = 0 098(460 sinda) 0 A/2-Plattchen mit der schnellen
0 sin(4a) —cos(4da) 0 -
Achse gedreht um «a beziiglich y
0 0 0 —1
1 0 0 0
0 -1 0 O . .
M, /2,574 = A/2-Pléattchen mit der schnellen
0 010 Achse 7/4 zur y Ach
0 0 0 —1 chse /4 zur y Achse
1 0 0 0
0 -1 0 O . :
M) /o /s = A/2-Plattchen mit der schnellen
00 10 Achse —7/4 zur y Ach
00 0 —1 chse —7/4 zur y Achse
Miiller-Matrix
1 0 0 0
M,y (5. ) 0 sin?(2a) cos(d) + cos?(2a) sin(4a) sin? (%) sin(2a) sin(d)
y &) =
v 0 sin(4a) sin? (%) cos?(2a) cos(d) + sin?(2a)  cos(2a) sin(d)
0 sin(2a) sin(d) — cos(2a) sin(0) cos(0)
Verzogerungsplattchen mit der Phasenverzogerung 6 und der schnellen Achse o zur y-Achse

Fir die Polarisatoren bekommt man
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Miiller-Matrix Bedeutung

1100
Mp, =1 (1) é 8 8 linearer Polarisator in y

0001

1 =100

-1 1 00

o l . . .

Mp. = 3 0 0 00 linearer Polarisator in z

0 0 01

1 cos(2a)  sin(2a) 0
2 1
Mp(a) = 3 cos(2a) f‘)? (20) 3 .Slgl (da) 0 linearer Polarisator gedreht um «
2| sin(2a) 5sin(4a) sin®(2a) 0 .1
2 beziiglich y
0 0 0 1
1 010
Mp /4 = % (1] 8 (1) 8 linearer Polarisator /4 zur y
000 1 Achse
1 0 -1 0
Mp _r/s = % _01 8 (1) 8 linearer Polarisator —7/4 zur y
0 0 0 1 Achse

4.4.7. Beispiele zur Polarisation

(Siehe Gerthsen, Physik [ , pp- 535])
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optische Achse

ordentlicher Strahl
——o0 —0 —0 ——

SRR
o

ausserordentlicher Strahl

i

a

Abbildung 4.20.: Aufspaltung eines Lichtstrahls in einem doppelbrechenden Ma-
terial wie Kalkspat

Abbildung 4.21.: Doppelbrechung in einem NaVO4Mn-Kristall (geziichtet von
A. Lentz, fotographiert von M. Pietralla). Gezeigt wird, dass
die drei Kristallrichtungen eines sechseckig scheinenden Kristalls
nicht dquivalent sind.

Viele Kristalle sind nicht isotrop. Es gib auch in diesen Kristallen Achsen, die eine
héhere Symmetrie aufweisen, als die anderen Achsen. Diese Achse wird Haupt-
achse genannt. Alle physikalischen Eigenschaften eines Kristalls, also auch die
optischen Eigenschaften, miissen die Symmetrie des Kristalls haben. Die physi-
kalischen Eigenschaften und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit sind in allen
Ebenen senkrecht zur Hauptachse isotrop. Dabei ist die Lichtgeschwindigkeit aber
von der Polarisationsrichtung des Lichtes abhangig. In Richtung der Hauptachse
ist die Lichtgeschwindigkeit unabhangig von der Polarisationsrichtung cq. Licht,
das sich senkrecht zur Polarisationsrichtung ausbreitet, bewegt sich ebenfalls mit
co, wenn der E-Vektor in Richtung der Hauptachse zeigt, die Polarisationsrich-
tung also senkrecht zur Hauptachse liegt. Dieses licht heisst ordentliches Licht.
Licht mit der anderen Polarisationsrichtung lauft im Kalkspat schneller, und zwar
mit ¢,, = 1.116¢y. Dieses Licht heisst ausserordentliches Licht. Wenn die Einfalls-
richtung dazwischen liegt, ist die Geschwindigkeit des ordentlichen Lichts immer
noch ¢y, die des ausserordentlichen Lichts liegt zwischen ¢y und cq,.

Die Wellenflichen des ordentlichen Lichts stammend von einer punktférmigen
Quelle sind also Kugelflachen, wiahrend die Wellenfléchen des ausserordentlichen
Lichts Rotationsellipsoide sind, deren Rotationsachse mit der Hauptachse parallel
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141 4.4 Polarisation

ist. Bei Kalkspat ist das Rotationsellipsoid abgeplattet, das Material heisst ein-
achsig negativ. Bei Quarz ist das Rotationsellipsoid langlich (die ordentliche Licht-
geschwindigkeit ist grosser als die ausserordentliche.). Man nennt Quarz deshalb
einachsig positiv.

Wenn Licht senkrecht auf eine Flache fallt, die schrag zur Hauptachse liegt, miissen
zwei verschiedene Konstruktionen verwendet werden:

o Kugelflichen beim ordentlichen Licht

« Rotationsellipsoide beim ausserordentlichen Licht. Die Rotationsachse liegt
schief zur Einfallsrichtung.

Da die resultierenden Fléchen Tangentenflichen sind, bleibt die Richtung des or-
dentlichen Lichtes senkrecht zur Oberfiiche, wahrend das ausserordentliche Licht
sich schrag weiter ausbreitet. Zur Berechnung des Lichtweges miissen Tensoren
verwendet werden.

Kitt

Kalkspat

ordentlicher Strahl

N

Abbildung 4.22.: Das Nicolsche Prisma, kurz Nicol, ist eine Anwendung der Dop-
pelbrechung zur Polarisation. Der spitze Winkel ist 68°, der ab-
geflachte Winkel genau 90°. Die optische Achse liegt senkrecht
zur Langsachse in der Bildebene. Das Nicol-Prisma entsteht aus
dem rechts gezeigten lénglichen Kalkspatkristall, der diagonal
geschnitten wird. Er wird mit einem Kitt, dessen Brechungs-
inder wie der Brechungsindex des ausserordentlichen Strahls
ist, wieder zusammengeklebt. der ausserordentliche Strahl geht
dann ohne grossere Ablenkung durch das Nicol-Prisma, wéahrend
der ordentliche Strahl am Kitt totalreflektiert wird und aus dem
Strahlengang verschwindet.

ausserordentlicher Strahl

In der Technik war die spannungsinduzierte Doppelbrechung lange das einzige
Mittel, unzulassige Beanspruchungen in Bauteilen festzustellen.

Versuch zur Vorlesung:
Spannungsdoppelbrechung (Versuchskarte O-008)
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5. Geometrische Optik

(Siehe Hecht, Optik | , pp- 231]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1023])
(Siehe Tipler, Physik | , pp- 1059]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 7))

Licht besteht, je nach Experiment, das durchgefiihrt wird, aus Wellen oder aus
Teilchen. Der Teilchencharakter ist zuerst durch Isaac Newton propagiert worden.
Newton konnte damit die Brechungsgesetze erklaren, musste dazu aber annehmen,
dass das Licht sich im optisch dichteren Medium schneller als im Vakuum ausbrei-
tet. Die Experimente von Thomas Young zur Wellennatur des Lichtes sowie die
Theorie von Augustin Fresnel zeigten, dass alle klassischen optischen Experimente
durch die Wellentheorie erklart werden konnen. Inshesondere konnte die Brechung
erklart werden durch die geringere Lichtgeschwindigkeit im optisch dichteren Me-
dium. Die Entdeckung des photoelektrischen Effektes und ihre Erklarung durch
Albert Einstein fuhrte zur quantenmechanischen Theorie des Lichtes, in der Licht
sowohl Wellen- wie auch Teilchencharakter hat.

Licht ist aus der modernen Forschung nicht mehr wegzudenken, wie die folgenden
Beispiele zeigen:

Abbildung 5.1.: Links sehen sie ein konfokales Ramanmikroskop aus dem
Institut fiir Experimentelle Physik, rechts ein Fluoreszenz-
Laserscanningmikroskop, wie es im Institut fiir Biophysik steht.

\E


http://www.uni-ulm.de/nawi/expphys/
http://www.uni-ulm.de/nawi/nawi-biophys/forschung.html
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Abbildung 5.2.: Links sehen sie einen frequenzverdoppelten NdYAG-Laser aus
dem Institut fiir Experimentelle Physik, rechts ein Kontaktwin-
kelmessgerat aus dem Institut fiir Experimentelle Physik.

Abbildung 5.3.: Links sehen Sie einen Prototypen des AlphaSNOM, rechts das
von Herrn Maghelli gebaute Rasterkraftmikroskop, beide aus dem
Institut fiir Experimentelle Physik

Abbildung 5.4.: Links sehen Sie einige Laser aus dem Optiklabor dem Institut fiir
Experimentelle Physik, rechts ein Rasterkraftmikroskop aus dem
Institut fiir Experimentelle Physik

Die geometrische Optik, das Thema dieses Kapitels, befasst sich mit den Expe-
rimenten, bei denen die Wellennatur des Lichtes vernachlassigt werden kann, bei
denen man also von Lichtstrahlen reden kann.

L%.é 5.1. Lichtgeschwindigkeit

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 71]) (Siehe Tipler, Physik [TM04, pp. 1025])
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145 5.1 Lichtgeschwindigkeit

Erde Jupiter

Abbildung 5.5.: Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit mit Hilfe der Periodendau-
er der Umlaufzeit des Jupitermondes Io.

Astronomische Beobachtungen waren schon immer sehr genau. Ole Rgmer be-
obachtete 1675 dass der Eintritt des Jupitermondes Io in den Kernschatten sich
abhangig von den Sternkonstellationen verschob. Die Periode der Umlaufzeit be-
tragt 42.5 Stunden und nimmt zu, wenn die Erde sich vom Jupiter weg bewegt
und ab, wenn sie sich auf den Jupiter zu bewegt. Der maximale Zeitunterschied ist
2 - 150 - 10°m/3 - 10® m/s = 1000 s. Zwischen zwei Eintritten in den Kernschat-
ten ist der Zeitunterschied zum mittleren Zeitunterschied 150 - 109 m/(365.24 x
24 h).5 h/3 - 10° m/s = 2.42 s. Ole Rgmer brauchte also eine Uhr, die in 24 h
weniger als eine Sekunde Fehler hatte. Ole Rgmer mass eine Lichtgeschwindigkeit
von ungefihr 2 - 10® m/s. Daraus kann geschlossen werden, dass seine Zeitmes-
sung eine relative Genauigkeit von 3 - 1077 hatte, besser als manche Armbanduhr
heute.

Eine gewaltige Verbesserung der Genauigkeit erzielte Bradley mit seiner Beobach-
tung der Aberration des Lichtes. Analog zum Regen, der, wenn man steht von
oben kommt und der wenn man geht schriag von vorne féllt, dndert das Licht sei-
ne Einfallsrichtung. Aus der Winkeldnderung kann auf die Lichtgeschwindigkeit
geschlossen werden, wenn man die Eigengeschwindigkeit kennt.

Fixstern

Entfernung: 0O

Abbildung 5.6.: Bradley beobachtete die Position eines Fixsterns (moglichst un-
endlich weit weg) zu verschiedenen Zeiten.

In der Abbildung sind zwei extreme Positionen aufgezeichnet, da wo die Erde mit
maximaler Geschwindigkeit auf den Stern sich hinbewegt und da, wo sie sich mit
maximale Geschwindigkeit entfernt. Die Bahngeschwindigkeit der Erde ist etwa
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Vgrde = 3 + 10* m/s. Alternativ konnte man die Position des Sterns auch im Ab-
stand von 12 Stunden ausmessen. dabei miisste die Umfangsgeschwindigkeit, die
in Ulm etwa vy fang, vim = 327 m/s und damit etwa 100 mal kleiner ist, verwendet
werden.

Erde bewegt sich von Stern weg

Erde bewegt sich auf Stern zu

Abbildung 5.7.: Dreiecke zur Berechnung der Lichtgeschwindigkeit nach Bradley

Zur Berechnung verwenden wir den Sinussatz:

UBrde _ ¢ (5.1.1)

sing  sin(r —a — ¢)

Praktischerweise ergeben sich fiir beide Félle, sowohl auf die Erde zu wie von der
Erde weg die gleiche Gleichung. Diese Beziehung formen wir um

sin(m — o — @)
_ e 5.1.2
¢ sin ¢ Vrd ( )
sin(a + ¢)
= ——— 7 UErde
sin ¢
sin v cos ¢ + cos asin ¢
sin ¢

VErde

Fiir kleine Winkel ¢ < m bekommen wir

sin «
= ———VUErde 1.
& tanngUE d (5 3)

Wie gross ist nun der zu messende Winkel ¢? Wir betrachten einen Stern,d er etwa
7/4 tiber der Ekliptik (der Bahnebene der Erde) liegt. Mit vg.qe = 30 km/s und
¢ = 300000 km/s und o = 7/4 erhalten wir

rae 2 —
Ubrde _ \g_ - 0.0001 ~ 7 - 107° = 0.24/ (5.1.4)
C

¢ ~ tan ¢ = sin«
Der gemessene Winkelunterschied zwischen den Punkten A und B ist somit

AD = 2¢ ~ 0.48' (5.1.5)

Wenn wir nur im Zeitabstand von einem Tag messen, ist der der Winkel A® =
0,29".
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Lampe
) SpiegeII

Rotierender
A Unterbrecher
uge (Zahnrad)

Y

Abbildung 5.8.: Lichtgeschwindigkeitsmessung nach Armand Fizeau (1849)

Fizeau verwendete einen Weg von 8.63 km. Bei bestimmten Geschwindigkeiten
(welchen?) wurde der Weg des Lichtes blockiert, bei anderen durchgelassen. Neh-
men wir an, dass das Zahnrad mit 100 Umdrehungen pro Sekunde rotiere. Das
Licht wird blockiert, wenn das Zahnrad sich um einen halben Zahn weiter dreht in
der Laufzeit des Lichts. Die Laufzeit ist ¢ = 8630 m/3 - 10® m/s = 2.877 - 107° s.
Die Umdrehungszeit des Rades ist 0.01 s. Also hat das Rad n = 0.01/(2 x
2.877 - 107°) = 174 Zihne, machbar!.

Lampe

Retroreflektor

Auge

Abbildung 5.9.: Messung der Lichtgeschwindigkeit mit der Drehspiegelmethode

Versuch zur Vorlesung:
Messung der Lichtgeschwindigkeit mit der Drehspiegelmethode (Versuchskarte O-
030)

Eine verbesserte Methode ist die Messung der Lichtgeschwindigkeit nach Leon
Foucault. Er verwendete einen Drehspiegel. Seine Genauigkeit war so gross, dass
er auch den Unterschied der Lichtgeschwindigkeit in stehendem und fliessendem
Wasser messen konnte.

Heute wird die Lichtgeschwindigkeit mit moderner Elektronik gemessen.

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum betrédgt 299 792 458 “*. Sie ist
eine Definitionsgrosse.
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5.2. Licht in der geometrischen Optik

(Siehe Hecht, Optik [ , pp. 41]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 7))

Versuch zur Vorlesung:
Brechung und Reflexion (Versuchskarte O-068)

In der geometrischen Optik hat das Licht die folgenden Eigenschaften:

e Licht bewegt sich in homogenen Medien geradlinig aus.

o Licht wird durch Lichtstrahlen dargestellt (Im Wellenbild entspricht dies ebe-
nen Wellen).

e Licht hat nur eine Farbe, das heisst es ist monochromatisch.

o Wenn die Farbe von Licht keinen Einfluss auf die Ausbreitung des Lichtes
hat, verwendet man auch weisses Licht.

o Licht wird an Oberflachen reflektiert. Dabei gilt das Reflexionsgesetz (Siehe
Abschnitt 4.1).

Normale zur Oberflache
Einfallender
Lichtstrahl Reflektierter
Lichtstrahl
oly
Glas, e

Metall,

Abbildung 5.10.: Reflexionsgesetz: links die Querschnittsansicht und rechts eine
dreidimensionale Skizze

Der einfallende Strahl und der reflektierte Strahl liegen in einer Ebene, in
der auch die Oberflichennormale zur reflektierenden Oberflache liegt. Fiir
die Winkel zwischen den Lichtstrahlen und der Oberflachennormale gilt

a=r (5.2.1)

o Tritt ein Lichtstrahl von einem transparenten Medium mit der Lichtge-
schwindigkeit c¢; in ein zweites transparentes Medium mit der Lichtgeschwin-
digkeit ¢y ein, so wird er gebrochen.
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149 5.3 Bilderzeugung durch Brechung

Normale zur Oberflache Gebrochener

Einfallender Lichtstrahl

Lichtstrahl

1 Reflektierter . n:\(
Cq, Ny oy Lichtstrahl

Reflektierter Einfallender
S Lichtstrahl Lichtstrahl

Lichtstrahl

Normale zur Oberflache

Abbildung 5.11.: Strahlengang bei Brechung. Links ist der Strahlengang gezeigt,
wenn Licht aus dem optisch diinneren Medium mit ¢; in das op-
tisch dichtere Medium mit ¢y < ¢; eintritt. Die rechte Zeichnung
zeigt den umgekehrten Verlauf der Strahlung, aus dem optisch

dichteren Medium in das optisch diinnere Medium.

Das Brechungsgesetz oder das Gesetz von Snellius lautet

sina  sinf
= 5.2.2
- o (5.2.2)

Mit dem Brechungsindex, der definiert ist als das Verhaltnis der Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum ¢ und der Lichtgeschwindigkeit im Medium i, c¢;

n =< (5.2.3)

C;

lautet das Brechungsgesetz

nysina = ngsin B (5.2.4)

Mit diesen beiden Gesetzen kénnen die Phiénomene der geometrischen Optik be-
rechnet werden.

Versuch zur Vorlesung:
Applet Lichtbrechung (Versuchskarte -)

5.3. Bilderzeugung durch Brechung
(Siehe Hecht, Optik | , pp- 238]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1068])
(Siehe Pérez, Optik | , pp- 41])

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)

Winlens Software
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o, A
S Q)
o B =2
P C b p
N4
g r
nz

Abbildung 5.12.: Brechung von Licht an einer gekriimmten Glasoberflache

Gleich wie mit Spiegeln konnen Abbildungen mit Linsen durchgefithrt werden. Fiir
kleine Winkel gilt sin © ~ ©. Wir erhalten

n1@1 = 712@2 (531)
[ ist der Aussenwinkel von P'C'A. Also ist

f=0s+7= %91 + v (5.3.2)
2

O, ist der Aussenwinkel von PAC.

O =a+p (5.3.3)
Nach Elimination von ©; folgt

nio + no7y = (ng — nl)ﬁ (534)

Fiir kleine Winkel (paraziale Niherung) gilt, dass a = s/g, B = s/r und v = s/b
ist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite und r der Krimmungsradius der
Oberflache ist. Eingesetzt:

mo o mem

i (5.3.5)

Hier sind, im Gegensatz zum sphéarischen Spiegel, die reellen Bilder hinter der
Grenzflache.
Nach dem Strahlensatz ist n, Scgenstandsgrosse ng']gﬂd%. Der Abbildungsmass-

g
stab ist also

_ Bildgrosse o n1b (5.3.6)
Gegenstandsgrosse Nag

5.3.1. Diinne Linsen

(Siehe Hecht, Optik [ , Pp- 242]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 106]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp. 1071))

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)
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92

Abbildung 5.13.: Diinne Linse. Brechung tritt an beiden Oberflichen auf.

Wir betrachten eine dinne Linse, das heisst, dass wir die Dicke des Glases ver-
nachléssigen. Die Linsenoberfldchen sollen die Kriimmungsradien r; und r (rechts)
haben. r; ist der Kriimungsradius einer konvexen Oberfliche , aus der Sicht des
ankommenden Lichtstrahles) und damit positiv. ry ist der Krimmungsradius einer
konkaven Grenzfliche (wieder aus der Sicht des ankommenden Lichtstrahles) und
damit negativ. Die Linse mit dem Brechungsindex n ist in Luft (Brechungsindex
= 1). Ein Gegenstand befindet sich im Abstand g links vor der ersten Ebene, und
damit auch im Abstand g vor der Mittelebene. Die Bildweite by aufgrund der ersten
Oberfliche nach wird Gleichung (5.3.5) mit

1 n n—1
— + _ = 5.3.7
g by ™ ( )

Das Bild ist virtuell, da das Licht auch noch an der zweiten Grenzfléche gebrochen
wird. In unserer Abbildung ist die Bildweite by negativ. Diese Bildweite by ist fiir
die zweite Oberfliche die Gegenstandsweite go = —b;. Die Abbildungsgleichung
dort lautet

L (5.3.8)

=(n—1) ( —~ ) (5.3.9)

wobei wir g = oo gesetzt haben. Dann ist b = f die Brennweite. Bei einer symme-

trischen Linse ist r; = —ry = r und damit f = 7(n_21)r-
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Abbildungsgleichung

111 5310
111 s

o Strahlen, die die Linse auf der optischen Achse schneiden, wer-
den nicht abgelenkt.

o Achsenparallele Strahlen werden im Brennpunkt fokussiert

o Strahlen aus dem Brennpunkt werden zu achsenparallelen Strah-
len.

Versuch zur Vorlesung:
Brennweitenbestimmung nach Bessel (Versuchskarte O-055)

Abbildung 5.14.: Die zwei Positionen einer Linse, bei denen eine scharfe Abbil-
dung erreicht wird.

Zur Berechnung verwenden wir die Abbildungsgleichung

1 1 1

— =4 5.3.11

A ( )
mit der Nebenbedingung

g+b="¢ (5.3.12)

Aus den beiden Gleichungen erhalten wir

1
" _ (5.3.13)

Damit bekommen wir
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gl —g)=1f (5.3.14)
g —Llg+Lf=0

Die Losung der quadratischen Gleichung ist:

tx Ve -4ty (5.3.15)

g+ = 5

_ ¢ 4
_2(1i 1 46)

Die Linse wird auf die zwei Positionen eingestellt, in denen eine scharfe Abbildung
geschieht. Der Abstand dieser zwei Positionen ist:

Ag:g+—g_:€1/1—4]£ (5.3.16)

(A9>2 1 412 (5.3.17)

Dann ist

Somit ist die Brennweite

f= i (1 - gz> (5.3.18)

Abbildung 5.15.: Wellenfronten beim Durchgang durch eine Linse

Licht breitet sich in einem optisch dichteren Medium langsamer aus als im diinne-
ren. Bei einer Konvexlinse treffen die achsennahen Lichtstrahlen eher auf das Glas
als die achsenferneren. Diese iiberholen deshalb die achsennahen Lichtstrahlen.
Im Wellenbild bedeutet dies, dass ebene Wellen zu konzentrisch auf einen Punkt
zulaufenden Wellen werden: die Linse fokussiert.
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Abbildung 5.16.: Zerstreuungslinse

Bei einer Zerstreuungslinse sind die Oberflichen konkav gekriimmt. Die Kriim-
mungsradien sind negativ. Eine Konkavlinse (Zerstreuungslinse) wirkt wie ein

Konvexspiegel.

= 5.3.2. Bildkonstruktion bei Linsen
(Siehe Hecht, Optik [ , pp- 250]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 107]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp. 1075])

Bei einer Linse gelten die folgenden Regeln zur Konstruktion der Bilder:

o Achsparallele Strahlen werden in den Fokus fokussiert. Bei Konkavlinsen
scheinen die aus achsparallelen Strahlen hervorgegangenen Strahlen aus dem
Brennpunkt zu kommen.

o Strahlen, die Die Linse auf ihrer optischen Achse treffen, werden nicht abge-
lenkt.

Abbildung 5.17.: Abbildung bei einer Konvexlinse

Die Konstruktion der Abbildung bei einer Konvexlinse ist in der obigen Abbildung
gezeigt. g ist die Gegenstandsweite, b die Bildweite und f die Brennweite. Die
Vergrosserung ist:

_ b (5.3.19)
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Abbildung 5.18.: Abbildung bei einer Konkavlinse

Die Bildkonstruktion bei einer Konkavlinse verlauft analog zu der bei einer Kon-
vexlinse.

5.3.3. Dicke Linsen L%.é‘

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 363]) (Siehe Pérez, Optik [Pér06, pp. 100]) (Siehe
Tipler, Physik [T'N04, pp. 1077])

Hauptebenen

f

N

Abbildung 5.19.: Dicke Linse

Eine dicke Linse wird wie eine diinne berechnet, mit der Ausnahme, dass alle
Messungen von Distanzen von den jeweiligen Hauptebenen aus gemacht werden
mussen.

5.3.4. Mehrere Linsen S

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 258]) (Siehe Pérez, Optik [Pér06, pp. 116]) (Siehe
Tipler, Physik [TNM04, pp. 1078])
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q ) 9 b,

14

Abbildung 5.20.: Geometrie eines Doppellinsensystems

Bei mehreren Linsen berechnet man aus der Brennweite f; und der Gegenstands-
weite g, die Bildweite b,. Die Lage des Bildes gibt die Gegenstandsweite gy der
zweiten Linse. Mit der Brennweite der zweiten Linse fy kann das Bild by berech-
net werden. Zur Berechnung benétigen wir noch den Abstand der Linsen /. Die
Gegenstandsweite der zweiten Linse ist go = ¢ — b;.

Aus der Abbildungsgleichung erhalten wir

Jig
—h

J292
—J

Durch die Kombination der beiden Gleichungen erhalten wir

by =

fz(€ — by)
— b1 — fo
it i

g_ fig1 —f

a—fi

_ (s = f1) — figh)
(L= f2)(0 = fi) — i

Diese Gleichung hat eine Divergenz bei (¢ — f2)(g1 — f1) — fig1 = 0, das heisst bei
der Gegenstandsweite

by = (5.3.21)

(£ — f2) /n

g1 = m (5.3.22)

Beispiel

e Die Linse 1 sei bei der Position 1 = 0 cm, die Linse 2 bei der Position
To = 20 cm.

e Die Brennweiten seien f; =5 c¢cm und f; = 10 cm

e Der Gegenstand sei bei z;, = —6 cm
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157 5.4 Ebene Spiegel

e Dann ist g = 6 cm. Daraus folgt mit der Linsengleichung b, = 1/(1/f; —
1/¢1) = 30 cm

e Esist also z; = 30 cm
e Da xy =20 cm ist go = —10 cm

o Damit erhalten wir by = 1/(1/f2—1/g2) = 1/(1/10 cm—1/(—10 cm)) = 5 cm

Doppellinsen
150

100

50

50 | S S T

T N

150 i i i i i
-40 -35 -30 -25 -20 -15

Abbildung 5.21.: Die Position des Bildes fiir verschiedene z, = —g; im obigen
Beispiel

5.4. Ebene Spiegel Iia.é

(Siehe Hecht, Optik | , Pp- 271]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 169]) (Siehe
Tipler, Physik | , pp- 1059])

Versuch zur Vorlesung:
Virtuelles Bild: Reflexion am ebenen Spiegel (Versuchskarte O-111)

Gegenstand "\
Bild // Spiegelflache

Abbildung 5.22.: Ebener Spiegel

Blickt man in einen ebenen Spiegel, so sieht man ein virtuelles Bild des Gegen-
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standes. Bei einem perfekten Spiegel ist das Bild nicht von einem wirklichen Ge-
genstand zu unterscheiden, ausser: links und rechts sind vertauscht. Eine andere
Sichtweise ist auch, dass links und rechts bleiben, aber dass vorne und hinten ver-
tauscht sind. Mehrere Spiegel erlauben Mehrfachbilder. Zwei Spiegel, die senkrecht
aufeinander stehen, reflektieren das Licht in die gleiche Richtung zuriick, aus der
es gekommen ist.

L%.é- 5.5. Bilderzeugung mit spharischen Spiegel
(Siehe Hecht, Optik [ , Pp- 277]) (Siehe Pérez, Optik | , pp- 170]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp- 1062])

Abbildung 5.23.: Gekrimmter Spiegel

Bei einem gekriimmten Spiegel wird der Gegenstand P in das Bild P’ abgebildet.
C ist der Krimmungsmittelpunkt des Spiegels, deshalb sind die Winkel © der
einfallenden und reflektierten Strahlen zu dieser Linie gleich. Es gilt (Aussenwinkel)

B=0+a (5.5.1)
und (auch Aussenwinkel)

v =a+20 (5.5.2)
Wir eliminieren ©

2=a+vy (5.5.3)

Fiir kleine Winkel (paraxiale Naherung) gilt, dassa ~ h/g, 8 = s/r ~ h/r und v =
h/b ist, wobei g die Gegenstandsweite, b die Bildweite, r der Krimmungsradius des
Spiegels und A der Abstand der Strahlen von der optischen Achse ist. Eingesetzt:

L. (5.5.4)

Wenn der Gegenstand im unendlichen ist, g = oo ist b = r/2. Wir nennen diese
Weite die
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5.5 Bilderzeugung mit sphérischen Spiegel

Brennweite

N3

(5.5.5)

Die Abbildungsgleichung, die nicht nur fiir sphérische Spiegel gilt, sondern auch fiir

Linsen, ist also

1

g

T

1

1

f

(5.5.6)

Abbildungsgleichung eines sphéarischen Spiegels

Der obige Spiegel ist ein Konkavspiegel (franzosisch: la cave: Keller (mit einem
Kellergewolbe)). Bei einem Konvexspiegel gilt die Abbildungsgleichung auch, die
Brennweite ist aber negativ.

PI
1.31cm

Abbildung 5.24.: Sphérische Aberration

Strahlen, die die paraxiale Niherung verletzen, werden nicht auf einen Punkt fokus-
siert. Sie bilden eine Kaustik, das Bild eines Punktes ist ausgedehnt. Dieser Abbil-
dungsfehler, der allen sphérischen abbildenden Gerédten eigen ist, heisst sphdrische
Aberration.

g

5.5.1. Konvexspiegel Ii%,

(Siehe Pérez, Optik | , pp- 178]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp- 1067])

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 159



Geometrische Optik 160

Abbildung 5.25.: Konvexspiegel

Die Berechnung der Abbildungsgleichung ist analog zu der eines Konkavspiegels.
Fiir die Winkel konnen die folgenden Relationen aufgeschrieben werden:

a+vy =20 (5.5.7)
sowie

0+0O=x (5.5.8)
Wir eliminieren © und erhalten

28=v—« (5.5.9)

Fiir kleine Winkel gilt wieder as/g ~ h/g, f = s/r = h/r und v ~ h/b. Eingesetzt
bekommen wir

S=S=--= (5.5.10)

Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung (5.5.4) so sehen wir, dass formal
die gleiche Abbildungsgleichung gilt, wenn wir die Bildweite und die Brenn-
wette negativ wahlen.

Wir halten fest:

Bei einem Konvexspiegel ist die Brennweite negativ (Zerstreuungs-
spiegel), bei einem Konkavspiegel positiv (Sammelspiegel).

&

5.5.2. Bildkonstruktion beim Hohlspiegel
(Siehe Pérez, Optik | , pp. 177]) (Siehe Tipler, Physik [ , pp. 1065])

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)
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Die Bildkonstruktion bei einem Hohlspiegel verlauft nach den folgenden Regeln:

o Jeder achsparallele Strahl verlauft nach der Reflexion durch den Brennpunkt
(oder seine Verlangerung nach riickwéarts geht durch den Brennpunkt).

 Jeder Strahl durch den Brennpunkt wird zu einem achsparallelen Strahl (oder
jeder Strahl, dessen Verlangerung durch den Brennpunkt ginge, wird nach der
Reflexion zu einem achsparallelen Strahl).

o Jeder radiale Strahl verlauft durch den Kriimmungsmittelpunkt eines Spie-
gels und wird in sich selber zurtick abgebildet.

o Jeder Strahl, der auf den Scheitelpunkt des Spiegels (da wo die optische
Achse auf den Spiegel trifft) gerichtet ist, wird unter dem gleichen Winkel
zur optischen Achse reflektiert.

AN

-

P 5 —

Abbildung 5.26.: Bildentstehung beim Konkavspiegel

Die Abbildung zeigt, wie nach den obigen Regeln, ein Bild konstruiert wird. Dass
die Strahlen sich nicht in einem Punkt kreuzen, liegt daran, dass wir keine parazia-
len Strahlen haben.

Abbildung 5.27.: Abbildungsmassstab

Der Abbildungsmassstab wird berechnet, indem wir den Strahl auf den Scheitel
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analysieren. Aus dem Strahlensatz ergibt sich

B
Z=- 5.11
e (5.5.11)

wobei GG die Hohe des Gegenstandes und B die Hohe des Bildes ist.

P ————

Abbildung 5.28.: Vereinfachung der Konstruktion

Fir paraxiale Strahlen kann die Konstruktion vereinfacht werden, indem man die
gekriimmte Flache durch eine Tangentialebene am Scheitel des Spiegels ersetzt.
Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die durch die sphérische Aberration ungenau

gewordene Abbildung wieder genau wird. Die neu eingefithrte Ebene nennt man
Hauptebene.

g | + | Gegenstand vor dem Spiegel (reeller Gegenstand)

- | Gegenstand hinter dem Spiegel (virtueller Gegenstand)

b | 4+ | Bild vor dem Spiegel (reelles Bild)

- | Bild hinter dem Spiegel (virtuelles Bild)

r,f | + | Krimmungsmittelpunkt vor dem Spiegel (Konkavspiegel)

- | Krimmungsmittelpunkt hinter dem Spiegel (Konvexspiegel)
Tabelle 5.1.: Vorzeichenkonventionen fiir die Abbildung
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Abbildung 5.29.: Abbildung bei einem konvexen Spiegel

Bei einem konvexen Spiegel existiert ein virtuelles Bild hinter dem Spiegel. Die
Abbildung zeigt die Bildkonstruktion.

5.6. Abbildungsfehler I;Eé

(Siehe Hecht, Optik [IHecO5, pp. 380]) (Siehe Pérez, Optik [Pér06, pp. 117,130])
(Siehe Tipler, Physik [TMO4, pp. 1081])
Es gibt die folgenden Abbildungsfehler

sphéarische Aberration Wie bei Konkavspiegeln werden nicht achsennahe paralle-
le Strahlen nicht auf einen Punkt fokussiert. Die sphéarische Aberration ent-
steht bei kugelférmigen Spiegeln oder bei Linsen mit kugelférmigen Oberflé-
chen. Parabelformige Oberflachen wiirden fiir achsenparallele Strahlen keine
sphérische Aberration zeigen'.

Abbildung 5.30.: Sphérische Aberration

Die von einem Punkt ausgehenden Strahlen formen eine Kaustik. Deshalb
sind Fotografien, die mit kleinen Blendenoffnungen aufgenommen werden,

!Moderne Objektive haben asphirische Linsen, die bei grossen Blendenéffnungen eine bessere
Abbildung erméglichen
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scharfer abgebildet. Wird die Blendenoffnung zu fest geschlossen, verschmie-
ren Beugungseffekte die Abbildung. Optimal sind Blenden zwischen 8 und
11.

chromatische Aberration Durch die chromatische Dispersion (Siehe Abschnitt
6.6) werden verschiedene Farben unterschiedlich stark gebrochen.

Abbildung 5.31.: Chromatische Aberration

=10/ x|
[0.5m P iy [1-tim Surmary |

Scale Spacing sDef: 0.0mm
2.0 -1.0 Omm 10 2.0

Abbildung 5.32.: Intensitdtsverteilung im Fokus bei chromatischer Aberration

ol
800.0 EEN]
P0.350
20,223
19,669
Wavlen
[Mm]
4000
00 EFL [mm] 0,773
[13.664] [20,441]
[@EFL BFLO)|

Abbildung 5.33.: Charakteristische Kurve bei chromatischer Abberation
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Blaues Licht wird starker gebrochen als rotes, also ist die Brennweite fiir rotes
Licht langer als fiir blaues. Die Abbildung zeigt oben den Strahlengang und in
der Mitte die Farbzusammensetzung des Fokus. Unten ist die Verschiebung
des Fokus als Funktion der Farbe angegeben. Berechnet worden sind die
Darstellungen mit WinLens3D Basic.

Astigmatismus schiefer Biindel

Abbildung 5.34.: Astigmatismus

Schiefe parallele Biindel von Licht werden auf einen Punkt fokussiert, des-
sen Abstand von der Linsenhauptebene umso grosser wird, je schiefer der
Einfallswinkel ist. Deshalb sind Fotografien am Rand weniger scharf als im
Zentrum.
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6. Optische Instrumente

(Siehe Tipler, Physik [TNO4, pp. 1089])

6.1. Das Auge @é

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 304]) (Siehe Tipler, Physik [TM04, pp. 1089))

Abbildung 6.1.: Das Auge. Links oben eine Gesamtansicht eines Augenmodells.
Rechts ein Schnitt durch das Auge mit der Iris links, dann der
Linse und dem Glaskérper. Links unten eine Detailansicht der
Linse.

Das Auge hat eine Linse mit einer Brennweite von etwa 2.5 cm (Abstand Linse-
Netzhaut). Achtung: Der Brechungsindexunterschied nach aussen (Linse zu Luft)
und nach innen (Linse zu Glaskorper) ist verschieden. Deshalb ist die Brennweite
der Linse ausserhalb kleiner als innerhalb des Auges. Die Krimmung der Linse
kann eingestellt werden: Akkomodation.

Versuch zur Vorlesung:
Augen-Modell (Versuchskarte O-132)


http://nomac.e-technik.uni-ulm.de/vsmedien/vorsam/Versuche/O/PDF/O_132V00.PDF
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Abbildung 6.2.: Weitsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

Abbildung 6.3.: Kurzsichtiges Auge: Links ohne Brille, rechts mit Korrektur

6.2. Die Lupe

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 318]) (Siehe Pérez, Optik [Pér96, pp. 100,105])
(Siehe Tipler, Physik [TNMO04, pp. 1093])

Versuch zur Vorlesung:
Lupe und Mikroskop (Versuchskarte O-081)

SN | A\

fLupe f tope

etzhaut
etzhaut

Lupe

Auge Auge

Abbildung 6.4.: Wirkungsweise einer Lupe

Die Wirkungsweise einer Lupe kann nur verstanden werden, wenn wir das Auge
mit berticksichtigen. Auf der linken Seite finden sie eine Skizze, wie ein Bild auf der
Netzhaut des Auges entsteht. Die Brennweite des Auges sei dabei f,. Der blaue
Pfeil wird entsprechend den Abbildungsgesetzen auf die Netzhaut abgebildet.
Die Lupe (rechtes Bild) wird nun so vor das Auge gehalten, dass ihr Brennpunkt
auf der Linsenachse des Auges ist. Die vom roten Pfeil (innerhalb der Brennweite
der Lupe) ausgehenden Strahlen werden von der Lupe so geformt, dass sie nach ihr
gleich wie die Strahlen des blauen Pfeils ohne Lupe sind. Das Bild des roten Pfeils
ist gleich gross wie das des blauen. Die Lupe hilft dem Auge, ein vergrossertes Bild
zu sehen. Sie vergrossert den Winkel, unter dem ein Gegenstand gesehen wird.
Oft wird der Gegenstand in den Brennpunkt der Lupe gebracht. Wenn das Auge
ohne Lupe einen Gegenstand der Lange G im Abstand sy (Nahpunkt, so = 25 cm)
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beobachtet, ist der Sehwinkel g = % Eine Lupe vergrossert den Sehwinkel eines

G

Gegenstandes auf den Wert ¢ = =. Die Vergrosserung der Lupe ist

? .
£ S
Vp=—=2 (6.2.1)
€o f
Allgemein:
Vergrosserung =
Sehwinkel mit Instrument (622)
Sehwinkel im Abstand des Nahpunktes ohne Instrument

6.3. Die Kamera

(Siehe Hecht, Optik | , Pp- 327]) (Siehe Pérez, Optik [ , Pp- 228]) (Siehe
Tipler, Physik | , pp. 1095])

Sucherprisma

Pentaprisma

A% \ /N Umlenkspiegel
w \ : Halbleitersensor

Objektiv

Abbildung 6.5.: Schematische Skizze einer Spiegelreflexkamera

Eine Kamera besteht aus einem Objektiv, das in einer Fiihrung verschiebbar ge-
lagert ist, dem Film oder der CCD und einer Beobachtungsoptik. Bei einer Spie-
gelreflexkamera sind die Beobachtungsoptik und der Strahlengang des Objektivs
teilweise identisch. Wie weit miissen Objektive bewegt werden? Wir verwenden
1/f = 1/b+ 1/g und beachten, dass bei einer auf co eingestellten Kamera das
Objektiv gerade f vom Film entfernt ist.
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Distanz 20 mm 50 mm 100 mm 200 mm 1000 mm
100 m 20.004 mm | 50.025 mm | 100.1 mm | 200.4 mm | 1010.1 mm
Verschiebung | 0.004 mm | 0.025 mm 0.1 mm 0.4 mm 10.1 mm
30 m 20.013 mm | 50.08 mm | 100.3 mm | 201.3 mm | 1034.4 mm
Verschiebung | 0.013 mm 0.08 mm 0.3 mm 1.3 mm 34.4 mm
10 m 20.04 mm 50.25 mm 10l mm | 204.1 mm | 1111 mm
Verschiebung | 0.04 mm 0.25 mm 1 mm 4.1 mm 111 mm
3 m 20.13 mm 50.85 mm | 103.4 mm | 214 mm 1500 mm
Verschiebung | 0.13 mm 0.85 mm 3.4 mm 14 mm 500 mm
1m 20.4 mm 52.6 mm 111 mm 250 mm -
Verschiebung 0.4 mm 2.6 mm 11 mm 50 mm -
0.3 m 21.4 mm 60 mm 150 mm 600 mm -
Verschiebung 1.4 mm 10 mm 15 mm 400 mm -
0.1 m 25 mm 100 mm - - -
Verschiebung 5 mm 50 mm - - -
0.03 m 60 mm - - - -
Verschiebung 50 mm - - - -

Fett angegeben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahr-
scheinlich nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu klein sind. Rot ange-
geben sind die Kombinationen von Distanzen und Brennweiten, die wahrscheinlich
nicht einstellbar sind, weil die Verschiebungen zu gross sind.

Die Blendenzahl ist das Verhéltnis der Brennweite f zum Durchmesser der d der
Offnung der Blende.

Blendenzahl = i; (6.3.1)

Bei einem Objektiv mit der Brennweite 50 mm und einer Blendenzahl von 8 ist die
Offnung also d = 6.25 mm.

|§é 6.4. Das Mikroskop

N

(Siehe Hecht, Optik [
Tipler, Physik [

, Pp- 324]) (Siehe Pérez, Optik |
, pp. 1098])

, pp. 147]) (Siehe

Versuch zur Vorlesung:
Lupe und Mikroskop (Versuchskarte O-081)
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Hilfslinie zur Konstruktion,
kein Strahlengang

\ t fo fo

N |

1
Gegens% | 1

Okular

Objektiv

Abbildung 6.6.: Strahlengang in einem Mikroskop

Bei einem Mikroskop ist ein Gegenstand so nahe am Brennpunkt einer Objektiv-
linse, dass ein stark vergrossertes Bild erzeugt wird. Dieses Bild, Zwischenbild
genannt, wird in einer Ebene im Abstand ¢ vom zweiten Brennpunkt des Okulars
erzeugt. Wiirde man in dieser Ebene eine Kamera anbringen, konnte man ein Bild
des Gegenstandes aufnehmen. Der Abbildungsmassstab ist

t
Ji
Die Strahlen gehen jedoch weiter und werden von einer zweiten Linse, dem Oku-
lar weiterverarbeitet. Das Okular ist so platziert, dass das von der ersten Linse
erzeugte Bild genau auf seinem Brennpunkt erzeugt wird. Die Strahlen aus der
ersten Linse, dem Objektiv, werden nun so gebrochen, dass sie parallel sind. Dies
ist die gleiche Funktion, wie sie die Lupe (Siehe Abschnitt 6.2) hatte. Nur das
Auge, hier nicht eingezeichnet, kann wieder ein Bild formen, das nun aber sehr
stark vergrossert ist.

VObjektiv - (641)

Die Winkelvergrisserung des Okulars (Lupe) ist

S
VOkular = f% (642)

Damit wird die Gesamtvergrosserung

tSO

e (6.4.3)

V' = Vovjektiv Vokular =

In vielen Lehrbtichern findet man Zeichnungen, in denen die Licht-

strahlen beim Zwischenbild ihre Richtung dndern. Dies ist in Luft
nicht moglich, und Streukorper gibt es in einem Mikroskoptubus
nicht. Zur Konstruktion des Bildes ist diese Vorgehensweise jedoch
gestattet.

Ein Objektiv mit der Vergrosserung 60 bei einer Tubuslénge von 180 mm hat eine
Brennweite f; = 3 mm. Ein Okular mit der Vergrdosserung 20 hat die Brennweite
fo =12.5 mm.
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6.5. Das Teleskop oder Fernrohr

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 332]) (Siehe Pérez, Optik [Pér06, pp. 158]) (Siehe
Tipler, Physik [TMO04, pp. 1099])

fy T

Abbildung 6.7.: Das Teleskop. Die angegebenen Strahlen werden zur Konstrukti-
on des Bildes benotigt. Sie stellen jedoch nicht den Strahlengang
dar!.

Der Zweck eines Teleskops ist, den Sehwinkel zu vergrossern. Das Objektiv sammelt
dabei moglichst viel Licht, &ndert den Winkel aber nicht. Das Zwischenbild des
Objektivs hat die Grosse B = fia. Das Okular (Lupe) erzeugt also den Winkel
g = % Zusammen ergibt sich die Vergrosserung

(6.5.1)

Ob ein Stern gesehen werden kann, hangt allein vom Verhéltnis

@ Linse 2
() Augenpupille

ab. Deshalb hitte man gerne moglichst grosse Teleskope in der Astronomie.
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173 6.5 Das Teleskop oder Fernrohr

Abbildung 6.8.: Das Spiegelteleskop

Da Linsen mit Durchmessern von mehr als einigen 10 cm unhandlich schwer sind
und schwierig herzustellen, verwendet man fiir die lichtststiarksten Teleskope Spie-
gel. Im folgenden sind einige hiibsche Bilder des Hubble-Teleskops gezeigt.

Abbildung 6.9.: Links: Eine Hubble-Aufnahme, die den Blasen-Nebel NGC 7635
zeigt (| ]). Rechts: Der so genannte Ameisen-Nebel"Menzel 3.
Die Sternengruppe erhielt ihren Namen aufgrund der Ahnlichkeit
zu Kopf und Brustkorb der gemeinen Gartenameise (| 1)

©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 173



Optische Instrumente 174

Abbildung 6.10.: Links: Zwei Galaxien tauschen Materie aus ([NAS10]), sichtbar
als dunkles Band in der Mitte. Rechts: Gigantische Gasgebilde,
die einen verglihenden Stern umkreisen. ([['HT96])

Abbildung 6.11.: Links: Hubble-Aufnahme vom Sternbild Aquila ([NAS00D]).
Rechts: Der Schliisselloch-Nebel ([NAS00a]), rund 8.000 Licht-
jahre von der Erde entfernt, ist Teil des Carina-Nebels. Der
Carina-Nebel enthélt Sterne, die zu den heissesten und grossten
bekannten Sternen gehdren. Der Schliisselloch-Nebel, rund 8.000
Lichtjahre von der Erde entfernt, ist Teil des Carina-Nebels. Der
Carina-Nebel enthélt Sterne, die zu den heissesten und grossten
bekannten Sternen gehoren. (NASA)

6.6. Das Prisma: ein optisches Instrument mit
Dispersion

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 106, 284]) (Siehe Pérez, Optik [P¢r96, pp. 415])
(Siehe Tipler, Physik [TNV04, pp. 1038])

Versuch zur Vorlesung:
Optische Scheibe (Versuchskarte O-046)

Im allgemeinen Falle hangt die Phasengeschwindigkeit einer Welle von der Fre-
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175 6.6 Das Prisma: ein optisches Instrument mit Dispersion

quenz und vom Medium ab. Das heisst fiir Licht, dass jede Farbe eine eigene
Ausbreitungsgeschwindigkeit hat.

Dispersion
1.90

T T
Quarzglas
Schott Silikat-Flint F2 ——
o 1.80 Schott Silikat-Kronglas K7 —— |
Schott Silikat-Flintglas N-BAF10 ——

1.70 \\\\\
- N i
1.60 T —

—
I —

—_—

1.50

1.40
300 400 500 600 700 800

Anm

Abbildung 6.12.: Links: Strahlengang durch ein Prisma. Rechts: Dispersion eini-
ger Materialien

Versuch zur Vorlesung:
n(A) Abhangigkeit beim Prisma (Versuchskarte O-074)

Durch die Dispersion des Lichtes, das heisst, dass die Brechzahl von der Wellen-
lange abhangt, werden die verschiedenen Farben unterschiedlich gebrochen. Jedes
Mal, wenn Licht durch die Grenzflache Luft-Materie geht, werden unterschiedliche
Farben unterschiedlich gebrochen. Dies bewirkt die folgenden Effekte:

o die Chromatische Aberration bei Linsen (Farbsdume)

o die Moglichkeit, ein Prisma als Spektralapparat zu verwenden
o das Auseinanderlaufen von Signalen in Glasfasern

e den Regenbogen

Um die Physik der Dispersion zu klaren, miissen wir ein physikalisches Modell
finden, bei dem eine Frequenzabhéngigkeit auftritt. Wir erinnern uns aus der Me-
chanik, dass bei Ostzillatoren eine Resonanz auftritt. Als Beispiel kann man ein
Feder-Masse-System betrachten.

X Anregung

; I_:':;gﬁ: }% N LR -
Gleichgewicht

Abbildung 6.13.: Modell eines Ostzillators

In diesem Feder-Masse-Modell wird die Schwingung durch #(t) = xq cos wt ange-
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regt. Die Amplitude verhélt sich als Funktion der Frequenz wie

r(w) = (6.6.1)

Oszillatormodell Oszillatormodell

4 Ausschnift

25 4
<

. 0 .
0.1 1 10 0.1 1 10
(4] A
Abbildung 6.14.: Resonanzkurve links als Funktion der Frequenz w und rechts als
Funktion der Wellenlédnge \. Der Ausschnitt zeigt, dass es einen
Bereich der Resonanzkurve gibt, der genau so aussieht wie der

Verlauf des Brechungsindexes.

Aus diesen Kurven gewinnt man die Anregung, dass ein Feder-Masse-System als
Modell fiir die Dispersion geeignet sein konnte.

Abbildung 6.15.: Links liegt die Elektronenwolke zentriert tiber dem positiv ge-
ladenen Kern. Wenn ein elektrisches Feld E eingeschaltet wird,
wird die Elektronenwolke entgegengesetzt zu E verschoben.

Ein fester Korper besteht aus Atomen. Diese bestehen aus Elektronen, deren Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit iiber einen Durchmesser von 100 pm ausgeschmiert ist,
sowie aus einem Atomkern, der im Zentrum der Elektronenwolke liegt und einen
Durchmesser von ungefihr 1 fm hat. Wenn ein elektrisches Feld E angelegt wird,
dann verschiebt sich die Elektronenwolke gegen den Kern um eine Distanz Awx.
Diese Verschiebung soll klein gegen den Durchmesser der Elektronenwolke sein.
Dann kénnen wir annehmen, dass die Ladung der Elektronenwolke homogen ver-
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177 6.6 Das Prisma: ein optisches Instrument mit Dispersion

teilt ist. Da das Coulombgesetz fiir die elektrostatischen Krafte die gleiche Form
wie das Gravitationsgesetz hat, hangt die Kraft fiir die Testladung des Kerns linear
von der Auslenkung ab, und zwar so, dass der Schwerpunkt des Kerns und der der
Elektronenwolke wieder iibereinander gelegt werden sollen. Wir haben also eine
zur Auslenkung proportionale riicktreibende Kraft, wie bei einer Feder.

Deshalb nehmen wir an, dass das Elektron-Kern-System als Feder-Masse-System
beschrieben werden kann. Da ein Elektron nicht nur Kréafte auf seinen Kern, son-
dern auch auf die benachbarten ausiibt, miissen wir ein dreidimensionales Netz von
Federn und Massen betrachten. Wir vereinfachen das System hier auf eine lineare
Federkette.

Abbildung 6.16.: Federmodell fiir die Dispersion nach (Siehe Kénzig, Mechanik
und Wellenlehre | , pp- 292]) .

Wir betrachten eine longitudinale Welle auf einem Feder-Masse-System. Die Be-
wegungsgleichung fiir die n-te Masse ist

mgn = —k (é.n - gn—l) + k (£n+1 — gn) =k (fn—I—l + fn—l) - 2]{3&1 (662)

analog zur Gleichung fiir ein inneres Pendel bei gekoppelten Pendeln. Bei sehr
kleinen Frequenzen schwingen alle Massen in Phase: wie bei den gekoppelten Pen-
deln gibt die gleichsinnige Bewegung aller Massen die tiefste Frequenz, die hier,
da wir eine unendliche Anzahl Massen annehmen, null ist. Die maximale Frequenz
erhalt man dann, wenn jeweils zwei benachbbarte Massen gegensinnig schwingen.
Eine hoher Schwingungsfrequenz ist nicht moglich. Die minimale Wellenlénge ist
Amin = 2a und entsprechend k., = 7. Beachte, dass k., = 27 /A die Wel-
lenzahl ist, wihrend k die Federkonstante bedeutet.

Wir setzen Q2 = 2% und erhalten

Wir setzen als vorldufige Losung fiir A > 2a an: £(z,t) = Ae!* =+ Da die Schwin-
gung nur fiir diskrete Positionen definiert ist, ersetzen wir = na und erhalten als
endgiiltigen Losungsansatz

& = &(n,t) = Ae'kra=eh (6.6.4)

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung erhalten wir
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1, . . 1
= [ jik(n—1)a tk(n+1)a\ _ — Jikna
1 (e +e ) 5¢ }

1 1, ,
2 _ T2 = | pika —ika
w” = 2Q0 {1 5 (e +e )}
1
= 5(2(2) [1 — cos(ka)

_w267,kna — Qg [

k
= 2 sin? ?“ (6.6.5)

Die Dispersionsbeziehung fiir die Feder-Masse-Kette ist

w(k) = Qo sink; (6.6.6)

« Fiir lange Wellen A > a oder ka < 27 ist sin % ~ % Damit ist w(k) ~
%ona.
Mit der Definition der Phasengeschwindigkeit cp = w/k erhalten wir

1 1 [k
~ - =~ ] —
Cp 9 o 9 ma

Die Gruppengeschwindigkeit ¢ = Z—‘,: ist

1
ca ~ iQOa =cp

o Fiir Wellen mit A = \,,,;, = 2a ist die Phasengeschwindigkeit

QO Qoa 2 k
cp=—-=—=—\|—a
7/a T T \Vm

und die Gruppengeschwindigkeit

. ka
cg = —§psin —

dk 2

w/a

o Fiir A < 2a wird die Welle exponentiell gedampft.

Wir kénnen das Gefundene auf das Problem des Brechungsindexes wie folgt zu-
riickrechnen:

o Die Phasengeschwindigkeit cp ist fiir die Berechnung der Ausbreitung zu
nehmen.
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179 6.6 Das Prisma: ein optisches Instrument mit Dispersion

e Die Phasengeschwindigkeit ist

e Der dazugehorige Brechungsindex ist

Co Co k

=
cp  gsin 5

n(k) =

wobei ¢y die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist.
o Mit k = 27/ erhalten wir

Co2m 2mcy

= - 2ma s TG
A sin T QpAsin

n(A)

o Wir verwenden die Werte fiir Silikat-Flintglas und passen die obige Glei-
chung an.

A Njst Nperechnet
400 nm | 1.660 1.655
450 nm | 1.645 1.636
500 nm | 1.630 1.622
550 nm | 1.620 1.612
600 nm | 1.610 1.605
650 nm | 1.605 1.599
700 nm | 1.600 1.595

Tabelle 6.1.: Brechungsindex fiir Flintglas

Diese Werte wurden mit den folgenden Parametern erreicht:

Parameter Wert
co 3+ 10° m/s
k/m 1.322 - 10'% s72
oder mit k =1 N/m: m | 7.56 - 10716 kg
a 724 - 10®% m

Tabelle 6.2.: Parameter fiir die Berechnung

Die Werte fiir @ und m sind grosser als die erwarteten Werte von a = 1071° m
und m = 1.6 - 1072" kg x 28 = 4.5 - 1072 kg. Der Wert fiir a deutet dar-
auf hin, dass man nicht ein Atom fiir sich, sondern eine Gruppe von 724
Atomen betrachten muss. Die Masse in diesem Volumen wére dann etwa
m = 1.7 - 1077 kg. Damit kann man berechnen, dass die Federkonstante
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k=1.322-10% s7? x 1.7 - 10717 kg = 0.023 N/m sein muss.
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Abbildung 6.17.: Dispersionsrelation fiir Federketten mit zwei unterschiedlichen
Atomen.

Wenn eine Federkette mit einer regelméssigen Anordnung zweier ungleicher Massen
gebildet wird, tritt zum von den vorherigen Ausfithrungen bekannten akustischen
Zweig ein optischer Zweig. Zusatzlich gibt es Frequenzen, fiir die es keinen reellen k-
Vektor gibt. Diese Frequenzen (oder iiber E' = fiw auch diese Energien) sind keine
propagierenden Wellen moglich. Gibt es neben longitudinalen auch transversale
Wellen, zeigt die Dispersionsrelation nicht einen sondern drei Zweige akustischer
Phononen.

Schwerewellen im tiefen Wasser haben die Dispersionsbeziehung

g 1

2 =2 =_—g\ 6.6.7
Cs L 27r9 ( )

Eine Konsequenz ist, dass sehr lange Wellen sehr schnell sind (Bsp. Tsunamis)

e ¢ =300 m/s

e Dannist A =2nc%/g~2 -3 - 300 - 300/10 = 54000 m

Ein Puls oder eine Wellengruppe besteht aus Wellen benachbarter Frequenz. Ana-
log zur Modulation' besteht ein Puls aus einer Einhiillenden sowie einer Phase,
die fiir sich aber keine Information trégt. Eine langere Rechnung| | ergibt,
dass die resultierende Wellenfunktion aus harmonischen Welle e**0*=+Y) sowie der

Modulation G (:c — dw

i |, t ). Die resultierende Welle ist

0

IDabei muss wt durch kz — wt ersetzt werden.
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181 6.7 Spektrometer

ei(kox—wt)G <£L‘ heed

E(n.t) = ¢12_7T t) (6.6.8)

Die Gruppengeschwindigkeit

dw

- (6.6.9)

Vg =

k'()

Bei unserem Feder-Masse-System ist vg = 0 wenn A\ = 2a ist. Das heisst, der
Puls, der die Information tragt, ist ortsfest. Wenn vg nicht konstant ist, bewe-
gen verandert sich die Form des Pulses, da die verschiedenen Frequenzanteile sich
unterschiedlich schnell ausbreiten.

Versuch zur Vorlesung:

Gruppen- und Phasengeschwindigkeit bei Dispersion (Versuchskarte SW-093)

Losungsmoglichkeiten

« Dispersionskompensation. Sie ist aufwendig und wird hauptséchlich bei Kurzpuls-
Lasersystemen angewandt.

o Betrieb des Systems bei einer Wellenldnge, bei der die Dispersion minimal,
also vg moglichst konstant ist. Dies wird bei der optischen Kommunikation
angewandt (Wellenldngen 1300 nm und 1500 nm).

e Man setzt die Datenrate auf niedrigere Werte, verbreitert also die Pulse und
minimiert so die Fehler durch die Dispersion. Bis zu einer Verringerung der
iibertragenen Datenrate um den Faktor 2 kann der Geschwindigkeitsverlust
meist durch die Anwendung von Kompressionsalgorithmen minimiert wer-
den.

6.7. Spektrometer

Spektrometer gibt es in verschiedenen Ausfiithrungen

1. Dispersive optische Elemente wie Prismen oder Gitter werden zur Trennung
der verschiedenen Wellenldngen verwendet.

2. Resonatoren (Fabry-Perot-Resonator, Michelson-Interferometer, Lummer-Gehrcke-
Platte) unterdriicken Teile des Lichtspektrums

3. Weitere Effekte wie akustische Wellen konnen zur hochstaufgelosten Spek-
troskopie verwendet werden.
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Im Folgenden soll der Aufbau eines Spektrometers mit disperisiven optischen Kom-
ponenten erldutert werden.

Gemeinsames Charakteristikum aller dispersiver Bauelemente ist, dass eine ebe-
ne Welle um einen wellenlangenabhangigen Winkel «(A) abgelenkt wird. Jedes
Spektrometer muss also

1. das zu untersuchende Licht so praparieren, dass eine ebene Welle das disper-
sive Bauelement trifft und

2. nach dem Bauelement die Winkelanderung in eine Positionsanderung tiber-
fithren, zur Detektion z.B. auf einer CCD-Zeile oder einem CMOS-Sensor.

6.7.1. Gitter-Spektrometer

Anhand eines Gitterspektrometers soll hier die Optik dieser Geréte diskutiert wer-
den.

Beugung
an der Linse \\/
Apertur —->""\ Detektor-
Blende des Gitters _—_+~"] ebene
Lichtquete [ | =
.-
Linse, Linse, Dispersives
Kondensor paralleles Element,
Licht hier Gitter

Abbildung 6.18.: Prinzipieller Aufbau eines Gitterspektrometers

Abbildung 6.18 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines Gitterspektrometers. Licht aus
der zu untersuchenden Quelle (oder aus der zu untersuchenden Probe) wird mit
einer Kondensorlinse auf einen Punkt (sphérische Linse) oder auf eine Linie (Zylin-
derlinse) abgebildet. Eine Blende (kreidférmiges Loch oder Spalt) lasst nur Licht
aus dem zu untersuchenden Bereich durch. Mit einer weiteren Linse (sphérisch
oder zylindrisch) wird das Licht aus der Blende parallelisiert. Dazu steht die Blen-
de in der Fokusebene der Linse. Dieses parallele Licht wird durch das Gitter, unser
dispersives Element, abgelenkt. Eine der hoheren Ordnungen (grosser oder gleich
eins), die ja aus parallelem Licht besteht wird durch eine weitere Linse (sphérisch
oder zylindrisch) auf einen positionsempfindlichen Detektor abgebildet (z.B. eine
CCD-Zeile oder ein Photodiodenarray).

Die parallelen Strahlen der verschiedenen Wellenldngen sind unterschiedlich stark
zur optischen Achse geneigt. Das heisst, die Foci der verschiedenen Wellenlangen
werden auf dem Detektor getrennt. Die Breite eines Fokuspunktes hangt von den
Beugungserscheinungen an den Linsen, aber auch an dem Gitter ab.

Das grosste Objekt ist das Gitter selber. Wenn es eine Gitterkonstante g hat (Ab-
stand der ,Striche“) und N Linien, hat es eine Breite bgiyer = Ng, ist also ein
Spalt mit der Breite gjye,. Nach Gleichung (3.9.7) hat dann das Beugungsmuster
die Form (siehe auch Abbildung 6.19)
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2
sin (§Ng sin @) T 2
I =1 = si —N g si 7.1
0( N g s © s1nc()\ gsm@) (6.7.1)

Beugung am ganzen Gitter

1.0/a.u. T T
[\ g=20A\,n=6 ——

0.8/a.u.

o6au b S [ B

—_

~

0.4/a.u. |- e S R .

T S R S

0.0/aL. AN B VA U
—-10 /1000 -5 171000 0 /1000 5 1w/1000 10 1710(
()

Abbildung 6.19.: Beugung an einem Gitter mit der Gitterkonstante g = 20\ und
n = 6 Gitterperioden, also einer Breite von 120\.

Die kleinste Struktur ist die einzelne Linie, die wir hier als Spalt der Breite a < g
annehmen wollen. Wir konnen einen Fiillfaktor s; definieren und schreiben:

a= (6.7.2)

Damit ist das Beugungsmuster einer einzelnen Gitterlinie, als Spalt modelliert
(siehe auch Abbildung 6.20):

2
T4 6in O 2
s ) = sinc (Ig sin @) (6.7.3)
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Beugung am Einzelspalt
1.0/a.u.

0.8/a.u. [ R N e
osau b SR N ]
(FTNTI SR - —_——

02aub SRS S T W —

0.0/a.u. N ; P
-0.101t -0.051 0.00 T 0.05m 0.10
€]

Abbildung 6.20.: Beugung an einem Einzelspalt mit der Breite g/s; = 20/2\ =
10A.

Schliesslich erzeugt ein Gitter eine periodische Struktur an den Winkeln (siehe
auch Abbildung 6.21)

mA

© = arcsin (g) (6.7.4)

Beugung am Gitter

1.0/a.u. T
g=20)\;n=6,3f=3 —_—

0.8/a.u. e Ejnzelspalt a/A = 20 E
0.6/a.u. - rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr rrrrrrrrrrrrrrrrrr

o) : :
0.4/a.u. oo R R e e
0.2/au. | c e e
0.0/ay, L—a 1 A AL A I

-0.10m -0.05m 0.00 0.05m 0.10m

Abbildung 6.21.: Lage der Gitterordnungen, gezeigt mit den Beugungsbildern des
ganzen Gitters mit Beugung an einem Einzelspalt mit der Breite
=20\ n =6 und s; = 2.

Diese drei Komponenten ergeben dann das Beugungsbild eines realen Gitters. Da-
bei miissen die Amplituden phasenrichtig addiert werden. Wir nehmen hier an, dass
an den Orten der Beugungsmaxima jeweils eine Komponente dominant ist, dass
wir also in erster Ndherung die Phasen vernachlassigen konnen und die Intensité-
ten addieren. Die breiteste Komponente ist die mit der kleinsten Strukturgrosse,
also der Einzelspalt. Diese ergibt die Umbhiillende.

Die schmalste Komponente ist der Spalt, der das ganze Gitter reprasentiert. Dieses
Beugungsmuster wird an jeder Beugungsordnung des Gitters wiederholt.
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Zusammen ergibt sich das Beugungsmuster des Gitters

1.0/a.u.

0.8/a.u.

0.6/a.u.

—_

=

0.4/a.u.

0.2/a.u.

0.0/a.u,

-0.

Beugung am Gitter

g=ON.n=6,5=2 —
ERRRRRREREEEEE Ejnzelspalt a/A = 20 R
a il ‘ A .
101 -0.05m 0.00 0.05m 0.10m
S]

Abbildung 6.22.: Beugungsmuster eines Gitters mit der Breite g = 20\, n = 6
und sy = 2.

Die folgende Abbildung 6.23 zeigt den Einfluss der Beugung an einem einzelnen

Gitterelement.
Beugung am Gitter Beugung am Gitter

1.0/a.u. r r 1.0/a.u. r

g=R0A,n=6,8=3 —— g=20 A {n=6,5=10 ——
0.8/a.u. [ Ejnzelspalt a/A = 20 R 0.8/a.u. oo nzelspalf a/A = 20 g
0.6/a.u. | 06/au. fo i

e i e
0.4/aU, oo | 0.4/a.u, ool e |
0.2/a.u, |- e : 0.2/a.u. {-oe e[l el
0.0/a.y, R S A‘ v L 0.0/a.u, L
~0.10m -0.05 T 0.00 Tt 0.05 Tt 0.10m ~0.10m -0.05 7 0.00 Tt 0.05 Tt 0.10m
© <)

Abbildung 6.23.: Beugungsmuster eines Gitters mit der Breite g = 20\, n = 6
und sy = 3 mit einem Gitters mit der Breite g = 20\, n = 6
und sy = 10.

Schliesslich zeigt Abbildung 6.24 die Wirkung der Anzahl beleuchteter Gitterele-

mente.
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Beugung am Gitter Beugung am Gitter
1.0/a.u. T 1.0/a.u. T
g=P0A,n=6,8=3 —— g=20A,n=20,8=3 ——

0.8/a.u, e : Ejnzelspalt a/A = 20 1 0.8/au, e : Ejnzelspalt a/A = 20 1

0.6/au, |- I I [P R 1 (YT XTI E— SR N O S R -
e | ] ) : j

0.4/au. |- Rl RN R SRS o 1 [\ T2 XTI SRR e o ]

0.2/au, [ e e el P 1 [ IE YT S e [ - .

0.0/a.u, 0.0/a.u. L L [ l | 1

~0.10 ~0.05 T 0.00 Tt 0.05 T 0.10m 2010 -0.05 Tt 0.00 0.05 1t 0.10m
) )

Abbildung 6.24.: Beugungsmuster eines Gitters mit der Breite g = 20\, n = 6
und sy = 3 mit einem Gitters mit der Breite g = 20\, n = 20
und sy = 3.

Aus Abbildung 6.24 kann ersehen werden, dass eine grossere Anzahl beleuchteter
Gitterlinien die Linienbreite auf dem Detektor verringert. Deshalb ist es wichtig,
ein Gitter immer voll auszuleuchten. Dies kann mit einer vorgeschalteten Optik
erreicht werden.

Aus Abbildung 6.23 kann beobachtet werden, dass die Amplitude des ersten Beu-
gungsmaximums von der Form und Beugung an einer Gitterperiode abhéangt.
Jedes Gitter hat einen nutzbaren Spektralbereich. Wenn die zweite Ordnung einer
Wellenlénge sich mit der ersten einer anderen Wellenldnge tiberlagert, konnen diese
beiden Spektralkomponenten nicht mehr getrennt werden.

Detektor-

Blende
ebene

Lichtquelle

==
rie
R
-
R
-
Pt
P
-
-
-
-
.
-
-
PR
-
.-
-
-

Linse, Linse, Dispersives
Kondensor paralleles Element,
Licht hier Prisma

Abbildung 6.25.: Prismenspektrometer

Abbildung 6.25 zeigt den gleichen Aufbau wie Abbildung 6.18, aber mit einem
Prisma als dispersives Element. Die Argumentation zur Begriindung des optischen
Aufbaus ist die gleiche wie beim Gitterspektrometern.

Prismenspektrometer haben Vorteile gegeniiber Gitterspektrometern

1. Im Gegensatz zu einem Gitter gibt es nur eine, abgelenkte Ordnung.

2. Es gibt keine Vermischung verschiedener Ordnungen, und deshalb potentiell
einen sehr grossen freien Spektralbereich.

3. Durch die Wahl des Materials kann die Dispersion und damit die Wellen-
trennung eingestellt werden.
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187 6.7 Spektrometer

4. Prismen sind weniger anféllig auf Oberflaichenschaden wie Gitter.

5. Die Beugung an den Linsenaperturen oder am Prisma beschrankt die mog-
liche Auflosung

Prismenspektrometer haben aber auch Nachteile:

1. Licht geht durch Materie, das heisst das die Materialeigenschaften wie Ab-
sorption die moglichen Wellenldngen einschranken

2. Bei Gittern kann die Dispersion tiber den Gitterabstand ¢ in sehr weiten
Bereichen eingestellt werden. Dies geht bei Prismen nicht.

3. Die Wellenldngenauflésung kann durch Verwenden hoherer Ordnungen ver-
bessert werden.

fokussierender
__ Spiegel

Lichtquelle
~7 —

Eintrittsspalt

—
_——

Linse,
Kondensor

1. Ordnung __—
. Or g —
—
—
"
—_—

o
I \ fokussierender
Detektor Austrittsspalt —Spiegel
(Fotodiode,
Photomultiplier)
Abbildung 6.26.: Schematische Darstellung eines Gitter-

Reflexionsspektrometers. Die Lampe und Linse vor dem
Eingangsspalt sind symbolisch zu verstehen und stellen die
Quelle dar.

Beide diskutierten Aufbauten in den Abbildungen 6.25 und 6.18 verwenden Lin-
sen als optische Elemente. Die Probleme der Absorption, wie Sie fiir Linsen ange-
sprochen wurden, gelten nattirlich auch fiir die Linsen. Deshalb verwenden viele
Spektrometer Spiegel und reflektierende Gitter, wie in Abbildung 6.26 schematisch
gezeigt.

Licht tritt durch einen Eintrittsspalt, der sich im Fokus eines sphérischen Spie-
gels befindet in das Spektrometer ein. Deshalb erzeugt der obere Spiegel paralleles
Licht, das an einem Reflexionsgitter gebeugt und reflektiert wird. Die Erste Ord-
nung wird durch die Form des Gitters unterdriickt (siche Blaze-Gitter im Abschnitt
3.12.1). Das Gitter lenkt nun verschiedene Farben in verschiedene Richtungen. Der
untere Spiegel fokussiert nun die ebenen Wellen mit unterschiedlichen Richtungen
auf die Ebene des Austrittsspaltes. Nur ein kleiner Wellenldngenbereich gegeben
durch die Breite des Austrittsspaltes wird zum Detektor zugelassen. Dieser Detek-
tor kann eine Fotodiode, eine Avalanchediode | , 3.3.5.1, pp. 176-177] oder
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ein Photomultiplier | , 4.2.5.1, pp. 317-318] sein. Die Wellenlange wird nun
ausgewahlt, indem das Gitter gedreht wird.

Spektrometer wie das in Abbildung 6.26 gezeigte enthalten ausser dem Gitter keine
dispersiven Elemente und, da nur mit Reflexion gearbeitet wird, zuerst auch keine
absorptiven Bauteile. Die Absorption in Luft (z.B. durch Wasser) kann umgangen
werden, indem das Spektrometer evakuiert wird. Dieser Typ Spektrometer kann
auch im Ultravioletten oder im fernen Infrarot, ja sogar fiir Terahertz-Strahlung
verwendet werden.

Das oben gezeigte Gitterspektrometer ist hervorragend geeignet, mit hochster zeit-
licher Auflésung die Intensitét bei einer Wellenlénge zu bestimmen. Spektren hin-
gegen brauchen lange Zeit, konnen aber bei zeitlich konstanten Quellen mit sehr
hohem Signal-Rausch-Verhdaltnis gemessen werden.

fokussierender
__ Spiegel

Lichtquelle

—

Eintrittsspalt

Linse,
Kondensor

S
S
% —
& fokussierender
E Austrittsspal\ml
Abbildung 6.27.: Schematische Darstellung eines Gitter-

Reflexionsspektrometers. Die Lampe und Linse vor dem
Eingangsspalt sind symbolisch zu verstehen und stellen die
Quelle dar. Dies ist eine Modifikation des Spektrometers aus
Abbildung 6.26.

Beim Spektrometer in der Abbildung 6.27 wurde der Austrittspalt (sieche Abbil-
dung 6.26) durch einen Zeilendetektor (z.B. ein Kamerachip) ersetzt. Damit kann
wie in den Spektrometern in den Abbildungen 6.18 und 6.25 das Spektrum als
ganzes gemessen werden. Das Gitter steht nun fest, oder wird nur noch zur Wahl
des Wellenlangenbereichs gedreht.
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189 6.7 Spektrometer

Abbildung 6.28.: Ein kommerzielles Gitterspektrometer, wie es im Labor des In-
stituts fiir Experimentelle Physik an der Universitat Ulm ver-
wendet wird.

Diese Art Gitterspektrometer kann auch hochintegriert hergestellt werden.

Glasblock als Trager
fokussierender
Glasfaser Spiegel
Gitter
1. Ordnung
0. Or g
. 1. Ordnung
5 L
X
Q
g
S fokussierender
D iegel
N

Abbildung 6.29.:  Schematische Darstellung eines integrierten  Gitter-
Reflexionsspektrometers. Dies ist eine Modifikation des
Spektrometers aus Abbildung 6.27.

Das Spektrometer aus Abbildung 6.29 ist gleich aufgebaut wie das aus Abbildung
6.27. Alles wird auf einen Glasblock aufgebracht, dessen Aussenwinde als Spiegel
(mit einer Metallbedampfung) oder als Gitter (auch mit einer Metallbedampfung)
strukturiert sind. Licht wird mit einer Glasfaser zugefithrt. Deren Offnung ist da-
bei die Eintrittsoffnung. Ebenso wird der Zeilendetektor direkt am Glaskorper
befestigt. Die ganze Struktur kann, wenn gewiinscht vergossen werden.
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7. Resonatoren und ihre Lichtmoden

7.1. Matrixformulierung der Lichtpropagation

(Siehe Hecht, Optik | , pp. 371]) (Siehe Yariv, Quantum Electronics | ,
pp. 99])

Zur Behandlung von Resonatoren verwenden wir die Matrixdarstellung der Licht-
ausbreitung paraxialer Strahlen in einer zylindersymmetrischen Anordnung. Die
Lage des Lichtstrahls wird durch den Vektor

"= < :'((22) > (7.1.1)

wobei z die Koordinate entlang der optischen Achse ist. Die Wirkung eines opti-
schen Elementes wird durch eine Matrix A beschrieben

Tous = Arein (712)

7.1.1. Lichtpropagation entlang eines Lichtstrahls

Fir eine Gerade haben wir die Geradengleichung

r(z)=7r"z+4r(0) (7.1.3)

Wir kennen r(z) und r/(zg) sowie z; = 2y + d und haben dann

r(z0) =1"(20) - 20 +1(0) (7.1.4a)
r(z1) =7r'(z1) - 21 +7(0) (7.1.4b)
P(e1) = 7 (z0) (7 1.40)
r(z1) =1'(20) + (20 +d) +7(0) (7.1.4d)
=1"(20) - d+ (r'(20) * 20 +7(0)) =r"(20) - d+7(20)
1

N
=3
~—~ T
RO
~— —
N———

Il
—
@)

—

) <<(>)) (7.1.4¢)
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7.1.2. Lichtpropagation durch eine Linse

+Linse

'f \f%%

\

Abbildung 7.1.: Skizze zur Berechnung der Linsenmatrix

In Abbildung 7.1 ist der Strahlengang von einem Gegenstand mit der Gegenstands-
hohe G im Abstand g von der Linse zu einem Bild mit der Bildhéhe B < 0 im
Abstand b zur Linse aufgezeichnet. Wir interessieren uns fiir den griinen Strahl
mit der urspriinglichen Steigung 7. Gesucht ist die Steigung rf, an der Linse im

Abstand r = r, = 7y,

Wir konnen die folgenden Gleichungen aufstellen:

1+1 1___}1 1 1 Li leich
4= _=_"z insengleichung
g b f b f g
b B B G B}
—e = — = — Vergrosserung
g G b g
-G
TZT;g+G_—_>T’;—Tg
r B r G
T+T£b__B:>TZ’:_E_€:_B+E
7’+r G r_l_r—i-G 7’+,
= — — _—_—— = —— —_ — = r
f 9 g f g f
1

(7.1.5a)
(7.1.5b)
(7.1.5¢)
(7.1.5d)

(7.1.5¢)

(7.1.5f)
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193 7.1 Matrixformulierung der Lichtpropagation

7.1.3. Lichtpropagation durch eine gewdlbte Grenzschicht

Abbildung 7.2.: Skizze zur Berechnung der Matrix fiir eine gew6lbte Grenzfliche

In Abbildung 7.2 betrachten wir zuerst Winkelbeziehungen

y+a=m—(r—90)=9 (7.1.6a)
Bte=20 (7.1.6b)
a=9—r (7.1.6¢)

und die weiteren Beziehungen

paraxiale Naherung

ny sin o = gy sin 3 — nio = ny3 (7.1.7a)
r araxiale Naherun, r
ing = — prinRZhering §=— 7.1.7b
sin I 7 ( )
ri = tan~y paraxiale Niherung ri=r (7.1.7¢)
Ty = tane paraxiale Raherung rh=e=06—0 (7.1.7d)
’ T 1 r ny
- _ _ = — — = (f= 7.1.7
=g = -5 ) (717
_rom(r_ )
R np \R !
’ T ny nq
= 1—— — 7.1.71
T2 R ( TLQ) + N9 ( )
’ T Mo — Ny 1
_ -t 7.1.7
Tl R ( Mo ) N9 ( g>
=1 =Ty (7.1.7h)
und damit

T2\ 1 0 1
D-( 96 e

und mit R — oo auch fir eine ebene Grenzfliche senkrecht zur optischen Achse
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T9 1 0 71
() - (0 ) () (7.1.9)

7.1.4. Lichtpropagation durch eine schriage Grenzschicht

/
\6 T'2
e
n1 /

Abbildung 7.3.: Skizze zur Berechnung der Matrix fiir eine schrige Grenzfliache

Wir betrachten in Abbildung 7.3 eine Grenzfliche zwischen Medien mit n; und
ng, die um den Winkel ¢ gegen die Normale auf die optische Achse geneigt ist.

Wir haben die folgenden Beziehungen:

B=c+36 (7.1.10a)
a=7+36 (7.1.10b)
r = tan(y) paraxiale Ngherung rh=r (7.1.10c)
ry, = tan(e) paraxiale Kaherung ry=¢ (7.1.10d)
ny sin(a) = ngy sin(f) paraxiale Niherung nio = nof3 (7.1.10e)
e=f-6="2a-5¢ (7.1.10f)
Uz
=~ (y+08)—4
= M
U N2

Diesmal gibt es zur Matrixgleichung noch einen konstanten Term

T2\ 1 0 ™ 0
D-GOE(2) o

Fiir 6 = 0 erhalten wir das Resultat fiir eine Grenzflaiche senkrecht zur optischen
Achse.
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195 7.1 Matrixformulierung der Lichtpropagation

7.1.5. Lichtpropagation bei Reflexion an einem gewdlbten
Spiegel

Spiegel

Abbildung 7.4.: Skizze zur Berechnung der Matrix fiir einen Spiegel.

Nach der Abbildung 7.4 gelten die folgenden Winkelbeziehungen:

THa=946 (7.1.12a)
v+ 20 =p (7.1.12b)
B=20—7 (7.1.12¢)

r araxiale Niaherun, r
in(8) = patatii S Thering §=— 7.1.12d
sin(d) = L (1)

Mit den Beziehungen | = tan(y) ~ v und —r} = tan(f) =~ [ erhalten wir

b2
Tog =T R

<;Z> = (_112% ?) (:i) (7.1.14)

7.1.6. Lichtpropagation bei einem Indexmedium

(7.1.13)

und

Wir betrachten hier nach Yariv | , pp- 106] ein sogenanntes quadratiesches
Indexmedium, also ein Medium, das die folgende Variation des Brechungsindexes
hat

k
n(z,y) = no [1 - i(aﬂ + yQ)] (7.1.15)
Mit dem Fermatschen Prinzip in differentieller Schreibweise
d ( d
Ts (né{:) =Vn= grad n (7.1.16)

kann die Trajektorie des Lichtstrahls ausgerechnet werden. Dabei ist s die Weglan-
ge entlang des Lichtstrahls. Bei parazialen Strahlen kann d/ds durch d/dz ersetzt
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werden.
d ([ dr k nok
7 (ndz> = no grad [1 — i(:ﬁ + y2)] = —%r (7.1.17)
Da n nicht von z abhéngt, ist auch
d [ dr d*r noks ky o o] d*r
=) =t = — = 1— = — 7.1.18
dz (ndz> "z ko ”0[ 2k V)| (7.1.18)

Nehmen wir nun weiter an, dass ’;—i(xz +y?) < 1 ist, so konnen wir schreiben:

d2’l" _Tlok’g

Uns interessiert nur der Abstand r = |r|. Da ng > 0 ist, kann es eliminiert werden.
Damit erhalten wir die Differentialgleichung fiir paraziale Strahlen

d27" kQ
—_— — = 1.2
1.2 + (k > r=20 (7.1.20)

Wenn der Strahl am Eingang die Position ry und die Steigung r{, hat, ist die Losung

r(z) = cos (\/%z) ro + ]f;sin (ﬁz) r (7.1.21a)
r(z) = — \/%sin (\/%z) 7o + cos (\/Ez) v (7.1.21D)

Wir haben also fiir ein quadratisches Indexmedium mit ky > 0 der Lénge /¢

) = cos (/42¢) i sin (/%2) <T1>
(7”/2> a (— @sin( k—;ﬁ) COS( %g) 7 (7.1.22)

k

Wenn £y < 0 ist, wenn wir also eine Zerstreuungslinse haben, bekommen wir

[ k2 [k . [k2 )
r(z) = cosh ( kz) ro + o sinh ( kz) o (7.1.23a)
/ . kz . k? k? /
r'(z) = Uzsmh (Ukz) o + cosh (\/ kz) o (7.1.23b)

Wir haben also fiir ein quadratisches Indexmedium mit k; < 0 der Lange ¢

) cosh (/%2¢)  \[Esinh (\/20)\ (7,
(T/2> a \/’%sinh( %E) cosh( %6) (7’/1>

(7.1.24)
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7.1 Matrixformulierung der Lichtpropagation

7.1.7. Zusammenfassung Lichtpropagation

Gerade Strecke

[ —
sin /

aus

o)

Dinne  Linse,
Brennweite  f
(f > 0: Sam-
mellinse, f < 0:
Zerstreuungslin-

se
Dielektrische
Grenzschicht
mit den Bre-
chungsindizes
ny und ne

N

1 0
0 ni
ng

Spharische
dielektrische
Grenzschicht
mit Krim-
mungsradius R
und den Bre-
chungsindizes
ny und ne

1
no—ny 1

ny R

0

ni
n2

Spharischer
Spiegel mit
dem Krim-
mungsradius

R

Gerade
cke

Stre-

z=0

(
n:nn\p;‘f;r?]
{

z=1

aud

|

ing)

COS ( L

— J’%sin( %Z)

cos ( %6)

|

Tabelle 7.1.: Matrizen fiir die Strahlausbreitung
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Abbildung 7.5.: Linseniibertragungsstrecke als Modell fiir einen Laserresonator.

Der Strahl von der n-ten zur n + 1-ten Linse ist durch

1 0][1d] [ 1 d ]
Taus = 1 Tein = 1 d Tein (7125)
[ ~1 101 ~1 44y

Wir haben dann eine Lichtausbreitung in einem Resonator, wenn die Strahllage
nach der n + 2-ten Linse gleich wie nach der n-ten ist. Daraus folgt

1 d 1 [ 1 d 1
'r'aus — 1 d 1 d rein (7126)
[_h il —ntl
Ausmultipliziert erhalten wir
1— 4 d- (2- 4
Tous = |: _i_ifj_ d _d+<1_(d) f2)(1_d) ] Tein (7127)
f1 f2 fife f1 f1 f2

Um eine Resonatormode zu bekommen muss 74,5 = Tein sein. Wir setzen

A = 1_;12

oo

S R

D = —z+<1—z> : (1-}1) (7.1.28)

Damit bekommen wir auch

Tneo = A-r,+B-r
ryy = C-ry+D -1l (7.1.29)
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Wir lésen die erste Gleichung nach 7/, auf und erhalten

1
r o= B (Tpao — A - 1) (7.1.30)

Diese Gleichung schreiben wir um 2 verschoben hin und bekommen

1
T2 = B (Tna — A~ Tny2) (7.1.31)

Wir setzen diese Resultate in die zweite Gleichung (7.1.29) ein und erhalten

Tnia — (A+ D) rpy2 + (AD — BC)r, =0 (7.1.32)

Durch ausrechnen erhalt man, dass AD — BC' = 1 ist. Wenn wir b = % (A+ D)=

(1-4-4+

2 . . .
O ) setzen, konnen wir schreiben

d
2f1f2
Toga — 2000+ 1, =0 (7.1.33)

Diese Differenzengleichung ist formal aquivalent zu einer Differentialgleichung vom
Typ #+kr = 0' Die Losung der Differentialgleichung ist r(z) = r(0) exp [ﬂ:i \/Ez}
Deshalb setzen wir in die Differenzengleichung den Ansatz r; = rgexp [1s©] mit
s = 2n ein und erhalten

e?® — 20e® 41 =0 (7.1.34)
Die Losung ist

€@ =b+ V2 -1=b+iV1—0b? (7.1.35)

Mit b = cos©® und daraus /1 —b> = sin© ist die obige Gleichung erfiillt. Die
allgemeine Losung ist also

s = Tmaz SIN(s © + 0) (7.1.36)
mit 7,,4; = 7o/ sind. Damit wir eine stabile Losung haben, muss © reell sein.
Daraus folgt

o] <1 (7.1.37)

Aus der Definition von b folgt?

'Dazu schreiben wir die Gleichung wie folgt um. r,14 — 2740 + 7 + 2(1 — b)rp2 = 0. Nun
sind die ersten drei Summanden die zweite Ableitung.
2Wir rechnen

d d d?

0 2-5 -5 tap =2
d d d?

0< 1_ﬁ_m+4f1f2 <1

und damit folgt die Behauptung.
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d d d?
—1 S1_ﬂ_g_|—2f1f2 <1
1

0 <(1-55)(1-3%) < (7.1.38)

7.1.8. Stabilitat

Wenn wir die neuen normierten Koordinaten ¢; = 1—d/(2f1) und g, = 1—d/(2f5)
einfithren, heisst die Stabilitdtsbedingung

0<g192 <1 (7.1.39)

=1 lanparallel

«©

Q

=] M e
7T O :

— [ symmetrisch konfokal

[

=) konzentrisc

. \
) |

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
gy = 1-d/(21,)

Abbildung 7.6.: Stabilitdtsdiagramm fiir Strahlfithroptiken mit Linsen. Die gelb-
liche Farbe zeigt die instabilen Bereich, die tiirkis-Farbe die
stabilen.

Das obige Stabilitdtsdiagramm kann auch fir Spiegel berechnet werden, indem
man f = R/2 setzt, wobei R der Kriimmungsradius des Spiegels ist.
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2 onzentrisch
o |
T 1 ,
Ro] i symmetrisch :konfokal
0 planparall

. \

) |

-3 -2 -1 0 1 2
d/R,

Abbildung 7.7.: Das Stabilitatsdiagramm fiir Spiegelresonatoren.

Versuch zur Vorlesung:
Laser (Versuchskarte AT-052)

7.2. Resonatoren mit spharischen Spiegeln

(Siehe Hecht, Optik [ , pp- 893])

C,C,

Abbildung 7.8.: Konzentrischer Resonator

Beim konzentrischen Resonator ist Ry = Ry = £/2. Damit liegt dieser Resonator
auf der Diagonale des Stabilitatsdiagramms am Punkt (2,2) an der Grenze zur

Instabilitat.
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Abbildung 7.9.: Konfokaler symmetrischer Resonator.

Beim konfokalen Resonator ist / = Ry = Rs. Dieser Resonator liegt am Punkt
(1,1) und ist auch an der Grenze zu instabilen Regionen.

Abbildung 7.10.: Resonator mit planparallelen Spiegeln.

Der planparallele Resonator ist ein Sonderfall der sphéarischen Resonatoren mit
Ry = Ry = o0. Dieser Resonator, der an der Stabilitétsgrenze bei (0,0) liegt,
ist heute der am héaufigsten vorkommende Resonator: praktisch jede Laserdiode
besteht aus einem planparallelen Resonator.

7.3. Gausssche Strahlen

(Siehe Yariv, Quantum Electronics | , pp- 106])

Als Vorstufe betrachten wir die durch eine Linse induzierte abstandsabhéngige
Phasendifferenz fiir paraziale Strahlen. Die Linsenkrimmung sei R. Die z, y-Ebene
sei senkrecht zur optischen Achse. Dann ist die Dicke der Sammellinse durch
d(z,y) = dy — (2* + y*)/2R; — (2* + y?) /2R, gegeben. Der optische Weg setzt
sich dann aus s = Spinse(r) + Spupe(r) zusammen. Die Zeit, die Das Licht fiir das
durchlaufen dieser Strecke benétigt ist

b L+ Ly = Stinsel0)? | Spupe(r)

C

(7.3.1)

Mit Spupt = So — Srinse und unter Weglassung aller konstanten Terme bekommt
man

1 1

t=—(2>+ 1% (2]__{1 + 2R2> (n—1) (7.3.2)
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203 7.3 Gausssche Strahlen

Mit 1/f = (n—1)(1/Ry + 1/Ry) ist das Resultat
_:c2 +
2f

Wenn wir mit Ep(z,y) die Amplitudenverteilung links von der Linse und mit
Er(x,y) die Verteilung rechts von der Linse beschreiben, gilt

t =

(7.3.3)

2+y2

ER(;C7 y) = EL<x7 y)ezk* 2f (734>

Den gleichen Effekt erreicht man mit einem Medium, das die folgende Variation
des Brechungsindexes hat

n(z,y) = ng [1 - ;{Z(mQ + y2)1 (7.3.5)

Das Resultat aus Abschnitt 7.1.6 lautet

o= () [ ()0
(z) = — \/% sin (ﬁz) ro + cos (\/%2) v (7.3.6b)

Aus der Elektrizitatslehre folgt (ohne Ableitung), dass fiir das elektrische Feld

V?E + k*(r)E =0 (7.3.7)

gilt. Wir beschrénken uns auf den Fall wo k*(r) = k? — kkyr? gilt. Der Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten fiir Funktionen, die nur von r = /z? + y? ab-
héngen, ist

”? 190 o
2 _ —_— [ — [
V* = 52 + ~r + 922 (7.3.8)
Wir verwenden die Abkiirzung V7 = 5722 + %%. Weiter setzen wir an:
E =(x,y,z)e (7.3.9)
und erhalten
0
Vi — 2ik£ — kkor®h =0 (7.3.10)

Wenn die Intensitit entlang z sich nur wenig andert (k(9v/0z) > 0% /02* < k*y,
ist, konnen wir fiir ¢/ ansetzen

1
W(x,y,2) = exp {—i {P(z) + 2@(2)7“2} } (7.3.11)
Wir setzen dies ein und bekommen
P
—Q*r? —2iQ — k229 900 kkor® =0 (7.3.12)
0z 0z
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Da dies Gleichung fiir alle r gelten soll, miissen die Koeffizienten der verschiedenen
Potenzen von r einzeln verschwinden. Also ist

0
24k sk — 0
0z
oP 1Q
— = = 7.3.13
0z k ( )
In einem homogenen Medium ist ks = 0 so dass wir die Gleichung
0Q
P+hk—=0 7.3.14
Q"+ ko (7.3.14)
erhalten. Wir definieren die Funktion s(z) tber
ds
Q=k% (7.3.15)
s
Durch Einsetzen sehen wir, dass
0?s
) 7.3.16
552 ( )
Damit muss s(z) = az + b sein. Somit ist @
Qz) = h—— (7.3.17)
z) = 3.
az+b
Bequemer ist es im weiteren, wenn wir die Funktion
k 2mn
=06 " e (7:315)
verwenden. Diese hat die Form
q(2) =2+ q (7.3.19)
Wir setzen )(z) in die Gleichung fiir P(z) ein und erhalten
op i _ i
dz q  z4q
P(z) = —iln (1 + z) (7.3.20)
do

Wir nehmen an, dass ¢y rein imaginar ist. Dann gilt fiir die ortliche Amplituden-
verteilung

Y(r,2) = exp {—z’ l—z‘ln (1 + ;) + 2((]()1{:4—,2')T21 } (7.3.21)

Wir setzen qy := i&/\gn, berticksichtigen A = 27n/k und verwenden die Identitét

In(a+ib) = In va? + b?+iarctan(b/a) und erhalten fiir den ersten Term im obigen
Produkt
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205 7.3 Gausssche Strahlen

1
exp [— In <1 —1 )\j )] = ——exp lz arctan ( A2 )] (7.3.22)
TWHn 14 2 Twon

2,,4.2
TEWen

Der zweite Term wird

—k 2 2 15 2
exp [22_:] = exp T 5T i 5 (7.3.23)
(0 +2) W2 [1+ () ] 22 [1 + (man) ]
Die folgenden Definitionen sind iiblich
A\’ 22
(2) = wi |1 =wp (145 7.3.24
) = o +(W§n)] A(1+5) (7320
R(2) 1+ <W°”)2 |4 2 (7.3.25)
z = = Z e .
Az 22
A
n(z) = arctan ( z ) = arctan <Z> (7.3.26)
TWEN 20
2
n = o7 (7.3.27)
A
Die Parameter haben die folgende Bedeutung:
w(z) Der halbe Strahldurchmesser an der Position z
R(z) | Der Kriitmmungsradius der Wellenfront an der Stelle z
n(z) Phasenfaktor
20 Ort der maximalen Krimmung der Wellenfront
Mit dieser abgekiirzten Schreibweise wird
Wo . 9 1 1k
E = FEy— —i(kz — - 7.3.28
(l‘,y,2> Ow(z) €xp Z( z 77(2)) r <w2(z) + 27’(2))] ( )
Weiter ist
L ! —1 A (7.3.29)

9(z)  R(z)  mnw?(2)

Die Grosse 1/q(z) beschreibt die Gaussschen Strahlen. Der Realteil gibt den Kriim-
mungsradius der Wellenfronten, der Imaginérteil den Strahldurchmesser.

Die Grosse q(z) ist deshalb sehr wichtig, weil mit Hilfe der Transfer-
matrizen ¢(z) propagiert werden kann. Die Transfermatrizen geben
deshalb auch die Anderung der Strahlform durch optische Elemente
an.
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7.3.1. Divergenz und Strahldurchmesser

(Siehe Yariv, Quantum Electronics | , pp- 106])
Die obigen Parameter haben die folgende Bedeutung

7.3.1.1. w(z) und wy

Die transversale Amplitudenverteilung folgt einer Gausskurve, wie man aus dem
Term exp[r?/w?(z)] ersehen kann. w(z) ist die Distanz zur optischen Achse, bei
der die Intensitdt um den Faktor e vom Maximum abgefallen ist. wy beschreibt
den minimalen Strahldurchmesser.

7.3.1.2. R(2)

R(z) ist der Krummungsradius der Wellenfronten. Aus R(z) = 2 (1 + i—é) ist er-
sichtlich, dass liII(l] R(z) = oo ist. Damit ndhern Gausssche Wellen im Fokus eine
z—

ebene Welle an. Ebenso ist Erin R(z) = +o00. Auch fiir sehr grosse Distanzen sind

Gausssche wellen eine gute Approximation fiir ebene Wellen.

7.3.1.3. Offnungswinkel

Weit weg vom minimalen Strahldurchmesser kann ein Gaussscher Strahl durch
einen Offnungswinkel

A A
© = arctan ( > R~ (7.3.30)
TwWon TWon
beschrieben werden. Es gilt deshalb die folgende Gleichung
A
Owy = const = — (7.3.31)
™m

die formal dquivalent zur Unschérferelation ist. Damit ist klar, dass ein kleinerer
Brennfleck unweigerlich einen grosseren Offnungswinkel bedeutet. In einer nullten
Approximation sieht man auch, dass wy > ﬁ sein muss.

7.3.2. Wirkung optischer Elemente auf Gausssche Strahlen

Die Transformation eines Gaussschen Strahls mit optischen Elementen, die durch

die Matrix
A B
C D

_Aq+B
Cq+ D

beschrieben. Zum Beispiel wirkt eine Linse mit der Brennweite — f, also der Matrix
1 0
“1/f 1
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so auf einen Gaussschen Strahl

q1

= 7.3.33
Q2 —q/f+1 ( )
Wir nehmen den Kehrwert und bekommen
1 1-a/f 1 1
- - _ _ 7.3.34
q2 a1 q1 f ( )
Mit der Definition 1/q = 1/R + i\/(7mnw?) wird die Gleichung
1 A 1 A 1
5 = 5 — % (7.3.35)

Ry  mnws; Ry mwi  f

Diese Gleichung muss fiir den Real- und den Imaginérteil separat erfiillt sein. Also
haben wir

1 1 1
—_—— = Realteil
Ry Rl f ( )
Wy = Wy (Imaginérteil ) (7.3.36)

Wenn zwei optische Elemente mit den Matrizen

A1 Bl
Cy Dy

und

A2 BQ
Cy Dy

hintereinander geschaltet, ist das Resultat durch

Asqo + Bo
Caq2 + Dy

A1q1+By
A 2Ciq+D + B

A1qi+B1
C 2C1q1+Dy + Dy

(AQAl + BgC’l)ql + (AgBl + BQDl)
(CyA1 + DyCh)qy + (CoBy + Do Dy)
Arq + Br

— =t e 7.3.37
Crqi + Dr ( )

gegeben. Die Analyse dieser Gleichung zeigt, dass fiir die Koeffizienten auch

(7.3.38)

Ar DBr . Ay By A By
CT DT - 02 D2 Cl Dl

gilt. Damit gelten fiir Gausssche Strahlen die gleichen mathematischen Formeln
fiir die Berechnung von optischen Systemen wie bei Lichtstrahlen.
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12 '3

Abbildung 7.11.: Fokussierung eines Gaussschen Strahls.

In der Eingangsebene 1 ist R; = oo und w = wp;. Dann ist

1 1 A A
— =l =~ (7.3.39)
a1 R1 TWh N TWE N
In der Ebene 2 ist
1 1 1 1 A
—=——==—=—3 7.3.40
e @ f f mwiin ( )
Damit ist
1 —a+1b
= = 7.3.41
o —f o At ( )
01
wobei a = 1/f und b = \/(mw?;n). In der Ebene 3 ist
Y e Ny (7.3.42)
43 = q2 T 21 2102 .3
Nun muss in der Ebene 3 auch gelten
11 A s+ 4) — it
Sl — (5 ) s (7.3.43)

g3 Ry wwin <a‘;ﬁ+€) +(ﬁ)2

In der Ebene 3 soll der Durchmesser minimal sein, also ist R3 = oo. Damit muss
in der obigen Gleichung der Realteil null sein. Damit ergibt sich die Bedingung

0= — " 4 lel=—" = / / (7.3.44)

a2 + b2 a? + b2 1+ (m) 1+ <z01)2

Und damit ist auch der Ort des Strahlminimums gegeben. Der neue Strahldurch-
messer ist

f)\

7Tw01

201
2
) e
7rw n 201

Der Parameter zj ist der konfokale Parameter, der angibt, in welcher Distanz vom
Strahlminimum der Strahldurchmesser um /2 zunimmt. Der Wert des konfokalen
Parameters ist

(7.3.45)
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209 7.3 Gausssche Strahlen

Twin
20— ——~ —

(7.3.46)

7.3.3. Moden @é

(Siehe Hecht, Optik [HecO5, pp. 881]) (Siehe Yariv, Quantum Electronics [Yar75,
pp. 118])

Versuch zur Vorlesung:
Laser (Versuchskarte AT-052)

Die Gaussschen Strahlen sind die Grundmode von Laserstrahlung. Sie zeichnen
sich dadurch aus, dass sie keine Knotenlinie hat. Es existieren weiter Moden, die
durch die Anzahl Knotenlinien in horizontaler und vertikaler Richtung charakte-
risiert sind. Die moglichen Moden sind durch die Randbedingungen vorgegeben.
So erzeugt eine vertikale Storung durch die Resonatorachse eine Mode mit zwei
Maxima, die durch eine vertikale Knotenlinie getrennt sind.

Im folgenden werden Messungen von Moden gezeigt, die im Institut fiir Experi-
mentelle Physik an vertikal emittierenden Laserdioden (VCSEL) aus der Abteilung
Optoelektronik gemessen wurden.

Optik
Glasfaser
Spektrometer — \
Analysator (Polfilter)
SNOM-Spitze
IccD Scerkraft-
regelung
‘ ‘ z-Piezo VCSEL- Probe
Spektrum Topographie | ol

‘ X,y Piezoscantisch

Trigger

| = =
/QH = = = x,y-Positionierung
Aufnahme eines Steuern des
Spektrums pro Scanvorgangs

Pixel

Abbildung 7.12.: Aufbau der Nahfeld-Messeinrichtung fiir Modenverteilungen.
(Zeichnung von Markus Fischer[Fi507]).
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bisherige Spitze (ca. 80nm)

Abbildung 7.13.: Nahaufnahme von Glasfaser-Nahfeldsonden. (Daten gemessen
von Markus Fischer[l'is97]).

210 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [ 2NN
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neue Spitzenform fur mehr Intensitat

‘ 160
10 | |
1 1140
10 L |
J —120
c 10
Ke) 7
3 100 E
E 10 - | =
&) ©
& 4—' 80
F 10 - i
—d - 60
10" |- ]
—1 40
10 | | | | | | | | | | |
40 60 80 100 120 140 160

Apertur / nm

Abbildung 7.14.: Transmission von Nahfeld-Glasfasersonden. (Schaubild gezeich-
net von Markus Fischer| ).
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E — Feld Leistung Kombination

o @

0
ME=RCLY

~a
. hl . /v@
OS]
- +
o G E D
+ -
+ /
o, %o
+
eEHll

Abbildung 7.15.: Wellenleitermoden fiir elliptische Wellenleiter. Links sind die
Bezeichnungen, dann die Anordnung der elektrischen Felder
und schliesslich die Intensitatsmuster gezeigt. (gezeichnet nach

[ )
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213 7.3 Gausssche Strahlen

14 x 14 um M84/96 (GroBe Il) mit 5.78mA

Topographie Intensitat LP, LP,

Polfilter 0

Polfilter 90°

Abbildung 7.16.: Diese Aufnahme zeigt Moden bei relativ geringen Stréomen. Des-
halb kénnen nur die Grundmode sowie noch wenige Oberwellen
anschwingen. Die Modenform wird durch die Verunreinigungen
auf den Laserspiegeln (rechts sichtbar) hervorgerufen. In der Un-
teren Reihe ist der Analysator fir die Polarisation um 7/2 ge-
dreht worden. Die beiden Reihen zeigen also die beiden ortho-
gonalen Polarisationszusténde des Lichtes. (Daten gemessen von
Markus Fischer| D).
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15 x 15 um M84/96 (GroBe Ill) mit 7.5mA

. LP + LP -

Abbildung 7.17.: Bei dhnlichem Strom héngen die moglichen Moden auch vom
Durchmesser des Resonators ab. Dieser Resonator ist gros-
ser als der im vorherigen Bild. (Daten gemessen von Markus
Fischer| D

Topographie  Intensitat LP

EH

Polfilter 0'

Polfilter 90
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15 x 15 um M84/96 (GréBe Ill) mit 12mA

LP + LP -

Topographie Intensitat

Polfilter 0

Polfilter 90

15 x 15 um M84/96 (GroBe Ill) mit 12mA
EH +

EH +

Polfilter 0

Polfilter 90

Abbildung 7.18.: Hier ist der Strom bei gleicher Geometrie grosser als im vorhe-
rigen Bild. Entsprechend schwingen mehr Moden an. Beachten
Sie, dass die Knotenlinien von Moden mit einer orthogonalen
Polarisation auch orthogonal sind. (Daten gemessen von Mar-
kus Fischer| 1.
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18 x 18 um M84/96 (GroBe V) mit 16mA

EH LP

Topographie Intensitat

¥
.

Polfilter 0

Polfilter 90

18 x 18 um M84/96 (GroBe V) mit 16mA
EH. LP,

Polfilter 0'

Polfilter 90

Abbildung 7.19.: Dieser Laserresonator hat den grosseren Durchmesser als der
vorherige. Da auch der Injektionsstrom grosser ist, schwin-
gen hier sehr viele Moden an, die zum Teil auch nicht mehr
identifiziert werden konnen. (Daten gemessen von Markus

Fischer| D).

216 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)sv-sa |



217 7.3 Gausssche Strahlen

EinfluB der Spitze auf Polarisation

M84/96 (GroBe 3), 7.5 mA, 15x 15 um
Polfilter O

Topographie Intensitat

Probe 90 nach links gedreht

[ Jo[=]s]|

Abbildung 7.20.: Hier wird gezeigt, dass die Sonde, hier ”"Spitze” genannt, kei-
nen Einfluss auf die Messung hat. (Daten gemessen von Markus
Fischer| D-
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Probe M129, 4mA (I =1,3mA), 12x12 um
Topographie  Intensitat LPO1 LP11+ LP11- LP21

A
S S

Messung mit anderer Spitze:

Messung in ca. 1um Abstand:

Abbildung 7.21.: Wie bei allen Messmethoden gibt es auch hier Artefakte. So
fithren hier Riickwirkungen auf den Laser zu einer optisch sonst
nicht erklarbaren Streifenbildung. (Daten gemessen von Markus
Fischer| D).

Nach Yariv] , 118] gentigen die Moden in rechteckférmigen Wellenleiter

Ep = E%HE<\/§$>>Hm(\/§ J )

0w(z) w(z w(z)
X exp |—ik ;(;{2)2 —ikz+i(m+n+ 1)17]
= m (Ve (V)

. 22+ y? .ka + 2
exp |———5—— — 1
P w?(z) 2R(z)

—ikz+i(m+n+ 1)7)]
(7.3.47)

wobei H, das Hermitsche Polynom /-ten Grades ist und die anderen Grossen wie
bei den Gaussschen Strahlen definiert sind.
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A. Bestimmung des
Polarisationszustandes

A.1. Rechnung mit Jones-Matrizen

Diese Rechnung ist fiir vollstdandig polarisiertes Licht.

Wir beziehen uns hier auf die Abbildung 4.19. Fir die Verzogerungsplatte (Pha-
senverzogerung 0) im Winkel setzen wir im Jones-Formalismus an

_[cos (g) + i cos(2/3) sin (g) isin(2/3) sin (%)
P(5,8) = ( isin(203) sin (g) Cos (g) — i cos(23) sin (g) (A.1.1)

Der um « gedrehte Polarisator ist durch

PP(Q):< cos? () sin(a)cos(oz)) (AL2)

sin(a) cos(a) sin?()

beschrieben. Mit dem vollstandig polarisierten Eingangsfeld

Eyelo?
E, = (Ezye_wﬂ) (A.1.3)

bekommen wir fiir eine \/4-Verzogerungsplatte (6 = 7/2)

Eres = Pp(Oé)Pv(ﬂ, 7T/2)E0 (A].4)

Eingesetzt und ausgerechnet ergibt dies

e~ (Eyei¢(cos(a) +icos(a — 28)) + E.(sin(a) — isin(a — 25))) cos(a)

V2 sin(a)
(A.1.5)

Eres =

Die resultierende Intensitét ist dann

Ires(a’ 6) = KEresEres*
_ ; (EZ - 2B, E. sin(¢) sin(2(a — )
+cos(2(a — B))(2E, E. sin(28) cos() + cos(28)(E, — E.)(E, + E.)) + E?)
(A.1.6)
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Nach dem Rezept aus Abschnitt 4.4.5.2 messen wir

L,e5(0,0) = KE? (A.1.7a)
Im(g, 0) = KE? (A.1.7b)
K
Leo(5,0) = - (B2 + B2 — 2B, E. sin(¢)) (A.1.7¢)
4 2
T K/ , 9
Les(—,0) = 5 (E + B2 + 2B, E. sin(¢) ) (A.1.7d)
T K 9
Lies(: ) 5( + E2 + 2B, E. cos(¢)) (A.1.7¢)
T 7T K 9
Le(~77) =5 (E} + E? - 2B, E. cos(¢)) (A.1.7f)
Daraus ergeben sich dann die Beziehungen aus Abschnitt 4.4.5.2
n 2 2
Lies(0,0) + Lres(5,0) = K (E? + E?) (A.1.8a)
Les(0,0) — I, (g,()) = K (B2 - E?) (A.1.8b)
T T
Les(=,2) = = 2)=2KE,E. ALl
res<47 4> res( 47 4) COS(¢) ( 8C)
[res(g,o)— Les(— %,0) —2KE,E, sin(¢) (A.1.8d)

A.2. Rechnung mit Miiller-Matrizen

Die Rechnung mit Miiller-Matrizen verlauft analog zur Rechnung mit Jones-Matrizen,
nur dass iiber den Polarisationsgrad nichts angenommen werden muss.

Wir haben nach | | fiir eine Verzogerungsplatte (Phasenverzogerung 0) im
Winkel 5 die Miiller-Matrix

1 0 0 0
My(3,6) = 0 sin?(28) cos(d) + cos?(28)  sin(20) cos(28)(1 — cos(d)) sin(23) sin(4)
VA 0 sin(208) cos(28)(1 — cos(d)) cos?(28) cos(d) + sin?(28)  cos(23) sin(d)
0 sin(2) sin(9) — cos(2/3) sin(9) cos(0)
(A.2.1)

Der um « gedrehte Polarisator ist durch die Miillermatrix

1 cos(2a) sin(2a) 0
1 | cos(2a) cos?(2ar) cos(?a)sm( a) 0
2 | sin(2a) cos(2a) sin(2«) sin?(2a) 0
0 0 0 1

Mp(a) = (A.2.2)

gegeben. Als Eingangs-Stokes-Vektor nehmen wir
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221 A.2 Rechnung mit Miiller-Matrizen

1
| @
So = I (A.2.3)
\%4
an. Der resultierende Stokes-Vektor S; ist dann
Sl = Mp(()é)Mv<6,(s)Sg <A24>

Wir setzen 6 = w/2 (A/4-Platte) und bekommen

(I + cos(2(a — B8))(Q cos(28) + Usin(2)) + Vsin(2(a + 5)))
2 cos(2a) (I + cos(2(a — 8))(Q cos(28) + U sin(28)) + V sin(2(a + 3)))

Si(a,p) =113 (28
e 5sin(2a)(1 + cos(2(a — 8))(Q cos(2) + Usin(26)) + V sin(2(a + )))
$(@sin(283) — U cos(28))
(A.2.5)
Nach dem Rezept aus Abschnitt 4.4.5.2 messen wir
1
S0 =81(0,0) =5 (I+Q 1+Q 0 -v)’ (A.2.6a)
1
Sr20 =51 (g,0> =3 ([ -Q —-I+Q 0 —U)T (A.2.6b)
T 1 T
Sepo=51(3:0) =5 (1+V 0 14V -U) (A.2.6¢)
T 1 T
S_wjio = S (—4,0) =S (1-v 0 —1+v -v) (A.2.6d)
T 1 T
Sejamjs =S (4, 4) =3 (IT+U 0 I+U Q) (A.2.6¢)
T 1 T
S /iy = S (—4, 4) = (1-U 0 ~1+U Q) (A.2.6f)

Die erste Komponente eines Stokes-Vektors ist die Intensitéat, also die Grosse, die
mit einer Fotodiode, einem analogen Film oder einer sonstigen Energiemessung
bestimmt werden kann. Wenn wir nun nach dem Rezept aus Abschnitt 4.4.5.2 die
folgenden Summen und Differenzen bilden, erhalten wir zuerst die Stokes-Vektoren
und dann die gemessenen Intensitéten

T
So0 + Sx0 = (I Q 0 —U) = Irotodiode = (So,o + S7r/2,0> (1)=1
(A.2.7a)
T
So0 — Srj20 = (Q I 0 0) - Irotodiode = (50,0 — Sﬂ'/2,0) (1)=@Q
(A.2.7b)
T
SW/4’7T/4 — wa/4,7r/4 = (U 0 I 0) - IFrotodiode = (Sw/4,7r/4 - S*W/4,7r/4) (1) =U
(A.2.7¢)
T
Sﬂ—/470 — S_ﬂ—/4,() = (V 0 I 0) - Trotodiode = (Sﬂ'/4,0 - S—ﬂ'/4,0) (1) =V
(A.2.7d)
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Damit ist der Stokes-Vektor und damit der Polarisationsgrad und der Polarisati-
onszustand gemessen.
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B. Einige notwendige
mathematische Verfahren

B.1. Vektoren

beschreiben Orte oder gerichtete Grossen

Y4

>
X

Abbildung B.1.:  Definition von Vektoren. 7 ist ein Ortsvektor, v der

Geschwindigkeitsvektor.

Die Ableitung nach der Zeit wird auch als

_dw
dt

g by ag + by
at+b=|a, |+ b | =| ay+by (B.1.1)
b, b, d, + b,

T

geschrieben.
Addition:
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Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Polygon (Versuchskarte M-28)

la| = /a2 + b2 + a2 (B.1.2)

Lange eines Vektors

Skalarprodukt
a - b=ab,+ayb, +ab, =|al|b] - cos(za,b) (B.1.3)

der Einheitsvektor e, ist ein Vektor der Lange 1, der in die z-Richtung zeigt.
Vektorprodukt

Qg b, ayb, — azb,
axb=1| a, | x| b, | =| aby —azb; (B.1.4)
b, b, azby — ayb,

B.1.1. Gesetze

Fiir die Orientierung der Vektoren gilt:

axbla (B.1.5)
axblb (B.1.6)
la x b| = |a||b| - sin(za,b) (B.1.7)
B.1.1.1. Spatprodukt
a  (bxec)=b- (cxa)=-b" (axc) (B.1.8)

Das Spatprodukt berechnet das Volumen des durch a, b, ¢ aufgespannten Spates.

B.1.1.2. Orthogonalitdt zweier Vektoren testen

Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Die Projektion von a auf b, das heisst, die
Komponente von a in die Richtung von b ist

ap = Qin Richtungb — @ * €p = @ * m:a’ ’ g (B]-g)
In kartesischen Koordinaten heisst dies

0 = azby + ayb, + a.b, (B.1.10)

NG

Beispiel:

Sei a = (3,2, —2) und b= (—2,0,1). Dann ist
3-(=2)4+2-0+(-2)-2 —6-4 10 5

ab: = = — =

J=22 402422 NE 2v2 2
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225 B.2 Differentiation und Integration

Beispiel:

Sei a = (3,2, —2) und b= (0,0,1). Dann ist

_3'0+2'0+(—2)'2_—2_
B 02 +02+ 12 \/T

Dies ist die z-Komponente von a.

ay

B.2. Differentiation und Integration
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Einige notwendige mathematische Verfahren 226
B.2.1. Einige Reihen
Funktion Potenzreihe Konvergenz
(14 z)™ 1+ mz + m“g*” 24 m“"*},j(m*?) +... lz| <1
sin(z + Ax) sin(z) + 4 cos(z) + f”( )+ |Az| < o0
—1—(?90)), sin(x + 7r") +. ..
cos(x + Ax) | cos(x) — Azsin(z) — MQ;)S(QC) Aac3§!in(a:) |Az| < o0
+A$4LOS($) 1 Azx™ coi(!x+%) +
1 s
tanz T+ 30° + 520 + g7 + g5 jz] < 3
T 333 335 1:7
cotx %_[§+£+3T&3+47z5“'} O<|z|<m
x x I2 CU3 14
e 1+ﬂ+§+§+ﬂ+... |l"<OO
a® = exlna 1+ zlna + (xl;lla) + (acln'a) + (xlna)4 4. |$’ < 00
z—1 (x (z— 1)
Inz 2 [Tﬂ + 3(x+)1g3+?L @i >0
r—1)<"
+ G +
Inx (z—l)—@—%@jt... 0<z<2
+(_1)n+1 (z—=1)"™ + ...
B 1)\ 2 o 1\3
Inz =g (5) +n%(7)+ T >3
+L(=h)" + .
.1’2 LU3 .T4
In(1 + z) N N —-1<z<1
_‘_(_1)n+1? +
: z3 1 3a° 13" 5a°
arcsin x Tty sty et lz| <1
m z 1 - 345 13- 525
arccos 5—[m+2.3—|—2 Tt s 6.7—|—..} lz| <1
arctan x x—%—l—%—...jt(—l)”fginﬁ—i—... lz] <1
Tabelle B.1.: Reihenentwicklungen
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227 B.2 Differentiation und Integration

B.2.2. Ableitungen in drei Dimensionen

B.2.2.1. Gradient in kartesischen Koordinaten

Wenn wir eine Funktion y = f(x) als Hohenprofil in einer zweidimensionalen
Landschaft auffassen, dann ist
df (x)
dz

die Steigung dieses Profiles an der Stelle x. f(z) ist die Hohenangabe iiber einer
eindimensionalen Grundflache.

Wir konnen eine Funktion f(z,y) als Héhenangabe iiber einer zweidimensionalen
Grundflache betrachten.

2 oo s NO
o O oo

00
Gradient 1120
[ 140
[ 160
[ 180

Abbildung B.2.: Gradient als Richtung der stdrksten Steigung

Die Funktion Gradient berechnet das starkste Gefalle einer Hohen-
landschaft iiber einer zweidimensionalen Ebene. Sie ist definiert:
of(z,y)

grad f = 0f((9£y)
dy

Eine skalare Funktion f(z,y, z) definiert eine ,,Hohenlandschaft“ iber einer dreidi-
mensionalen Grundflache. Sie kann nicht mit einfachen Mitteln visualisiert werden.
Hier ist die Definition
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Einige notwendige mathematische Verfahren 228

Gradient einer skalaren Funktion f(z,y,z) von drei Varia-

blen
of (x,y, 2)
ox

B.2.2.2. Divergenz in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten eine Vektorfunktion

X x+dx

> X

Abbildung B.3.: Vektorfeld mit Umrandung

Wenn wir die Umrandung betrachten, dann sehen wir, dass netto etwas aus ihr
herausfliesst. In die z-Richtung heisst das, dass

fliesst.

In die y-Richtung miissen wir die schrég liegenden Vektoren aufteilen. Die x-
Komponente, f.(z,y) und f.(x,y + dy) ist parallel zur oberen und unteren Um-
randung. Sie tragt nichts zum Fluss bei. Also gilt auch fiir die y-Richtung

F, - dy = fy(x,y+dy) — f,(z,y)

Die Grosse F' = F, + F,, nennen wir Divergenz oder Quellstérke. Sie ist also

228 ©2002-2017 Ulm University, Othmar Marti, [@)vsa |



229 B.2 Differentiation und Integration

Divergenz oder Quellstarke in 2 Dimensionen

Ofu(z,y) I afy(xvy)

div f(x,y) = o o

Eine analoge Uberlegung kann man sich in drei Dimensionen machen. Die Vektor-
funktion ist dann
folz,y,2)

Flo,y,2) = | fylz,y,2)
f2(z,y,2)

Wir definieren

Divergenz einer Vektorfunktion f(z,y) in drei Dimensionen

. 81’7‘1;7 7'2 aQ‘(’U? 7Z aZ‘CE7 72
div (., 2) = f(axy ) fJ(ayy ) | f(azy )

B.2.2.3. Rotation in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten wieder eine zweidimensionale Vektorfunktion

e = (G

y y+dy‘\
N

X x+dx

N\ v

> X

Abbildung B.4.: Drehung eines schwimmenden Klotzes, Rotation

Wir nehmen nun an, dass die durch f(z,y) definierten Stromungen den recht-
eckigen schwimmenden Klotz beeinflussen. So wie die Vektoren gezeichnet sind,
wird er sich drehen. Seine Drehachse zeigt aus der Zeichenebene heraus, also die
z-Richtung. Die Drehung hat etwas zu tun mit den Gréssen
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Rydx = f,(z + dx,y) — fy(z,y)

und

Rxdy = - (fx(ajay + dy) - fx($ay))

Um bei gleicher Drehrichtung (positiv ist im Gegenuhrzeigersinn) eine positive
Grosse zu haben, wird bei R, ein ,,—“ eingefiigt. Die Stirke der Drehung ist also

Rotation in zwei Dimensionen

of,(z,y)  Ofulz,y)
ox dy

R:

Flr eine dreidimensionale Vektorfunktion

fo(z,9, 2)
F(z,y,2) = | fylz,y,2)
[y, 2)

kann man sich iiberlegen, dass die gleichen Uberlegungen wie fiir die xy-Ebene
auch fiir die zz-Ebene (Rotation um y) und die yz-Ebene (Rotation um z) gelten.
Wir definieren also

Rotation in drei Dimensionen

Of:(w,y,2) _ f)fy(-}c,y,Z)

Jy Dz
rot f(w,y,z) = | 2elons) _ hiry.s)
afi/(x7 Y, Z) o aﬁn(m’y’ Z)

ox dy

Man kann sich die Berechnung gut merken mit

Gedankenstiitze fur Rotation

5 fola,y, 2)
rot f(a?,y,z) - 03/ X fy(aj,y,z)
5 fr,y,2)
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231 B.3 Skalarprodukt und Vektorprodukt in kartesischen Koordinaten

B.3. Skalarprodukt und Vektorprodukt in
kartesischen Koordinaten

Wir betrachten die zwei Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b ist
a - b=ab, +ayb, +a.b,
Das Vektorprodukt der beiden Vektoren ist

ayb, — a.b,
axb=1| ayb, —a.b,

azb, — a,b,

B.4. Rechnen mit Vektoren

B.4.1. Vektoridentitaten

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp- 190])

Im Folgenden sind a, b, ¢ und f Vektoren oder vektorielle Funktionen, a, b, ¢ und
f ihre Langen, k eine Zahl und ¢(r) eine skalare Funktion. Die Komponenten der
Vektoren in kartesischen Koordinaten sind

Qy
a=| a
Q
Fiir die anderen Vektoren werden die Komponenten analog geschrieben.

B.4.1.1. Produkte mit Vektoren

Skalarprodukt
k=a - b=ab, +ayb,+a.b,=abcos(s(a,b)) (B.4.1)
Vektorprodukt
ayb, —a.b,
c=axb=| ab, —a,b, la x b| = absin (£ (a,b)) (B.4.2)
azby — ayb,

Vertauschung der Reihenfolge (Kommutationsgesetze)

a b=>ba (B.4.3)
axb=-bxa (B.4.4)
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Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn

a b=0 (B.4.5)
Sie sind kollinear, wenn
axb=0 (B.4.6)
Doppeltes Vektorprodukt
ax(bxec)=(a c)b—(a - b)c (B.4.7)

Spatprodukt oder gemischtes Produkt

(axb) ~c=(bxc)  a
=(cxa) b

=—(axc) b

(
=—(ecxb) a
(
= azbyc, + ayb.c, + abyc, — (abyc, + azb.cy + aybyc,)  (B.AS)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn

(@xb) ~c=0 (B.4.9)
Lagrangesche Identitéit

(axb) - (exf)=(a- )b f—(a b e) (B.4.10)
Vierfaches Vektorprodukt

(@xb)x(exd) =((axb) - fle—((axb) - ) f (B.4.11)

B.4.1.2. Ableiten von Vektoren

Ableiten eines Vektors

d d [ % datm Uy
%a = % ay = Lty = @y (B.4.12)
a, gtz Ciz

Ableitung eines Produktes

% (ea(t) = Yat o ta (B.4.13)

Ableitung des Skalarproduktes

(@ b)=— bta-  — (B.4.14)
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233 B.4 Rechnen mit Vektoren

Ableitung des Vektorproduktes

d da db
— b)=—xb — B.4.15
g (@) =g xbraxy, (B-4.15)
Ableitung eines Vektors mit konstantem Betrag. Hier ist @ - a = a® = const. Aus
Gleichung (B.4.14) folgt
da* d da da da da
=—=—(a a)=— " C— = —la (B.4.1
i@ YT i@ ¢ T gte (B4
Taylorentwicklung einer Vektorfunktion
(t+7)=a(t)+ da +72 Ta + +Tn "a + (B.4.17)
a T)=a T — — — e+ — o 4.
dt|, 2 dt?|, n! dt?
B.4.1.3. Vektorableitungen bei Skalarfeldern
Ableitung eines skalaren Feldes nach einer Richtung
o _
oc e—0 €
Ableitung %EZ) in Richtung des Einheitsvektors e, in Richtung von ¢
0 0
P _ 1 22LT) (B.4.19)

dc e,

Richtungsableitung einer skalaren Funktion im Vergleich zur Richtung mit dem
starksten Abfall (Einheitsvektor n)

dp(r) _ dp(r)
Oe, on

cos (Lec,n) (B.4.20)

B.4.1.4. Vektorableitungen bei Vektorfeldern
Ableitung eines Vektorfeldes a nach einer Richtung

da(r) ~ lim a(r +ec) —a(r) (B.A4.21)
oc e—0 €
Ableitung %Lé:) in Richtung des Einheitsvektors e. in Richtung von ¢
da(r da(r)
= B.4.22
5e |9 %, ( )
Richtungsableitung einer Vektorfunktion
0

aa(cr) =(c - grad )a (B.4.23)

1
zi(rot (axc)+grad (c-a)+c- diva—a - dive

—c x rot a —a x rot c)
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Gradient eines Produktes
grad (p1p2) = @1 grad ¢, + v grad ¢ (B.4.24)

Kettenregel beim Gradienten

d
grad p; (p9) = d:? grad ¢ (B.4.25)
2

Gradient eines Skalarproduktes

grad (a - b)=(a - grad )b+ (b - grad Ja+a x rot b+b x rot a (B.4.26)

Gradient eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor
r

grad (r - k)=k (B.4.27)
Divergenz eines Produktes

div (pa) = ¢ diva+agrad ¢ (B.4.28)

Divergenz eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor
r

div (r - k) = "|7'4|"’ (B.4.29)
Divergenz eines Vektorproduktes
div (axb)=b- - rota—a - rotb (B.4.30)
Rotation eines Produktes
rot (pa) =¢rot a+ grad ¢ x a (B.4.31)

Divergenz eines Vektorproduktes

rot (axb)=(b- grad )a— (a - grad )b+ adivb—bdiva (B.4.32)

Rotation eines Potentialfeldes

rot (grad ¢) =0 Y (B.4.33)
Divergenz einer Rotation
div (rot @) =0 Va (B.4.34)
Rotation einer Rotation
rot (rot a) = grad (div a) — div (grad a) (B.4.35)
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235 B.5 Drehungen

B.5. Drehungen

B.5.1. Drehmatrizen

Eine Drehung um die z-Achse beschrieben durch den Vektor e, = (1,0, O)T um
den Winkel o wird durch die Matrix

1 0 0
R.(a) =10 cos(a) —sin(a) (B.5.1)
0 sin(a) cos(a)

die Transformation ausgefithrt. Fiir eine Drehung um die y-Achse beschrieben
durch den Vektor e, = (0,1, O)T um den Winkel 5 wird durch die Matrix

cos(f) 0 sin(f)
Ry(8) = 0 1 0 (B.5.2)

—sin(B) 0 cos(f)

die Transformation ausgefiihrt. Schliesslich wird eine Drehung um die y-Achse
beschrieben durch den Vektor e, = (0,0, 1)T um den Winkel v wird durch die
Matrix
cos(y) —sin(y) 0
R.(y) = | sin(y) cos(y) 0 (B.5.3)
0 0 1

ausgefiihrt.
Der Vektor r = (z,v, z)T soll um den Winkel o« um die x-Achse gedreht werden.
Dies wird mit der Operation

1 0 0 x x
" =R,(a)r =10 cos(a) —sin(a)]| [y ]| = |ycos(a)— zsin(a) (B.5.4)
0 sin(a) cos(a) z ysin(a) + z cos(a)

bewerkstelligt. Im Allgemeinen wird eine Drehung durch die Multiplikation des
Vektors von links mit einer Matrix beschrieben.

Die Drehung zurtick wird (antisymmetrische reelle Matrix mit der Determinante 1)
wird durch die inverse Matrix oder die transponierte Matrix beschrieben Alternativ
kann man auch a durch —« ersetzen.

1 0 0
Ri.(—a) =RI(a) =R;'(a) = [0 cos(a) sin(a) (B.5.5)
0 —sin(a) cos(a)

Eine Drehung um einen beliebigen Vektor r, = (24, Ya, za)T mit z2 +y2 + 22 =1
wird durch

R(za varza)T (@) =

22 + cos(a) (yi + zi) —ZaYa €08(Q) + TaYa — 2Za sin(a) —Taza cos(a) + Taza + Ya sin(a)
—ZaYa cos(@) + TaYa + za sin(a) cos(a) (x?x + zi) +y2 —Zq sin(a) — Yaza cos(@) + yaza
—TaZa €0S(Q) + TaZa — Yasin(a) o sin(a) — yaza cos(a) + Yyaza cos(a) (xi + yi) +25

(B.5.6)
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beschrieben]| |. Die Drehung ist bei positivem « rechtshiandig beziiglich der
Richtung von r, (Der Daumen zeigt in die Richtung von r,, die Finger geben die
Drehrichtung).

B.5.2. Drehung von Vektoren und Matrizen (oder Tensoren)

Sei R, () die Drehmatrix. Dann ist der aus r hervorgegangene um die Achse e,
und den Winkel o gedrehte Vektor

" =R, (a)r (B.5.7)

Ein Beispiel daftr ist in (B.5.4) gezeigt.

Die aus der Matrix
A:m: Axy Azz

A= Ay:r Ayy Ayz
Az:c Azy Azz

hervorgegangene um die Achse e, und den Winkel o gedrehte Matrix ist

A =R, (0)ARY (). (B.5.8)

Die Drehung zuriick ist dann

Rea(—a)A'RZa(—a) = Ra(a)A’Rea(a) = R? (a)R., (0)AR? ()R, (a) = A

€q €q

Wenn wir als Beispiel die Matrix

a b
A=1|-b ¢
0 0 d
1

— (1 " drehen, erhalten wi
um e, = (W’O’ —%) rehen, erhalten wir
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B.5 Drehungen

A =R, 501/ v (ARG 501/ yayr (@) (B.5.10)
—R(l/fo 1/V2)T (Q)AR(l/fo 1/\/§)T( @)

5(cos(a) +1) Slr\l/(g) s(cos(@) =1)\ /a b 0
o D A U S B B
3(cos(a) — 1) % Lcos(@)+1)) \ O 0 d
s(cos(a) + 1) —% +(cos(a) — 1)
511\1/(5) COS‘<Ck) 311\1/(5)
Lcos(a) — 1) —e) L(cos(a) + 1)
%(COS(_CV) +1) Sir\l/(g) %(cos(g) —1)
= _511\1/(;) CQS( ) _511\1/(501)
3(cos(@) — 1) % (cos(a) + 1)
Lo(cos(a) + 1)+ 5820 aos(c) ~ 28] Jafcos(a) 1)+ g
CSI\I}(;) — 1b(cos(a) + 1) bsf}(;‘) +.ccos(a) &\/(;‘) — 3b(cos(a) — 1)
3d(cos(@) — 1) —dsij(;) 1d(cos(a) + 1)

) 00
(— v/2sin (a)(cos(a)(a —2c+d) +a—d) — 2b(cos(a) + 1)) 00
s 00

o O O o O O

cos?(a) + 2(a — d) cos(a) + a + 2csin®(«) + d)

in(a) (sm( Ja—2c+d)+2 \/56)
3 (2b(cos(a) +1) — V2sin(a)(cos(a)(a — 2¢ +d) + a — d)) 0
s(a+ d) sin®(«) + ccos?(a) 0
(— V2sin(a)(cos(a)(a — 2¢ + d) — a + d) — 2b(cos(a 0
—isin( ) (sin(a)(a — 2c+ d) — 2v/2b)
— V/2sin(a)(cos(a)(a — 2¢ + d —a + d

1
1
0
0 i(%cos
0 3 a+d)cos()—2a+2d)+a—|—203m

(cos(a)(

/\\—/

B.5.3. Allgemeine Drehung mit Eulerwinkeln

Das Koordinatensystem e, e,, e, geht durch drei Drehungen aus dem Koordina-

tensystem e

x?

e,, e, hervor.
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Abbildung B.5.: Definition der Eulerschen Winkel

Die Eulerschen Winkel sind
1. Drehung um €} : o
2. Drehung um 0A : 8
3. Drehung um e} : v

Dabei 04 steht senkrecht zur Ebene aufgespannt durch e, und e:.
Die Reihenfolge der Drehungen ist

1. Drehung: Bringe e} senkrecht zu e, (In der Abbildung B.5.3 zeigen die Kreise
die Ebenen senkrecht zu e und senkrecht zu e, Die Schnittlinie der beiden
Kreise ist 0A.

2. Drehung: Bringe z-Achse in richtige Lage

3. Drehung: Bringe x,y-Achsen in die richtige Lage.

B.6. Umrechnungen zwischen Koordinatensystemen,
insbesondere kartesischen, spharischen und
zylindrischen Koordinatensystemen

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp- 218])
(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp. 667])
(Siehe Arfken und Weber, Mathematical Methods for Physicists, | , pp- 100])

B.6.1. Definitionen

Wir betrachten lokal orthogonale Systeme:

Kartesisches System
Vc = ‘/rex + ‘/yey + ‘/zez
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Spharisches System
VS = V}er + V¢e¢ + ‘/969

Zylindrisches System
V.,=V.e +Vse, + Ve,

Allgemeines gekriimmtes System

V,=qe + ges+ ge;s

Bei allen Koordinatensystemen sei fiir alle i €2 = 1. Die e; sollen ein rechtshindiges
System bilden, also dass e; - (e2 X e3) > 0 (wobei die Zahlen 1 bis 3 die drei
Koordinaten in den jeweiligen Systemen in der oben angegebenen Reihenfolge sind.

Abbildung B.6.: Definition der Koordinatensysteme. Links: kartesisches System.
Mitte: Zylinderkoordinaten. Rechts: Kugelkoordinaten

B.6.2. Allgemeine Transformation

Dieser Abschnitt folgt [ , p- 100]. Wenn die Transformation von einem be-
liebigen gekriimmten Koordinatensystem mit den Koordinaten (g1, ¢z, ¢3)? in das
kartesische System (z,y, 2)? bekannt ist, kénnen iiber das kartesische System als
Zwischensystem beliebige gekriimmte, lokal orthogonale Koordinatensystem diffe-
renziell ineinander iibergefiithrt werden.

Sei nach
z = x(q1, q2, q3) v =y(q1, e, q) 2= 2(q1, 42, 43) (B.6.1)
a1 = ql(xayvz) Q292(1’7ya Z) q3 = Q3<xvyuz) (B62>
Infinitesimale Verschiebungen fithren nach | , p- 100] (B.6.1) zu

dr = —dqg; + dgs + —d B.6.3
£ q1 Er q2 9gs q3 ( )
dy dy dy

dy = —2%d —d —Zd B.6.4

Yy a0 q + 90 q + s q3 ( )
0z 0z 0z

dz = —dq, + =—dgs + —d B.6.5
oq N gy ~ g3 o ( )
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Ausgehend vom infinitesimalen Abstand bei kartesischen Koordinaten ds? = dx?+
dy? + dz? postuliert man

3 3 dgin 12 913 dq,
ds* = Z Z 9ijdqidg; = dg" Gdq = (dQ1 dgo d%) (92,1 92,2 92,3) (@2)
=1j=1 931 932 933) \dgs
(B.6.6)

Andererseits erhilt man aus den quadrierten Gleichungen (B.6.3) bis (B.6.5)

ds® = dz? + dy2 + dz?

O o or .~ \> [0 0 0 > (02 9z 2
= (d% + 5 —dgs + dQ3> + (yd% + isz + yd%) + <dQ1 + 5 —dg + gd%
2 3

oq dq 0qs o 0qa dqs oq 0qa

ox oxr Oz Ooxr Oz

2
=== dgf + ——=—dqdgs + ———dq.d
< 8q1> q; 99, 945 q1a42 81 9gs q1a43

Or Ox ox\” Or Ox
+ = dgedqy + | =— | dgi + =———dgod
9¢a O 2041 ( 8q2> 4o 92 945 2043

0r 0r o 0r
0q3 0q2

ay\* ., Oy dy dy Oy
— 1| d — —Zdqd — —Zdqd
+ ( ) q; + 94, 00 q1aqo + 94, 045 1093

or\>
dgsd — ) d¢?
qs3aqs + (5(_]3) qs3

dy Oy <8y>2 2, Oy Oy
+ —=—Zdgodqy + | == | dqg5 + =——="dgsd
942 041 G204y 94, qs 92 04 q204s3

dy Oy dy Oy (01/ )2 2
+ =L L dgydqy + =2 —2dgsdgy + | = | d
9gs O q3aq Dgs O q3aqs D45 g3

02 \? 0z 0z 0z 0z
+ | 2= | dg + 7—7—dqdg + =—=—dqd
( > q1 8¢, 0 q1a42 D1 O q1a43

, 0z 0z

0z
4+ ——dgdqp + | =— | dg5 + — —=—dqgad
q G204, ( qu> qs 84 Ogs 2043

0z 0z 0z 0z 2\ 2
+ — —dgsdqy + — =—dqsdgs + () dq?,
q3 0q q dq3

/N
Qv‘Qv
Q8
Lol (2N
N———
(Y]
~

w
™
‘@
Q8
Lol (N
@‘Q}
Q8
Q|
Q8
s
QI
S

|
—
QL
K
flary
QL
=)
)
QA
(=)
w
~_
QU‘QU
SIS
QJ‘QD
SRS
=S
e
Q ~ N Q
d
Q8
>
~ ~
MM Do
QU‘QU
SIS
Q?‘QJ
AN
RS
QO
K Q
'\
~~—_
—
%X
o
\]
N~—

)
)

s
QJ‘@

5]

Y
@‘QJ
Q8
s
~

w
T
&
S8

Q) (V)
53
N |~
~

w
T
N
Q|
AN
N———

(Y]

. AN A\ N . .
wobei 1 = x, ro = y und z3 = z. Die Matrix
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241 B.6 Umrechnung zwischen Koordinatensystemen

3 2 3 3
oz Ozy Ox Ozy Ox
_ Oz Ox 9z, )2 Ozy Ox
G=| Xt X (%) X omh (B.6.8)
3 3 3 2
Oxp Ox Oxp Ox Oxyp
heisst Metrik. Beil lokal orthogonalen Koordinatensystemen ist
und
e e —g. 1L 1=T; (B.6.10)
D 0, sonst. e
Mit der Definition
h? = g;; fiir i € {1,2,3} (B.6.11)
erhalten wir
3
ds* = hidg; + hidgs + hidg; = > hidg; (B.6.12)
i=1

Die h; sind Skalenfaktoren, die die gekrimmten Koordinaten dg; in Wegelemente
ds; umrechnen:

Weiter haben wir fiir eine infinitesimale vektorielle Verschiebung

3
dr = hldqlel + hgd(]geg + hgd(]g,eg = Z hldqle, (B614)
i=1

Weitere Beziehungen sind

3
/V Cdr = ZZI/Vihidqi (B.6.15)

Linienintegral
da; j = ds;ds; = h;h;dg;dg; (B.6.16)
Flachenelement
dV = dsidsadss = hihahsdqidgadgs (B.6.17)
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Volumentelement

da = dSQngel + ngdSleQ + d81d82€3
= hohzdqadgzey + hzhidgsdgi ez + hihaodgidgze; (B.6.18)

vektorielles Oberflichenelement

[V - da= [Vinshydaudas + [ Vahshudasday + [ Vahnhodadae — (B.6.19)

Oberflachenintegral

Bemerkung: Skalar- und Vektorprodukt haben in diesen gekriimmten Koordina-
ten die gleiche Form wie im kartesischen Koordinatensystem.

B.6.2.1. Beispiel

Wir betrachten das Koordinatensystem

u =1y v =12 —y? z =2z, (B.6.20)

das in der Elektrostatik und Hydrodynamik angewandt wird. Wir sollten geméss
unserem Rezept x, y und z mit u, v und z ausdriicken. Es gibt vier Moglichkeiten,
wir verwenden als Beispiel die erste.

\/\/4u2+02+v
"L‘:

B.6.21
7 ( )
o \3/2
%_ﬂv\/‘/4u2+v2+v
y = (B.6.22)
2u
z=z (B.6.23)
Die Skalenfaktoren sind dann mit (B.6.11), also h; = > %
By = (B.6.24)
VT o
1
By = —— B.6.25
2 V4u? + 02 ( )
h, =1 (B.6.26)

Die Transformation zwischen den Koordinatensystemen léduft auf eine allgemeine
Drehung der Koordinaten im Raum hinaus.
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B.6.3. Vom kartesischen ins sphdrische System

V, = V,sinfcos ¢ + V,sinfsin¢ + V, cos
Vo = Vycosbcosg + V,cosfsing — V. sind
Vg = —Vysing + V, cos ¢

B.6.4. Vom spharischen ins kartesische System

Vy = V. sinf cos ¢ + Vycos 0 cos ¢ — Vg sin g
V, =V, sinfsin ¢ 4 Vy cos 0 sin ¢ 4V, cos ¢
V,=V,.cos0 — Vysin6

B.6.5. Vom kartesischen ins zylindrische System

Vo =V cos ¢ + Vy sin ¢
Vo = —Vysing +V, cos o
V.=V,

(B.6.27)
(B.6.28)
(B.6.29)

(B.6.30)
(B.6.31)
(B.6.32)

(B.6.33)
(B.6.34)
(B.6.35)
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B.6.6. Vom zylindrischen ins kartesische System
z
A
\\\\
N
X
Abbildung B.7.: Umrechnung der Koordinaten
Vi =V,cos¢ — Vysing (B.6.36)
V, = V,sin¢ + V, cos ¢ (B.6.37)
V.=V, (B.6.38)
B.6.7. Vom spharischen ins zylindrische System
V, =V, sinf + Vycos b (B.6.39)
V, =V, (B.6.40)
V,=V.cos0 — Vysinf (B.6.41)
B.6.8. Vom zylindrischen ins spharische System
V., =V,sinf + V, cosf (B.6.42)
Vo = V,cos — V. sind (B.6.43)
v, =V, (B.6.44)
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B.7. Vektordifferentialoperatoren in krummlinigen
Koordinaten

Diese Operatoren konnen in | ] nachgeschaut werden oder mit | ] be-
rechnet werden.

B.7.1. Zylinderkoordinaten
Die Definition lautet

T =1cos y = rsin¢ 2=z (B.7.1)

Die Skalenfaktoren lauten

]’Ll =1 hg =T h3 =1 (B?Q)
Dann ist der Gradient der skalaren Funktion W(r, ¢, 2)

oV (r, ¢, z) +18\I/( r, ¢, 2) +(9\I/(r,¢,z)e

7‘¢Z (T ¢7 ) 87" €r r a¢ e¢ aZ z (B73>

(r, ¢, 2)
Die Divergenz der Vektorfunktion V' (r, ¢, z) = [ Vy(r, ¢, 2) | ist
V.(r, ¢, 2)

. _OVi(r,0,2) 1 OVe(r,0,2)\ | OV.(r,0,2)
VT,¢,Z V(ﬂ ¢7 Z) - T + ; W(ra ¢7 Z) + agb 82’
(B.7.4)
Vi(r, ¢, z)
Die Rotation der Vektorfunktion V' (r, ¢, z) = | Vi(r, ¢, 2)
Valr, ¢,2)
10Ve(r0,2)  OVy(r,0,2)
r oo} 0z
Vip. X V(r,¢,2) = OVelrfz) _ OValrfz) (B.7.5)
Vg (r,0,z OV (1,0,2
Feprt — 1 (P - (0, 2))
Schliesslich lautet der Laplace-Operator der skalaren Funktion ¥(r, ¢, 2)
0*W(r, 0, z) 102W(r,0,2) 0¥(r,0,z) 0*W(r, 0, 2)
Bro:¥(rez)=— 5=+ 7 e T )T o=
(B.7.6)
B.7.2. Kugelkoordinaten
Die Definition lautet
x = rsin(f) cos(¢) y = rsin(f) sin(¢) z = rcos(6) (B.7.7)
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Die Skalenfaktoren lauten

hy =1 hy =1 hs = rsin(0) (B.7.8)

Dann ist der Gradient der skalaren Funktion U (r, ¢, z)

_0¥(r,0,9) 10V(r,0,¢) 1 oV (r,0,9)
Vi0s9(r,0,0) = . csc(6) 96 € (B.7.9)
Vi(r,0,¢)
Die Divergenz der Vektorfunktion V' (r, 60, ¢) = | Vy(r,0,¢) | ist
Vo(r,0,9)
, _OVi(r0,9) 1 Ve(r,0, )
Vr76:¢ V(T, 07 ¢) - ar + r <W<r7 97 QS) + 80

+ i (csc(@) (sin(@)‘/}(r, 0, ¢) + cos(0)Va(r,0,¢) + W)) (B.7.10)

V"’(T7 07 ¢)
Die Rotation der Vektorfunktion V' (r,0,¢) = [ Vy(r,0,¢) | ist

Vipo x V(r,0,¢) =
P (P = osc(O) (PG — cos(0)Vi(r,0,0)) )
Lesc(f) (22589 — sin(0)Vy(r,0,0)) — 225220 | (B.7.11)

oV, T‘,9, aVr 7‘,9,
Pl diel _ 1 (ZECDE) Vi (r,6,0))

Schliesslich lautet der Laplace-Operator der skalaren Funktion ¥(r, ¢, 2)

1
Ar,@,qﬁ@(n 97 ¢) =~

r

10%U(r,0,0) 0U(r,0,¢)\ 0*VU(r,0,q)
e o )T o

+ 1CSC(e) (Sin(G)(W + 710 (cos(Q)W + CSC(Q)W))

' (B.7.12)

B.8. Die Diracsche Deltafunktion

Die Diracsche Deltafunktion ist ein niitzliches Instrument, um diskrete Ladungs-
verteilungen, Krafte, Punktmassen als kontinuierliche Verteilung oder Kraftfelder
zu beschreiben.

Wir beginnen, indem wir die Funktion
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o fir o < g
flz) = { 0, sonst. (B.8.1)

Diracsche d-Funktion

a=3.0 —
a=1.0 ——
8 a=03 —
a=0.1 ——
6
3
= 4
2
(]
0 [ | I 1
~10 -5 0 5 10

Abbildung B.8.: Darstellung von f(x), wobei a variiert wird.

In der Abbildung B.8 sieht man, dass mit kleiner werdendem a die Amplitude von
f(z) immer grosser wird. Die Fléche unter der Kurve

a/az/2 _ C1L (g 3 (_;)) 1 (B.8.2)

ist konstant und unabhéngig von a. Wir definieren nun die Diracsche Delta-
Funktion

T

o0 a/2
1
Af:/f(:c)d:v: / —dr = —
a
—00 —a/2

a

o(x) = (llli)r(l) f(z) (B.8.3)
Damit ist auch
S () a/2 1
/ §(x)dx = / (Clli_r% f(yc)) dx = lim / —dr =lig 1 =1 (B.8.4)
—00 —00 —a/2

Als Anwendung betrachten wir das Integral des Produktes

o

/ g(x)o(x)dx

—00

wobei g(x) gentigend oft (Fragen Sie einen Mathematiker oder lesen die Packungs-
beilage oder ein Mathematikbuch) stetig differenzierbar sein soll. Die Taylorreihe

von g(x) ist dann
b o (g
)t I

g(x) = g(0) +z (aamg(x) . ) ... (B.8.5)
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Dann ergibt das Integral

[e.o] o0

/ g(x)d(z)dx = }gr(l] g(x) f(z)dz (B.8.6)
i 0
- ¢111—I>I(IJ [g(O) +x (azg(x) :0> +.. ] f(z)dx
a/2 a 1
= lim // [g(()) +ax (axg(m) _0> +.. ] adac
—a/2 r=
a/2 5 a/2
= lim @ dz + —(%g(ﬂs) ”ZO) xdx + .. ]
a—0 a 42 a (42
0
. (@9( )x:) 2|2
:g(O)—F(lllLI(l) a 0 ?7a/2+.

Damit ist klar, dass die niitzliche Gleichung

oo

[ 9@)éta — zo)dz = g(ao) (B.8.7)

—00

gilt.

B.9. Kronecker-Produkt

Die Definition des Kronecker-Produkts & soll mit den Matrizen

b1,1 bl,2 te b1,m2 €11 Ci2 - Cing
ba 4 bao -+ bam Ca1 Co2 -+ Co
) ) 3112 ) ) ,n2
B = , und C'=| | _ (B.9.1)
bm1,1 bml,Q e bml,mg Cn1,1 Cn172 e Cnl,ng

gezeigt werden, wobei m; € IN, my € IN, ny € IN und n;2 € N sind. Alle vier
Dimensionen konnen unterschiedlich sein.

Dann ist
D:=BQC (B.9.2)
gegeben durch
b11C bi2C -+ by p,C
_ b27:10 by 2C b2,m,C (B.9.3)
baC b sC - b€
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B.9 Kronecker-Produkt

Das folgende Beispiel illustriert die Rechnung. Sei

B:(bl,bg)

C1,2

C2.2

C1,2 b C11 Ci12
) V2

C2.2 C21 C22

o 5101,1 5101,2 b201,1
5102,1 5102,2 5202,1

und

C1,1
c=""
C2.1

C11
b1 ’
C2.1

Dann ist

D = (b1,b2) Q) (Cl’l

C2.1

Ci2) _
C2.2

(B.9.4)

(B.9.5)

5201,2> (B.9.6)

5202,2
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