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Aufgabe 19 Harmonischer Oszillator

Wir definieren die Operatoren @ und a' durch
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Mit Hilfe dieser Operatoren wollen wir im Folgenden die Eigenwerte und die Eigenfunk-
tionen des harmonischen Oszillators bestimmen.

und

a) Berechnen Sie den Kommutator [d, dﬂ und zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator
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in der Form .
H = h§) <aT& + 5)
geschrieben werden kann. (1 Punkt)

Statt direkt die Eigenfunktionen zum Hamiltonoperator H 7u berechnen, 16sen wir die
Eigenwertgleichung

~

Nu,(z) = Mun(z), N =dla.
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Daraus folgt dann unmittelbar
. 1
Hu,(x) = hQ ()\n + 5) Up () .

b) u(x) sei eine normierte Eigenfunktion von N zum Eigenwert \, d. h. es gilt Nu(z) =
Au(x). Zeigen Sie, dass dann

Natu(z) = W+ 1) atu(z),
Nau(z) = (A—1)au(z)

gilt, d. h. a'u(x) ist Eigenfunktion von N zum Eigenwert A + 1, wihrend au(z)
Eigenfunktion von N zum Eigenwert A — 1 ist. Berechnen Sie auflerdem die beiden



Normierungsintegrale
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/ [&Tu(x)]* [aTu(z)] dx und / [au(x)]" [au(x)] dz
und zeigen Sie, dass A > 0 gelten muss. (1 Punkt)

c) Wegen X\ > 0 ldsst sich durch mehrmaliges Anwenden von a auf u(z) immer eine
Eigenfunktion v(z) von N zu einem Eigenwert p mit 0 < g < 1 konstruieren. Zeigen
Sie, dass av(x) = 0 gelten muss, da man sonst Eigenfunktionen von N zu negativen
Eigenwerten konstruieren kann. Was folgt daraus fiir die méglichen Eigenwerte von
N? Wie sehen die zugehorigen normierten Eigenfunktionen u,(z) aus? (1 Punkt)

1 n
Ergebnis: u,(x) = N (a')"uo(z)
n!

d) Zeigen Sie, dass fiir beliebige differenzierbare Funktionen f(x) die Beziehung
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gilt. Was gilt dann fiir (a")" f(z)? (1 Punkt)

e) Bestimmen Sie den normierten Grundzustand ug(x) aus @ ug(z) = 0 und berechnen
Sie mit Hilfe von d) die Eigenfunktionen wu,(x). Bringen Sie Ihr Ergbenis auf die
Form
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up(x) = 7\/7?2” oy H,(kx)e , K= n (1 Punkt)

Aufgabe 20 Kohdrente Zustdinde I

Die Operatoren a und af aus Aufgabe 19 sind nicht hermitesch und haben daher nicht
notwendigerweise reelle Eigenwerte.

a) Losen Sie die Eigenwertgleichung

d%(ff) = a@ba(x) :

Fiir welche Eigenwerte « sind die Eigenfunktionen normierbar? Bestimmen Sie die
zugehorige Normierungskonstante. (1 Punkt)

b) Bringen Sie Ihre Losung auf die Form der Wellenfunktionen aus Aufgabe 14 und
interpretieren Sie Ihr Ergebnis. (1 Punkt)

c) Zeigen Sie, dass der Operator a' keine normierbaren Eigenfunktionen hat.
(1 Punkt)



