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Aufgabe 3: Das H+
2 Molekül

Zwei Wasserstoffatome an den Positionen X1 und X2 seien im 1s Grundzustand, d.h., ihre Wellen-
funktionen werden beschrieben durch

〈x| 1s1,2〉 = ψ1,2(x) =
1√
πa30

exp (−|x−X1,2|/a0)

Zeigen Sie, dass der Überlapp S(R) beider Wellenfunktionen gegeben ist durch

S(R) = 〈1s1| 1s2〉 =

(
1 +

R

a0
+
R2

3a20

)
exp(−R/a0) ,

wobei R = |X1 −X2| der Abstand der beiden Wasserstoffatome ist.

Vergleichen Sie das Ergebnis, wenn anstelle der exakten Wellenfunktionen Gaußfunktionen

〈x| 1s1,2〉 = ψ1,2(x) =

(
2α

π

)3/4

exp
(
−α(x−X1,2)

2
)

verwendet werden.

Hinweis: Benutzen Sie elliptische Koordinaten ξ ∈ [1,∞), η ∈ [−1, 1], φ ∈ [0, 2π) mit

x =
R

2

[
(ξ2 − 1)(1− η2)

]1/2
cosφ ,

y =
R

2

[
(ξ2 − 1)(1− η2)

]1/2
sinφ ,

z =
R

2
ξη ,

so dass

|r± 1

2
R| =

R

2
(ξ ± η) .

und ∫ ∞
∞

dx

∫ ∞
∞

dy

∫ ∞
∞

dz =

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

−1
dη

∫ ∞
1

dξ

(
R

2

)3

(ξ2 − η2)

Zusatzaufgabe: Der Hamiltonoperator des ionisierten H+
2 Moleküls ist gegeben durch

H =
p

2me
− e2

|x−X1|
− e2

|x−X2|
+

e2

|X1 −X2|
.

Benutzen Sie die Wellenfunktionen aus Aufgabe 3, um die Hamilton-MatrixelementeH11 = 〈1s1|H|1s1〉
und H12 = 〈1s1|H|1s2〉 zu berechnen.


