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Allgemeines

Biomechanik

Biologie Mechanik

Ziel der Vorlesung:

Mechanische Grundlagen in anschaulicher
Form auffrischen.
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GroBen, Dimensionen, Einheiten

Standard: ISO 31, DIN 1313
GroBe = Zahlenwert - Einheit
Ldnge L = 2-m = 2m

{GroBe} = Zahlenwert
[6roBe] = Einheit

falsch: M richtig: LdangeL / m

oder Ldngel inm

SI-Basiseinheiten (Mechanik):
m (Meter), kg (Kilogramm), s (Sekunde)




Einheitensysteme

Basiseinheiten Abgeleitete Einheiten Bemerkung
Lange |Masse| Zeit Kraft Spannung Dichte Beschl.

m kg | sec N Pa kg/m3 m/sec? SI-Einheiten
mm t sec N MPa t/mm3 mm/sec? Organ-Level
Mm t sec mN GPa Tissue-Level

[...] bedeutet Einheit von ... Zu Zeile 2:
1. Wahl: mm

Zu Zeile 1: 2. Wahl: N

[Kraft] = [Masse]*[Ldnge])/[Zeit]? 3. Wahl: sec

[Spannung] = [Kraft]/[Ldnge]®

[Dichte] = [Masse]/[Ldnge]’ [Masse] = ?

[Kraft] [Masse]*[Ldngel/[Zeit]?
[Masse] = [Kraft]*[Zeit]?/[Ldnge]

1.

(kg*m/sec?)*sec?/ mm
1000 kg




Die Kraft 9

Aussere

* Der Kraft-Begriff ist aus dem Alltag gut bekannt: T Hiilse
Antriebskraft, Muskelkraft, Arbeitskraft, ...

- aber eigentlich axiomatisch, d.h. ohne strenge
. e Feder
Definition
3IN—/—
—IN

» . Kraft" ist eine Erfindung, keine Entdeckung

+ Krdfte kénnen nicht direkt gemessen werden.

Zweites Newtonsches Axiom:

Kraft = Masse - Beschleunigung oder F=m-a

Zum Merken:

Die Kraft ist die Ursache fiir eine Beschleunigung
(Bewegungsdnderung) oder eine Verformung
Dehnung) eines Karpers.




Die Einheit der Kraft

Newton
N = kg-m/s?
Fo=m-g
= 0,102kg - 9,81 N/kg
=1N
Zum Merken:

Gewichtskraft einer Tafel Schokolade =~ 1 Newton




Schnittprinzip (Euler) und Freikérperbild

—————
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Zum Merken:

Erst schneiden dann Krdfte und Momente eintragen.

Freikorperbild = véllig freigeschnittenes Teilsystem




Darstellen von Krdften

\. Wirkungslinie

.. mit Pfeilen .
N Knochen-
Krdfte sind vektorielle Schraube
GroBen
e Betrag
e Richtung

e Richtungssinn



Zusammenfassen und Zerlegen von Krdften

Addition der Betrdge

8N

Vectoraddition

Subtraktion der Betrdge

ffffffff % =,

transverse




Das Moment

Schlitzschraube mit
Schraubenzieher-
Klinge (belastet)

Krdftepaar (F, a) Moment M

Zum Merken:

Ein Moment ist die Ursache fiir eine Dreh-Beschleunigung

(Bewegungsdnderung) oder eine (Dreh-) Verformung (Torsion,
Biegung) eines Kaorpers.

Zum Denken:

Moment gleich "Drehkraft”




Einheit des Moments

Newton-Meter

N-m = kg-m?/s? Rechte-Hand-Regel:

Darstellung von Momenten

... mit Drehpfeilen oder
Doppelpfeilen

Momente sind vektorielle
Groflen

e Betrag
e Richtung
e Richtungssinn

Drehpfeil Doppelpfeil



Moment einer Kraft beziiglich eines Punktes P

Zum Merken:
Moment = Kraft mal Hebelarm
(Hebelarm senkrecht zur Wirkungslinie)




Statisches Gleichgewicht

Wichtig:

Gleichgewicht nur an "Freikérperbildern”

Fir ein ebenes (2D) Problem gelten drei Gleichungen:

Summe aller Kraftein x -Richtung: F, +F,, +...=0,

Summe aller Kraftein y-Richtung: F +F,, s, =0

Summe aller Momentebeziiglich P: M[, + M} +...=0.

_____

/ 110 N

S, - -

Freikorperbild inner-
halb der Hiillfldache

(Fir ein rdumliches (3D) Problem gelten sechs Gleichungen)



Losungsrezept

Schritt 1: Modellbildung. Generieren eines Ersatzmodells (Skizze
mit Geometrie, Lasten, Einspannungen). Weglassen unwichtiger
Dinge. Das "reale System” muss abstrahiert werden.

Schritt 2: Schneiden, Freikorperbilder. System aufschneiden,
Schnittkrdfte und Schnittmomente eintragen,

Schritt 3: Gleichgewicht. Krdfte- und Momentengleichgewichte fir
Freikorper anschreiben.

Schritt 4: Gleichungen losen.

Schritt 5: Ergebnis deuten, verifizieren, mit Experiment
vergleichen; Plausibilitdat priifen.




Klassisches Rechenbeispiel: "Bizeps-Kraft”
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~ e Aus:
A 1 .De Motu Animalium"”
§ von
§ R 6.A. BORELLT
(1608-1679)




Schritt 1: Modellbildung

Einspannung
(starr)

Gelenk
\ : (reibungsfrei)

Balken
1k lg (masselos)



Schritt 2: Schneiden und Freikorperbilder
N\

FKB S
2 /hz 6o
I~y G
T,

Schritt 3: Gleichgewicht
Schritt 4: Gleichungen l6sen

Summe aller Momente beziigl. Punkt G = O
~S,-h +S,-h,=0

~100N-35cm+S, -5cm=0
35cm

=S, =100N- £
cm

/00N

Das ist das siebenfache der Last!



Elastostatik / Festigkeitslehre

Spannungen

500N+

Zum Merken:
Spannung = ,verschmierte® Schnittkraft,

Spannung = Kraft pro Fldache oder o= F/A




Einheit der Spannung

Mega-Pascal: 1 MPa = 1 N/mm?

Pascal: 1Pa = 1N/m?
‘ o1 = F/A1
Beispiel:
Zugspannung
im Muskel
Spannungen

—

”HI O2 = F/Az




Normal- und Schubspannungen

ESESSSSS
P~

. 1--

10<-|?

st

NG,
Schnitt 1 Schnitt 2:
Zugstab mit Normalspannung o mit Normalspannung o>

und Schubspannung 1>



Normal- und Schubspannungen

Zum Merken:
Erst Schnitt, dann Art und GroBe der Spannung.
Normalspannungen (Zug- und Drucksp.) senkrecht zur Schnittfldche

Schubspannungen stehen parallel zur Schnittfldche.




Allgemeiner (3D) Spannungszustand ...

. in einem Punkt des Kaorpers:

e Drei Spannungskomponenten in einem Schnitt (Normalsp., 2x Schubsp. )
mal

Drei Schnitte (z.B. frontal, sagittal, transversal)
gleich

e Neun Spannungskomponenten, die den vollstandigen 3d Spannungszustand in
einem Punkt im Korper kennzeichnen.

Sechs Komponenten davon sind unabhdngig (,,Gleichheit der Schubsp.™)

cSXX ny cSXZ cSXX T TXZ
oc=|o,| oy Oyl =T Oy Tu Der ,Spannungstensor
_sz Cyzy G, _sz Tyz cyzz_




Allgemeiner Spannungszustand ...

Se_chs: Kompone"te" Details vaon "Mormalspannung”
= Bereich
: _ Geometrie | Alle Bauteils
B, Vergleichs- (von Mises) 5 pefinition
@, Max. im Hauptachsensystem Typ Normalspannung
. Mittlere im Hauptachsensystem W-dchse

. Min. im Hauptachsensystem E Er W iher
. Max. Schub i

. Vergleichs- (Tresca

= Details von "Scherspannung”

. Normal

El Bereich

ﬁﬁ Schub Geometrie | Alle Bauteils
. Hauptvektor =l Definition
Tvp Scherspannung

#y-Ebene
= Ergebnisse EARan=u
rin,

B Fehler De|

Mazx,




e Problem: Will man bunte Bilder machen, muss man sich fiir eine
Komponente entscheiden.

e Aber welche soll man nehmen?

e Man kann statt einer einzelnen auch ,Mischungen™ der
Komponenten- verwenden.

e So genannte ,Invarianten™ sind nichts weiter als besonders
.Schlaue” Mischungen bei denen unabhdngig von der Orientierung
des Koordinatensystems das selbe rauskommt:
.Hauptspannungen®, ,Von-Mises-Spannung”, ,Hydrostatischer
Spannungsanteil”, , Oktaeder-Schubspannung”, ...

. Vergleichs- (von Mises)

. Max. im Hauptachsensystem
. Mittlere im Hauptachsensystem
. Min. im Hauptachsensystem SMiises = \/Gxx 2+ nyz + 65,2 — Oy Oyy = Oxx Ozz = Oyy Oz +3 er2 +31,2+3 Tyz
W Max. Schub

. Vergleichs- (Tresca)

W Normal

. schub

2



Dehnungen

DETAILS

- Seiltyp: Einfachseil

- Durchmesser: 10.5 mm

- Imprdgnierung: ohne

- Gewicht: 72 g pro Meter

» FangstoB: 9.6 kN

- Anz. Stiirze: 10

* Mantelverschiebung: O mm
- Dehnung statisch: 7.7 %

* Dehnung dynamisch: 32 %
- Knotbarkeit: 0.7

* Farbe: mix

Zum Merken:

Dehnung = relative Ldngendnderung (Winkeldnderung)




Definition der Dehnung

Dehnung Langenande"rung
Ursprungslange

AL

E=—

I—0

Einheit der Dehnung

Ohne Einheit, also z.B.:
1

1/100 = %
1/1.000.000 = pe (micro strain) = 0,1 %



Dehnungen

» Globale, auBere Dehnung

- Lokale, innere Dehnungen

Dehnung (Gestaltdnderung)
im Frakturkallus

BLCACEN

. 155
. 233
. 311
. 389
467
.545



Definition des lokalen Dehnungszustands

Infinitesimales Testvolumen AV = Ax*Ay+Az

unverformt u(x.y.z) ‘A —
(spannungsfrei) Bo*AP x+dx

Verschoben und verformt
(Spannungen an allen Oberfldchen)



Definition des lokalen Dehnungszustands

. dx . dy . dz
£, = lIm —, Eyy = lim —, &¢,=Ilim—
Ax—0 AX Ay—0 Ay Az—0 A7
1 1 1
g, =— Ay, g, =— AL, g, =— Ao
v = A

Ldngendnderung aus Verschiebungszustand u
£ = lim %: lim u, (Xx+Ax) —u, (x) _ ou, —u,
Ax—0 AX AX—0 AX OX ’

Universelle Definition der Dehnungskomponenten

Eij =%(ui,j +uj,i), I, J={X,y,2}

XX gxy €yt

Ey| €y €y Der ,Dehnungstensor”

I &
Il
™

Xz yz 2z




Werkstoffgesetze

... verkniipfen Spannungen und Dehnungen miteinander

Stress o .
Lineares Werkstoffgesetz ‘ linear
c=E-¢
oc=E-¢

Gy = Eijkl "Cy

T
Strain ¢




» Voll besetzter Tensor 4. Stufe flr drei Dimensionen 81 Parameter (9x9)
* Gleichheit einander zugeordneter Schubspannungen
(Boltzmann Kontinua) und Scherdehnungen 36 Parameter (6x6)
c=E-g
« Maxwellscher Reziprozitatssatz (Satz von Betty) 21 Parameter
 Orthotrop (trabekularer Knochen) 9 Parameter
» Transverse Isotrop (kortikaler Knochen) 5 Parameter
* Isotrop 2 Parameter
o (1-v) v v 0 0 o |1
Gy (1—V) Y 0 0 0 €
ny (1—V) 0 0 0 8yy
G, _ E . (1_2\/) 0 0 . €,
T, | (L+v)-(1-2v) 2 - 20) Yy
Ty, > 0 Yy
_sz i Sym (1_22\/) _YZX_

£ - Elastizitdtsmodul, E-Modul [Young's modulus]
v - Querkontraktionszahl [Poisson's ratio] (0 ... 0.3 ... 0.5)



Zwei von.

E
v

G
K

H, A

Zum Merken:

Ein linear-elastisches, isotropes Werkstoffverhalten wird
durch zwei Werkstoffparameter gekennzeichnet:

z.B.:Eundv

Ein allgemeines anisotropes Werkstoffgesetz besitzt 21
Werkstoffparameter.

- Elastizitatsmodul, E-Modul [Young's modulus]

Querkontraktionszahl [Poisson's ratio] (0 ... 0.3 ... 0.5)
Schubmodul [Shear modulus]

Kompressionsmodul [Bulk modulus]

Lamesche Konstanten [Lame Constants]




Kompliziertere Werkstoffgesetze:

Spannung o

Belastung

Entlastung

—

Dehnung ¢

* Nicht-linear

Spannung o
A Belastung

Entlastung

* Nicht-elastisch Dehnun;s
* Anisotrop
+ Viskoelastisch, Typ: innere Ddampfung

+ Viskoelastisch, Typ: Geddchtniseffekt

Spannung o

—
Dehnung ¢



Spannung o

Ideal
elastisch-plastisch

Plastische Dehnungen

—

Dehnung ¢

f

Lokale Schadigung




Einfache Lastfdlle: 1. Zug und Druck

Zugstab (Dehnsteifigkeit EA)

Lo| o F L do-ad o L

<> -
1 1

Y R
ne
h

unbelastet belastet Schnitt




2. Scherung

Scherstift (Schersteifigkeit GA)

L

unbelastet belastet Schnitt




3. Biegung (Kragbalken)

Kragbalken (Biegesteifigkeit EI,, Ldnge L)

V
/Z><

Schnitt

% J — Zugsp.
....... S__gt\w Neutrale
. ‘A Faser
AR Drucksp.
Schubsp.



4. Torsion

Torsionsstab (Torsionssteifigkeit GILt)

N 4

\\

Ldnge L, Radius r Schnitt

Zum Merken:

Der Rohrenknochen hat eine giinstige (materialsparende) Gestalt bei
Torsions- und Biegebeanspruchungen.




Flaichenmoment 2. Grades
(friher: ,Fldachentrdgheitsmomente™) e
[Second Moment of Area]

Rechteck: Vollkreis:

Axiales Flachenmoment zweiten Grades (Biegung)
3
=20 .= 2D} =2 (D ~d*)
12 64 64

Polares Flachenmoment zweiten Grades (Torsion)

T T
IP:§ g ITZIpzi(DLL—dAr)

IT



Kinematik und Dynamik

Kinematik

* Beschreibt und analysiert Bewegungen, ohne Krafte zu betrachten.

» Bei starren Kérpern geniigen endlich viele Koordinaten zur
Beschreibung.

» Koordinaten beschreiben die Lage der Kérper zu jedem Zeitpunkt.
* In der Biomechanik: Ganganalyse, Gelenkkinematik.

Zum Merken:

Kinematik = zeitverdnderliche Geometrie




Koordinaten

e Translatorisch vs. rotatorisch
» Absolut vs. relativ

N



Bewegungsarten: Translation, Rotation

-

\“ , -
‘/‘ A
-

- /




Momentanpol / Momentane Drehachse

» Kérperfester Punkt der augenblicklich
keine Geschwindigkeit hat.

- Der Kérper dreht sich augenblicklich um
diesen Punkt (um diese Achse).

* Bei einer reinen Translation liegt der
Momentanpol im Unendlichen.




Anwendungsbeispiel zum Momentanpol

Kinematisches MKS-Modell von C5-C6-
Wirbelsegment mit Bandscheibenimplantat
e 3D, idealisierte Geometrie

* Bandscheibenimplantat

 Bdnder mit Zugkraften

 Erzwungene Flex-Ex-Bewegung

- Berechnung der Momentanen Drehachse

- Ziel: Implantat soll méglichst
physiologische Kinematik zeigen,
also z.B. die unsymmetrische Lage
der momentanen Drehachse unterhalb
des Bandscheibenzentrums ermdglichen.

Flex-Ex




Anwendungsbeispiel zum Momentanpol

b s _os =
Instant Axis of Rotation AsymiKplus

&
\




Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung

Weg: Abstand zwischen zwei
c | Punkten. X m
2
"6 Geschwindigkeit: Die Anderung , m
“n | des Weges mit der Zeit. V=X —
- Sec
o -
|: Beschleunigung: Die Anderung der . m
Geschwindigkeit mit der Zeit a=V >
(Betrag und/oder Richtung). Sec
Winkel: Neigung zwischen zwei
Achsen. @ Grad
g
4+ | Winkelgeschwindigkeit: Die , Grad
O | Anderung des Winkels mit der =@ —
"6 Zeit. SeC
o Winkelbeschleunigung: Die . Grad
Anderung der Winkel- o= sec?
geschwindigkeit mit der Zeit.




Diagramme

15

Geschwindigkeit v Weg s

Beschleunigung a

10

~

w

N

-

(o]

—_

Weg-Zeit-Diagramm

As

0 0.5 1.5 2 25 3 35
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm

I Av

I At

0 05 1.5 2 25 3 35
Beschleunigung-Zeit-Diagramm

0 0.5 1.5 2 25 3 3.5

Zeit t




Dynamik :

 Wechselwirkung zwischen Bewegung und Krdften.
- Ddampfungs-, Reibungs- , Tragheitskrafte. = g
Tr

d’'Alembertsches Prinzip: X

- Trdgheitskrdfte und -momente genau wie
sonstigen duBere Krdfte und Momente
behandeln. Im FKB eintragen.

- Dynamisches Gleichgewicht genau so wie
statisches Gleichgewicht verwenden.

I:_ — Beispiel: ,Fallender FuBball®
1,X mit Gewichtskraft, Luftwider-
standskraft und Trdgheitskraft

Fo ‘FL

mX—F +mg=0 :>X'=g—%(>‘<)



Energie £

Einheit: Joule J=N-m
o . 1 2
Kinetische Energie: E. = > m-v
Potentielle Energie: E =m-g-h Lageenergie
1 ) .
E o= > K- X Federenergie
Zum Merken:

Energie bleibt erhalten.




Arbeit W

- dndert den Energieinhalt von Systemen.
- Krdfte konnen mechanische Arbeit verrichten, wenn sich der

Kraftangriffspunkt in Richtung der Kraft verschiebt.
» Bei konstanter Kraft gilt dann:

Zum Merken:
Arbeit = Kraft mal Weg

Einheit (wie Energie): Joule J=N-m
Beispiel Hubarbeit: W, = F;-h

Beispiel Reibungsarbeit: W, =—F¢ -S



Leistung P

Zum Merken:
Leistung = Arbeit pro Zeit

Einheit: Watt W =
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Ubergeordnetes Prinzip:

Roux (1895) und Wolff (1892):
.Funktionelle Anpassung”

Pauwels (1965):

\

~Minimum-Maximum-Prinzip

Mit minimalem Aufwand an Material (Energie) eine
maximale Steifigkeit und Festigkeit erreichen



Prinzip:

Rohrenknochen ! ! *
. .

L
> | .
Bei Biegung und Torsion : :

ist Rohre bei gleichem ; Lo
|

Fldacheninhalt (d.h. J
gleiche Masse) steifer
und fester als Vollkreis.
Vgl. axiale und polare
Flaichenmomente




Prinzip:
Angepasster
Querschnittsverlauf

->

Knochenquerschnitt an
Biegemomentenverlauf
angepasst.




Prinzip: Spongidser Knochen

Spongiosa

Kortikalis

=> Knorpel erfordert grofie Fldche.

Epiphysen habe groferen Durchmesser als
Diaphysen. Kompakter Knochen wdre hier
Materialverschwendung. Vgl. Leichtbauprinzip
.Sandwichplatte”.



Prinzip: Zuggurtung

> Knochen .mag" keine Zugspannungen! Zug wird daher teilweise von
Bdndern (tractus illio-tibialis) ibernommen. Vgl. Spannbeton.



Prinzip: i\"’ .
Schaftkriimmung :

|
S
Q=

->

Knochenachse wird
bereichsweise so gekippft,
dass Knochen hauptsdchlich u
auf Druck belastet wird, und |

weniger auf Biegung. In der

Folge werden vor allem die
Zugspannungen reduziert.




