ulm university universitat

uulm

ULMER ZENTRUM FUR WISSENSCHAFTLICHES RECHNEN

Mathematische Modellierung und Simulation

in der Mechanik 2

Dynamik

MMSM 2

Dr.-Ing. Ulrich Simon

Dipl.-Math. Bernhard Wieland

Sommersemester 2011



MMSM 2 2

Inhaltsverzeichnis
INNAIESVEIZEICNNIS ... e bbb 2
1  EInfUhrendes BeISPIEI ......cccoiiiiiiiiiiiieceee et e e e e e e e e e e e e ae e e e e e e e e e eananennnne 4
O R Y 151 1 =1 1[0 o PO PPPPPRPPPP 4
O (101 1 1 F= 11| PP PPPPPRPPPP 4
1.3 Die BewegungSgIEICNUNG ........uvuuiie s s e e e e e e e e e e eeeeeaetaanae e e e e eenene s e e as 5
1.4 ANAIYLSCNE LOSUNG .eevveeiiiiiiiiiiiee e ettt s s e e e e e e e e e e eeaeeeeeessennnnseessnnnnnns 5
1.5 NUMENSCNE LOSUNG ...ccoiiiiiiiiieeieiiti i mmmmmme e e ettt s s e e e e e e e e e neaneaaaeaaaes 6
P2 N o =T 0 1= 1 SRR 7
N R A =T o [ Yo =W ] o o SRR 7
2.2 Zur Gliederung der VOrleSUNG ........coviiiiieie i a e e e eeee e 7
3 Grundlagen aus der StatiK..........oovviiiieieeiii e 8
3.1 Allgemeines zu Grof3en, Dimensionen, EINNEIteN e ..eeeeeeeeeeeeeiciieeee, 8
3.2 Kraft, Moment und FreikOorperbild ...........ccc e 8
3.3 Spannung, Dehnung, Materialgesetze........cccocceeiiiiiiiiiiiie s 9
O N1 1T 0= OSSP 11
4.1 KOOIAINAENSYSIEIME ... i e e e e eee e s+ e ettt ittt bbb e s e e e e e e e e e e e eaaaeaaeaaeeeeens 11
4.2  Translation und ROtAION.......ccooiiiiiiii e 12
4.3 Weg uUNd WINKEI ......ooeiiiei e e e e e eeeeeeeeeeeeeeees 13
N =T Tod o111 T o [T | = | P 14
4.4.1 MOMENTANPO! ..euiiiiiiiiie et s e ettt e e e e e e eeaaeaeaeas 14
4.5 BeSChIBUNIGUNG .....ooiiiiiiiiiiiitii e e e e e b e e e as 16
4.6 ZUSAMMENTASSUNG . ...uuiiiiiiei i eeeeeieeeeeene e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e e e eaaeaaeaaeeeeees 17
4.7 Einheitenumrechnung, Winkeleinheiten....... e, 18
4.8 Bewegung des starren KOrpers im RaUM ..........coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 19
4.8.1 Erinnerung an Freiheitsgrade, Bindungen und Ko@teim............................. 19
4.8.2 Rotation um eine feste ACNSE.........oooiiiiiiieciii e 19
4.8.3 Allgemeine Bewegungen ohne feste AChSe..........uevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 19
5 KINELK / DYNAMIK....uutiiiiiiieee et ieeees ettt a e e e e e e e e aaaeeeaeaeeeaeeeeessnenees 20
5.1 NeWIONSCNE GESELZE .......ccooiiiiiiiiiiee e e e e e e e e e e e e e eeeeeesbennnneeeeerees 20
5.2 Das d’AlembertSChes PriNZIP........uuueuuiieeeeeieiiieee e eeeeeeeeee 20
5.3 Das Losungsrezept fur Dynamische Gleichgewichte..............ccccevviiiiiiiiiiinnnn. 21
5.4 Energie, Arbeit, LEISTUNG ........ccoiiiiiiit e eeeeetetieaas e s e s e e e e e e eeeeeeeeessesbennnnesenennns 22
5.4 1 ENEIGIC ..uiiiiei ettt s ettt e e e e e e e e e e e e e e et tnannneeeeerranes 22
ST Y o= | SR 23
ST R =T 11 11 ] o O PPPORPPUUPPPRPPN 24
5.5 Lagrange’sche Gleichungen 2. Al .......... o eeeeeeiiiiiiiiiian e e e eeeeeeeeeeeens 24
6 Schwingungen von einem FreineitSgrad ... ... e 25

6.1 Freie SCNWINQUNGEN .......cooi ittt s e e e e e e e e e e e e e eeeeeeesebssnnnnnsesennnnns 25



MMSM 2 3

6.2 Erzwungene SChWINQUNGEN ..........uuuuuutuuieeiiiaaae e e e e e e e e e e eeeeeeeeeeeeeesnnnnnnee 27
6.3 Linearisieren von Differentialgleichungen ... ......uuveiiiiiiinniieieeeeeeiiiiees 29
6.4 Umwandeln von Differentialgleichungen in System®©fidnung................eeeuunnnnn. 29
7 Schwingungen von mehreren FreineitSgraden oo 30
7.1 Freie Schwingungen (Eigenvekioren).........coooeiiiiiiiiiiiiiiienee e eeeeeeeeeeeeevvevveees 30
7.2 DeterministiSChes Chaos ..........oooiiiiiiiiiee e 33
8  KontinUUMSSCNWINQUNGEN .......coiiiiiiiiiiitemmmmme e e ettt eeeeaa e e e e e e e e e e 34
8.1 Herleitung der FeldgleiChung ..........ccoooiiiiiiiiii e 34
8.1.1 KiINEMALIK ....ccoeiieeii e 35
S0 A YT 1 o] | T 35
8.1.3 GleICNGeWICIT.......oeiiiee e 35
8.2 Beispiel: Freie Balkenbiege-Schwingung mit Randbgdngen .............cccccceeeeen... 36
9 Regelung dynamischer SYSTEME .......ooooiiiuiiiiii e 41
Y o] = T T PP 42



MMSM 2 4

1 Einfuhrendes Beispiel

Wir betrachten ein elastisches Lineal, auf deminene Ende eine Extramasse montiert wur-
de. Dieses wird in Schwingung gebracht.

Gesucht Eigenfrequenz der Schwingung

1.1 Abstraktion

Blick von Oben
Mechanisches Ersatzsystem:

* Elastischer masseloser Balken
* Feste Einspannung
¢ Punktmassen

Vereinfachungen:

* Kein Luftwiderstand
» Keine sonstigen Reibungen und Dampfungen
» Keine Erdanziehungs- oder andere Anziehungskrafte

Ersatzmodell
Federsystem:

* Federsteifigkeik
* Reibungsfreier Kontakt zu Flihrungen
FPFF777777, Vereinfachungen:

» Vertikale Bewegung wird vernachlassigt

1.2 Kinematik
EinfUhrung der Koordinate

Grau: Referenzlage (Feder entspannt)
Schwarz: ausgelenkte Lage

X: Auslenkung der Punktmasse aus Referenzlage
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1.3 Die Bewegungsgleichung

mit Variablen und Kraften
Freikdrperbilc

et “~ e V= x
Fi /T _F Fa ™ ra=v=%
R ’ _— N
! v ' * FederkraftF, = kx
; = !

Tragheitskraftf, = ma

k
[

Wir tragen Geschwindigkeitund die Beschleunigurgan. Beide ergeben sich durch Ablei-
tung der Wegkoordinatenach der Zeit. Sie zahlen daher ebenfalls nadhtsositiv.

Die Punktmasse wurde von der Feder ,abgeschnitiad“die entsprechenden Schnittkrafte
Fx wurden an beiden Schnittufern angetragen. Dies®lder Kugel wurde ebenfalls (aus der
starren aber masselosen ,Kugelhille*) herausgegehnund durch die Tragheitskraf,
ersetzt. Die Tragheitskraft — das sagt schon dené\— muss entgegen der positiv zahlenden
Beschleunigun@ wirken, also nach links.

Mechanisches Prinzip: Kraftegleichgewicht am Freikrperbild (FKB)

Das mechanische Prinzip des Kraftegleichgewichsadpe dass alle am Korper angreifenden
Kréafte in Koordinatenrichtung sich gegenseitig alfbn. Anders ausgedriickt heil3t das, die
Summe der Krafte in Koordinatenrichtung ergibt Null

ZFi=O,
i

= —F,—F,=—miX— kx=0,
= mi+ kx=0.

Wir erhalten also eine lineare homogene gewohnldifierentialgleichung zweiten Grades
in der Zeitt mit konstanten Koeffizienten.

1.4 Analytische L6sung
Man erhélt die allgemeine analytische Lésung
x(t) = X cos(wot + @g)

wobeiw, = +/k/m die Eigenfrequenz angibt. Die Phasenverschielpynagnd die Amplitu-
dex kdnnen an zwei Anfangsbedingungen,

x(0) = xo,

X(O) = Vo,
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angepasst werden. Die Periodendauder Schwingung ist gegeben dufith 21/w,.

1.5 Numerische LOsung

Mit Hilfe der Simulations-Toolbox SIMULINK von Matb kann das mechanische System
sehr schnell abgebildet und die Schwingungen datsherische Integration berechnet wer-
den.
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2 Allgemeines

2.1 Ziel der Vorlesung

Die Studierenden sollen typische praktische Frafjasgen aus der Mechanik (Dynamik),
wie sie z.B. in einem Maschinenbaubetrieb auftandtiennten, verstehen und in die Mathe-
matik Ubersetzen kénnen. Dies beinhaltet die Husiglgeeigneter Modelle unter "verninfti-
gen” Annahmen und Vereinfachungen sowie die Auswall Benutzung passender Werk-
zeuge (mathematische Methoden, Programme) fir wheerische Losung, die fur Praktiker
verstandlich aufbereitet und dargestellt werdetesol

2.2 Zur Gliederung der Vorlesung
Die Vorlesung MMSM 2 gliedert sich in die folgendéebiete:

Kinematik

Die Kinematik(griechischkinema= Bewegung) beschreibt und analysiert Bewegunde® o
die verursachenden oder dabei entstehenden Kudtvetrachten. Zum Merken: Kinematik =
zeitveranderliche Geometrie.

Kinetik / Dynamik

In derKinetik (griechischkinetikos= zur Bewegung gehorig) wird die Wechselwirkung-zw
schen der Bewegung eines Korpers und den Krafeeawdiihn wirken untersucht.

Der Begriff Dynamik (griechischdynamis= Kraft) beinhaltet im urspringlichen Sinn Statik
und Kinetik, wird heute aber meist synonym zur Kikgerwendet.

Kontinuumsschwingungen

Die Kontinuumsmechanikandelt vom Verformungsverhalten verschiedenerp&ibunter
Einfluss von Kraften und Momenten. Im Speziellerrde® wir das Schwingverhalten von
Kdrpern betrachten.

Im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten erhalieimn der Kontinuumsmechanik Sys-
teme mit unendlich vielen Freiheitsgraden und samaihit mehr ausschlief3lich gewéhnliche
sondern auch partielle Differentialgleichungen.
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3 Grundlagen aus der Statik
(Kurze Wiederholung aus MMSM 1)

3.1 Allgemeines zu Grél3en, Dimensionen, Einheiten

Der Wert einer physikalischen Gré3e erscheint edsllikt aus Zahlenwert und Einheit.
GroRe = ZahlenwerfEinheit
Beispiel:Lange L =2/M =2 m

Die ,Unsitte”, die Einheiten bei der BeschriftungrvDiagrammachsen und Tabellenk&pfen
in eckige Klammern zu setzen (falstlénge L [m), entstammt einem Missverstandnis. Die
Norm empfiehlt die Schreibweisen:

richtigp LAngeL/m oder LangelLinm

Beim Rechnen sollten die Einheiten genau wie Fektdericksichtigt und bis zum Ergebnis
~durchgeschleift* werden.

Die fur die Mechanik wichtigen Dimensionen (odersBgrof3en) sind.dnge, Masse, Zeit
Dafur werden nach internationalem Standard (SIddie Basiseinheiten

m (Meter), kg (Kilogramm), sec (Sekunde)

verwendet.

3.2 Kraft, Moment und Freikorperbild

Kraft: Der Begriff Kraft ist in der Mechanik nicht streng definiert. Newtdefinierte die
Kraft als Ursache fir eine Beschleunigung (Bewegénderung) eines Korpers.

Zweites Newtonsches Axiom:

Kraft = Masse/Beschleunigung oder F=m /a

Kréafte kénnen also nicht unmittelbar gemessen bdebachtet werden sondern nur tUber die
von ihnen verursachte Beschleunigung bestimmt werDée Einheit der Kraft ist daSew-
ton:

1N =1kg- -m/s?

Moment: Ahnlich zur Definition Kraft als Ursache fiir geradtje Beschleunigungen ist das
Moment(oderDrehmomentdefiniert als Ursache fir eine Drehbeschleunigitig Moment
kann auch durch ein Kraftepa@f, h) aus KraftF und Hebelarmh bestimmt werden, z.B.
beim Drehen eines Schraubenschlissels. Es gifusammenhang
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Moment = Kraft/Hebelarm oder M=F /h.

Die Einheit des Momentes ist dalidewton-Meter

1Nm=1kg - m?/s?

Das Schnittprinzip von Euler: Kréafte und Momente treten nicht offen zu Tage. Sred
immer Wechselwirkungen zwischen zwei (Teil-) Komddm sie fur eine Rechnung zugang-
lich zu machen fuihrt man einen gedanklichen Scloitth und trennt die beiden Teilsysteme
voneinander. An den Schnittufern missen Schnitikrdhd -momente angetragen werden,
um die Wechselwirkungen zwischen den Kérpern adgimtau ersetzen.

.

Die Schnittkrafte und -momente an den
beiden Schnittufern sind gleich grof3
F und einander entgegengesetzt: 3.
AR Newtonsches Axiomactio = reactia
' I Die Masse wird aus den Korpern her-
ausgeschnitten und durch entsprechende
Kréfte (in unserem Fall die Gewichts-

| k |
\

t10 N / * 10 kraft von 10 N) ersetzt.
FKB inneihalb s : . : ey
der Hillfiache Freikorperbild (FKB): Ein Freikor

perbild ist ein in der Skizze véllig frei-
geschnittenes Teilsystem. Zur Kontrolle legt mareegeschlossertgiliflache um das Teil-
system, den Bilanzraum. Uberall wo die Hullflachgendwelche Teile der Struktur durch-
lauft muss geschnitten werden und Schnittkrafte-namaimente missen eingetragen werden.

3.3 Spannung, Dehnung, Materialgesetze

Spannung: Die aul3eréBelastung die ein Koérper erfahrt, sagt noch nichts Ubenesa@nnere
Beanspruchungus. Um zu beurteilen, wie stark das Material bparcht wird, ob es halt
oder nicht, muss auch die Flache bericksichtigtemriber die eine Kraft Ubertragen wird.
Diese, auf die Flache bezogene Kraft, istSi@nnung

Zum Merken:

Spannung = ,verschmierte* Schnittkraft
Spannung = Kraft pro Flacheder o= F/A

Spannungen sind wie die Krafte, von denen sie aligelwerdenyekto-
rielle Grol3en Sie besitzen eine Richtungseigenschaft und werdin ON ‘
Pfeilen dargestellt. Die Einheit der Spannung.iBt:z

Mega-Pascal: 1 MPa = 1 N/mf
Pascal: 1Pa = 1N/
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Dehnung: Alle belasteten Korper erfahren eine Anderung itiferm. Diese Formanderung
misst man im Vergleich zu einem Referenzzustand digniokalen Dehnungen zu definieren,
betrachten wir drei Punkte in einem infinitesimidiken Element eines Kérpers:

.
! ¢
®
Y ! ¢+ A¢
e y 42y
o . L .
X .—-—X t /X
unverformt verformt

Im verformten Zustand haben sich Abstande und Winkeschen den Punkten verédndert.
Daraus kdnnen drei Dehnungsgrof3en fur die betrecBteene abgeleitet werden:
Normaldehnung in x-Richtung: & = Ax/x
Normaldehnung in y-Richtung: g, = Ay/y
Schubverzerrung: Exy = 0@

-2

Zum Merken:

Dehnung = relative Langenanderung (Winkel&dnderung)

Die Dehnung ist einheitenlos.

Materialgesetze: Materialgesetze beschreiben das mechanische MVemhdkr Stoffe. Sie
liefern eine Beziehung zwischen dem lokalen Spagszustand und dem lokalen Dehnungs-
zustand innerhalb eines Korpers. Bieifer Werkstoff zeigt bei gleicher Spannung eine ge-
ringere Dehnung als ewveicherWerkstoff. Das einfachste Materialgesetz beschesib i-
near-elastische, isotropes Verhalten (Hookschest@es

e Linear heil3t, eine doppelt so grol3e Spannung fiihrt zer eloppelt so grol3en Dehnung.

» Elastischheil3t, der Werkstoff verformt sich reversibel. Mitnman die Spannungen weg
verschwinden auch die Dehnungen wieder vollstandig.

* Isotropheifl3t richtungsunabhangig. z.B. ist die Steifigkeitlle Richtungen gleich grol3.

Der lineare Zusammenhang zwischen Spannung undubghwird durch den Elastizitats-
Modul (E-Modul, Young’s modulud} beschrieben.

Hooksches Gesetz:

o=E [¢

Da die Dehnung keine Einheit besitzt, hat der E-Matleselbe Einheit wie die Spannung,
alsoPascalbzw. Mega-Pascal Eine weitere Materialeigenschaften ist die Quetiaktions-
zahl (Poisson’s ratioy, definiert als negatives Verhéltnis aus relatieckenanderung zur
relativen Langenanderung= — epjcke/ ELinge-
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4 Kinematik

Die Kinematik (griechisclkinema= Bewegung) beschreibt und analysiert Bewegungen v
Kdrpern, ohne die verursachenden oder dabei eetstieln Krafte zu betrachten.

Oft werden die beteiligten Korper zur Vereinfachuatg starr betrachtet. Dann kann man die
Bewegung des Systems mit endlich vielen Lage-V&tabeschreiben.

Kennt man die Lage der beteiligten Kdorper zu jedé&sitpunkt, so ist die Bewegung voll-
standig beschrieben. Kinematik ist algeitveranderliche Geometrie®. Typische Anwen-
dungsgebiete in der Biomechanik sind @@nganalyseind dieGelenkkinematik

Zum Merken:

Kinematik = zeitveranderliche Geometrie

4.1 Koordinatensysteme

In der Geometrie gilt es Wegeund Winkel ¢ zu messen. Diese sind so genanfieei-
Punkt-GroRend.h. sie werden zwischen zwei Punkterd nicht wie dieEin-Punkt-Gro3en
(z.B. Temperatur) an einem Punikt Raum ermittelt. Dies ist ein praktisch wichtigespekt.
Bevor man die Lage eines Kdrpers messen kann, massReferenzpunkte festlegen, z.B. in
Form eines Koordinatensystems. Ein Koordinatensygtér den drei-dimensionalen Raum)
ist durch die Lage seines Ursprungspunktes unceidfeerschiedener) Richtungen definiert.
In der Ebene (zwei-dimensionaler Raum) reichen zeeschiedene Richtungen aus. Fur die
Ebene sind zwei Typen von Koordinatensystemen litelie

a) Kartesisches Koordinaten-SysteBurch die Definition Y|
zweier zueinander senkrechter Achsen, die aus dem U P
sprung hervorgehen. Ein Punkt P hat nun zwei KeordYP
naten, dass sind die Distanzgg und yp, die man in
Richtungen dex-Achse bzwy-Achse messen kann.

b) Polares Koordinaten-Systerin Punkt P hat wiederum v i
zwei Koordinaten: Eine Winkellage relativ zur x- P
Achse und einen Abstaradvom Ursprung.
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Absolute und relative Koordinaten:

Absolute Koordinatewermessen die Lage eines Korpers in einem so gésraimertialsys-
tem also gegenuber einer feststehenden, nicht bessgten Umgebung.

Relative Koordinatevermessen die Lage eines Korpers gegenuber eindarem bewegten
und beschleunigten Korper. Mit eing@oniometerzwischen Femur (Oberschenkel) und Ti-
bia (Schienbein) beispielsweise werden beim Galagjive Koordinaten aufgezeichnet.

Beispiel Ganganalyse:

Bei der Ganganalyse spielen die Winkel eine begenBelle, da die Stellungen der Glied-
mal3en zueinander mit Winkeln beschrieben werdemawrivgl. Abb. 1). Im Bild wird die
Winkellage des Unterschenkels mit @dsoluten Koordinate, gegeniber der Horizontalen
und mit derrelativen Koordinatep,; gegentber dem Oberschenkel vermessen. Physikalisch
relevant ist die Grol3¢,, da sie zu einer echten physikalischen Beschlemgigind damit zu
Tragheitskraften bzw. -momenten fihrt.

Abb. T Absolute und relative Koordinaten.

4.2 Translation und Rotation

Man unterscheidet zwei verschiedene Arten von Bewggn: Translationen und Rotationen.
Wahrend Translationen (Verschiebungen) mit Wegesthrgeben werden, erfassen Winkel
Rotationen (Verdrehungen, Kippungen).

Bei derTranslationbewegen sich alle Punkte eines Kdrpers auf pseallBahnen gleicher
Lange. Der Korper erfahrt eine Parallel-Verschiebmgl. Abb. 2.

Bei derRotationbewegen sich alle Punkte eines Kdrpers auf Kraisda. Der zurlickgelegte
Weg ist fur Punkte, die sich weiter vom Drehzentemtfernt befinden, grof3er.
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Rotation

Translation

. |

A
el
¢/‘

[y

O
-

Abb. 2 Translation und Rotation.

4.3 Weg und Winkel

Der Wegist definiert als der Abstand zwischen zwei Punktéemessen wird der Weg in der
Einheit Meter n). Mit Wegen kdnnen Translationen (Verschiebungem) Korpern gemes-
sen werden.

Beispiel zur Wegmessung bei einer Translation:

Ein Beispiel aus der Praxis ist der ,ReichweiteiTe| = =
(Abb. 3. Der Wegs zwischen der Ausgangslage ul i
der gebeugten Lage dient hierbei als Mal3 fur dierKc
dinationsfahigkeit eines Menschen. Die horizont
Position der Fingerspitzen bei aufrechtem Standiést
Referenzlage gegeniber der, die aktuelle Lagker
Fingerspitzen gemessen wird.

Abb. 3 Reichweite-Tesl
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Der Winkelwird zwischen zwei Geraden gemessen.
Die Einheit ist:
Grad (engl.:degre¢: °
BogenmafRadiant(engl.:radian): rad=1

Ein voller Kreis besitzt einen Winkel von 360° ueth Bogenmald vonm2rad = 2. Daraus
folgt die Umrechnung:

27 rad = 360, lrad= 60°

4.4 Geschwindigkeit

In der Kinematik werden Bewegungen betrachtet.lige der Korper verandert sich mit der
Zeit. Die Lagekoordinaten (Wege, Winkel) sind Fuokén der Zeit.

Die Geschwindigkeikann man aus der Weg-Zeit-Funktion (vgl. Abpableiten:
ds(t)
dt -
Die Einheit der Geschwindigkeit ist Meter pro Sedtei’’/c. Aus dem alltaglichen Leben ist die Ein-

v(t) =

heit Kilometer pro Stundé‘,m/h gelaufiger. Es gilt

m _m -3600s -km_36km
s s-1000m -h 7 h°
Bei der Translation besitzen alle Punkte des Korpers zu jedem Zeitpdrk gleiche Ge-

schwindigkeit nach Betrag und Richtung.

Bei derRotationbesitzen die Punkte des Korpers unterschiedlichgckvindigkeiten nach
Betrag und Richtung.

4.4.1 Momentanpol

Eine allgemeine Bewegung lasst sich immer aus e®ieen Translation und einer reinen
Rotation zusammensetzen. Zu jedem Zeitpunkt mussnesAchse geben, die gerade keine
Geschwindigkeit hat. Dieser Achse, die aber niamier auf dem Korper liegt, wirtMo-
mentandrehachséengl. instant axis of rotationgenannt. In 2D erhalt man lediglich einen
Punkt ohne Geschwindigkeit (vgl. Abb),4den sogenannteMomentanpol(engl. instant
centre of rotatioin Der Korper dreht sich also augenblicklich um Biementandrehachse, in
2D um den Momentandrehpol.

Die Verbindungsgerade zwischen jedem Pulduf der der Momentandrehachse und einem
Punkt P auf dem Koérper liegt stets senkrecht zum Geschgkeitsvektorv, an diesem
Punkt. Die Momentandrehachse liegt also auf den&lglirch den Puni® mit Lot vp. Der
Betrag|vp| wachst mit dem Abstand véhzur Momentandrehachse linear an.
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Besteht die Bewegung aus einer reinen Rotatioriegb die Momentandrehachse zeitlich
konstant im Drehmittelpunkt. Besteht die Bewegurigrdings ausschlief3lich aus einer
Translation, so liegt sie im Unendlichen.

Abb. 4 Momentanpol M

Berechnung der Momentandrehachse in 3D:

Fir zwei Punkt®, undP, mit Ortsvektorem,; undp, bestimmt man die jeweiligen Ge-

schwindigkeiterv; undv, und die Ebenen durch die jeweiligen Punkte mit Nemmalen

ny = vy/|| vyl undn, = v, /|| v, |
E;:
Ez:

"Ny = ppong =dg,

KR R

"Ny = pp-Ny =dy.

Die Werted; undd, geben dabei den Abstand der Ebene zum UrspruniarMomentan-
drehachse ist gegeben durch die Schnittgeradeeaiéerb Ebenen, also durch die Punkte

mit
X
(nl,x nyy Tll,z) ) xl _ <d1>
Nyx Ny Moy xz - \d,/)’
1. Fall: Die Normalermn; undn, sind linear unabhangig: Die Lésung ist genau Eaeade.
2. Fall: Die Normalem, undn, sind linear abhangig unt{ # d,: Die Momentandrehachse
liegt im Unendlichen.

3. Fall: Die Normalen, undn, sind linear abhangig unti = d,: Damit sind die Ebenen
identisch. Die Punkt®, undP, sind in diesem Fall ungtinstig gewahilt.

Berechnung des Momentanpols in 2D:

Analog bestimmt man die Geradengleichungen

Gq:
Gz:

1= P11y =dy,

2= D2 Ny =d;.

KR xR
S| S

Der Momentanpol ist gegeben durch den Schnitt dgaden, also durch die Lésung von
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n n X d
1. Fall: Die Normalern; undn, sind linear unabhangig: Es existiert genau eirguhg.
2. Fall: Die Normalern; undn, sind linear abhangig unt] # d,: Der Momentanpol liegt
im Unendlichen.
3. Fall: Die Normalem; und n, sind linear ab- P P, M-
hangig undl; = d,: Im Gegensatz zu 3D
kann man den Momentanpol bestimmeryi V2
durch den Schnittpunkt der GeradBrP,

und(P; + vq)(P, + v,).

4.5 Beschleunigung

Die Beschleunigundkann man aus der Geschwindigkeits-Zeit-Funktiagl. (dbb. 5 ablei-
ten:

alt) = dl;f).

Die Einheit der Beschleunigung ist Meter pro Selaima Quadrat?"/sz.

Beispiel: ,Erdbeschleunigung“Die

Erdbeschleunigung ist in Deutschland gegeben durch

m km
g=9815~ 35,37/5.

Beim freien Fall ohne Luftwiderstand nimmt die Gesmdigkeit in jeder Sekunde also um
35,3 km/h zu.

Sonderfalle:

Ein Korper, der sich mit konstanter Geschwindigkémgs einer geraden Bahn bewegt
(Translation), erfahrt keinBeschleunigung (da gilkv = 0).

Ein Korper jedoch, der sich mit konstanter Geschlvgkeit 1angs einer Kreisbahn beweqgt,
erfahrt eine_konstantBeschleunigung obwohl sich der Betrag der Gesatigkeit nicht
andert. Allerdings wird die Richtung der Geschwykdiit laufend ge&ndert. Die Beschleuni-
gung ist zum Mittelpunkt der Kreisbahn hin geri¢ci{#&entripetalbeschleunigung).
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Zum Merken:

Eine Beschleunigung kann den Betrag einer Geschgked und / oder die Richtung
einer Geschwindigkeit andern.

4.6 Zusammenfassung

Man kann den zurtckgelegten Weg zu mehreren Zéitpunnmessen und in einem so ge-
nannten Weg-Zeit-Diagramm (vgl. Abb) &uftragen. Die Steigung dieser Funktion ist ein
MaR fiir die Anderung des Weges zu diesem Zeitplaskist also die Geschwindigkeit.

Die Steigung der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion et MafR fur die Anderung der Ge-
schwindigkeit, also die momentane Beschleunigungs bt die zweite Ableitung der Weg-
Zeit-Funktion, entspricht also der Krimmung dieéSenktion.

Weg-Zeit-Diagramm

157 ‘ T T T 7
o 10 =
[=)]
QL
=
5 g 4
0 1 L L 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
5 T ‘ ‘
>4l
k)
55l |
e Av
E5l At |
(5]
(5]
L
O1r 1
O Il 1 1 L Il 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Beschleunigung-Zeit-Diagramm
]
{=)]
51
A=)
-
o §
A
i =t
?
L
m
O L 1 1 L L 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Abb. 5 Zusammengehorige Diagramme.
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Analoges qilt fur die Winkel, Winkelgeschwindigkeihd Winkelbeschleunigung (siehe Ta-

belle).
Weg: Abstand zwischen zwei Punkten, S(t) m
c
g Geschwindigkeit: Die Anderung des 0 = dg(t) m
C_UU) Weges mit der Zeit. v(t) = dt <
c . o
@ | Beschleunigung:Die Anderung der Ge- ¢ dv(t) m
S =7
— | schwindigkeit mit der Zeit (Betrag und a(t) dt —
oder Richtung). S
Winkel: Neigung zwischen zwei Achsen. d(t) °
c
O | winkelgeschwindigkeit: Die Anderung _d(t) °
© | des Winkels mit der Zeit. w(t) = dt S
s
X |Winkelbeschleunigung:Die Anderung (1) = de(t) °
der Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit, a(t) = dt 2

4.7 Einheitenumrechnung, Winkeleinheiten

Beispiel: Erdbeschleunigung
Erweiterung mit ,, 1%
m 1km 3600s km

9=981 2 To0om "1n " °hs
Winkel
360°=2m-rad = 1U
Drehzahl
U Tmin U
n =3000 —- =50 — =50Hz
min 60s S

Die Einheit Hz ist nicht schon gewahlt, aber sdbirci.

Winkelgeschwindigkeit

U 2m-rad 1min
QO = 3000 . .

300 rad =300s7t
min 10 s s S

Die Einheits~?1 ist nicht schon gewahlt, aber ebenso sehr tblich.
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4.8 Bewegung des starren Korpers im Raum

4.8.1 Erinnerung an Freiheitsgrade, Bindungen und Koordiraten

Die Anzahlf der Freiheitsgrade eines Sys-
tems ist gegeben dur¢gh= 6n — b, wobein
die Anzahl der starren Kérper uhddie An-
zahl der Bindungen angibt.

Hier liegt der Korper frei im Raum, wir ha-
ben also 6 Freiheitsgrade. Die Koérperlage ist
allerdings nicht eindeutig definiert durch die
beiden Ortsvektorefy = (x;,y,,2,)T Sowie

7, = (x3,v,2,)T, da weiterhin eine Drehung

um die P, P,-Achse mdoglich ist. Die beiden Vektoren sind nicimabhéngig, da wir die

Nebenbedingungj P, P, || = I, haben. Durch;, 7,, ¢, haben wir dann 6 unabhangige Koor-
dinaten gegeben.

4.8.2 Rotation um eine feste Achse

P,P, sei eine feste Achse. An Purkt
liegen nurmb; = 3 Bindungen, aw®, b, =2
Bindungen, der Drehwinkel ist der einzig
verbliebene Freiheitsgrad.

_ 0 Ly
0=0Q <O) ) 77')13 = ly
1 L

Der Ortsvektor; vonP; ist gegeben durch

- -

73 =74 + 713. Folglich ist die Geschwindig-

keit vonP; ist gegeben durcli; = ¥, + ;5 = #; + Q X 73, wobeiv; = 0 die Geschwin-
digkeit des PunkteB; angibt.

4.8.3 Allgemeine Bewegungen ohne feste Achse

Betrachtet man den vorherigen Fall, aber ohne LageP_1, also eine variable Drehachse
und damit eine zeitabhangigen Geschwindigkeitsve(_liitso ergibt sich allgemein

T3 =Ty + T3,
- - = -
V3 =V; + QX713

6_1)3 =C_l>1+ ﬁX?lg‘l' ?l)XTL')lg =C_il+Qé)ﬂXF13+QgQXFl3+§(ﬁX?13)
wobeiey den Richtungsvektor der Drehachse angibt.



MMSM 2 20

5 Kinetik / Dynamik

In der Kinetik (oder Dynamik) wird die Wechselwirkg zwischen der Bewegung eines Kor-
pers und den Kraften, die auf ihn wirken untersucht

Es werden nun auch Kréafte und Momente betrachketdadurch entstehen, dass ein Korper
seine Lage und seinen Bewegungszustand andert. dbidsnebenDampfungs-und Rei-
bungskraftervor allem die Tragheitskrafte

5.1 Newtonsche Gesetze

Erstes Newtonsches Gesetz (Tragheitsprinzip):

Ein Korper bleibt im Zustand der Ruhe oder derdafigirmigen Bewegung, solange |er
nicht durch eine Kraft gezwungen wird, seinen Zondtau andern.

Zweites Newtonsches Gesetz (Aktionsprinzip):

Die Beschleunigung, die ein Korper erfahrt, wenn eine Kréftdarauf einwirkt, ist di-
rekt proportional zur Massen des Korpers und erfolgt in Richtung der einwirkemd
Kraft:

Kraft = Masse//Beschleunigung

Das zweite Newtonsche Gesetz oder Axiom kann algefinition der Kraft angesehen
werden.

Drittes Newtonsches Gesetz (Wechselwirkung):

actio = reactio

5.2 Das d’Alembertsches Prinzip

In der Statik wurde an einem Freikorperbild dasisthe Gleichgewicht der Krafte betrach-
tet. An seine Stelle tritt nun dalynamische GleichgewichilachD’A LEMBERT werden die
Tragheitskrafte und Tragheitsmomente genau wissaliestigen Krafte und Momente behan-
delt. Dann gilt so wie in der Statik, dass die Sweratter an einem Korper angreifenden Kraf-
te und Momente im Gleichgewicht sein muss, alsd dhgleben muss.
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Beispiel: ,Fallender FulZball »

Auf einen FuBball im freien Fall wirken die Ge- Tragheit-
wichtskraft, die Tragheitskraft und eine Luftwider-
standskratft.

kraft mx

X
Z Fi,x = 0'
mg — F, — mx =0, —
= X=9g— F/m.
Aus dem Gleichgewicht aller Krafte in Vert'kalerLuftvviderstands— Gewichts-

Richtung folgt die Beschleunigung =X des Ful- yraftF,
balls, die stets kleiner ist als die Erdbeschleumigp.

kraft mg

5.3 Das Ldsungsrezept fur Dynamische Gleichgewichte

Schritt 1: Modellbildung.
Generieren eines Ersatzmodells (Skizze mit Geoejdtasten, Einspannungen). Weg-
lassen unwichtiger Dinge. Das “reale System” mis$rahiert werden.

Schritt 2: Kinematik.
Koordinaten (Wege, Winkel) einflihren. Ausgelenkgstem hinzeichnen und Auslen-
kungen gegeniber Referenzlage beschreiben.

Schritt 3: Schneiden, Freikorperbild.
System aufschneiden, Schnittkrafte/-momente, Tiggh®ampfungs- und Federkréaf;
te/-momente gegen Koordinatenrichtung eintragen.

Schritt 4: Gleichgewicht.
Kréafte-/Momentengleichgewichte fur Freikérper ansdien und daraus Bewegungs-
differentialgleichung(en) bestimmen.

Schritt 5: Gleichungen lésen.

Schritt 6: Auswerten:

Ergebnisse prifen, deuten, darstellen.

Verifizieren: Mathematisch korrekt? Plausibilit€hnvergenz, ... prifen.
Validieren: Annahmen gultig? Mit Experimenten veighen.

Beispiel zum Lésungskonzept: ,Seilrolle”

Gegeben: /
o . Gummi
+ Stahlseil mit Gummieinsatz Stahlsei
* Rolle, auf die eine Kraff (t) wirkt lg
Gesucht:
Rolle

* Schwingung im Eingeschwungenen Zustand
F(t)
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Schritt 1: Modellbilldung

Rolle: Radiug, Massam, Massenmomertum Schwerpunks
Feder: Federsteifigkelt

Dampfer: Dampfungsparameter

ErregerkraftF (t) = F cos(Qt)

Haften zwischen Seil und Rolle

Schritt 2: Koordinaten / Kinematik

Anzahl Freiheitsgradg =
Koordinaten:

X =
y =
Q=
Schritt 3: Schneiden, FKB Schritt 4: Krafteglagetwicht
Teil | Teil Il
M

FcdFs KV b¥

A A

Fe

5.4 Energie, Arbeit, Leistung

5.4.1 Energie
Die Einheitder Energie ist ein JouleI=NI[m.

Neben der mechanischen Energie gibt es z.B. chamiSnergie, Strahlungsenergie, Warme-
energie. Die mechanische Energie kann maaneatischeundpotentielleEnergie unterteilen:

Kinetische Energie: Bewegt sich ein Kérper mit der Masse m mit dercBesndigkeit v, so
berechnet sich seine kinetische Energig £u:
1

Eg, = [0V?
2
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Potentielle Energie:tritt alsLageenergieder alsverformungsenergiauf. Die Lageenergie
eines Korpers mit der Massg der sich auf dem Nivedutber einem Referenznivelg= 0
befindet lautet:

E,o =mlgh

Wird z.B. eine linear-elastische Feder (Steifigkgitnit der KraftF um die Strecke ver-
formt, dann betragt die in ihr gespeicherte Verfongsenergie:
1

E,. = [F k=Lkoe
2 2

Energieerhaltung, Energieumwandlung, Schwingungen:

Energie kann nicht verloren gehen (erster HauptdatzThermodynamik). Allerdings kann

Energie wegtransportiert werden (Strahlung) odezime Form umgewandelt werden die man
als unbrauchbar empfindet. Bei einer SchwingunB.(Pendel) werden die Energieformen
kinetische und potentielle Energie laufend ineirmnamgewandelt. Diese Umwandlung ge-
lingt jedoch nie vollstandig. Ein Teil der Energigrd immer auch in Wéarmeenergie umge-
wandelt (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik) ualdtgls mechanische Energie verloren.
Alle Schwingungen sind gedampft und kommen ohnesg&nergiezufuhr irgendwann zur
Ruhe.

Zum Merken:

Energie bleibt erhalten

5.4.2 Arbeit

Die Arbeit W ist eine Differenz von Energien. Krafte konnen heeudsche Arbeit verrichten,
wenn sich der Kraftangriffspunkt in Richtung deraKrverschiebt. Bei konstanter Kraft gilt
dann:

Zum Merken:

Arbeit = Kraft mal Weg

Beispiele:

e Hubarbeit: Wird ein Korper mit der Gewichtskr&ig um die Hoheh angehoben, so
berechnet sich die Hubarb®&i,,, mit:
WHub = FG Eh

* Reibarbeit: Bewegt sich ein Kérper entlang einee@es und wirkt dabei die Reib-
kraft Fr, SO berechnet sich die Reibarbéit,, mit:

Wae, = —Fr [5
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Bei der Hubarbeit leistet die Kraft Arbeit an derdrfer. Die im Korper gespeicherte Energie
nimmt zu. Kraft und Weg besitzen die gleiche Oigmoing (nach oben). Die Arbeit ist posi-
tiv.

Bei der Reibarbeit dagegen ist die Reibkraft stetgrientiert, dass sie der Bewegung entge-

gen wirkt. Kraft und Weg besitzen unterschiedlidfwezeichen. Die Arbeit ist negativ. Dem
Korper wird durch die Reibung Energie entzogen.

5.4.3 Leistung
Die LeistungP ist ein Mal3 daftr, wie viel ArbelV pro Zeitspanne geleistet wird:

p=2.
t

NIm

S

Die Einheit der Leistung ist das WattV =

0| G

Zum Merken:

Leistung = Arbeit pro Zeit

5.5 Lagrange’sche Gleichungen 2. Art

Es gibt eine Alternative zum Freischneiden um Bawgggleichungen aufstellen zu kénnen.
Diese folgen aus den Energieprinzipen. Es gilt

iaEkin _ 0 Ekin + aEpot '

dt 0g; aq; aq; v

wobeiq; generalisierten Koordinatebezeichnen, d.h. einen Minimalsatz an unabhangigen
Koordinaten, und); eingepragte auliere Kréafte in RichtupgWeiterhin bezeichndi,;, die
kinetische sowié,,; die potentielle Energie.

Beispiel: Feder-Masse-System (ohne Dampfung)

Im einfachen Fall einer Federschwingung mit einemitteitsgrad ist q gegeben durch die
Auslenkung x. Die kinetische Enerdig;, = %mfcz ist also eine Funktion in x und die Poten-

tielle Energiek,,; = %kx2 eine Funktion ix. Ohne externe Kraft gilf = 0. Es folgt

dO0Eyy, d . |
dt % dr T ™
d Ekin
=0,
0x
0E
pot
—— = kx.
0x X

Zusammen ergibt sicinx + kx = 0 die bekannte Federgleichung.
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6 Schwingungen von einem Freiheitsgrad

Schwinger von einem Freiheitsgrad werden durch eineige skalare Bewegungsgleichung
(Differentialgleichung) beschrieben. Im einfachskatl ist diese DGL 2. Ordnung linear und
mit konstanten Koeffizienten, wie z.B.

mi + bx + kx = 0.

6.1 Freie Schwingungen

?’W o
Gegeben Ein-Massen-Schwinger mit linearer / /.

Feder (Steifigkeitk) und linearem Dampfer
(Dampfungskonstantd). Beix =0 sei die
Feder entspannt und das System in der stati- ()} - - - - -
schen Ruhelage.

k b k

GesuchtBewegungr(t).

Losung nach Losungsrezept: EKB  kx bi

Schritt 1: ,Modellbildung“ ... schon erledigt

Schritt 2: ,Kinematik* ... schon erledigt
Schritt 3: ,Freikdrperbild“ ... siehe Bild T
Schritt 4: ,Gleichgewicht®

YiFei=0 = mi+bx+kx=0
Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Kziehten firx, oder

¥+ 2Dwox + wix =0

mit der Eigenkreisfrequena, := \/k/m des ungedampften Systems und dem dimensionslo-
b
2mwg’

sen Lehrschen Dampfungsmai=

Schritt 5: ,Lésen* mit Hilfe dese?*t-Ansatzes:
x(t) = ge’t,
x(t) = Ax e,
¥(t) = 2% e,

Einsetzen in DGL liefer{A? + 2DwyA + wd)xe’* = 0 und damit die triviale Lésung = 0
sowie nicht-triviale Losungen Uber die charaktestdte Gleichung, die Frequenzgleichung
(42 + 2DwyA + w3) = 0. Wir erhalten die Eigenwerte

/11/2 == _DCUO i 0)0\/ _1 + Dz.
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FUr Ubliche technische elastische SystemeDg#t 0,001 ...0,01. Mit der Definition des Ab-
klingkoeffizientens == —Dw, und der Eigenkreisfrequenz der gedampften Schwiggu

w = wyV1 — D2 erhalten wir (mif := v—1) die zueinander konjugiert komplexen Werte
M==0+jow, A, =-6—jo.
Die Allgemeine Ldsung lautet damit
x(t) = £ eMt + 2ye2t = e70t[ R, /0t + £,e7It],
Unter Benutzung voa’/“t = cos wt + j sin wt erhalt man die reelle
x(t) = e O[(%, + &,) cos wt + (& — X,)j sin wt].

Es existieren also zwei freie Konstantgnund X, zum Anpassen an die Anfangsbedingun-
gen. Oder in anderen Schreibweisen die Konstaijtemda, mit

x(t) = e %[a, cos wt + 4, sin wt]
beziehungsweis& und¢, mit
x(t) = ae~% cos(wt — ¢,).

In der Regel sind die folgenden Anfangsbedingungegeben, die Anfangslagé0) = x,
und die Anfangsgeschwindigkeif0) = v,. Damit erhalten wir die Loésung

vy + 0x
x(t) = e~ |x, cos wt + ——sin wt |.
w
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6.2 Erzwungene Schwingungen

GegebenEin-Massen-Schwinger wie im vorherigen Abschrtier nun Vm

mit harmonischer Erreguni(t) = F cos Qt.
GesuchtBewegungr(t). « o

Losung Schritt 1 bis 4unseres Losungsrezepts fuhren auf die Differenti-
algleichung F(0)

m# + bx + kx = F cos Qt
mit inhomogener rechter Seite.
Schritt 5: ,Allgemeine Losung*

Wir teilen die Losung x(t) auf in zwei Teile, didgemeine LOsSung,m.(t) der zugeordne-
ten homogenen Differentialgleichung (Eigenschwirggm) und die partikulare LOsung
Xpart(t), also irgendeine Losung der inhomogenen Diffeadgigichung,

x(t) = Xpomo(£) + xpart(t)-

Die Gesamtlésung(t) muss nun noch an die Anfangsbedingungen angepassen.

Losung im eingeschwungenen Zustand

Meist interessiert man sich nur fur die Bewegung ,Bmgeschwungenen Zustand®. Die
Dampfung lasst Eigenschwingungen irgendwann versclem, alsoxy,m,.(t) =0 und
x(t) = xpqre(t). Wir betrachten die komplexe DGL

o2
Fwg

7+ 2Dwyz + wiz = e/

mitz € C undRe(z) := x. Weiterhin giltRe(e/*) = cos Qt.
Lésungsansateom Typ der rechten Seite (Gleichtaktansatz):
z(t) = 2e/9¢,
z(t) = jQze/,
z(t) = —Q%2e/9¢,

Einsetzen in dir Differentialgleichung liefert
. . . Fw? .
—022e/% + 2Dywgjze’ M + wizelt = — e/t
und daher
F w3
k wi — Q2 + 2DwyjQ

7 =

beziehungsweise mit der ErregerkreisfrequerzQ/w,
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F 1
k1—n?+j2Dn

7 =

Wir erweitern mit dem konjugiert komplexen des Nersnund erhalten damit die komplexe
LAsung
F 1-n%*—j2Dy

— jat
k (1—1n2)2 + 4D%n?

z(t) =

Um nun den reellen Antet(t) zu erhalten schreiben wir den komplexen Z&ahler als

|1 —n®—j2Dnle™® = \J(1 - n?)2 + 4D2n2 ™ /¢
und erhalten
F 1
kA -n2)7 + 4D7P

e_](pejﬂt

z(t)

-Im(2) _ 2Dnq

- . In dieser Form lasst sich die
Re(2) 1-n2

mit der konstanten Phasenverschiebtmgy =
der reelle Anteil direkt angeben durch

1
J (1 —n?)2 + 4D2p2

| ™

x(t) = Re(z(t)) = cos(Qt — ) = X cos(Qt — ).

VergroRerungsfunktion V(n)
Schwingungsamplitude(n)

%4 =
) Erregeramplitude

_xm) 1 1
F kJA-n2)2+4D%?

Somit kann die Amplitudg€ = V(n)F furn =~ 1, also Eigenfrequenz Erregerfrequenz, und
kleine Werte von D sehr groR werden. Man stelBeadem fest, dass die Losunft) =
% cos(Qt — ) der ErregungF(t) = F cos Qt ,nacheilt* aufgrund der Phasenverschiebung

— 2Dn
Q= arctan( 2).

1-7n
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— 1 = ]
— =] 20]
s [ =[] 5]

Doali2

1k

35

—— ) =[] (11

D=050

— = .20 | 7]

6.3 Linearisieren von Differentialgleichungen
Siehe Ubung...

6.4 Umwandeln von Differentialgleichungen in Systeme.XOrdnung
Siehe Ubung...
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7 Schwingungen von mehreren Freiheitsgraden

7.1 Freie Schwingungen (Eigenvektoren)

Gegeben

statische Ruhelage

Eine Scheibe (Radiug, Massen, Massenmomerjt um Schwerpunkf), aufgehéangt an
Drehgelenke undB mit Masselosen Balken (BiegesteifigkBit Lanenf; und ¥£,).
Betrachtet werden nur kleine Absenkungen aus désshen Ruhelagef, xz < R,?4,%,).

Gesucht

a) Anzahl der Freiheitsgrade des SysteArswort 2

b) Ein Differentialgleichungssystem fir, das die Bewsgdes Systems beschreibt.

c) Die Bewegung des Systems.

b) DGL-System aufstellen mit Lagrange 2
Lagrange’sche Gleichung 2. Art
iaEkin _ 0 Ekin + aEpot _

. 0,
dt 0g; dq; aq;
Geeralisierte Koordinateny, = x; q, = ¢.
Energien

2 1 2
Exin =5 mi* + 252,
T, 1
EpOt = Ekle + Eksz

Ersatzfedersteifigkeiten der Kragbalken

i ={1,2}.
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Kinematik x, undxg als Funktionen von generalisierten Koordinatamde bilden:
X4y =x—Rsing =x — Ro,
xg =x —Rsing = x + R,

da die Achsenléangen sehr klein sind.

i=1: g1 =x; q1 = X:

1d o .y by 10 1, 10 5 ,
Eaa[mx + /s ]—Ea[mx + /s ]+§a[k1(x—R<p) + k,(x + Rp)*] =0,

i=2: 1 =¢; 41 = ¢:

1d 0 : 10 : 10
2 [max 2] — 27 [mx? P2 — Rp)? 27 —
24199 [mx? + Jsp 270 [mx? + Jsp ]+26(p [k1(x — Rp)* + k,(x + Rp)?] = 0,

jsfp + (kl + kz)RZ(p + (kz - kl)Rx = 0.

In Matrixschreibweise ergibt dies

.. o |
(6 )G (e isn v G)=0) mi© Ko =0

wobeiq(t) den Vektor der generalisierten Koordinat#hdie Massematrix und die Steif-
igkeitsmatrix bezeichnet.
c) Bewegung des Systems (freie Schwingung)

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass- [, = [ und dahek; = k, = k. Es folgt

K= (Zok 2k0R2)'

Wir benutzen wieder einarntt —Ansatz:
q(t) = ge™, G(t) = A*ge™.
Einsetzen in DGL liefert
[MA? + K]g = 0.

Eigenwerte:Im Folgenden bezeichnen wir(1) := [MA? + K]. AuBer der trivialen Losung
g = 0, also der Ruhelage des Systems, existieren weitehe-triviale Losungen fug falls
det(4(2)) = 0. In diesem Fall fordern wir also
mA? + 2k 0

0 JoA? + 2kR?
(mA?% + 2k) - (JgA%? + 2kR?*) — 0 = 0,

det =0,

und wir erhalten
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beziehungsweise die vier Eigenwerte

|2k |2k
Mo =1j m’ A34 = EJjR E

EigenfrequenzerDaraus ergeben sich zwei Eigenfrequenzen

2k 2k
0)1 = z, 0)2 = R E,

Eigenfrequenzen mit anderem Vorzeichen liefernd&ei@uen Resultate.

EigenvektorenWir setzten jeweilg? und A7 in die GleichundMA? + K]§ = 0 und erhalten
und Losen nach; bzw.g,; auf.

~ ~ ~ 1
/1% . 0 * ql,l + (]5112 + ZkRz) * QI,Z = 0 = ql = ( )

7.

Zweite Eigenschwingung

Allgemeine Losung: Die Allgemeiner Losung ergibthsials Linearkombination der Eigen-
schwingungen, also

q(t) = ¢;G; cos(w,t — @;) + ;G cos(wyt — @yp)
mit vier Konstanten (c;, c;;, @5, @;;) zum Anpassen an die Anfangswertbedingungen
(X0, Vo, X0, Po)-
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7.2 Deterministisches Chaos

(s. Folien und Ubung)
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8 Kontinuumsschwingungen

Schwinger ... von einem FG ... von mehreren FG Kontinua
Freiheitsgra- 1 n o
de

Beispiel 1 . 17777777777 K K K, 7 o~
i) % —"

DGL Typ Gewohnliche Differenti; System von Gewohnli- Partielle  Differenti-

algleichung chen Differentialglei{ algleichung
chungen

8.1 Herleitung der Feldgleichung

Annahmen:

. . hnitt
Querschnitte bleiben eben Querschni

Querschnitte kippen gegeneinander M( '\M
Scherung, d.h. die Verschiebung gegeneinander,

wird vernachlassigt

Keine Langskraft, d.h. Kraft in Richtung der Balkiarmge -Richtung), also auch
keine Seitenschwingung

Einfacher linear-elastischer isotroper Werkstoff

Linearisierung: Neigung kleip « 1, Krimmung kleiny «< 1

Referenzlage (entspannt):

q(®)

Gegeben: Kragbalken mit

Lange?,
BiegesteifigkeitEl als Produkt aus Elastizitatsmodiulind Flachentragheitsmoment
des Querschnitts,

Streckendichte:, sodas#ofu(x)dx = m die Masse ergibt,
Streckenlast (x, t).
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8.1.1 Kinematik

Die Auslenkung zur Zeit und an der Stelle wird angegeben durchr(x, t). Die Neigung
¢(x), also der Winkel zwischen Referenzlage und Tarnglebene der ausgelenkten Lage
kann angegeben werden durch

w(x + dx) —w(x)
dx

) ~ w'(x).

p(x) = dljlclllo arctan<

Weiterhin bestimmen wir die Krimmungx) tGber den RadiuB des Kreises, der am Punkt
x dieselbe Tangentialebene wie die ausgelenkte bagézt und der den Verlauf der Biegung
um x bestmoglich approximiert. Die Krimmung wird damgegeben als

1

x(x) = RGO~ w' (x).

8.1.2 Werkstoff

Es gilt das Hooksche Gesetz= E¢. Die Krummung ist proportional zum Biegemoment,
M = —Ely

8.1.3 Gleichgewicht
Kraftegleichgewicht inc-Richtung:

Es existiert keine Normalkra orthogonal zug, da die

,adx Langskraft nach Annahme verschwindet.
o clae '\\ M (x-+dx)
Kraftegleichgewicht irz-Richtung:
MO~ Q(x+dx)
Q(x+dx) Z F, =0,

Q(x + dx) — Q(x) + gdx — udxw = 0,
Q+dn - _ .
dx q I’l' .
Wir berechnen auf beiden Seiten den Grenzwerd i 0 und erhalten

Q'(x) = —q + pw.

Momentengleichgewicht um C:

0
3 e o,

dx dx
M(x+dx)—M—Q(x+dx)7—Q(x)7= 0.

Wir teilen erneut durcblx und berechnen den Grenzwert fir - 0 und erhalten

M = Q.
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Zusammenstellen der Differentialgleichung (Feldgieng):
Aus dem Momenten- und Kraftegleichgeweicht erhalen
M'" =Q" = —q+ puw.
Aus der Kinematik und den Werkstoffeigenschaftdraken wir
M" = (=Ely)" = (=EIw")".

Fur (orts-)konstanteBI erhalten wir die Partielle Differentialgleichunigy fdie Balkenbiege-
schwingung

EIw"" + uw = q.

8.2 Beispiel: Freie Balkenbiege-Schwingung

Gegeben sei ein Balken in der folgenden Form

mit Auslenkungw(x, t) und den Randbedingungen

w(0,t) = 0} _
w(t,t) =0 keine Auslenkung am Rand,
M(0,t) = 0} w'(0,t) = 0} . .

MEt)=0) w'(ft) =0 keine Kriimmung am Rand.

Die Feldgleichung ist gegeben dul€fw'"" + uw = 0.
Gesucht ist die analytische Losung fiéfx, t), passend zu obigen Randbedingungen.
Separationsansatz:

w(x, t) = W(x) - T(t),

wix,t) = W) - T,
W””(x, t) — W””(.X') . T(t)

Durch Einsetzen in die Feldgleichung erhalten &o&! W""'T + uWT = 0 und durch
umformen folgt
EIW""(x) _ T(0)
e Wx) T(t)

da die Gleichung jeweils fur alte und allet erfullt sein muss. Daraus erhalten wir zwei ge-
wohnliche Differentialgleichungen

= const = w?

T + w?T =0,

w' — =0.
EI
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Im Folgenden schreiben wif* := ”E—“;Z
Allgemeine L6sung fUF:
T(t) = T cos(wt — ).

Allgemeine L6sung fW mittelse**-Ansatz:

— YA nKX —~
W’I{"/’ = VZ;T/ Kx} = (k* — kHWe™™ = 0.
= k*We

Neben der trivialen Lésund/ = 0 existieren also vier weitere nicht-triviale Loseng
kK, =k, k, = =k, k3 = jk, k, = —jk mit der imaginaren Einhejt Daraus ergibt sich

4
W = z Wie"ix
i=1
oder in reeller Schreibweise
W (x) = ¢,cos(kx) + é,sin(kx) + é;cosh(kx) + é,sinh(kx).
Anpassen an Randbedingungen:
W) =W() =W"0)=W"(#) =0.

Einsetzen in die reelle Form va#i(x) liefert

1 0 1 0 €1
coskf sink? coshkf sinhk? G| 0
—k? 0 k? 0 C3 .

—k?coskf —k?sinkf k?coshkf k?sinhkt/ \¢,

Wir erhalten nicht-triviale Losungen, wenn die abigatrix singular ist, d.h. falls die Deter-
minante verschwindet. Zur Berechnung der Deterntenantwickeln wir nach der ersten Zei-
le. Die Determinante ist dann gegeben durch

sinkf cosh kf sinh k€ cos kt sin kf sinh k€
det( 0 k? 0 ) + det( —k? 0 0 = 0.
—k?sinkf k?coshkf k?sinhk? —k?coskf —k?sinkf k?sinhk?

Erneutes Entwickeln jeweils nach der zweiten Zgilet zur sogenannten Frequenzgleichung
4k*sin k€ sinhkf = 0 = sin k€ = 0.

Fur k, = 0 erhalten wir erneut die triviale LOsung. Weitei@sungen existieren fur

nm
kn =7,‘I’l € N.

Die Wertek,, ,n € N, nennt man Eigenorts(kreis)zahlen. Daraus ergeiohneweils die

2 _ 4
w; = —ky.

Setzen wir diese Ergebnisse fijy in die Matrix ein erhalten wir die nicht-trivial&sung
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61 = 63 = 64 = 0, 62 belleblg
Eigenschwingungsformen:
. /mm
Wy (x) = €, sin (7 x).
Eigenschwingungen:

Die Eigenschwingungen ergeben sich als Eigenschumggformen multipliziert mit dem
Zeitverlauf,

nm
wy(x,t) = €5 sin (Tx) cos(w,t — ay).

Losung der Differentialgleichung:

Die L6sung der Differentialgleichung ergibt sicls dlinearkombination der Eigenschwin-
gungen,

w(x, t) = Z wy(x, t).
n=1

Diese kann noch an Anfangswertbedingungen (nicmdBRedingungen) angepasst werden,
um die Werte fu€, ,, zu bestimmen.

8.3 Beispiel: Erzwungene Balkenbiege-Schwingung

Am Ende eines Kragbalkens (Lanfe Biegesteifigkei]l = const, Massenbele-
gung/Streckendichtg = const) ist eine Maschine der Masseangebracht. Sie ist aul3erdem
Uber eine Feder (Steifigkdi) mit der Umgebung verbunden. Durch eine nicht agkghene
Unwucht wirkt eine Kraff (t) = F cos Q.

Feldgleichung:

In Abschnitt 8.2 haben wir die allgemeine
Form der Feldgleichung hergeleitet. Diese
lautet

EIw"" +puw = q.

Hier fliel3t die KraftF allerdings in die
Randbedingungen ein, daher gilt= 0.

Randbedingungen:

An der linken Seite haben wir keine Absenkung ueith& Neigung. Daraus ergeben sich die
Randbedingungen (1) und (2),

w (0,t) =0,
w'(0,t) = 0.
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Um die weiteren Randbedingungen herleiten zu komesdtigen wir das Momentengleich-
gewicht an der rechten Seite sowie das Kraftegigalicht inz-Richtung. Es folgt

M(¢,t) =0,
Q¢ t) =F(t) — k,w(®,t) —mw(£,t).

In vorigen Abschnitten hatten wir bereits hergeleit

M = —EIw",

Q=M =Elw".
Setzen wir dies in die Gleichgewichte ein ergelienh die Randbedingungen (3) und (4) far
die rechte Seite des Kragbalkens,

w'(£,t) =0,
mw(,t) —EIw" (£,t) + kyw(£,t) = F cos(Qt).
Separationsansatz:
Die letzte Randbedingung ist inhomogen, daher wevdeden Gleichtaktansatz
w(x,t) = W(x) - cos Qt.
verwenden. Durch Einsetzen in die Feldgleichungléezh wir
EIW""(x) cos Ot — uQ2W(x) cos Ot = 0.

Da die Gleichung fir alle erfullt sein muss, kénnen wir eine gewohnlichef@#ntialglei-
chung 4. Ordnung fuiV (x) angeben,
WIIII( ) MQZW( )_0
X El X) = U.

2
Wie im vorigen Kapitel definieren wik* := % Die Allgemeine LAsung fUW erhalten wir

erneut mittelse**-Ansatz, W = We**. Wie im Vorigen Abschnitt lautet die allgemeine-L6
sung also

W(x) = ¢;cos(kx) + é,sin(kx) + ¢;cosh(kx) + ¢é,sinh(kx).
Anpassen an Randbedingungen:

Um die Koeffizienten an die Randbedingungen anpasaekbnnen bendtigen wir die ersten
drei Ableitungen vori/ (x).

W'(x) = k(—élsin(kx) + ¢é,cos(kx) + é3sinh(kx) + é4cosh(kx)),

wW"'(x) = kz(—élcos(kx) — &,sin(kx) + ¢scosh(kx) + 64sinh(kx)),

W' (x) = k3(6lsin(kx) — é,cos(kx) + é3sinh(kx) + é4cosh(kx)).
Zur Notationsvereinfachung definieren wir

¢ = cos k?, s = sink?,
C = coshk?, S = sinhk?.
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Einsetzen der Randbedingungen (1) bis (4)
1 0 1 0 P
0 k 0 k el
—k?c —k?s k*C k%S 2 )=
<(k1 - sz)c> ((kl - mQZ)S> <(k1 - sz)C> ((k1 - sz)S) 3
—EIk3s +EIk3c —EIk3S —EIk3C 4
Aus der ersten Zeile folgt direkt = —¢5, aus der zweiten Zeil® = —¢,. Es ist also ausrei-

chend, eir2 x 2 System zu |6sen, um die Konstanfgrund¢, zu berechnen. Die allgemeine
L6sung lautet nun

> O
THO O ©

_ F cos Qt
wlx 6) = {Z(k1 —mO2)(sC — cS) — 2ETk3(1 + CC)}
- {(s + S)(coskx — cosh kx) — (¢ + C)(sin kx — sinh kx)}.
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9 Regelung dynamischer Systeme

PID Regelung

Der PID Regler besteht aus drei Teilen, dem P-Regleproportionalen Verhalten, dem I-
Regler mit integralem Verhalten und dem D-Reglet diiferentialem Verhalten. So wird
versucht, die Ausgabe eines Systems, zum Beismel@sung einer Differentialgleichung
oder ein daraus abgeleiteter Wert, hier die Bewggumes Systems, moglichst nahe an einem
gewissen Sollwert zu halten. Dagegen wirkt aul3erdigra externe Storung. Der PID Regler
erhalt als Input die Differeng(t) aus Ist-Wert und Soll-Wert.

System

»| Differentialgleichung Bewegung
Numerischer L&st

PID Regelung v
ntegratﬂr +
M e oiiwer]

|fferen2|ere

P-Regler

Der P-Regler multipliziere(t) lediglich mit einem konstanten Anteil, die Ausgabealso
proportional zum Eingang. Der P-Regler reagiert itt@fbar auf den Eingang. Ist das System
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, erhalt Eingabe also die Beschleunigung, so
kann der P-Regler physikalisch als Federkraft diggegen dem Fehlex(t) wirkt interpre-
tiert werden.

I-Regler

Der I-Regler integriert den Fehle(t) Uber die Zeit auf, Fehler wirken also auch zeiter
gert nach. Theoretisch kann der Korrektur-Antest d&eglers also beliebig grol3 werden.
D-Regler

Der D-Regler differenziert die Eingale€t) und multipliziert das Ergebnis mit einem kon-
stanten Faktor. Man kann also sagen, er versuaichdiie Ableitung die zukinftige Ent-
wicklung vorherzusagen. Physikalisch kann man ichaals eine Art Dampfung auffassen.
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Anhang
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A. Freikorperbilder



