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2 Allgemeines

2.1 Ziel der Vorlesung

* Reale dynamische Probleme in Mathematik iibersetzen kannen.
* Probleme l6sen kanne (Methoden, Werkzeuge).
« Ergebnisse verstdndlich darstellen kannen.




2.2 Gliederung

* Grundlagen aus der Statik
* Kinetik

* Dynamik

 Schwingungen von 1 FG
 Schwingungen von n FG

* Kontinuums-Schwingungen
* Regelung

3 6rundlagen aus der Statik

3.1 GroBen, Dimensionen, Einheiten
3.2 Kraft, Moment, Freikérperbild
3.3 Spannung, Dehnung, Werkstoffgesetze

Kurze Wiederholung aus dem Wintersemester




3.1 GroBen, Dimensionen, Einheiten

Standard: ISO 31, DIN 1313
GroBe Zahlenwert - Einheit
Ldngel = 2-m = 2m

{6roRe} = Zahlenwert
[GroBe] = Einheit

falsch: M richtig: Ldange L / m

oder Ldngel inm

SI-Basiseinheiten (Mechanik):
m (Meter), kg (Kilogramm), s (Sekunde), K (Kelvin)

3.2 Kraft, Moment, Freikorperbild,
statisches Gleichgewicht




Die Kraft

+ Krdfte aus Erfahrung bekannt: Muskelkraft, ...

- Der Begriff .Kraft" ist axiomatisch, d.h. ohne
Definition.

IN—

Zweites Newtonsches Axiom:

Kraft = Masse - Beschleunigung oder F=m-a

Zum Merken:

Die Kraft ist die Ursache fiir eine Beschleunigung
(Bewegungsdnderung) oder eine Verformung
Dehnung) eines Kaorpers.

Kussere
gk

Feder

Einheit der Kraft

Newton
N = kg-m/s?

Zum Merken:
Gewichtskraft einer Tafel Schokolade ~ 1 Newton




Schnittprinzip (Euler) und Freikorperbild

Zum Merken:
Erst schneiden dann Krdfte und Momente eintragen.
Freikorperbild = véllig freigeschnittenes Teilsystem

Darstellen von Krdften

Krdfte sind
vektorielle GroBen \, Wirkungslinie

mit Betrag und Richtung. Schraube




Das Moment

Schlitzschraube mit
Schraubenzieher-

Klinge (belastet) Klinge SCTube M= Fa
FLElD \ t
F e )
Krdaftepaar (£, a) Moment M
Zum Merken:

Ein Moment ist die Ursache fiir eine Dreh-Beschleunigung
(Bewegungsdnderung) oder eine (Dreh-) Verformung (Torsion,
Biegung) eines Karpers.

Zum Denken:

Moment gleich “Drehkraft”

Einheit des Moments

Newton-Meter

N-m = kg-m2/s? Rechte-Hand-Regel:

A

Darstellung von Momenten 3

)

... mit Drehpfeilen oder 5
Doppelpfeilen

I Achse

5 Nm
Momente sind vektorielle
Grofen

¢ Betrag
¢ Richtung
* Richtungssinn

oder

Drehpfeil Doppelpfeil




Moment einer Kraft beziiglich eines Punktes P

Zum Merken:
Moment = Kraft mal Hebelarm
(Hebelarm senkrecht zur Wirkungslinie)

Verschiedene Schnittkrdfte und -momente

Schnitt durch ...

a) Seil

b) Balken 2D

c) Balken 3D

d) (Scharnier-)Gelenk in 2D

e) Allg. Punktkontakt

f) Allg. Schnitt durch 3D Kérper
(Kartoffel)




Freiheitsgrade, Bindungen

Freiheitsgrade [degrees of Freedom, DOF]:

Objekt

Punktmasse in 2D
Punktmasse in 3D
Starrer Korper in 2D
Starrer Korper in 3D
n starre Korper in 3D

Freiheitsgrade f

Bewegungsarten

Freiheitsgrade, Bindungen

Freiheitsgrade [degrees of Freedom, DOF]:

Objekt

Punktmasse in 2D
Punktmasse in 3D
Starrer Korper in 2D
Starrer Korper in 3D
n starre Korper in 3D

Freiheitsgrade f
2
3
3
6
nx6

Bewegungsarten
2 Translationen
3 Translationen
2 Transl., 1 Rotation
3 Transl., 3 Rotation

Systeme von n starren Korpern mit Bindungen b [constraints]:

f=3n-b
f=6n-b

(in2D)
(in 3D)




Statische Bestimmtheit

System ist statisch ..
unbestimmt bestimmt dberbestimmt
Freiheitsgrade
>0 S <
f=én-b 0 2
bestimmt unterbestimmt
Gleichungs- . A . ,
Sechs Gleichungen fiir | Redundante Bindungen
system = Dynamik sechs unbekannte fihrenzu
Auflagerkrdfte /- nichteindeutigen
momente Lasungen
Statisches Gleichgewicht 3
F
SN
‘i
/ 10 N
Freikérperbild inner-
halb der Hillfldche
Wichtig:

Gleichgewicht nur an “Freikarperbildern”




3 Gleichgewichtsbedingungen fiir FKB in 2D:

Summe aller Kréfte in x - Richtung :  F,, +F,, +..=0,
Summe aller Kraftein y-Richtung: F +F,, +..=0,

Summe aller Momente beziiglich P: M}, + M/, +...=0.

e KrdfteGG konnen durch MomentenGG ersetzt werden, aber ...

¢ 3 MomentenGG diirfen nicht auf einer Geraden liegen

6 Gleichgewichtsbedingungen fiir FKB in 3D:

Summe aller Krafte inx -Richtung : Y F, =0,
Summe aller Krafte in y - Richtung : Z Fy =0,

Summe aller Krafte in z - Richtung : Z . =0,
i

Summe aller Momente um x - Achse bezlglich Punkt P : z M P =0.

Summe aller Momente um y - Achse beziglich Punkt Q: > M =0.

Summe aller Momente um z - Achse beziglich Punkt R : z M2 =0.
i

e KrdfteGG konnen durch MomentenGG ersetzt werden, aber ...

e Max. 2 MomentenGG um parallele Achsen
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Losungsrezept

Schritt 1: Modellbildung. Generieren eines Ersatzmodells (Skizze mit
Geometrie, Lasten, Einspannungen). Weglassen unwichtiger Dinge. Das “reale
System" muss abstrahiert werden.

Schritt 2: Koordinaten (Wege, Winkel) einfiihren. Ausgelenktes System
hinzeichnen und Auslenkungen gegeniiber Referenzlage beschreiben.

Schritt 3: Schneiden, FKB: System aufschneiden, Schnittkrdfte/-momente,
- Freiksrperbild (FKB).

Schritt 4: Gleichgewichte: Krdfte-/Momentengleichgewichte fiir Freikorper
anschreiben - Gleichungen.

Schritt 5: Gleichungen losen.

Schritt 6: Auswerten: Ergebnisse priifen, deuten, darstellen.
Verifizieren:  Mathematisch korrekt? Plausibilitat, Konvergenz, ... priifen.
Validieren: Annahmen giiltig? Mit Experimenten vergleichen.

3.3 Spannung, Dehnung,
Werkstoffgesetze

1



Die Spannunqg

5OON*

Definition der Spannung

Zum Merken:
Spannung = ,verschmierte" Schnittkraft,
Spannhung = Kraft pro Flache oder o =F/A

12



Einheit der Spannung

Mega-Pascal: 1 MPa = 1 N/mm?
Pascal: 1Pa = 1 N/m?

Normal- und Schubspannungen

O1

Schnitt 1:
Zugstab mit Normalspannung o1

Schnitt 2:
mit Normalspannung o
und Schubspannung

13



Allgemeiner (3D) Spannungszustand ...

. in einem Punkt des Kérpers:

¢ Drei Spannungskomponenten in einem Schnitt (Normalsp., 2x Schubsp. )
mal

¢ Drei Schnitte (z.B. frontal, sagittal, transversal)
gleich

¢ Neun Spannungskomponenten, die den vollstdndigen 3d Spannungszustand in
einem Punkt im Korper kennzeichnen.

o Sechs Komponenten davon sind unabhdngig (,Gleichheit der Schubsp.™)

O Txy Ty
=1, ©, T, Der ,Spannungstensor"
Ty tyz G,

Allgemeiner Spannungszustand ...

Sechs Komponen'l'en Details von "Mormalspannung”
B Bereich
. - Geometrie | Alle Bauteile
. Vergleichs- (von Mises) 5 befinition
", Max. im Hauptachsensystem Tvp Normalspannung
%, Mittlere im Hauptachsensystem | Ausrichtung [Ea
. Min. im Hauptachsensystem E Ergebaisse
@, Max. schub Min.

. Vergleichs- (Tresca — -
i | Details von "Scherspannung
IS; Norma Bl Bereich

% Schub \ Geometrie | Alle Bauteile

% Hauptvektor \ = pefinition
Typ Scherspannung
@ Feher oo

Bl Ergebnisse fimasan
Min,

14



e Problem: Will man bunte Bilder machen, muss man sich fiir eine
Komponente entscheiden.

e Aber welche soll man nehmen?

¢ Man kann statt einer einzelnen auch ,Mischungen™ der
Komponenten- verwenden.

e So genannte ,Invarianten” sind nichts weiter als besonders
.Schlaue™ Mischungen bei denen unabhdngig von der Orientierung
des Koordinatensystems das selbe rauskommt:
.Hauptspannungen®, ,Von-Mises-Spannung”, ,Hydrostatischer
Spannungsanteil”, ,Oktaeder-Schubspannung®*, ...

&, Vergleichs- (von Mises)

B Max. im Hauptachsensystem

B Mittlere im Hauptachsensystem

@, Min. im Hauptachsensystem SMises = \/“xx 2+ 0y, 2+ 07,2 = Oy Oyy = Oxy Oz7 = Oyy Oz + 31y 2 + 3752 + 37,2
. Max. Schub

% Vergleichs- (Tresca)

5. Normal

W, Schub

Dehnungen

DETAILS

- Seiltyp: Einfachseil

* Durchmesser: 10.5 mm

- Imprdgnierung: ohne

* Gewicht: 72 g pro Meter

* FangstoB: 9.6 kN

* Anz. Stiirze: 10

* Mantelverschiebung: O mm
- Dehnung statisch: 7.7 %

- Dehnung dynamisch: 32 %
* Knotbarkeit: 0.7

+ Farbe: mix

Zum Merken:

Dehnung = relative Ldngendnderung (Winkeldnderung)

15



Definition der Dehnung

Langenénde rung
Ursprungsl &nge

Dehnung =

Einheit der Dehnung

Ohne Einheit, also z.B.:

1

1/100 = %

1/1.000.000 = pe (micro strain) = 0,1 %

Globale oder lokale Dehnungen

+ Globale, duBere Dehnung

+ Lokale, innere Dehnungen

Dehnung (Gestaltdnderung)
im Frakturkallus

16



Definition des lokalen Dehnungszustands

Yo
Yo+AY
Go Yo OLO"'AU. y0+Ay
zo\{ - 'B‘o‘ ~ Zy*+AZ lh
Xo Bo+AB Xog*+AX
unverformt verformt
(spannungsfrei) (Spannungen an allen Oberfldchen)

Definition des lokalen Dehnungszustands

AX . Ay Az
Exw = )!|m0x—, w o= J'moy_, 7 = )!lmoz—
((d (g 0 0™ 0
1 1 1
Exy—E'AQ/, gxz:E'Aﬂ’ gyZ:E'Aa

N |-

&
s=ey] &y &y Der ,Dehnungstensor”
EXZ
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Werkstoffgesetze

... verkniipfen Spannungen und Dehnungen miteinander

Stress o )
Lineares Werkstoffgesetz A linear
c=E-¢
o=E-¢
Gijj Eijkl "€y
—
Strain €
c=E-e
[A-v) v v 0 0 0

O (1—V) v 0 0 0 Exx

Gy (1—V) 0 0 0 Eyy

oul| E -2 0 €,

T V) (1-2v) 2 '

Ty 1+v)-(1-2v) @-2v) . Yo

Ty T Tn

T sym (1_22V) Vax
E - Elastizitdtsmodul, E-Modul [Young's modulus]
v - Querkontraktionszahl [Poisson's ratio] (0 ... 0.3 ... 0.5)
* Voll besetzter Tensor 4. Stufe fur drei Dimensionen (81)
* Gleichheit einander zugeordneter Schubspannungen (Boltzmann

Kontinua) und Scherdehnungen (36)

» Maxwellscher Reziprozitatssatz > Volle Anisotropie (21)
« Orthotropic (9)
» Transverse Isotropic (5)
« Isotropy (2

18



Zum Merken:

Ein linear-elastisches, isotropes Werkstoffverhalten wird
durch zwei Werkstoffparameter gekennzeichnet:

zB. Eundv

Ein allgemeines anisotropes Werkstoffgesetz besitzt 21
Werkstoffparameter.

Zwei von:

E - Elastizitdtsmodul, E-Modul [Young's modulus]

v - Querkontraktionszahl [Poisson's ratio] (0 ... 0.3 .. 0.5)
6 - Schubmodul [Shear modulus]

K - Kompressionsmodul [Bulk modulus]

g, A - Lamesche Konstanten [Lame Constants]

Kompliziertere Werkstoffgesetze.:

Spannung o Spannung o
Belastung

Belastung
Entlastung
Entlastung + Nicht-linear

Dehnung & * Nicht-elastisch, plastisch Dehnung ¢
* Anisotrop

+ Viskoelastisch, Typ: innere Ddmpfung

- Viskoelastisch, Typ: Geddchtniseffekt

Spannung o

Dehnung ¢

19



Vier einfache Lastfdlle:
a. Zug und Druck

Zugstab (Dehnsteifigkeit EA)

e EA EA
o F=—AL, k=—
1| L, L,
Lo i ,Ai—do-Ad
= A |
Y
//ﬁ//}
IF
unbelastet belastet Schnitt
b. Scherung
Scherstift (Schersteifigkeit GA)
A F= %W, k = %
L L

L

unbelastet belastet Schnitt

20



c. Biequng (Kragbalken)

Kragbalken (Biegesteifigkeit EI,, Ldnge L)

w

Schnitt

Z .
1 x v
Neutrale
Faser
Drucksp.
Schubsp.
3 2 -
w= L F+ L ,
3El, 2El,
L L
=——F+—
PTI=T
d. Torsion
Torsionsstab (Torsionssteifigkeit GIt)
-G, Ol
L " L

Lange L, Radius r

Schnitt

Zum Merken:

Der Rohrenknochen hat eine giinstige (materialsparende) Gestalt bei
Torsions- und Biegebeanspruchungen.
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Flachenmomente

Rechteck: Vollkreis:

m

H

Axiales Flachenmoment zweiten Grades

3
1, =20 l,=—D* l, =—(D-d)*
12 64 64
Polares Flaichenmoment zweiten Grades
T T
IT=IP=§D4 |T:|‘,:§(D—d)4
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